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Convocatoria
de 1a Asamblea General Ordinaria
de 1999

JUNTA DIRECTIVA
Presidente: Se convoca la Asamblea General Ordinaria de la Sociedad “Puig Adam” de Profeso-
' res de Matematicas correspondiente a 1999 para el dfa 10 de abril de 1999, en los locales
JosE JAVIER ETAYO GORDEIUELA de la Facultad de CC. Matemdticas de 1a Universidad Complutense de Madrid (edificio
' nuevo), Ciudad Universitaria, a las 11:30 en primera convocatoria y a las 12:00 en segun-
Vicepresidentes: da, con el siguiente
EUGENIO ROANES MAC(AS (Madrid)
JuAN Bosco ROMERO MARQUEZ (Castilla-Le6n) ORDEN DEL DiA
VICENTE MENDIOLA-MUNOZ MORALES (Castilla-La Mancha)

—_—

Lectura y aprobacién, si procede, del acta de 1a sesién anterior.
Vocales; 2 Informe del Presidente sobre las actividades de la Sociedad.
3. Informe del tesorero. Presentacién y aprobacién, en su caso, de las cuentas de

JuL!o FERNANDEZ BIARGE (Redacci6n de publicaciones) .
JosE VICENTE GARCIA SESTAFE (Relaciones Institucionales) INgresos y gastos. o
) . 4. Eleccién de nuevos cargos directivos.
EUGENIO ROANES LozZANO (Gestién de publicaciones) 5. Asuntos de trémite.
MARTIN GARBAYO MORENO (Actividades y concursos) 6. Ruegos y preguntas.
Secretario; jiEsperamos tu asistenciaj;

FrRANcISCO GONZALEZ REDONDO

Vicesecretario:
MIGUEL ANGEL (JALLARDO QRTIZ

Tesorero:
ALBERTO AIZPUN L.OPRZ

Bibliotecario:
JOAQUIN HERNANDEZ GOMEZ,

Adjunta a la presidencia:
MARIA GASPAR ALONSO-VEGA



XVII Concurso de Resolucién
de Problemas de Matematicas

convocado por

Sociedad “Puig Adam” de Profesores de Matemadticas
y Colegio de Doctores y Licenciados en Ciencias y en Filosoffa y Letras

BASES

Primera: Podrdn participar en el Concurso los alumnos de BUP, ESO y FP en tres
niveles:

a) Primer nivel: alumnos de 1° BUP, 3°ESO y FP [,
b) Segundo nivel: alumnos de 2° BUP, 4° ESO y 1° de FP II;
¢) Tercer nivel: alumnos de 3° BUP, 1° Bachillerato y 2° y 3° de FP II.

Segunda: Las pruebas consistirdn en la resolucién de problemas (los mismos para
todos los concursantes de cada uno de los tres niveles) y se realizardn en Madrid, en un
solo dfa, el sdbado 19 de junio de 1999 a partir de las 10 horas.

Tercera: Se concederdn diplomas, acompafiados de los premios correspondientes, a
los mejores de cada nivel.

Cuarta: Los Centros que deseen presentar a algunos de sus alumnos (hasta un maxi-
mo de seis) deberdn realizar la preinscripcién antes del dia 19 de mayo de 1999, dirigién-
dose por carta al presidente de nuestra sociedad:

Prof. Javier Etayo Gordejuela
Departamento de Algebra
Facultad de Ciencias Matemadticas
Ciudad Universitaria
28040-Madrid

En esta preinscripcién no es preciso hacer constar los nombres de los alumnos selec-
cionados. Si algiin centro desea presentar mds de seis alumnos, debe solicitarlo antes de la
fecha mencionada anteriormente.

Quinta; Los centros entregardn a los alumnos que envien, credenciales individua-
les en las que se haga constar que han sido seleccionados por su excepcional aprove-
chamiento en Matemdticas, asf como el curso en que estdn matriculados en el afio aca-
démico 1998-99.

NOTA IMPORTANTE: Los dos primeros clasificados de cada nivel estdn invitados
a participar en la VII Olimpiada Rioplatense, que estd previsto celebrar en diciembre de
1999 en Argentina. Ello en el supuesto de que se consigan becas para pagar los billetes
hasta Buenos Aires. De la pasada edicién de la Olimpiada Rioplatense se hace una resefia
mds adelante, en este mismo ntiimero del Boletin.



VII Olimpiada Matematica Rioplatense
Argentina - 1998

En la segunda semana de diciembre se celebrd en Pilar, localidad a unos 50 km de
Buenos Aires, la VII Olimpfada Matenidtica Rioplatense. En esta edicién participaron 68
estudiantes procedentes de seis pafses iberoamericanos; Argentina, Brasil (con dos equi-
pos), Colombia, Espafia, México y Uruguay.

El equipo espafiol estuvo formado por los siguientes estudiantes:

— Los ganadores del XVI Concurso de Resolucién de Problemas de nuestra Socie-
dad,
— Fernando Cruz Robledillo,

Carlos Herndndez Corbato,

Roberto Rubio N fiez,

— Borja Cadenato Palacio,

Carlos Domingo Mas,

— y los ganadores de Medalla de Oro en la Gltima Olimpiada de Mayo,
— Luis Herndndez Corbato, de Madrid (Primer Nivel),
— Alberto Sudrez Real, de Salinas (Asturias) (Segundo Nivel),

junto con los profesores Mercedes Sanchez y Gregorio Herndndez, como miembros del
Jurado, y Azucena Corbato en calidad de Tutora.

Las pruebas se celebraron los dfas 9 y 10 en dos sesiones de tres horas y media cada
una, en las que se propusieron seis problemas en total. En los restantes dfas hubo varios
concursos y juegos entre todos los participantes, que disfrutaron del buen tiempo, sin exce-
sivo calor, del verano argentino. Los estudiantes estuvieron alojados en una residencia en
las afueras de Pilar, con una preciosa arboleda e instalaciones deportivas que permitieron
una estrecha convivencia entre ellos, y esta convivencia y los aspectos lidicos de la estan-
cia serdn, sin duda, los recuerdos que més perdurardn en ellos.

La OMR estd organizada en cuatro niveles (A, 1, 2'y 3), segin los afios de escolariza-
cién de los estudiantes, cuya edad varfa de los 12 a los 18 afios, pudiendo participar cada
equipo con tres alumnos por nivel. El equipo espafiol participé en los niveles A (un alum-
no), 1 (tres alumnos) y 2 (tres alumnos). El jurado sélo hace publicos los nombres de los
ganadores de las medallas de oro, plata y bronce, sin que se conozca la puntuacién obteni-
da por ningtn estudiante.

Por parte espafiola obtuvieron medalla:

Luis Herndndez Corbato, Medalla de Oro en ¢l Nivel A,
Alberto Sudrez Real, Medalla de Bronce en el Nivel 1,y
Carlos Domingo Mas, Med:alla de Bronce en el Nivel 2.

Debemos agradecer a FOMA (Fundacidn Olimpiada Matemética Argentina) su invi-
tacidn a participar, un affo mds, en esta competicién, sus atenciones y desvelos para hacer
grata nuestra estancia y el entusiasmo que despliegan en esta hermosa tarea de estimular
entre los mds jévenes el talento matemético. También agradecemos al CIDE (Centro para
la Investigacién y Desarrollo Educativo) su colaboracidn, que hizo posible ¢l viaje de
alumnos y profcsores hasta Argentina.



III Concurso de Primavera

Cuando estéis leyendo esta revista, aquellos que sois profesores de ensefianza no uni-
versitaria ya probablemente haydis recibido informacién sobre el III Concurso de Prima-
vera. Como habréis observado, hay dos novedades respecto a afios anteriores:

En primer lugar, la participacién se extiende hasta nuestros actuales estudiantes de
COU 6 2.° de Bachillerato LOGSE. Hemos creido que no habfa razones importantes para
no contar con estos estudiantes. Se podfa pensar que los estudiantes del dltimo afio tienen
su cabeza puesta en las pruebas de acceso pero, por la experiencia que (enemos en algunos
cenlros, hemos observado que no es exactamenlte asf, fue a muchos de esos estudiantes
también les gusta hacer actividades no tan directamente relacionadas con la dichosa selec-
tividad.

Por otra parte, aumentamos a cuatro el nimero de niveles: Primaria, primer ciclo de
ESO, segundo ciclo de ESO y Bachillerato o equivalentes. Aunque seguimos defendiendo
la tesis de que a los estudiantes les gusta competir con ellos mismos, y observar cémo cada
aiio respondian —en una prueba andloga— a mas cuestiones que el afio anterior, creemos
que, en cualquier caso, esa idea la pueden mantener, dado que los niveles no se refieren a
un solo curso, sino a dos. Por otra parte, cuatro niveles dan una visién mds fiel de la actual
distribucién de la ensefianza no universitaria.

En el préximo nimero haremos un andlisis detallado de cémo fue este concurso,
pero, en cualquier caso, nos gustaria agradecer ya a la Consejerfa de Educacién y al depar-
tamento de Asuntos Generales de la Comunidad de Madrid su disposicién y eficacia para
haber hecho llegar a dos mil centros publicos y concertados de la Comunidad de Madrid,
en un tiempo récord, toda la primera informacién sobre este III Concurso de Primavera.

Comité Organizador del Il Concurso de Primavera

Recuerdo de Fidel Oliveros Alonso

Querido amigo Fidel:

Cuando se me pidi6 que escribiese este recuerdo, me resisti por dos razones: una, por-
que sé que no tc gusta mucho que te echen flores; la otra, porque, como sabes, no se me da
nada bien esto de redactar (recuerda cémo, cada vez que tenfa que escribir algo que se
salfa de lo habitual, enseguida acudia a ti para pedirte consejo).

Sin embargo, esa resistencia inicial pronto se desvanecié. Somos muchos los que
tenemos mucho que agradecerte, y... jqué menos podia yo hacer!

Al comenzar a escribir, surgié de nuevo el problema: ;Y qué digo? {Si yo nunca he
escrito nada similar! ;Si no se me ocurre nada!... Enseguida me di cuenta de que lo mejor
era escribir con toda sencillez, sin andarme con demasiados formalismos académicos. Me
ha ocurrido algo parecido a lo que me sucedi6 las dos dltimas veces que fui a verte a la cli-
nica: una de ellas, la vispera de tu lercera operacion; la otra, poco después de que recibie-
ses la Uncién de Enfermos. En ambas ocasiones, iba yo realmente preocupado por qué te
podria decir. Y no era para menos: Al problema del cdncer habfa que afiadir los ya viejos
del corazén y de Ia vista. Sin embargo, la preocupacién se deshizo nada mds pasar la puer-
ta de tu habitacién y comprobar que —a pesar de tu decaimiento fisico— continuabas con el
mismo buen humor con el que aparecias por el Instituto a las ocho y cuarto de la mafiana,
o que tenfas cuando fbamos a tomar café al bar “Piluca” o al de Pedro. jCon razén te lla-
maban algunas AT'S el enfermo de la sonrisa!

Y, ahora, aunque no te guste mucho, paso al capitulo de tus méritos y reconocimien-
tos. Para ello he tenido que recurrir a diversas fuentes, pues algunos datos te los tenfas
muy callados, como, por ejemplo: que en 1964 sacaste el niimero dos en la oposicién que
te permitié acceder a la Cdtedra de Arquitectura Técnica de Sevilla; o que, en 1960y 1967,
obtuviste el nimero uno en sendas oposiciones a Cétedra de Instituto, por las que accedis-
te, respectivamente, al Instituto de Avilay al “Cervantes” de Madrid, en los que, durante
algunos cursos, desempeiiaste el cargo de Director.
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Hay otros datos que he completado acudiendo a personas que te trataron antes de
hacetlo yo, y que también deseo mencionar: Tus pritmeros pasos pot Pateja (Guadalajara);
los estudios de bachillerato en el Instituto “Cardenal Cisneros”; la licenciatura en la Uni-
versidad de Madrid; tu época de becario en el Consejo Superior de Investigaciones Cientf-
ficas o de profesor en la Universidad; tus destinos en los Institutos “Murillo” de Sevilla o
“Hermanos D’Elhuyar” de Logrofio, en los que desempefiaste, respectivamente, los cargos
de Secretario y Director. Y, ya mds recientemente, a partir del 89, tu labor como profesor
Asociado en la ETS de Ingenieros Industriales,

A partir del curso 79-80 lo tengo mds fécil, pues fue el curso en el que ambos apateci-
mos, vfa concurso de traslados, por el entonces recién creado Instituto “Avenida de los
Toreros”. De las muchas cosas que tenemos que agradecerte, sélo mencionaté unas cuantas:

— Tu gran dedicacién profesional: clases sistemdticas de recuperacién y de pendien-
tes fuera de horario; disponibilidad total para atender a los alumnos en cualquier momento;
elaboracién de una muy util coleccién de exdmenes y de otra ho menos valiosa de apuntes
de teorfa..

— La organizacién o impulso de diversas actividades tales como “El problema sema-
nal” (cfr. el boletin nimero 10 de nuestra Sociedad), “El club matemdtico”, o la partici-
pacion sistemdtica del Instituto en los mds diversos concursos de Matematicas.

— Tu gran generosidad en la distribucién de los grupos al principio de cada curso.

— El fomentar de manera casi imperceptible, pero muy eficaz, el buen entendimiento
y el perfeccionamiento de los miembros del Seminario: a veces, haciéndonos participes de
tu admiracién por el enunciado o resolucién de un problema; en cualquier momento,
comentdndonos satisfecho el hallazgo de una mejor forma de explicar un tema; con fre-
cuencia, pidiéndonos el parecer sobre alguna cuestién, etc.

— Tus amenas y ricas conversaciones, as{ como tu hébito de destacar siempre lo mas
positivo de cada persona.

Y, asf, sin ruido, el Instituto cuenta ya con un considerable “patrimonio” matemitico,
consistente, sobre todo, en un llamativo nimero de antiguos alumnos que ya estén sirvien-
do ala sociedad desde sus puestos de matemdticos, fisicos o ingenieros.

Yo, ademds, deseo agradecerte el que “me complicases un poco la vida”, “lidndome”
con los concursos que organizaba la “Puig Adam”, Sociedad, que quiere reconocer y agra-
decer tu eficiente y generosa colaboracién con estas lineas.

Transmite también nuestro agradecimiento a José Ramén Pascual, Juan Ochoa, Sal-
vador Herrero... y al propio D. Pedro; y os pido que, desde ahf, sigéis ayuddndonos a que
nuestra Sociedad funcione.

Pero siendo tan de agradecer las lecciones mencionadas anteriormente, hay otra que
nos has dado en estos tltimos meses que, a mi modo de ver, las supera: la de afrontar con
tanto garbo la dltima y m4s dificil oposicién, Echanos una mano también en esto.

Victor M. Sdnchez

Recensiones en Zentralblatt
fir Didaktik der Mathematik

Como ya indicamos en nimeros anteriores de nuestro Boletin, la direccién de Zen-
tralblatt fiir Didaktik der Mathematik (ZDM) incluye en sus volimenes la recension de los
articulos publicados en nuestro Boletfn, razén por la cual se publican actualmente con un
resumen en inglds. o

Nos complace dar cuenta de las nuevas recensiones aparecidas, para conocimiento de
los autores de los trabajos, y de todos nuestros socios.

RECENSIONES PUBLICADAS EN ZDM
VOL. 30 (4) DE 1998

#2812 (seccién H6S). Sobre automatizacién de la reduccién de matrices a su forma
canénica de Jordan, por E. Roanes Macfas y E. Roanes Lozano, Bol. Soc.
Puig Adam 48 (1998), pdgs. 17-40,

#2813 (seccién H65). Célculo de la inversa de la matriz de Vandermonde, por Emi-
lio Defez Candel, Bol. Soc., Puig Adam 48 (1998), pdgs. 51-58.

#2928  (seccion K65). Ciclo de la vida de familia, por José V. Garcfa Sestafe, Bol.
Soc. Puig Adam 48 (1998), pdgs. 41-50.

#2865  (seccion 165), Algunas aplicaciones de un teorema de Peano, por Judn Car-
los Cortés Lépez, Bol. Soc. Puig Adam 48 (1998), pdgs. 59-65.

#2770 (seccidn H10), Tendencias y repercusiones del dlgebra actual, por Concep-
cién Roma Santos, Bol. Soc. Puig Adam 48 (1998), pédgs. 67-79.

Nota necroldgica

Después de cerrar este niimero, la Junta Directiva ha tenido noticia del fallecimiento
de la profesora Ignacia Gémez Aguilar, esposa de nuestro consacio y amigo Gonzalo Cale-
ro Rosillo. En nombre de la Junta Directiva, nuestro mds sentido pésame.
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Anuncio de Congreso

IMACS ACA 99
Conference on Applications of Computer Algebra

El Escorial, 25-27 junio 1999
e-mail: imacs-aca99 @ccedu.ucm.es

La “‘International Association for Mathematics and Computers in Simulation’
(IMACS), con la Colaboracién de la Socicdad “Puig Adam” de Profesores de Matemali-
cas, organiza la Conferencia Internacional sobre Aplicaciones de Algebra Computacional
correspondicntce al afio 1999, a celebrar en el Euroforum de El Escorial los dias 24 al 27 de
junio (programa cientifico del 25 al 27), con la ayuda de los Servicios Informdticos de la
Universidad Complutense de Madrid.

Breve informacion

El Algebra Computacional o Cdlculo Simbdlico es una joven drea de investigacién
nacida de la cooperacion entre Informdtica y Matemdtica, que cubre un amplio espectro,
desde el marco teérico hasla el desarrollo de los Sistemas de Cémputo Algebraico (como
Derive, Maple, Mathematica, Macsyma, Reduce, Axiom...).

Este serd el quinto congreso IMACS sobre Aplicaciones de Algebra Computacional.
En el anterior, celebrado el pasado afio en Praga, se presentaron 143 ponencias (15 de ellas
con autores espaiioles) en una dmplia variedad de sesiones: Robética, Fisica de Altas Ener-
gias, Industria, Algebra y Geomelria, Inteligencia Artificial, Biologia, Educacién...

Aunque el idioma oficial serd el inglés, se procurard que la sesién de educacién cuen-
te con traduccidn simultdnea, supuesto que las subvenciones econémicas lo permitan.

Ademds se organizard una sesién de Educacion en Espaiia, en castellano.

General Chair
Eugenio Roanes Lozano (eroanes @eucmos,sim.ucm.es), Univ. Complutense, Madrid

Program Chairs
Victor Edneral (edneral @ theory.npi.msu.su), Moscow State Univ. (Russia).
Laureano Gonzalez-Vega (gvega@matesco.unican.es), Univ. de Cantabria.
Jaime Gutiérrez (jaime @matesco.unican.es), Univ. de Cantabria.
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Organizing Committee
Stanly Steinberg (stanly @math.unm.edu), Univ. New Mexico (USA).
Michael Wesler (wester @math.unm.edu), Cotopaxi (USA).
Eugenio Roancs Macfas (roanes@cucmos.sim.ucm.es), Univ. Complutense, Madrid.
Luis Laita (laita@{i.upm.es), Univ. Politécnica de Madrid.

Local Committee
Martin Garbayo Moreno (garbayo @cucmos.sim.ucm.es), Univ. Complutense Madrid.
Mercedes Hidalgo Herrero (mhidalgo @cucmax.sim.ucm.es), Univ. Complutense.
Dolores Rodriguez (mrodri7 @olmo.pntic.mec.es), CPR Leganés.

Scientific Committee
Bruno Buchberger, RISC-Linz (Austria).
Jacques Calmet, Univ. of Katlsruhe (Germany).
Francisco Castro, Univ. of Seville (Spain).
Arjeh Cohen, Eindhoven Univ. of Technology (The Netherlands).
Rob Corless, Univ. of Western Onlario (Canada).
Sam Doolcy, IBM Yorktown Heights (USA).
Vladimir Gerdt, Institute for Nuclear Research (Russia).
Richard Jenks, IBM Yorktown Heights (USA).
Erich Kaltofen, North Carolina State Univ, (USA).
Deepak Kapur, State Univ. New York (USA).
Wolfgang Kuechlin, Univ. of Tuebingen (Germany).
Bernhard Kutzler, BK Teachware (Austria).
Luis Laita, Univ. Politécnica de Madrid (Spain).
Richard Liska, Tech. Univ. Prague (Czech Republic).
Juan Llovet, Univ. de Alcala (Spain).
Ignacio Luengo, Univ. Complutense de Madrid (Spain).
Michael Monagan, Simon Fraser Univ. (Canada).
Antonio Montes, Univ. Politécnica de Catalunya (Spain).
Matu-Tarow, Ehime Univ. (Japan).
Antonio Quesada, Akron Univ. (USA).
Mohamed O. Rayes, Texas Instruments Dallas (USA).
Tomas Recio, Univ. de Cantabria (Spain).
Tateaki Sasaki, Univ. of Tsukuba (Japan).
Stanly Steinberg, Univ. New Mexico (USA).
David Stoutemeyer, Soft Warchouse (USA).
José L. Vicente Cérdoba, Univ. of Seville (Spain).
Emil Volcheck, National Security Agency (USA).
Franz Winkler, J. Kepler Univ. Linz (Austria).

15



Informacién en Internet
http://math.unm.edu/ACA/1999 . html

Informacién e inscripclones
Sociedad “Puig Adam” de Profesores de Matemdticas
Facultad de Educacién (despacho 3517)
¢/. Rector Royo Villanova, s/n
28040 Madrid
e-mail: imacs-aca99 @ccedu.ucm.es

Algunas Soluciones Amplias de Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias

Vicente Fraile Ovejero (*) y Ramdn Fraile Peldez (**)
(*)Profesor de Universidad jubilado
(**)Profesor de Instituto

Resumen

Among the irregular functions which satisfy certain ordinary differ-
ential equations, or systems, we can consider uniform polygonals and
step functions, on condition that they can be expressed by means of one
functional symbol which can be used in the Differential Calculus. This
paper offers examples of differential equations which have this type of
solutions.

1. Es sabido que el concepto de solucién de un sistema de ecuaciones
diferenciales

y: = fi(x’yu ---,yn), 7’ = 172’ XL

puede ser extendido, como mostré Carathéodory, a funciones que satisfagan
ese sistema para casi todo valor de la variable independiente, con la condicién
de que dichas funciones sean absolutamente continuas. Si, por ejemplo, se
trata de una sola ecuacién y’ = f( z,y ), la ecuacién integral

T
e =y(eo) + | F(t,u(e)a
To
indica que puede haber un campo mds amplio de soluciones de la ecuacién

diferencial, puesto que nos permite suavizar las condiciones exigidas ordinaria-
mente a f.
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Una poligonal uniforme, rectilinea o curvilinea, es derivable para casi todo
x, y es absolutamente continua en cualquier intervalo acotado; puede ser,
pues, solucién de una ecuacién diferencial ordinaria. Una funcién escalonada
no es absolutamente continua en cualquier compacto, pero es derivable para
casi todo z; podrfa ser, sin embargo, solucién de una ecuacién diferencial
ordinaria.

Vamos a ver aquf algunos ejemplos de ecuaciones que tienen este tipo
de soluciones amplias (poligonales y escalonadas). Para ello es forzoso que
dispongamos, de alguna manera, de expresiones funcionales simbdlicas que
nos permitan incorporar al cdlculo diferencial esas poligonales y escalonadas;
hemos de saber derivar, y también integrar, dichas expresiones, cada una de
las cuales definird una poligonal, o bien una escalonada. Es ya sabido que
esto se logra con el recurso de los valores absolutos.

La ecuacién més sencilla de una poligonal rectilinea y uniforme cualquiera
es:

n
y=Za,~|x—xi|+b:p+c (1)
i=1
donde las z; son las abscisas de los n vértices, y a;, b, ¢ son nimeros reales,
cumpliendo que algin a; # 0. La derivada de esta expresién serd la ecuacién
de una escalonada; pero hemos de saber derivar (1) sin trocearla. Podemos
hacerlo en el sentido de las distribuciones, pues (1) define una distribucién.
Hay otro sistema mds breve de obtener esa misma derivada, cuyos fundamen-
tos vamos a expresar a continuacion.

2. Consideremos una funcién real de variable real, u(z), continua y no
idénticamente nula en I C R. Supondremos que u tiene en I un nimero finito
de ceros y que en todos ellos la funcién cambia de signo. Formularemos ahora
esta otra funcién : J%, que es +1 cuando u > 0, y es —1 cuando u < 0.

Observemos que no estd definida en los ceros de u, y esto la distingue de
la funcién “signo de w”. La derivada de j%l existe y es 0 en todo z € I que
no anule a u. En los ceros de u la derivada no existe; pero existe en todo
entorno reducido de cada uno de esos ceros y, por lo tanto, la derivada de J%[

18

tiene lfmites laterales en todos ellos, y son nulos. Podemos, pues, convenir
en que esa derivada sea también cero en los puntos donde se anula u, con lo
cual, D ¥ =0, vz e I.

Veamos las consecuencias de aceptar este convenio. En primer lugar, la
propiedad de ser continua toda funcién derivable no es ahora cierta, pues J%l
tiene discontinuidades finitas inevitables en I y, sin embargo, es derivable en
I. Por lo tanto, J%l provista de derivada nula en todos los puntos de I no es
una funcién. Tampoco es una distribucién con semejante derivada, aunque
%l define, efectivamente, una distribucién, porque si son zi, zg,..., T, los

puntos de salto de J%l en I (en el primero de los cuales la oscilacién es, por

ejemplo, negativa ), la derivada de J%l segun las distribuciones es

[l

n
Ds—=2- zl:(‘l)k + bk

donde 6§ son las deltas de Dirac en los xy.

En segundo lugar, podemos elegir u de manera que sea uniforme y con-
tinua en toda la recta real y, de haberlos, siempre con ceros aislados en R,
en ndmero finito o infinito. Entonces, la pseudofuncién J%[, que podrfamos
llamar en adelante p-funcidn, se comporta como una constante en el célcu-
lo diferencial de la teorfa de funciones reales. Ello implica que si v(z) es
derivable en un intervalo cualquiera, la derivada del producto l%l v en dicho
intervalo es :

p() = gy 8y

u u u
Si escogemos v = u, y suponemos que es derivable en (—oo, +00), ten-
dremos:

|ul lul
D(E .y} = =1
( o D (|ul) o (2)
Hemos llegado asf a la derivada del valor absoluto de la funcién u; es decir, a

la derivada de una funcién valorada. Ya podemos, pues, derivar la expresién
simbdlica de la poligonal (1), y obtendremos la ecuacién de una escalonada
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genérica:

n
g(z) = ai- ozl
1

Tr —I;

Como |u| es continua en I C R, serd localmente integrable, y define una
distribucién. La derivada primera de |u| segin las distribuciones coincide
con la expresada en (2). Para empezar, |u| carece de saltos y, por lo tanto,
en su derivada como tal distribucién no hay deltas de Dirac. Hallemos esta
derivada recordando que hemos supuesto u derivable ordinariamente en I =
R. En el cdlculo introduciremos la p-funcién l%l, que permitira englobar en
una sola expresién el distinto comportamiento por trozos contenido en otras
expresiones.

Consideremos el espacio vectorial de todas las funciones reales indefinida-
mente derivables que se anulan fuera de un compacto (no necesariamente el
mismo para todas), y sea ¢ una funcién genérica de este espacio. La derivada
de nuestra distribucién |u| se define como:

(ul ) = ~{tul ') = = [1ul- ¢/ - da ®
R

Si u tiene en R un numero finito de ceros x1,...,Z,, en cada uno de los
cuales cambia de signo, y suponemos que u es positiva en (—oo, z1), serd
alternativamente negativa y positiva en (zy,z2), (29, ,z3), etc. Teniendo esto
en cuenta podemos suprimir las barras en la integral de (3), y queda:

(Jul @) = — 7 —‘7-}-... + (-1 700 u -p-de

Una integracién por partes nos lleva a
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1 z2

(ll'sp) = - (“"P)floo_/“I'W'dw—(u'ﬂp)if+/u"<P'd:c—...+
J /
+oo
1) (u )P 4 (~)mH / il e it

Todas las partes integradas son nulas por serlo 4 cuando los lfmites son ceros
de u, 6 por serlo ¢ cuando hay limite infinito, pues las funciones ¢ tienen
soporte compacto. Por lo tanto:

31 2 o0
(lul , @) = (/ —/+...+(—1)”- / u - de
[e o] Ty Tn

El segundo miembro lo podemos expresar de una forma més breve tenien-
do en cuenta que J-Z—l = +1 en (—o0, z;), segun la hipétesis de ser u > 0

en dicho subintervalo. Asf, pues, l%l serd alternativamente —1 y +1 en los
subintervalos siguientes, y podremos escribir

’ u 1]
(ul o= [ pao
]RU

A esto mismo se llega si u tiene en R un nimero infinito de ceros aislados;
por ejemplo, si u es periédica con infinitos ceros.

Pero esta dltima integral es, como sabemos, la distribucién J%l-u' actuando
sobre . Es decir:

' U ' [
(o=l > =1

Vemos, pues, que la derivada primera de |u| segtin las distribuciones co-
incide con la obtenida aceptando que J%l tiene derivada nula en los ceros de

u.
Esta coincidencia ya no se da en la derivada segunda de |u| ni en las

sucesivas, si u es sucesivamente derivable, porque el factor J%l de la derivada
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primera introduce saltos en dicha derivada y, por lo tanto, habrd deltas de
. " . . . .

Dirac en |u| y siguientes. Las respectivas derivadas segundas de |u| con los

dos métodos son :

" |U| "
" = &
" |u| " e k '
o =2 2 S0k ) by
1

si u tiene n ceros, zx, en R. La primera expresién aparece como sumando
en la segunda; y, en general, J—ZJ - u{™ figura como sumando en la derivada
m-ésima de u segtn las distribuciones (es el sumando principal).

Desde el punto de vista de la teorfa de funciones, la tasa de variacién de
una funcién en un salto de dicha funcién no puede venir expresada por un
nimero. Nuestro convenio del Apartado 2 prescinde de este hecho; pero tiene
algunas ventajas: permite aligerar el célculo de derivadas distribucionales vy,
provisto del recurso de los valores absolutos, proporciona una manera de
expresar simbélicamente comportamientos funcionales distintos a trozos que
pueden ser derivados e integrados como una sola expresién.

3. Si una ecuacién diferencial es satisfecha por una expresién funcional
simbdlica donde aparecen valores absolutos, es probable que dicha ecuacién
contenga también valores absolutos. Veremos después ejemplos donde acon-
tece esto. Sin embargo, hay soluciones con partes valoradas sin que en la
ecuacién diferencial ordinaria figuren argumentos con barras.

Las dos familias uniparamétricas

y=z—(c—x)%, y=z—(c-|z|)?
tienen la misma ecuacién diferencial:

Y2 — % +4y =4z —1 (4)

Para la familia de parébolas ordinarias y = z — (¢ — x)?, la eliminacién de c
entre tal ecuacién y su derivada conduce a (4). Las curvas de la familia
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y=2- (] )
son, en cambio, poligonales curvilineas de dos lados, cada uno de los cuales
es una parte de las pardbolas de las familias y = z — (c — x)%, y =z — (c +
x)? respectivamente, para cada c. Estas poligonales tienen sus vértices en
(0, —c?). La derivada de (5) es

yI:1+2_|m|

(c—lzl)
Las derivadas laterales en = 0 son y'(0") = 1+ 2¢, ¥’(07) =1 - 2¢c. Los
vértices de (5) son, pues, puntos angulosos, excepto para ¢ = 0.

La eliminacién de c entre (5) y su derivada es inmediata, puesto que esta
dltima equivale a

xT

!

y —1
2.

T

c—|z| =

cuyo cuadrado hace desaparecer las barras en el segundo miembro. Obten-
emos asf la misma ecuacién (4). Por lo tanto, existen dos clases de curvas
integrales de (4) —aparte la solucién singular y = z—: unas de clase 1, y
otras con derivada no continua en z = 0.

Hay también ecuaciones sin argumentos valorados que tienen como solu-
ciones cierto tipo de escalonadas. Por ejemplo, si u es continua en R, toda
escalonada de la formay = a - J%l es evidentemente solucién de y’ = y% — a?;
también lo es y = a. Sin embargo, no podemos asegurar que si una constante
k es solucién ordinaria o singular de una ecuacién diferencial, lo sea k - 111:1
Por ejerﬁ[plo, y = 1 es solucién particular de ' + y - cosx = cosz; pero no lo

esy = Z , excepto para los valores de = que hacen u > 0.

4. Hemos dicho al principio del apartado anterior que si una ecuacién
tiene soluciones con argumentos valorados es probable que también los tenga
la propia ecuacién. En estos casos es preciso saber cémo se integran las
expresiones funcionales simbdlicas con barras. De un modo intuitivo podemos
decir que si a la integral I = [ w-dz la multiplicamos por un factor que valga
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+1 cuando es u > 0 y —1 si es u < 0, tendremos la integral de la funcién
valorada |ul; pero este factor es la p-funcién ]% O sea:

/lu]-dm:%-/u-d&:

La ecuacién de primer orden, lineal, z -y’ — y = —|z| tiene el argumento
x valorado. La integral general es

y=m-/l- (—I%l-) ~dr +cx = —|z| - In(|z|) + cz

x
La eliminacién de c entre esta expresién y su derivada

||

y = B e - 124

x x
conduce, efectivamente, a la ecuacién dada.

He aquf otro ejemplo: Tratemos de hallar la ecuacién diferencial de una
familia de contornos de 4ngulos; concretamente de aquellos cuyos lados pasan
por O = (0,0) y A = (2a,0) respectivamente, y cuyos vértices est4n en la
recta x = a. La ordenada h del vértice genérico, V, es, pues, un pardmetro.
El nimero a es una constante dada. Obtendremos la expresién funcional
simbélica de esta familia y su ecuacién diferencial.

La ecuacién del contorno de un éngulo con vértice en x = a y ordenada
h tiene la forma y = p - |z — a| + gz + r. Los coeficientes p, q,r se obtienen
sustituyendo en la ecuacién, sucesivamente, las coordenadas del vértice V =
(a,h) y las de dos puntos cualesquiera, uno de cada lado; por ejemplo, O =
(0,0) y A = (2a,0), obteniéndose p = —%, g =0, r = h. La ecuacién de la
familia serd

h
y=—;-|x—a|+h (6)
Su derivada es
v __h |z—aq
" a z-a

Eliminando h entre (6) y la derivada, tenemos :
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(x—a-a-lx‘“|)-y’—y=o (7)

Tr—a

que es la ecuacién diferencial de la familia, y contiene la p-funcién 1:%21 La
integracién de (7) es inmediata, y conduce a

=cC r—a—a |a:—a|
y= Tr—a

donde c es constante arbitraria. Para ciue esta integral general tenga la misma
s . —a

forma que (6) basta hacer ¢ = —% . —1. No olvidemos que 5=, con el

convenio aceptado en el Apartado 2, tiene derivada nula, incluso en z = a.
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El articulo que aparece a continuacion "Resolucion de tres problemas propuestos en olimpiadas
matemadticas con la ayuda de la funcion de Gonzdlez Quijano", que ocupa las paginas 26-34, tiene un
problema en la compilacién del fichero tex, las fracciones continuas no aparecen correctamente.

En el siguiente enlace podras ver el articulo corregido por los autores.


https://www.ucm.es/data/cont/media/www/pag-89521/Boletin%2051%20paginas%2026%20a%2034%20(con%20erratas%20corregidas).pdf

Resolucién de tres problemas propuestos en
olimpiadas matematicas con la ayuda de la funcién
de Gonzélez Quijano.

Manuel Benito * y J. Javier Escribano

Abstract
In our book Sucesiones de Brocot, we have defined the Gonzilez
Quijano function G from the Brocot’s series (also named Stern-Brocot
trees). Here, we use that function to solve three problems proposed in
three different Mathematical Olympiads.

Introduccion

En 1915 el matematico e ingeniero de caminos espariol Pedro Miguel Gonzé-
lez Quijano (1870-1958), utilizé las sucesiones de Brocot (también conocidas
como arboles de Stern-Brocot [0], [0], [0], [0]) para definir una funcién real
continua estrictamente creciente y no derivable en infinitos puntos [0]. Inspi-
rados en su trabajo, en [0] definimos una funcién que denominamos funcién
G de Gonzalez Quijano que nos permite enunciar y demostrar teoremas
analogos a los ya conocidos sobre fracciones continuas, como los de Euler-
Lagrange, Galois, Serret y Geromo [0].

Esta funcién, entre otras cosas, permite obtener mediante reglas faciles
de recordar, el inverso de un nimero en (%, las soluciones de las ecuaciones

de Pell z2 — A . y% = *1, y la fraccién de menor denominador que pertenece
a un intervalo dado.

En este articulo utilizamos esta funcién para resolver tres problemas pro-
puestos en sendas olimpiadas matematicas.

*mbeniy8@palmera.pntic.mec.es
tjesbriba@boj.pntic.mec.es
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Conocimientos previos

Se denomina mediacién de dos fracciones § y §, de numeradores y denom-
inadores no negativos, a la fraccién ‘;—}3 comprendida entre ambas.

La aplicacién sistemética de esta propiedad, ya utilizada por Arquime-
des, permitié al relojero francés Achille Brocot introducir las sucesiones que
llevan su nombre.

La sucesién de Brocot de orden 0, denotada por By, esta formada, por
definicién, por las fracciones

.
)

o
O =

Para obtener la sucesién By, de orden 1, escribimos las dos fracciones ante-
riores y, entre ellas, la fraccion % obtenida por mediacién de ambas:

0 1 1

1710
En general, para n > 1, By, se obtiene copiando la sucesién de orden n — 1 e
intercalando, entre cada dos fracciones consecutivas, su mediacién:

. O 1
Bo: 71 o
. 0 1 1
By: 1 1 0
0 1 1 2 1

By N 2 1 1 0
B 0 1 1 2 1 3 2 3 1
3 1 3 2 3 1 2 1 1 0
B o1 1 2 1 3 2 3 1 4 3 5 2 5 3 4 1
4 1 4 3 5 2 5 3 4 1 3 2 3 1 2 1 1 O

A partir de las sucesiones de Brocot definimos la funcion

G:[0,+oo)U{é} — [0,1]
x ~  G(z)

del siguiente modo:
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> 2k
G(x)= ¢ %20 donde
1 si T = % }
wo(z) =0,
0 si z€ [(1—), b,
wi(z) = - y si z estd comprendido entre dos términos

1 si ‘TE[T’(_))»

—— : a, d g
consecutivos 3 y 3 de la sucesién By, (n > 1), entonces

0 si ze€ [g,%),

0 B”'a! ’
1 osioz €55, §)-

Wni1(2) =

EJEMPLOS:
Para calcular G (25) procedemos del siguiente modo:

“(2)-

y luego wy

I
o

| =

N— N

=o

m
L
TN
o) N
N—’

H

o

m

Mm
—

, luego wy

N[ N = =

~—
~—— e
i
=

W= RO
I
[

, luego wg

, luego wy

SHUN o oo ot n

YN ot b ot N

—~ o~
~—
I
—

m
—
o) N
DO =
N’

los siguientes wy, son todos 0. Asf,
2 3
G -] = 4 = —
(5> 00011, 6"
Andlogamente se obtienen:

G(l) =011, = %

28

5 11
Gl=]=010114p=—.
(3) 2~ 16

Si z es un nimero racional pq, todos los w; son nulos a partir de un cierto
indice n + 1, y G (pq) puede expresarse del siguiente modo

G (E) = O’wIU)z...wn @ -
q

Para calcular la cadena wiws ... wy, (@ (wn = 1), se puede utilizar el mismo
método que se emplea para hallar el méximo comun divisor entre p y ¢ por
el algoritmo de las diferencias, escribiendo un 1 cuando al numerador se le
resta el denominador y un 0 cuando al denominador se le resta el numerador,
como muestra el siguiente algoritmo escrito en pseudo-cédigo:

mientras a # 0 hacer
si a<b
entonces w =0; b=b—a
sinow=1; a=a—-2»>
fin mientras
Asi para calcular G (43) empezamos por A = 0.
Como 4 > 3, restamos 3 de 4 y adjuntamos un 1 a la derecha de A.

Pasamos a tener la fraccién 3 y A =0'L.
Como 1 < 3, restamos 1 de 3 y adjuntamos un 0 a la derecha de A.

Pasamos a tener la fraccién % y A =0'10.
Como 1 < 2, restamos 1 de 2 y adjuntamos un 0 a la derecha de A.

Pasamos a tener la fraccién -i— y A = 0'100.
Como 1 = 1, adjuntamos un 1 a la derecha de A, con lo que obtenemos

0’1001, el proceso ha terminado.

4(1(1]1(0
3 (32|11
o'{1|{ofo|1

Para calcular G’(%) tenemos

2{2(21]0

5131|111

0’100
29



Si
G(pg) =01..%...10..%...0 ... 1..% .1,

el desarrollo en fraccién continua de pq es [ag;ay...,ay], ver [0].
Asi

2
e (g) = 0'0011(, luego g =12+12,

N
¢ (— =0'1001(, luego 43 =1+412+11.

3
Por tanto
G¢7H0'0011,) = 12+ 12 = g
¢7H0'1001 ) = 1+ 12411 = 3,
CHO'011 ) = 1+ 11+ 12= g

G7H0'0010113) =04+ 12+ 11 +11 +12 = % .

Primer problema

En ‘la XIV British Mathematical Olympiad [0] celebrada en 1978 se propuso
el siguiente problema:

Probar que no existen fracciones mn, con 0 < m < n < 100, tales que en
su desarrollo decimal aparezca el bloque de cifras consecutivas “167", en este
orden.

Solucién

Dado que
a)...ax+0'167. ..

O'al...a 167... =
k 10%
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bastara probar la proposicion para
2 = 0167...
n

£l problema queda reducido a demostrar que en el intervalo [0'167,0'168)

no hay fracciones de denominador n < 100.
Para hallar la fraccién de menor denominador que pertenece a este inter-

valo, observamos que 0’167 = 1671000, y calculamos

G(weo)_oooooom... ...011g

168\ 19
G (%> = 0'0000010...7"...01¢

De todos los niimeros comprendidos entre

0'0000010...%2... 011
y
0'0000010...*.. .01,

el que tiene un desarrollo con menor nimero de cifras es

0'0000010...%... 01
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-1 { 20 — - 2

G (00000010... _...01(2) =154114120+1 = 131

luego la fraccién de menor denominador que tiene por desarrollo decimal

0'167... es 22131, Por tanto n > 131 > 100.

Segundo problema.

En la XXIV British Mathematical Olympiad (0], celebrada en 1987 se propuso

el problema siguiente:
Hallar un par de enteros r,s tales que 0 < s < 200 y que

45 r 59

6_1>s>—8_0_'

Probar que dicho par es inico.
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Solucién

La mediacién de las fracciones 5980 y 4561 nos da la fraccién 104141 que esté
comprendida entre ambas.
Veamos ahora que es la iinica con denominador menor que 200.

59
G (E) = 0'011011110001(2

45
¢ (EI) = 001101111001

El desarrollo con menor nimero de cifras comprendido entre ambos es
0'0110111100011¢; que corresponde a la fraccién

4
6" (0'0110111100011¢;) = %

La fraccién de menor denominador comprendida entre las fracciones

59 104 163
80 ¥ 141 ® 221

y entre las fracciones

104 45 149
141 ¥ 61 % 202

En ambos casos el denominador es mayor que 200.

Tercer problema.

En la primera fase de la XXIV Olimpfada Matemdtica Espaniola, celebrada
en Febrero de 1993, se propuso el siguiente problema.
Hallar un par de enteros r, s tal que 0 < s < 100 y 2945 < rs < 2031

Solucién

La mediacién entre 2945 y 2031 es 4976, fraccién que estd comprendida entre
ambas.
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Podemos probar, aunque el enunciado no lo pida, que es la tnica con
denominador menor que 100.

29
G (E) = 00101111001,

20 )
— ) = 0010111101
G (31) 00101111012
El desarrollo con menor nimero de cifras comprendido entre ambos es

0'0101111001, .

4
G~1(0'01011110011p) = %.
_1 I 78
B 69
G~1(0010111100111,) = T

Problema para el lector

Probar que no ezxisten fracciones mn, con 0 < m < n < 1000, tales que en su
desarrollo decimal aparezea el bloque de cifras consecutivas “1998”, en este

orden.
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Analisis estadistico de datos
con Microsoft Excel

Julian Sainz Ruiz

IEE “Santa Catalina” de El Burgo de Osma (Soria)

Abstract

With this article I intend to present the main features that Microsoft Excel as spread-
sheet offers for the manipulation of statistics data. Habitual users of spreadsheets already
know about their graph possibilities and the facility to built elementary charts to calculate
simple statistics parameters such as the medias, variance, standar deviation, coeficients...

The functions for the spreadsheet are tools which help to make decisions, to carry out
actions and fulfill operations which bring back values automatically. Microsoft Excel
offers a wide range of funtions which allow realizing different kinds of calculus.

Introduccion

Para el andlisis estadfstico de datos Microsoft EXCEL dispone de dos elementos fun-
damentales:

1. El Asistente para funciones.
2. Herramientas para el anilisis.

En el Manual del usuario de Microsoft Excel, cuya referencia bibliografica incluyo al
final, se pueden consultar las densas listas de funciones y herramientas de estos elementos
de que dispone Microsoft Excel .

El Asistente para funciones simplifica la introducci6én de férmulas en la barra de f6r-
mulas. Para iniciar el Asistente para funciones, hay que eligir el comando Funcién del
mend Insertar o utilice el bot6n f, de la barra de herramientas. Las funciones estdn agrupa-
das por categorfas, tales como “Financieras”, “Matematicas y trigonométricas” o “Estadis-
ticas”, Cuando se selecciona una funcién del cuadro de lista, la definicién de la funcién y
de sus argumentos aparece autométicamente, asi como la posicién correcta de los puntos y
comas (;) y paréntesis [()]. Para poder utilizar algunas funciones, se necesita instalar pri-
mero la macro automética correspondiente.
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Las Herramientas para el andlisis son un juego dec funciones especiales para el andli-
sis de datos. Entre dichas funciones estédn las de andlisis estadfsticos, que pucden ser utili-
zadas en varios tipos de datos. Para utilizar estas funciones es necesario proporcionar los
datos y pardmetros requeridos para cada andlisis de manera adecuada. El programa hace
entonces los cdlculos necesarios y muestra los resultados obtenidos.

Antes de ulilizar una de estas herramientas, deberd organizar los datos que desec ana-
lizar en columnas o en filas dentro de la hoja de cdlculo. Es importante observar que
Microsoft Excel denomina rango de entrada a dicha disposicién de los datos. También
podrd incluir titulos de texto en la primera celda de una fila o de una columna para identi-
ficar las variables.

Cuando utilice herramientas para analizar datos de un “rango de entrada”, Microsoft
EXCEL creard una tabla de resultados. El contenido de la tabla de resultados depende de
la herramienta para andlisis utilizada. Si ha incluido titulos ¢n el rango de entrada, Micro-
soft EXCEL los utilizard en la tabla de resultados; de lo contrario Microsoft EXCEL crea-
rd automdticamente titulos para los resultados que figuran en la tabla de resultados.

Para utilizar una de estas herramientas para el analisis hay que seguir los siguientes
pasos:

1. Seleccione Andlisis de datos en el mend Herramientas.

Si el comando Andlisis de datos no aparece en el mend Herramientas, ejecute el pro-
grama Instalar para instalar las Herramientas para andlisis. Lo que haremos ahora serd ins-
talar un macro automatico, herramientas para cl andlisis, que incluye Microsoft EXCEL.

2. En el cuadro Funciones para andlisis, seleccione la funcién que desea utilizar.

3. Elija el botén “Aceptar”.

4. Escriba el rango de entrada, de salida y demds opciones deseadas.

Podrd insertar rangos de celdas en los cuadros “Rango de entrada” y “Rango de sali-
da”, escribiendo referencias de celda en el cuadro, o seleccionando el contenido de cada
cuadro, y luego el rango de celdas de la hoja de cdlculo.

También podrd introducir referencias en otras hojas de cdlculo en los cuadros “Rango
de entrada” y “Rango de salida”.

5. Elija el botén “Aceptar”.

Los resultados del andlisis apareceran en el rango designado.
En los casos prdcticos que se proponen a continuacién, se utilizan algunas de las
herramientas descritas anteriormente,

1. Estadistica descriptiva
Esta herramienta para el andlisis de datos genera un informe de estadisticas de una sola
variable para datos del rango de entrada. Este procedimiento proporciona informacién sobre

la tendencia central y dispersién de los datos. Las estadisticas de esta tabla sirven de base
para realizar andlisis mds detallados y pueden indicar qué pruebas realizar mis adelante.
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Ejemplo:
Un profesor es calificado de 1 a 5 obteniéndose los siguientes resultados:

2,5,4,4,1,2,2,3,4,4,53,3,1,2,54,4,3,3,42,3,3,2,3,4,3,44

Empleando la funcion Estadistica Descriptiva del macro Analisis de datos obtenemos
los siguientes resultados (Tabla 1):

Tabla 1
Media 3,2
Error tipico 0,2
Mediana 3
Moda 4
Desviacion estandar 1,09544512
Varianza de la muestra 1,2
Curtosis -0,54187192
Coceficiente de asimetria -0,25632336
Rango 4
Minimo 1
Miximo 5
Suma 96
Cuenta 30
Nivel de confianza (95.000%) 0,39199222

2. Covarianza y coeficiente de correlacion

— La Covarianza es una medida de la relacién entre los valores que toman dos varia-
bles X ¢ Y. Los datos de tales valores hay que introducirlos en la hoja de cdculo segtin un
“rango de entrada” (ver tabla 2). La Covarianza esta vinculada a la unidad de medida
correspondiente a X e Y. Dos pares de rangos de datos relacionados en forma similar pro-
ducirdn valores de Covarianza diferentes si las magnitudes de los puntos de datos varfa. La
funcion Covarianza se utiliza para determinar si dos rangos de datos varfan conjuntamen-
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te, es decir, si los valores altos de un conjunto estdn asociados con los valores altos del otro
(Covarianza positiva), si los valores bajos de un conjunto estdn asociados con los valores
altos del otro (Covarianza negativa) o si los valores de ambos conjuntos no estdn relacio-
nados de manera alguna (Covarianza (iende a cero).

— El Coeficiente de Correlacién permite medir la relacién entre dos conjuntos de
datos que han sido calculados en escala para ser independientes de la unidad de medida.

La funcién Coeficiente de correlacién se utiliza para determinar si dos conjuntos de
datos varfan conjuntamente, es decir, si los valores altos de un conjunto estdn asociados
con los valores altos del otro (correlacién positiva), si los valores bajos de un conjunto
estdn asociados con los valores bajos del otro (correlacién negativa) o si los valores de
ambos conjuntos no estdn relacionados (correlacién tiende a cero).

Ejemplo:
La tabla 2 se muestran los datos de tres muestras de las que utilizando las herramien-

tas de Microsoft EXCEL vamos a calcular las covarianzas y correlaciones respectivas de
una forma rdpida.

Tabla 2
Muestra 1 Muestra 2 Muestra 3

1,2 4,2 120

2,5 8,7 40

3,6 11,4 40

2,8 9,1 130

4,8 4,2 120

1,8 6,6 20

22 7,9 40

51 & 12,2 40

Covarianza
Muestra 1 Muestra 2 Muestra 3

Muestra 1 1,7025
Muestra 2 1,50625 7,717334375
Muestra 3 0,75 -61,203125 1835,9375
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Coeficiente de correlacion

Muestra 1 Muestra 2 Muestra 3
Muestra 1 1
Muestra 2 0,41554645 1
Muestra 3 0,01341494 —0,51417473 I

3. Generacion de niimeros aleatorios

Permite obtener mustras aleatorias independientes extraidas de una poblacién entrede
varias distribuciones posibles. Las variables aleatorias pueden ser aplicadas en varios tipos
de simulaciones estadisticas.

Vamos a utilizar esta funcién que dispone Microsoft EXCEL para obtener mediante
un proceso de simulacién estadistica muestras aleatorias de determinadas poblaciones de
manera muy rapida. Mediante este muestreo artificial vamos a comprobar:

— Que la media muestral y la desviacién tipica corregida son buenos estimadores de
la media y desviacién tipica poblacional. Sin embargo, la desviacién tipica muestral no
estima bien a la poblacional.

— Las propiedades de la media muestral.

A continuacién, con la ayuda de la funcién GENERACION DE NUMEROS ALEA-
TORIOS, construimos siete muestras de tamafio 5 de una poblacién que sigue una distri-
bucién normal de media 18.1 y desviacién tipica 0.4. Para cada muestra calculamos su
media, desviacidn tipica y desviacién tipica corregida. (Tabla 3)

Tabla 3

Muestra 1 2 3 4 5 6 7

17,1672295 | 18,8532362 | 17,6147073 | 17,8628474 | 19,3898818 | 17,2469449 | 17,3774865

17,8156865 | 18,1946125 | 18,5550002 | 18,0178099 | 17,8757564 | 17.4872407 |  18,3255938

18,2543249 | 18,2539875 | 18,1825548 | 18,2368981 | 18,6365764 | 18,0120005 | 18,2599569

18,3322331 | 18,5330395 | 17,8296882 | 18,0390793 | 17,8808136 | 18,1457821 17,725383

18,1588111 | 18,3091256 | 18,0939423 | 17,9766266 | 17,6959988 | 18,3247675 | 18,3609986

Media 17,945657 | 184288003 | 18,0551786 | 18,0266523 | 18,2958054 | 17,8433471 | 18,0099348

(o 0,42731565 | 0,2411378 | 0,32012806 | 0,12146646 | 0,63585459 | 0,40845658 | 0,39146208
O 0,47775342 | 0,26960026 | 0,35791405 | 0,13580363 | 0,71090705 | 0,45666834 | 0,43766791
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Se observa fdcilmente que la media muestral es un buen estimador de la media pobla-
cional. Se ve que la desviacién tipica muestral en la mayor parte de los casos subestima a la
desviacién tipica de la poblacioén y que es mejor estimador de ésta la desviacidn tipica corre-
gida. Es conveniente repetir la simulacién varias veces para comprobar quc los resultados
son ciertos. Incluso cs aconsejable hacerlo tomando muchas mds muestras y estas con un
tamafio mayor. Esto, con ayuda de la hoja de cdlculo se hace de una forma rdpida y visual.

4. Analisis de varianza de un factor

Permite realizar andlisis de varianzas sencillos, que somete a prueba la hipdtesis
segin la cual las medias de varias muestras son iguales. Generalmente, el andlisis de
varianza, es un procedimiento estadistico que se utiliza para determinar si las medias de
dos o mds muestras fueron extraidas de poblaciones con la misma mediaAlfa representa el
nivel de significacién con el cual desea evaluar los valores criticos de la estadfstica F. El
valor alfa predeterminado es 0,05. Este valor critico aperecerd en la tabla de resultados.

La funcién Andlisis de la varianza de un factor realiza un andlisis sencillo, que some-
te a prueba la hipétesis segiin la cual las medias de varias muestras son iguales.

Ejemplo:

En una determinada zona rural los labradores tienen a su disposicién la compra de
cuatro tipos de abonos producidos en cuatro fdbricas distintas. En las etiquetas de los
sacos, cada fabrica asegura que su abono es completamente superior a los otros tres, en sus
efectos fertilizantes.

Se han tomado cuatro fincas de la misma calidad de tierra y sembradas con el mismo
tipo de arboles y se les ha administrado a cada una un tipo de abono. Al final de la cosecha
se han tomado muestra de drboles en cada una de ellas y se ha pesado la cantidad de fruto
que dan. Obteniéndose los siguientes datos (tabla 4):

Tabla 4
Abonos
1 2 3 4

80 75 83 100
Peso 72 52 79 41
en 40 43 68 37
kilos 59 90 92 60
31 53
72
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(Mienten todas las fdbricas? ; Bajo qué supuestos?

Solucidn:
Seleccionando Andlisis de varianza de un (actor y dando el rango de entrada adecua-
do y tomando alfa 0,05 la hoja de cédlculo nos muestra el siguiente resultado:

RESUMEN
Grupos Cuenta Suma Promedio Varianza
Columna 1 4 251 62,75 304,916667
Columna 2 5 291 58,2 575,7
Columna 3 4 322 80,5 99
Columna 6 363 60,5 536,3

ANALISIS DE VARIANZA

Origen de las  Suma de Grados de Promedio de ) . Valor critico
variaciones  cuadrados libertad los cuadrados ¥ L e para F

Entre grupos 1330.58158 3 443,527193 1,07373373  0,38991447  3,28738281

Dentro de

los grupos 6196.,05 15 413,07

Total 7526,63158 18

El contraste de hipétesis lo planteamos del modo siguiente:

H, = “Los pesos medios obtenidos por la aplicacién de los distintos abonos son iguales”.

H\ = “Los pesos medios obtenidos por la aplicacién de los distintos abonos no son
iguales”.

El valor £ de nuestro problema es F = 1,07373373.

Si vamos a la tabla de la F de Snedecor, Fyosa.5 = 3,28738281.

.Por lo tanto F £ Fusais, por lo que se acepta la hipétesis Hy, es decir no existe dife-
rencia significativa entre los abonos, luego los fabricantes mienten.

5. Analisis de varianza de dos factores con una sola muestra por grupo

Permite realizar un andlisis de dos factores con una sola muestra por grupo.
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Ejemplo:

Se tienen cuatro razas de gatos: Se toman (res muestras elegidas al azar de forma que
en cada una de cllas hay un gato de cada raza. Se dispone de tres tipos de vitaminas distin-
tas y se administra una de ellas solamente a cada muestra. Elegimos como variable de res-
puesta el peso ganado por cada uno de los gatos, cuya informacion se recoge en la tabla:

Tabla 5
Tratamientos
Razas
Vitamina A Vitamina B Vitamina C
1 80 70 82
2 60 32 35
3 90 82 85
4 95 89 78

Se quiere saber:

1. Si la ganancia media de los pesos es equivalente para las tres vitaminas.
2. Si el peso medio ganado es significativamente distinto de una raza a otra.

Para resolver el problema utilizamos la Herramienta de Andlisis de varianza de dos
factores con una sola muestra por grupo que suministra Microsoft EXCEL obteniendo los

resultados siguientes:

Andlisis de varianza de dos factores con una sola muestra por grupo

Resumen Cuenta Suma Promedio Varianza

Fila | 3 232 77,3333333 41,3333333
Fila 2 3 127 42,3333333 236,333333
Fila 3 3 257 85,6666667 16,3333333
Fila 4 3 262 87,3333333 74,3333333
Columna 1 4 325 81,25 239,583333
Columna 2 4 273 68,25 645,583333
Columna 3 4 280 70 552,666667
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ANALISIS DE VARIANZA

Origen delas  Sumade Grados de Promedio de F Probabilidad Valor critico

variaciones  cuadrados libertad  los cuadrados paraF
Filas 3975 3 1235 23,4859675 0,00102553  4,75705519
Columnas 398,166667 2 199,083333  3,52880355 0,09702038  5,14324938
Error 338,5 6 56,4166667

Total 4711,66667 11

Nuestro doble contraste de hipétesis serd:

1. H, = “Las tres vitaminas proporcionan una ganancia en peso medio equivalente”.
H\=“Las ganancias en peso medio proporcionadas por las distintas vitaminas no
son iguales”.

Como, 3,52880355 < 5,14324938, F < Fu=v0si=2m2=6)

por tanto se acepta la hipdtesis nula de que no hay diferencia de ganancia de pesos debida

a las vitaminas.
2. H’,="El peso medio ganado es independiente de las razas”.
H’, = *“ El peso medio ganado varia de unas razas a otras, es decir, depende de

ellas”.
Como, 23,4859675 > 4,75705519, F > Fmun

por lo tanto rechazamos la hipétesis nula y se acepta que el peso medio varia de unas
razas a otras.

Conclusiones

En la ensefianza de la Estadistica ha existido siempre un desfase entre la compresion
de los conceptos y los medios técnicos para poder aplicarlos. Es necesario la renovacion
no sélo de los contenidos, sino también de metodologia en la ensefianza de esta materia. El
ordenador liberard a los alumnos de la parte mecdnica de los cdlculos que implica el trafa-
miento estadistico de cantidades de datos, lo que permitird una mejor adquisicién de los
conceptos relacionados con la estadistica.

La hoja de cdlculo de Microsoft ofrece multitud de herramientas de facil manejo para
poder trabajar de forma sencilla muchos de los conceptos de estadistica. La utizacion de
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éstas no supone ningin esfuezo de aprendizaje y los resultados obtenidos tienen un gran
potencial de aplicacién.

Referencias bibliogrificas SOBRE UN PROBLEMA OLIMPICO DE
[1] Murray R. SPIEGEL: Estadistica, 2° Edicién, Madrid (Espafia), McGraw-Hill, 1991. POLINOMIOS CON COEF ICIENTES ENTEROS

[2] V. QUESADA, A, IsiDorRo y L. A. LOPEZ: Curso y Ejercicios de Estadistica, 1" Edicién, Madnd
(Espafia). Ed. Alhambra Universidad, 1994¢ 4

[31 MicrosoFT: Manual del usuario, Microsoft Excel, 1° Edicién, (EE,UU.), Microsoft Corpora- Juan Carlos Cortés Lépez
tion, 1994. Departamento de Matematicas

I.E.S. Bonifacio Sotos
Casas Ibdiiez (ALBACETE)

Abstract

Once we have given a solution of an olympic problem, we provide
another solution from which we may generalize the result. We rely on
the reasoning of the suggested solution to prove an interesting theorem
in a different way.

En la primera fase de la Olimpiada Matematica Espaiiola de 1998 se propuso
el siguiente problema (ver (1, p.85)):

Un polinomio p(z) tiene coeflcientes enteros y para un cierto
entero a se verifica que

p(a) =pla+1)=pla+2)=1

LExiste algin entero k tal que p(k) = 87
Recientemente en [2, p.89] se ofrecié la siguiente respuesta al problema:
No necesariamente. Basta considerar el polinomio p(z) = —z*+22+1 que
satisface las condiciones del enunciado para a = —1; p(~1) = p(0) = p(1) = 1

y sin embargo no existe k entero tal que p(k) = 8, ya que, como es sencillo
comprobar realizando un estudio de la funcién se tiene
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Jm p(z) = Um p(z) = —c0 ; p(z) < i

Sin embargo, veamos que esta respuesta es parcial y es posible afirmar
que no existe nunca un polinomio verificando las condiciones exigidas. En
efecto, a partir del polinomio p(z) del enunciado, definamos el polinomio
asociado P(z) del mismo grado y coeficiente director que p(x)

P(z) = p(z) - 1
Como p(a) = p(a+1) = p(a+2) = 1, entonces {a,a + 1, @ + 2} son rafces
de P(z)
Pla)=pla)-1=1-1=0
(anélogamente se comprueba que P(a+1) = P(a+2) =0 ) luego P(z) puede
escribirse como
P(z) = (z - a)(z ~a - 1)(z - a — 2)q() (1)

donde ¢(z) es un polinomio con coeficientes enteros, cuyo coeficiente director
es el mismo que el de p(z) (y P(z)) y cuyo grado es tres unidades inferior al
de p(z) (y P(z)). Entonces como P(z) = p(z) — 1 se tiene de (1)

p(e) =1 =(z - a)(z —a—-1)(z - a - 2)q(x) (2)
Si existiese k entero de modo que p(k) = 8, entonces desde (2) se tendria
7= (k~a)(k—a-1)(k—a-2)q(k)

lo cual es imposibe ya que 7 es primo y lo hemos descompuesto como pro-
ducto de al menos tres factores enteros distintos, {k —a,k —a— 1,k — a — 2}
(observar que puede ocurrir que g(k) =16 g(k) = 7).

Resulta ahora interesante observar que la hipétesis de consecutividad

de {a,a+ 1,a+ 2} no se ha utilizado y por tanto el resultado puede ge-
neralizarse para un polinomio p(z) con coeficientes enteros cumpliendo que
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p(a) = p(b) = p(c) = 1, siendo a, b, c enteros distintos.

Nos gustaria que el lector dedicase un momento de reflexién a la inter-
pretacién grafica del resultado, la cual nos parece muy interesante y nada

intuitiva a priori.

Recordemos un problema andlogo al estudiado hasta ahora y que aparecio en
la Competicién de Grado de Pekin en el afio 1963 (ver [3, p.15])

Un polinomio p(z) con coeflcientes enteros toma el valor 2 para
cuatros enteros distintos. Demostrar que p(z) nunca toma los va-
lores {1,3,5,7,9} para ningin valor entero z .

Usando al misma técnica anterior el problema puede resolverse sin difi-
cultad, pero es interesante observar que pueden relajarse las hipdtesis y basta
con suponer que p(r) es un polinomio con coeficientes enteros que toma el
valor 2 en tan sdlo tres enteros distintos, en lugar de en cuatro enteros dis-

tintos,

Asi pues, y resumiendo podemos generalizar las condiciones anteriores y
enunciar el siguiente teorema cuya demostracién es ahora inmediata

Teorema 1 Sea p(z) un polinomso con coeficientes enteros de modo que para
al menos tres enteros distintos a, b, c toma el mismo valor entero a, esto es,
p(a) = p(b) = p(c) = a. Entonces no eziste ningin entero k tal que p(k) = B,
con B entero y de modo que |3 — a| sea un nimero primo.

Para terminar observemos que esta misma técnica podemos aplicarla para
demostrar, de un modo distinto al que aparece en [4, p.320}, el siguiente

resultado
Teorema 2 Si cualguier polinomio con coeficientes enteros
p(z) = ana™ + an—12™ 1+ ...+ a1z + ag
toma valores impares para t = 0 y para x = 1, entonces la ecuacidn p(z) =0

no tiene rafces enteras.
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Demostracién.

Supongamos por reduccién al absurdo que existe a entero tal que p(a) = 0,
esto es,

ana” +ap—1a™ 14 ... +aja+a=0

-2

a =« [—a,.oz""1 - ap-1a™ = ., - a1]

como todos los factores de la anterior igualdad son enteros, se deduce que o
divide a ap, y como por hipétesis ap = p(0) es impar se tiene que a debe ser
impar.

Consideremos ahora el polinomio auxiliar P(z) = p(z) — [ag + a1 + ... + ay]
y observemos que ¢ = 1 es una raiz del mismo, pues

P(1)=p(1) = [ao+ a1 + ... + ap]
=[“0+al+---+an]-[a0+a1+,,,+an]=0

luego P(x) = (¢ — 1)¢(z) siendo ¢(z) un polinomio con coeficientes enteros,
de grado n — 1 y cuyo coeficiente director es ay,.

Asi pues,

p(z) — a0+ a1+ ...+ an] = (z - 1)g()

Pz) = [a0+ ... + an] + (& — 1)g(c) 3)

y como por hipétesis de reduccién al absurdo p(a) = 0, sustituyendo z = a
en(3)

0=p(a)=[ap+ ...+ an] + (o — 1)g(a) (4)

lo cual es imposible, pues

ap+...+ap=p(0) es impar por hipotesis
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D

a—1 es par, pues a es impar

g(a) es entero
por tanto el miembro derecho de (4) es la suma de un nimero impar y de un
mimero par, por lo que nunca puede ser nulo.

En consecuencia la hip6tesis de reduccién al absurdo es falsa y el teorema
queda probado.
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Unas caracterizaciones lineales
de los tridngulos

Juan Bosco Romero Marquez

IB Isabel de Castilla (Avila)

Abstract

In this article we give a different linear characterization of the triangles by mean of
the altitudes.

1. Introducciéon

Presentamos, en este trabajo la clasificacion de los tridngulos planos ABC segtin sus
lados: escalenos (los tres lados distintos) e isdsceles (dos de sus lados son iguales). Tam-
bién, damos la clasificacién de los tridngulos segiin los angulos: Si A > 90, obtusdngulos;
A =90, rectdngulos, y si todos los angulos son menores de 90, acutdngulos.

Damos por sabidos los conceptos y las propiedades elementales més importantes
sobre las medianas, alturas, bisectrices y mediatrices, junto con sus puntos notables aso-
ciados.Ver [1], [2], [3], [6] y (7], entre otros.

2. Resultados

En esta seccién comenzamos con la demostracién de nuestro resultado principal.

Teorema

Sea ABC un tridngulo de lados a 2 b 2 ¢, y 4ngulos A 2 B 2 C. Sea H el punto obteni-
do como la proyecci6n ortogonal de A sobre el lado BC; E el punto obtenido como la pro-
yeccién ortogonal de H sobre el lado AC; F el punto obtenido como la proyeccién ortogo-
nal de H sobre AB. Definimos los puntos H, y H, como las proyecciones ortogonales de
los puntos E y F sobre el lado BC, respectivamente. Entonces se verifica:
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A$90siysolosihZh +hy,

dondc h= AH, h| = EHl y h2 = FHz.
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Demostracién

Consideremos las figuras 1y 2 con las notaciones allf indicadas.
De los tridngulos EHH, y AEH obtenemos, respectivamente, las siguientes expresio-
nes:

hj=yCosC, y=hCosC.

De ambas, llegamos a h, = h Cos? C, donde y = HE.

De forma similar a partir de los trigngulos FH,H y AFH, llegamos, respectivamente, a
las relaciones:

h, = x Cos B, x =h Cos B.

Y, por tanto, de ambas h, = h Cos? B, donde x = HF.

Calculemos ahora d, = h - (h, + h2), que definimos como la diferencia entre las tres
alturas h, h, y h,. Para ello, hay que tener en cuenta las expresiones obtenidas anteriormen- '
te, las férmulas del coseno del 4ngulo doble, de 1a suma de cosenos en forma de producto, |
asf como la relacién que existe entre los cosenos de dngulos suplementarios.

dy=h-(hi+h)=h~-h —h,=h-hCos?C ~h Cos?B =

= h(1 - Cos? C - Cos? B)=h(1_1+Cos2c_1+cOszB):

2 2

Cos 2B +Cos 2 -
08 C=_EZCOS2C+2BCOSZC 2B=
2 2 2 2

=-h

=~h Cos (C-B) Cos (180 — A) = -h Cos (C-B)(-Cos A) =

<0 CosA>0 A <90,
=hCos(C-B)Cos A{=0¢>Cos A=0 A =90,
>0 Cos A< A >90.

que es lo que querfamos demostrar.
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Observaciones

Este resultado, referido a los tridngulos rectdngulos, puede interpretarse como una
caracterizacion lineal de estos tridngulos, siendo por lo tanto un resultado equivalente al
Teorema de Pitdgoras u otra caracterizacién similar, Mds atin, si suponemos que ABC es
un tridngulo rectdngulo en A, entonces la igualdad h = h, + h; se obtiene de forma inme-
diata de la figura 3, por congruencia de tridngulos y simetrfa en la construccién realizada.

C 'll A B;’
cl
alI
0 Ce Iy g, C

A=90< AA'=B'B’, + B'B" =B’B", + C'C}

Figura 3

Recientemente, en la revista “Crux Mathematicorum” este resultado ha sido publica-
do en forma de problema ndmero 2346, Vol. 24, N.° 4, p. 236, May, 1998.

Para finalizar esta secci6n y, a titulo de investigacién, proponemos la discusién del
siguiente enunciado, que como ha comprobado mi amigo y colega el Prof. Ross Honsber-
ger, de la Universidad de Waterloo, de Canad4, con el ordenador es, en general falso. De
todas formas se pueden encontrar la clase de tridngulos para los cuales el enunciado sf sea

cierto,

Problema 1

Sea ABC un tridngulo y A’ el punto donde corta la bisectriz del dngulo A al lado BC.
Trazamos a su vez las bisectrices de los dngulos AA’C y AA’B. Estas bisectrices cortan a
los lados AC y AB, en los puntos B’ y C’, respectivamente. Sean B, y C, los puntos donde
las bisectrices de los dngulos B’ y C’ de los tridngulos B'A’C y C’A’B cortan al lado BC,
respectivamente. Véase la figura 4. Si denotamos por w = AA’, w,=B'B,y w, = C’C,,
probar que

AZ siysblosi WS wi+w,.
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AABC,a>b2ceA>B2C El siguiente problema es mds sencillo de resolver tomando como fuente de trabajo la
figura 5.

Problema 2

Sea ABC un tridngulo. Consideremos la ceviana arbitraria AA’, donde A’ es un punto
que pertenece al lado BC. Construimos los puntos C’, B’, Ci, B, pertenecientes a los lados
AB, AC, BC y BC, respectivamente, y tales que A'C’ Il AC, A'B’ |l AB, CCllAA,Yy
B’B, Il AA’. Probar que:

A=90& AA’=B'B"+C'C"? A>90 e AA'<B’B"+C’C"? |

b) AA’=B'B,+CC,.

A
{ a) Sit=BA'/BC, entonces BA'/BC =BC'/BA = AB'/AC.
' Por ultimo, vamos a resolver el siguiente problema. Ver figura 6.
1

Problema 3

Dados los tridngulos ABC y A’B’C’ tales que los dngulos B y B’ son iguales, y que la
suma de los dngulos A y A’ es igual a 180, Demostrar que entre los lados de los dos tridn-
gulos se verifica la siguiente relacién:

A<90 = AA' >B'B”+C'C"
aa’=bb +cc’.

Figura 4
]
4 A "
sf
CF
o e ALA b ] [
AB=¢,AC=b,BC =g AB' =’ AC = b, B'C' =0’
g ¢ Al B = AABC-AAC'D:§=§1=%.cx=bb'
Al AB,AC’ [ AC= AC' = AB', AC' = A'B', a_z_cx
AKC'B = AKB'C m ARBC, AACC, m 4B AR, ABCD=-sABC: E=2=2
AA'B/B' = AAC'CY:
A'C,=A'B,, i‘=9'+_" ‘= ¢(c™+x) = cC* =bb'+cc’
AN S BB+ CC, . , 88'= ¢{C'+X) = ce™+ex = bb'+cc’
Figura 5 Figura 6
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En efecto, disponemos los dos tridngulos como se indica en la figura 6, y trazamos el

segmento C’D paralelo al lado BC.
Ahora denotamos los lados de todos los tridngulos obtenidos como sigue:

¢=AB,AC=b,BC=a;A'B’=¢’,A'C’=b",B’C’ = 2a’"; x =AD,z=CD.

De | j g i4 igui
a semejanza entre los pares de tridngulos siguientes, como es inmediato de ver.
¥

obtenemos las siguientes proporciones:

AABC=AACD : 2-°.0 (1):;
Z X ’

b’
ABCD~AABC : L_Z_S¥X
c b a

Por (1) y (2), deducimos:

1) cz=ab’=a’b,
2) al_ c’+x.
c a

De esta tltima relacién y de (1), obtenemos:

aa’ =c(c’ +x)=cc’ +cx =bb’ +cc’.

Aplicacién

Utilizar este resultado para apli i
. . plicarlo en la biisqueda de las relaciones métri
las bisectrices y los lados de un tridngulo, e ente

3. Conclusiones

stos problemas que hemos expuesto aqui han sido experimentados con construccio-

nes geométricas y mediciones con los alumnos d i
S ¢ la ESO, tanto de la asign
maticas como en la de Taller. SR

ot I:ia Il)artc? de la den’mstracién del teorema principal la hemos realizado dentro del con-
exto de la trigonometria con los alumnos de 1.° de Bachillerato LOGSE, con éxito notable
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Como valores metodolégicos y diddcticos de este trabajo queremos resaltar, en ambos
casos, para los alumnos los siguientes:

— Hacerles ver que dentro de la geometrfa elemental del tridngulo podemos intuir,
crear, investigar, resolver y analizar resultados elementales, que son bellos y sorprenden-
tes.

— Iniciarles a la apasionante y emocionante aventura de la investigacién en las mate-
maticas, intentando que los alumnos imiten en estos nobles y dificiles menesteres al profe-
sor que le sirve de pauta, y de gufa y de animador.

En definitiva, el dificil y noble arte de ensefiar las matemdticas en cualquier nivel
educativo consiste, sobre todo, y predicando con el ejemplo, en inculcar a los alumnos, la
intuicién para la creacién de un problema o de una conjetura, asf como los métodos y las
técnicas para poder dilucidar si tiene o no tiene solucion. También ensefiarles a probar o
refutar una conjetura. Cuando todo esto lo conseguimos, después de muchas horas de tra-
bajo y esfuerzo, nuestro modesto premio es la felicidad de saber vencer retos y, tal vez, la
pequefia satisfaccién de haber aportado algun resultado nuevo. Que no es poco.
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Un resultado curioso
de geometria elemental

Joaquin Herndndez Gémez

IES San Juan Bautista (Madrid)
Profesor asociado Facultad de Matemdticas UCM

Abstract

This paper proves that in a regular polygon A, A,... A, of n sides, inscribed in a circle
of radius one unit, the product of the line segments joining A, to each of other vertices
equals n.

Buscando este verano problemas para concursos para nuestros estudiantes de Secun-
daria, encontré propuesto en [1] el siguiente:

“Un octégono regular ABCDEFGH est4 inscrito en una circunferencia de radio uni-
dad. Probar que el producto de las longitudes de los segmentos que unen A con cada uno
de los vértices restantes es 8.”

Como quiera que tal producto aplicado al cuadrado es trivialmente 4 y al tridngulo
equildtero 3, tras resolver el mismo problema en el caso del pentdgono regular y habiendo
observado que obtenfa como producto 5, a conjetura estaba naturalmente abierta. (Serd
cierlo que en cualquier poligono regular de n lados inscritos en una circunferencia de radio
1, el producto de las distancias desde un vértice a todos los restantes es precisamente n?

El propésito de este articulo es probar que, efectivamente, asf ocurre.

Comencemos distinguiendo dos casos segtin que el nimero de lados del poligono sea
par, 2n, o impar 2n + 1.

a) El ndmero de lados es par: 2n.

Llamemos d; a la distancia entre A; y A; (i = 2, ..., n) y obtengi-
mosla aplicando el teorema del coseno a los tridngulos de vértices O,
A] y A,‘.
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2r , T
d22=1+1—2cos§=2-256n o

2:2r ) 2T
= - =2-2sen’ —
dy =1+1-2cos o o

(n-Un

2r 2
2 - - —_1NE==2.2
d;=1+1-2cos(n—1) > sen o

27 n—-NOrm
As pues,d,-d,..d, =2"" sen—--sen=_ ... sen(——
o 2n 2n 2n

d,. es trivialmente 2, pues A, y A, son diametralmente opuestos, por lo que d,.. se puede
escribir ciertamente como

niw
2-sen—.
2n

Por otra parte, dy.i. = dusi por la simetrfa de la figura. As{ que

-l 2 221 2 (n—Drm
dynd,od, g d,., . d,, =27 sen %-sen " sen” ="

Observando que
(n—kyr _ (n+k)w (f?‘-‘k)]t+(f'.’+k)fr:x
s o sen 2n pues 2n 2n

’

y para buscar una mayor simetrfa en la férmula para el producto de las distancias, pode-

mos escribir

nr (n+Dr 2n-
n———>—.. sen——m—.

T 27
d,...d,, =2""'sen—sen=—...sen—

o n 2n 2n 2n 2n

Estudiemos si cuando hay un nimero impar de lados, el producto buscado adopta una
expresién andloga:

b) El niimero de lados es impar: 2n + 1. Llamemos, igual que antes, d; a la distancia
deA aA,. (i=2,..,n).

59



d,,2+, =1+1-2cos
2

Igual que antes, por la simetrfa de la figura, se verifica ahora que

d2 = d2u+ly d] = d2m veey dn+l = d"+2, es decir, d2+k = d2n+l—k
con lo que

Y 2 AT

dyd,..d . d ., ..d, =2 sen? ..sen? —=_
2%3 n+1%n+2 2n+] 2”"‘1 2n+1

Observando ahora que

T2n+1-k)
sen =senN—m0—0m —oro—— %
2n+1 2n+1

podemos escribir el producto anterior como

dyd,...d, . d,,,..d,, =2% sen o sen—2_gen M sen 2nn
2n+1 2n+1 2n+1 2n+1

Asf pues, hemos probado que el producto buscado adopta la forma

= 43 2 2n-Dr
P=2""5en T .qen 2% cenZn-Dr

2n 2n 2n
6
P=2%sen—2 . gen—2F o gen 21T
2n+1 2n+1 2n+1

Segtin sea 2n 6 2n+1 el ndmero de lados del poligono.
En este momento recordé que y0 habfa visto

de dngulos en progresién aritmética. H
blema:

Si w = e¥ demostrar que:

n-l

a) !il[(z—wk)=z’l._1; H(Z—Wk)=l+z+...+z"-'.

k=1

60

n+l o 2n+1

alguna vez algo sobre producto de senos
aciendo memoria, encontré en [2] el siguiente pro-

T n-rm n o,
b) Senzsenz—... sen(——)=F sin>2.
n n n

1 1 — 27 k =
La soluci6n al apartado a) es evidente sin més que obs?rvar que siw _"e | , W ,dl; fa(1:,
n son las raices n-ésimas de la unidad y, por tanto, el polinomio P(z) = 2" — 1 pue
.
torizarse como

n

H(z—w").

k=1

. . o
Para la segunda parte de a), basta dividir en ambos términos de la primera por z — w",

o sea, por z — 1 y obtener
n-|

[T(z-w")=1+z+..+2""

k=1

Para el apartado b) tomemos z =1y tenemos:

T+ 1"+ + 1= -w) (1 =-w?).. (1 -w""),es decir:

2% gen 28 cos ¥ en ) .
n=(1—cos—n-—¢sen7)(1—cos p i sen p,

- (1 —cosw—isen (n—1)27t)

n n

Tomando médulos en los dos términos de la igualdad, llegamos a:

—
I : o1 / (n—-1)21 2 (n-1)2x
n= (l—cos%) +sen27L (]-—C()h———n-— +sen —
es decir, .
n—12n
n= ,/Z—ZCosgzr—L \/2—2008-(—i—-—,
n n
-z
n=42 ﬁ2sen2£L ﬁ,’Zsenz%—.
n
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por lo que

0, lo que es lo mismo,



| T 2 n-bhH
n=2""'sen — - sen — ++: sen ——— ,
n n n

de donde sigue la igualdad buscada;

T 2r n-hrw n
sen—-sen—1>L sen-(————)— = o
n ” n 2”—

*)

Pertrechado con esta férmula, el final de mi conjetura estaba muy préximo:

senl-senz—nL sen-(:m—_])E era igual a 20
2n 0 2m 2n gt Y
T 2 2nm
se

n -sen sen
2n+1 2n+1 2n+1

serfa, volviendo a aplicar (*),

2n+ 1
22:1

con lo que si el niimero de lados era 2n, el producto buscado era

n
=2n
22n—l

2211—I .

y si era 2n + 1, el producto serfa

2n + 1
22/1
22/1

=2n+1,

es decir, en ambos casos el producto de las distancias de un vértice a los restantes, coinci-

dia con el niimero de lados del poligono.
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Reseiia de libros

. M. VINAGRADOF ET AlL. (Revisién de la trad. al espafiol: J. V. GARCIA SESTAFE): Enciclo-
pedia de las Matemdticas, Rubifios, 1997. Contiene 3700 pdgs. en 12 volimenes,

Para un cultivador, por modesto que sea, de la matemdtica resulta un espectdculo par-
ticularmente consolador y goloso ver reunido en una sola obra —bien que voluminosa ,jqué
remedio!— todo el conjunto de saberes a que ha dedicado su actividad. Como ademds tuve
el placer de haber sido amablemente invitado a participar en esa presentacién, bien quisie-
ra ahora, en correspondencia, recordar algunas cosas de las que entonces pude dedicarle;
pero ni tengo espacio ni es fdcil pasar a lenguaje escrito palabras que fueron pensadas para
ser dichas oralmente.

Una breve descripcién cuantitativa de la obra apuntarfa a su distribucién en doce
volimenes; el dltimo de ellos, formado por los indices de todos los anteriores, detallados y
completos, con abundancia de referencias cruzadas para poder alcanzar cualquier (érmino.
Los reslantes tomos aparecen redactados por un equipo de unos doscientos profesores
coordinados por el académico I. M. Vinogradov. Ocupan en total alrededor de 3.700 pdgi-
nas que recogen mds de 6.300 voces.

Buen nimero de ellas, respondiendo a una estructura tipicamente enciclopédica, no
de vocabulario o diccionario, estdn ampliamente desarrolladas. Quienes hemos tenido que
esforzarnos muchas veces para reducir a su minima expresion una definicion, no es raro
que contemplemos con una sana envidia la facultad de que han dispuesto los autores para
extenderse cuanto les haya sido conveniente en la redaccién de cada entrada, convirtiéndo-
la en muchos casos en una verdadera leccién sobre el concepto definido.

Sin entrar en otros detalles técnicos que fueron ya tratados por mis compafieros inter-
vinientes en aquel acto, sf quiero sefialar dos cosas. La primera, que cada articulo, excepto
algunas definiciones breves o voces de referencia, viene firmado por su autor, lo que, apar-
te de la garantfa que esa responsabilidad personal supone, da la imagen cabal de una obra
conjunta producida por la escuela matemdtica rusa.

Y la segunda, que va acompafiado de una pequefia pero sustanciosa bibliografia en la
que a veces se cita desde el texto en que aparecié por vez primera el concepto en la litera-
tura hasta la publicacién mds actual.

Hay también algo que este libro me sugiere y no querrfa perder la ocasion de decirlo.
Todos sabemos la mala fama que tenemos los matemdticos —que acaso no seamos los tni-
cos en marecer— de embrollar y oscurecer las cosas mds didfanas: hablamos en un lengua-
je que, a fuerza de precisidn, acaba por no entender nadie. Todo el mundo sabe lo que es
una recta pero empieza a no saberlo si se lo explica un matemdtico. Pues bien, busquese
aqui cualquiera de esas palabras de procedencia cientifica pero de uso comin de cuyo sig-

nificado solemos responder: magnitud, drea, linea... la que sea.
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Veremos, de éstos y otros términos de la Enciclopedia, una primera versién acomoda-
da a la idea intuitiva que tenemos de él, pero que enseguida se va a manifestar insuficiente
ante el sucesivo desarrollo de aquellos conceptos, y asf la vemos evolucionar hacia formu-
laciones que, siendo necesarias, pueden paracer absurdamente complicadas incluso ininte-
ligibles a quiencs se las presentamos de sopetén, sin ese proceso continuado que lleva de
las primeras nociones a la concepcién actual.

Acaso podria esto servir para ir absolviendo a los matemdticos de su manfa de emple-
ar una terminologfa y una construccién aparentemente hermética; que no lo hacemos por
el gusto de oscurecer, a la manera “d’orsiana”, lo que estd claro, sino que somos conduci-
dos a ello, digdmoslo asi, por exigencias del guién.

En cuanto a la edicién espafiola, habria que referirse en primer lugar a la editorial. Yo
que entiendo muy poco de esto, o sea, nada, estimo que la aventura de afrontar la publica-
cién de una obra de esta envergadura entrafia una valentia muy dificil de medir. Cierto que
Rubifios nos tiene ya acostumbrados a la previsién continuada de una buena biblioteca
cientffica, pero esta vez, si no temiera pecar de impertinente, podria decirle con el acento
mds castizo que “se ha pasao”. Ojald que al arriesgarse en semejante operacién reciba el
premio que su dedicacién merece. Y dos palabras también para el profesor Garcfa Sestafe,
que ha tomado sobre sf la tarea descomunal de enfrentarse con este centén matematico.

Aunque la matemdtica sea un lenguaje universal, presenta en cada idioma modalida-
des y facetas no traducibles al pie de la letra. Esa labor selectiva y de adaptacién al idioma
y al pensamiento espafiol que ha sido el nervio de su quehacer se me antoja de una com-
plejidad y de un “embotellamiento” que sélo una enorme capacidad de trabajo y una infi-
nita paciencia habrén podido superar. Y he de decir que con la alta y clara calificacién de
la obra bien hecha.

José Javier Etayo

VARIOS AUTORES: «Diddctica de las Matemadticas», Volumen 1, niimero 4, octubre, de la
Revista de Estudios del Curriculum (REC), Ediciones Pomares-Corredor, Caspe, 162
Barcelona-08013, Contiene 185 péginas.

Se trata de un nimero de esta revista monogréfica (que traduce al espafiol el “Journal
of Curiculum Studies”), especialmente dedicado a Did4ctica de las Matematicas, que con-
tiene una coleccién de articulos de prestigiosos especialistas en el drea, enumerados a con-
tinuacién:

— Concepto de curriculum desde la Educacién Matemitica, por Luis Rico Romero.

— Origenes de las matemdticas escolares en Alemania a principios del siglo xix, por
Hans Niels Jahnke.
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— ;Cudles son los objetivos de las matemadticas para todos?, por Christine Keilel.

— Mejora de la ensefianza y el aprendizaje de las matemdticas en la Repiiblica Domi-
nicana, por Eduardo Luna, Sarah Gonzélez, David Robitaille, Sandra Crespo y Richard
Wolfe. ' '

— Reforma del curriculum en matematicas: ;Mds alld de la revolucién imposible?,
por Agnieszka Wojciechowska. o

— Ensefanza de las matemadticas sin un punto de vista consistente: descubrimientos
del Segundo Estudio Internacional de Matemalicas de la IEA, por Lauren A. Sosniak,

Corinna A. Ethinglon y Maria Varelas.
— Aprendizaje cooperativo y ensefianza adaptativa en un curriculum de matemadticas,

por J. Terwell, P.G.P. Herfs, E.H.M. Mertens y J.Chr. Perrenet,
— Coémo construyen los maestros la comprension del alumno sobre las tareas en
malemadticas: relacionar el contenido con los procesos cognitivos del educando, por Rainer

Bromme y Katharina Juhl.
— Arrojar dos dados: el contenido de una leccién de matemdticas, por Peter Menck.

La edicidn estd especialmente cuidada. Los interesados pueden obtener informacién
mds completa consultando:

email: edpomares@mx3.redestb.es
Pagina web: htip:/personal.redestb.es/edpomares

E. Roanes M.
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Problemas propuestos

Problemas propuestos
OLIMPIADA IBEROAMERICANA DE MATEMATICA
celebrada en Repiiblica Dominicana los dias 22-23 de septiembre de 1998

Problema n° 1;

Se dan 98 puntos sobre una circunferencia. Maria y José juegan alternadamente de 1a
siguiente manera: cada uno de ellos traza un segmento uniendo dos de los puntos dados
que no hayan sido unidos entre sf anteriormente, El juego termina cuando los 98 puntos
han sido usados como extremos de un segmento al menos una vez. El vencedor es la per-
sona que realiza el dltimo trazo. Si José inicia el Jjuego, ;quién puede asegurarse la vic-
toria?

Problema n° 2:

La circunferencia inscrita en el tridngulo ABC es tangente a los lados BC, CAy
AB en los puntos D, E y F, respectivamente. AD corta la circunferencia en un segundo
punto Q. Demostrar que la recta EQ pasa por el punto medio de AF s, y solamente si,
AC =BC.

Problema n° 3:

Hallar el minimo ndmero natural n con la siguiente propiedad: entre cualesquiera n
nimeros distintos, pertenecientes al conjunto {1, 2, ..., 999}, se pueden elegir cuatro niime-
ros diferentes a, b, ¢, d, tales quea+2b+3c=d

Problema n° 4;

Alrededor de una mesa redonda estdn sentados representantes de n pafses (n > 2), de
modo que satisfacen la siguiente condicién: si dos personas son del mismo pais, entonces
sus respectivos vecinos de la derecha no pueden ser de un mismo pafs. Determinar, para
cada n, el nimero méximo de personar que puede haber alrededor de la mesa.
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Problema n° 5: . o b b »
Hallar el mdximo valor posible de n para que existan puntos.dlstmtos 1, P, Py, ;1 i
en cl plano y niimeros reales ry, 13, ..., 1, de modo que la distancia entre cualesquiera dos

puntos diferentes P;y P;sear; +1;.

Problema n° 6: . 5
Sea la rafz positiva de la ecuacidn t2 — 1998t — 1 = 0. Se define la sucesién Xo, Xi,.Xz, oy

Xin ... POT:
Xo =1
X4 = [kx,,], paran=0,1,2,...

Hallar el residuo (resto) de la division de x99 por 1998. o
Nota: Los corchetes indican parte entera, o sea, x es el tnico entero k tal que

k<x<k+lI.

Problemas propuestos
VII OLIMPIADA MATEMATICA RIOPLATENSE

(Por ser de niver mas elemental, sus soluciones no se publicardn en nuestro Boletin)

NIVEL A

Problema n° 1:
Patricia marca sobre un pedazo de cartulina cuadrada ABCD su centro O; luego recor-

ta del cuadrado el tridngulo AOB, y obtiene un pedazo de cartulinalAOBCD. o
Muestra cémo Patricia puede cubrir todo el plano con piezas todas idénticas a
AOBCD, sin que éstas se superpongan ni dejen huecos,

Problema n°® 2: .
Tenemos un tablero cuadriculado de 100 x 100. Las filas fueron numeradas de 1 a

100, de arriba hacia abajo. Del mismo modo, las columnas fueron numerad.as dela 109,
de izquierda a derecha. A continuacién, en cada columna, se pintaron las ca51.llas que esta;n
en las filas cuyo nimero es un divisor del nimero de la columna. (Por ejemplo, en la
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columna 12, se pintaron las casillas i
, casillas de las filas 1,2,3,4, 6y 12: en la ¢ i
taron las casillas de las filas 1 y 13.) 5By TRienla columna 13, e pin-
g) gelerml.na cl niimero de casillas que se pintaron cn la séptima fila
) Determina ¢l niimero de casillag que se pintaron en todo el tablero

Problema n° 3:

o In una t:IH.lIniL.anLl.l se marcaron 10 puntos blancos y 1 punto negro Consideremos

g . « g e . e o l o

0 : 0s posibles poligonos (convexos) que tienen sus vértices en estos untos
Separamos los poligonos en dos lipos: A .

Tipo 1: los que ticnen solamente vértices blancos:
Tipo 2: los i :
p que tienen al punto negro como uno de sus vértices,

;Hay md f S i i ‘ i
¢Hay mas poligonos del tipo 1 o del tipo 27 ; Cudntos m4s?

Problema n° 4:
U . o - - H o
n programa de computadora permite realizar dos operactones:;

Apretando la tecla A, el ntimero n que estd en Ja pantalla s cambia por2n + 1;

* Apretando la tecla B, el nimero 1 A
i nd } . que estd en la pantalla s i r(n —
pero estd prohibido apretar la tecla B sj (n=1)noes mﬁltli)plo de 3 © cembia por (= 78,

Todas las computadoras tienen inicialmente el niimero 3 en la pantalla

Se propuso a los alumnos de la clase que cada uno hicier raci
que dos de los alumnos obtuvieron como result
vos. ;Cudles son esos dos niimeros?

a seis operaciones. Sabemos
ado final dos nimeros naturales consecuti-

Problema n° 5;

Tenemos una cartuli ' i

artulina con forma de tri4 ild
: ridngulo equildter 3

fes Bl tgm g qutlatero (o sea, un tridngulo con los

a) Muestra cémo dividir la cartulin
todos del mismo tamajio.

b) Muestra cémo dividir 1a ¢
todos del mismo tamapio,

aen 22 tridngulos equildteros, no necesariamente

artulinaen 17 tridngulos equildteros, no necesariamente
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Problema n° 6:
En una ciudad hay tres clubes. Cada habitante es socio de por lo menos uno de los

clubes. En cada club, como mdximo el 20% de los socios son hombres.

a) ;Es posible que los hombres sean 3/7 de la poblacién de la ciudad?
b) (Es posible que los hombres sean el 43% de la poblacién de la ciudad?

En ambos casos explica por qué.

NIVEL 1

Problema n° 1:
En un pentdgono regular ABCDE, trazamos las diagonales AC'y BE, que sc cortan cn

el punto P. Recortamos el tridngulo APB y obtenemos asf el hexdgono APBCDE. Tencmos
una coleccién infinita de piezas iguales al hexdgono APBCDE en tamafio y [orma,
Muestra que se puede embaldosar el plano con estas piezas.

Nota: Embaldosar el plano significa cubrirlo con piezas sin que éstas se superpon-
gan, ni dejen huecos.

Problema n° 2:
Se tiene un tablero cuadriculado de 100 x 100. Las filas estdn numeradas de | a 100,

de arriba hacia abajo. Del mismo modo, las columnas estdn numeradas de 1 a 100, de
izquierda a derecha. En cada columna se marcan las casillas que estdn en las filas cuyo
nimero es un divisor del nimero de la columna. Luego, en cada casilla marcada, se cscri-
be el ndmero de la fila en la que se encuentra. Por ejemplo, en la columna 10, se escriben
los nimeros 1,2, 5y 10en las filas 1, 2, 5y 10, respectivamente.

Prueba que la suma de todos los nimeros escritos en las casillas marcadas es menor

que 10000.

Problema n° 3:
Se tiene un cuadrado de lado 1999, ;Es posible dividirlo completamente en varios

cuadrados (mds de uno) que tengan lados de longitudes enteras mayores que 357
Justifica tu respuesta.

Nota: Los cuadrados pueden ser de distintos tamafios.
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Problema n° 4:

Los nimeros 1,2, 3, ... se colocan de la siguiente manera:

Nivel 1: I 121 31 41 5
1
Nivel 2: \2/ \KZ 3/ \ 2 ol \
4
Nivel 3: \3/
En Ia figura sélo se muestra la distrib

ucién de 16 nimeros, pero si continuamos e|

rOceso sicuier i ,qué ni
p guiendo el mismo esquema, ¢que numero ocupa la posicion 1998 Y en qué nivel

se encuentra?

EJEMPLOS: En la pos'ic.ic,’)n 10 se colocé el ndmero 4 yestden el nivel 1
En la posicién 13 se colocg el niimero 3 y est4 en el nivel 3.

Problema n° 5;

Prueba que si se dan 101 nimeros enteros positivos cuales

de ellos cuya suma sea divisible por 11. Auiera, es posible clegir 11

Problema n° 6:

En un trapecio ABCD de bases ABy CD se eligen los puntos M

BC, respectivamente, de modo que y Nen los lados AD y

AM _CN
MD NB
Si MN intersecta a las d
MP=NQ, alas diagonales ACy BDen Py Q, respectivamente, demuestra que
NIVEL 11

Problema n° 1;

A cada ndmero entero positivo n se

le asocia un enter i
. ntero no nega
se cumplen las siguientes condiciones: gativo fn), de modo que
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i) flab) =fla) + f(b),
ii)  fin) =0, si nes primo mayor que 10y
i) f(1) < f(243) < f(2) < 10.

Halle f{1998) sabiendo que es menor que 10.

Problema n° 2:

Un hombre camina pisando los durmientes de la via del ferrocarril, recorriendo un
tramo rectilineo de via de 1 km de longitud (los durmientes o traviesas son los maderos
que soportan los rieles de la via). Las caracteristicas de este tramo son:

i) empiezay finaliza en durmientes,
if) contiene exactamente 2.001 durmientes y
iif) la distancia entre dos durmientes consecutivos es variable y no mayor que 60

cm.

Si en cada paso el hombre avanza no més de 80 cm, determine el menor nimero de
pasos para recorrer todo el tramo.

Justifique la respuesta y dé un ejemplo con una distribucién de durmientes para la
cual, con dicho niimero de pasos, se complete todo el tramo.

Importante: No tome en consideracién ni el ancho de los durmientes ni la longitud
del pie.

Problema n° 3:
Dada una circunferencia C elija un didmetro AB y marque en éste un punto P arbitra-

rio, distinto de A y B. En uno de los dos arcos determinados por el didmetro AB, considere
dos puntos M y N tales que ZAPM = ZBPN = 60°. Trace los segmentos MP y NP para
obtener as{ tres tridngulos curvilineos APM, MPN y NPB (los lados del tridngulo curvili-
neo APM son los segmentos APy PM y el arco AM). En cada tridngulo inscriba una cir-

cunferencia.
Demuestre que la suma de los radios de las tres circunferencias construidas es menor

o igual que el radio de C.

Problema n° 4;
Sea ABCD un cuadrado. En el semiplano determinado por AC que contiene a B se

escoge un punto P tal que ZAPC =90°y ZPAC > 45°. Sean Q el punto de corte de PC con
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ABy H el pie de la altura correspondiente a Q en el trj

puntos . H'y D estan alineados, fngulo AQC. Demuestre que fos

Problema n° 5;
Sean a, by ¢ ndmeros reales positivos tales que:
a+b+c=1,
Demuestre que:

2 %

a+b’ b 4e? T +a’
5 3 5

a+b p 4t Sy

>
3

Problema n° ¢:

y .Un tablero de tamafio m X n dividido en casjl]
cublerto completamente con piezas rect
sobresalen de los bordes del tablero,

S SE.) consideran los cuadrados de tamafio 2x 2 form
1(1). e dice que una pieza de tamafio 2 x 1 sombrea un cy
almenos una de sus cuatro casillas. El ndmero de piezas
2 puede ser 2, 3 6 4.

Demuestr imer
mavor ?su’e que el nimero de cuadrados sombreados por, exactam
) A
Yor que el niimero de cuadrados sombreados por cuatro piezas

as cuadradas de tamafio | x | se ha
angulares de tamafio 2 x 1, que no se solapan ni

ados por cuatro casillas del table-
adrado (de tamafio 2 x 2) si cubre
que sombrean cada cuadrado 2 x

ente, dos piezas es

NIVEL III

Problema n° 1:

. 1\Ccmsndurc un arco AB de una circun ferencia C'y un punto P
;} 5 Sea D ¢l putnm medio del arco AP que no contiene a B v se

P que no conticne a A. C es la circunferencia con /
t:ua?rcrcncia €on centro £ que pasa por B, Demostr
de interseccion de Ciy G, pasa por un punto fijo '

variable en dicho arco
a el punto medio del arce
centro D que pasa por A ¥y Cres lacir-
r'que la recta que conticne Ios puntos

Problema n° 2:

Dado un entero n 2 2, considere tod

. as las sucesi : p
no negativos tales que Slones xi, x,, ..., x, de niimeros reales
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Xi+ 2%+ . +nx,=1.

Hallar el valor mdximo y el valor minimo de
X+x3+ .. +x

y determinar lodas las sucesiones xy, Xs, ..., X, para las cuales se obtienen estos valores.

Problema n° 3:
Sea X un conjunto finito de enteros positivos. Demostrar que para cada subconjunto

A de X, existe un subconjunto B de X, con la siguiente propiedad:
Para cada elemento e de X, e divide a un nlimero impar de elementos de B, si y sélo

si, e es un elemento de A,

Problema n° 4:
Sea M un subconjunto de {1, 2, ..., 1998} con 1000 clementos. Demostrar que siem-

pre es posible encontrar dos elementos @ y b en M, no necesariamente distintos, tales que
a + b es una potencia 2.

Problema n° 5:
Diremos que M es punto medio de la poligonal abierta XYZ, formada por los seg-

mentos XY, YZ, si M pertenece a la poligonal y divide su longitud a la mitad.

Sea ABC un tridngulo acutdngulo de ortocentro H. Sean Ay, B, C\, Ay, By, C, los pun-
tos medios de las poligonales abiertas CAB, ABC, BCA, BHC, CHA, AHB, respectivamen-
te. Demostrar que las rectas A\A,, BB, y CiC; son concurrentes.

Problema n° 6:
Sea k un entero positivo fijo. Para cadan =1, 2, ..., llamaremos configuracién de

orden n a cualquier conjunto de k, puntos del plano, que no contiene 3 colineales, colorea-
dos con k colores dados, de modo que haya n puntos de cada color, Determinar todos los
enteros positivos n con la siguiente propiedad: en cada configuracién de orden n, es posi-
ble seleccionar 3 puntos de cada color, de manera tal que los k tridngulos con vértices del
mismo color que se determinan sean disjuntos dos a dos.
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Problemas resueltos

Problema n° 21 (BOLETIN N.° 48)

f il”lll' tOd(N [(} i enter iti C 1} n poiitnom

] b 8 2I'0S pOSl[IW_JS n con la S. i i i i

I (X il{- yre d - e |gl“en[c ] IOpledadZ existe u l) i '()
) /( ) > é.l adao N, con C()elIL‘IenteS L.HICI‘OS, ta] que ] (0) = 0 P (X) = h 1-
ros :,‘h:.“nlos I ‘ L] Y n nparan \/alores ente

Solucién;

Sea P,(x i : Pt .
P,(x)= n,,x:(::)atlI:x[,?_(?]:")":(;(:{uz 1‘;9:;““‘ las hipétesis del problema. P,(x) serd de la forma
Qux)=Py(x)~n cuya cxpre(‘;‘ién ;;IQU " ql“.: P!:.(m = 0. Definamos el polinomio de grado n
tiene 4 raices enteras, los o \:'; AX)= X" 4 X 4 L, + 4 — 1, B polinomio Q,(x)
miceros del hievo O.Iinm yalores enteros para los cuales P,(x) = n; sean x,, x,, ceny Xy €SOS
(X = %1) - (x—x )D 110, entonces Q,(x) se puede descomponer de la forma Q‘ _

2) . (x = X,) con lo que W(X) =

Xl -)(2 'X3L X” =£.(__1)u+l.
a

H

Como las raf 1
. .
alees son numeros enteros distintos el producto de las mismas ser4 en val
or

absoluto mayor o igual que:
2
= ((ﬁ)_l
2

1 (=1)-2-(-2)1, ”_‘](_L‘l)”_“
2 2 2

Sines par quefl - (~1)- 2. (~2)L, 2.(_2)
2 2

Si n es impar que

= ( 1)1 I |
4 t
Teniendo €n cuenta que

n A
[(EJI) >n Vnpar 26,

que
n-1) n+1, _
2 S Vn impar > 5,

y que el producto de las rafces es igual en valor absoluto a

n
_<n

[,

por ser a, un nimero entero; llegamos a la conclusién de que no puede haber un polinomio
de grado mayor o igual que cinco que verifique las hipétesis del problema. Veamos ahora
que sf es posible encontrar polinomios de grados uno, dos, tres y cuatro respectivamente,
es decir,n=1,n=2,n=3yn=4,que las verifiquen:

Pix)=x;x =1
P(x)=x*-x;x,=2y X, =-1
Pix)=x*-3x2-x;x1=1,x,=-1yx;=-3
Pix)=x*=-5x4 xi= 1, Xa=-1,x3=2y x4 =2

José Antonio Blazquez Hernandez (Fuenlabrada)

Problema n° 23 (BOLETIN N.° 48)

Demostrar que hay infinitos enteros positivos n tales que la cantidad de divisores
positivos que tiene 2" — 1 en mayor que .

Solucion:

Basta encontrar un entero positivo k que verifique que 2% — 1 tiene mds de k divisores
porque en ese caso si demostramos que 2% — 1 tiene més de 2k divisores entonces 2% — 1
tendrd mds de 4k divisores y asi sucesivamente podremos encontrar infinitos enteros posi-

tivos que verifiquen el enunciado del problema.

Supongamos que existe un entero positivo k tal que 2¥— 1 tiene mds de k divisores.
Como 2% —1=(2%-1) - (2¥+ 1) y ademds 2%~ 1| y 2% + 1 son primos entre si (se trata de
nimeros impares consecutivos) entonces el nimero de divisores de 2%* — 1 es mayor o igual
que k - 2 (como poco los divisores de 2¢ — 1 y esos divisores multiplicados por 2¥ + 1).

Veamos que para k = 12 se cumple lo pedido en el enunciado:

2121 =4095=32.5-7 .13, Nimero de divisores de 2"* = 1=3-2-2-2=24> 12,

Asf pues, queda demostrada la propuesta .

José Antonio Blazquez Hernandez (Fuenlabrada)

91



Problema n° 25 (BOLETIN N.° 48)

Sean xi, x,, ..., x, ndmeros no negalivos , n > 3, t

f o . ales que &y + x, + = g
minar el mdximo valor posible de la expresion x.x, + ! g, T beter

XoXa + ... + N i X
Solucién:

g] maximo valor posible de la expresién del problema es 1/4
€mostremos en primer lugar que el pr ’
mucho es 1/4:
Sean x e y dos nimer
Jrdos numeros lales que x +y = | i
' ) S =1l esdecir,y=1-
x). Definamos la funcién f# ) i £ Giue Bl mtar
3 cion fix)=x- (1 —x) = : i4 g o
D ! ) =x—x2 Estudig i Axi
relativo, en este cago absoluto, en iclseveque tene un miximo

= i siendo f(l) = l
2 2) 4

oducto de dos nimeros cuya suyaes |1 como

VCdIll()S allOl i 0. ll) c de a eXl)le 1on del enuncia d() [SA 1 4.
a que el V{IIOI maximo p
S ] 1 S 5
Q“C este V(l]()l se a]C:lIhﬂd cs ev |dente, bas[a que ’ /

1 I

x'=_2—' x2=5y x,.=0parai=3,L , .

Comprobemos que no se puede sobrepasar:

» Demostraremos 1a hipéiesis del problem :
Ci6n en ¢l caso de que fuera par serfa andloga
Por ser los v, nimeroy :
igual que el producto de Ja
minos de subindice impar:

a suponiendo que n es impar y la demostra-

posttivos se verifica que la expresién del enunci

) rific ado es menor o
suma de los términos de subindice parcon la s

uma de los tér-

XX 3 — = 3 4
A2 243 o n-1Ay < ( | X 5 Qo0 II) ' (x2 6 |)
+ Xox + + XX X + + X5 + X, + x. +x,+....x,,_

C()iI‘IO (J 3 “oe -
I 3 son dos 5‘ . © ’
. 4, + Xy + Xs + x,,) y (xz + Xy Xe v Xy l) numeros cuya sum 1es
chlm Vimaos en Ia Pl““e]a ])dl te (le esta de“l Stra p
- I < ostr cion su IOdUCtO no pued‘- LM.EL[U dl- un

XX, +Xx,x +... e
1% 2X3 +x”_,x” S(x,+x3 +x5 +...+.x”)'(.x2 +x4 +x(+ +x )<
3 il n—|

I

José Antonio Blizquez Herndndez (Fuenlabrada)
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Indice de soluciones publicadas

Nimero de Boletines en que aparccen las soluciones
de los problemas de nidmeros
Propucstos
eneln.® P Lo | 2o [ ae | 4| se |6 | 7o | 80| 90 | 100
| Varios 4 4 - - - ~ - - - - C
2 OMI-83-Puris 3 K] 3 4 4 4 - - - - C
3 OME-[2-84 19 19 19 19 18 19 19 19 - - (&
4 OMI-Rul-Pragil 5 5 6 5 6 14 - - - - &
5 Varios 8 7 12 7 7 8 - - - - C
6 Varios 7 7 16 N - - - - - - C
7 OMI-85-Finlandia 9 9 16 16 9 Y - - - - C
8 I-KS- 10 10 17 10 10 Il - - - - (S
Y 18 19 20 18 ] 19 17 17 I 17 (S
10 20 15 21 20 15 21 20 23 21 N C
I oM 13 14 14 14 14 23 20 15 20 12 C
OMIL-86-Virsoviu 26 20 12 21 - - - - — - C
12 O-§7-Urng JOME-[1 16 14 14 17 15 17 15 15 15 21 C
13 OME-12-87 20 21 21 21 21 21 - - - - C
14 Varios 15 15 15 I5 — N - - - - &
15 OMI-R7-Cubi I8 18 18 21 21 21 - - - - C
16 OMIE-F|-87 22 22 21 18 22 22 22 22 - - C
17 OMIE-2-H8 25 23 23 23 23 23 - - - - C
18 OF-R8-Terd 23 23 23 23 25 25 - - - - C
19 OMI-BR-Austiiilia 23 26 24 24 23 26 - - ~ - (S
20 OME 24 26 24 25 24 26 24 26 26 24 (&
21 M 24 27 24 27 27 24 27 2§ 27 26 (&
O-RY-Cy 26 27 - — - N - - - C
22 OMI-BUR AL 28 28 XX 28 29 30 30 an 30 31
Opog 3l 30 29 N - - - - - - C
23 Oposichones 27 27 28 28 29 3 3l 30 - - C
24 CME-L1-90 30 Kl 3l 30 31 30 30 31 - . €
25 OME-H -0 34 3| 29 29 31 32 2 32 32 33 G
26 OME-Chinad XX 44 45 a2 44 44 32 32 XX 34
O-90-Viallndalid XX XX . - & . . = - -
27 OME-[1.4) 33 XX 33 33 XX 35 XX XX - -
28 OME-2-91 32 32 XX XX 33 33 - - - -
29 CIMIY1-Sueeia 38 XX XX XX XX XX - - - -
30 OF-Y 1 Argentina/ XX XX XX 33 38 46 XX 33 33 33
OME-| 1-91 33 34 34 3 - - - - - -
31 OME 20 36 XX 36 36 36 XX 48 XX XX as
OME-(1-91/PNS XX XX 47 35 34 — - — - -
32 OMES2-MOSC LS 35 48 XX XX XX 51 38 35 46 38
QLY Nenes /PNS 38 3R 38 38 - N - - - -
33 OMEST9-92(v) 47 XX XX XX XX 35 XX XX XX XX
(PNS 47 XX XX XX XX - - - - -
34 OME-12-93 36 36 XX 36 36 36 - - - -
a5 Uy XX 46 XX XX 51 XX M| XX 47 3y
A)-Mijien/PNS XX Sl 3y 3y 51 XX - - - -
36 OME-1 -0/ 1-93(y) XX XX XX 40 XX XX 40 XX XX 40
37 OMEI-94PNS 4] 49 49 41 49 49 45 45 41 -
38 OMI-4 g Kaong XX 40 XX XX 51 XX - - - -
3y O DrasilfOME- 43 XX XX XX XX XX 42 42 42 43
1191194 (v) 46 XX XX XX XX XX - - - -
40 #hY 15 42 XX XX 42 XX XX - - - -
41 XX XX XX 47 XX XX - - - -
42 XX XX XX XX XX XX - - - -
XX XX XX XX XX XX XX XX XX XX
43 XX 44 XX XX XX XX - - - -
NS XX XX XX XX XX XX - - - -
44 OMI-96-Indiad XX XX 49 XX XX XX - - - -
PNS XX 47 45 XX XX XX - - - -
45 O1-96-Corkth Rien XX XX XX XX XX XX 47 XX XX XX
OME-4n-[1 XX 47 XX XX - - - - - -
46 OMR:-Y6 XX XX XX XX XX XX - - - -
47 OMI-UT-Algenting XX XX XX XX XX XX - - - -
48 O1-97-Méxica XX XX XX 50 XX XX - - - -
COMEI V% - - - - - - XX XX XX XX
49 XX 49 XX - - - — - -
OMR-97 - - — - XX XX XX 50 XX XX
51 XX 51 XX 51 51
S0 OMI-98 XX XX XX XX XX XX - - -
51 OlI-9& XX XX XX XX XX XX

CLAVES: XX = Pendiente de publicacién; C = Completo; OME = Olimpiada Matemitica Espaiiola (fase 1 6 2): OMI
= Ol. Mat. Intemiic. Ol = Ol. Iberoamer. de Mat. OMR = Mat, Rioplatense. PNS = Propuesta por nuestros socios.
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INSTRUCCIONES PARA EL ENVIO DE ORIGINALES
PARA SU PUBLICACION EN EL BOLETIN

Por haber sido cambiado el modo de impresidn del boletin a partir del nimero 39, nos
vemos obligados a cambjar las normas de presentacién de originales, que deben enviarse
en papel y ademis también en disquete, del modo siguiente

Copias en Papel (por duplicado)

Escritas con un procesador de texto en hojas DIN A-4, Sj se utiliza LATEX, el formato
debe ser 17cm % 12,8 em en 11 puntos (para ser aprovechado directamente en 1a imprenta),

Los articulos comenzardn con el titulo, nombre de autores y referencia de su departa-
mento o institucién (como suelen aparccer en el Boletin),

Las liguras deben ser de buena calidad, incluidas en ¢l lugar apropiado del texto en el
tamaiio en que deben ser reproducidas, Ademds.si se desea, pueden volver a incluirse al
final en mayor lamano, para ser escaneadas.

Las soluciones de problemas deben comenzar indicando: “Problema nimero (Boletin
ntimero)”, tal como suelen aparecer en el Boletin, y terminar con e nombre del autor de Ia
solucién de cada problema,

Las resefiay de libros como suelen aparecer en e] boletin, con el nombre del autor de

la resefia al final.

Copia en disquete

Se enviard un disquete formateado para PC compatible (DOS 3.x 0 superior), conte-
niendo dos archivos:

a) archivo de] documento para el procesador de texto utilizado,
b) archivo del documento en cédigo ASCII

Este tiltimo es ¢l que mds probablemente utilizar4 Ja imprenta.
Las figuras se captarin por escancado, por lo que es innecesario incluirlas en el dis-
quete (en archivos de extensidn TIF o similares),

Envio

Todo ello se enviarg a la sede de nuestra Sociedad, que figura en la pdgina 2 de este
nimero del Boletin (no al apartado, que ya no estd operativo),

Seleccién de originales
Serdn revisados por profesionales del mundo académico, para decidir sj se ajustan a

la Iinea general del boletin. Si se considera Oportuno, se pedird a los autores que reduzcan
Su extension o hagan algunas modificaciones en sy contenido.
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CO]“() SOCI0 de Cle [+] 0Oleso de IVIC (& « €5S€0
Cl la SO 1 dad PUIg Adaln d Pl’ f sores at llla[lC'IS, d
que me envien glaulta"le“te l()S siguientes numeros ati asad()s de] B()let]“.
g

(seftalar con una X los que interesen)

0 0 0 0 0 0
43 44 45 b ‘7 *
O O O O O O
49 50 o1

O 0O 0O

: imer tfn).
Envio adjuntos sellos para el franqueo (35 pts. por cada niimero del boletin)

Utilicen para el envio la direccién consignada en este recuadro:
Los nimeros 1 al 34, 36 y 37 estdn agotados.

Si desea acogerse a este ofrecimiento, recorte o copie este cup(’):l. y :nvxelo ala:
Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Matematica
Facultad de Educacion (despacho 3517)
Paseo Juan XXIII, s/n
Ciudad Universitaria
28040 Madrid
Tel. (91) 394 62 48
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SOCIEDAD «UIG ADAM» DI PROFESORES DI MATEMATICAS
BOLETIN DE INSCRIPCION

D.
Direccion particuly
Ciudad ........
Centro de

SOLICITA EL INGRESO COMO SOCIO DE NUMERO DE LA SOCIEDAD.
Con esta fecha autorizo al Banco ...

Sucursal o Agencia
Direccion de 1a misma ...

para que cargue en la cuen .
10s recibos de las cuot 99 y siguientcs.

Fecha . S e, dE 1999

Aquellos centros que prelicran abonar la cuoly mediante transferencin pueden hacerlo a la c.e. de
huestra Sociedad, domiciliada en 1y entidad bancarig CAJA DI INGENIEROS, FFuencarral, 101,
28004 Madrid, ce. 3025—()()()()—24—]4()()()()2948.

La cuota anual ety actualmente establecidy en 5.000 pesetas (de cllas, 3.000 plas. en conceplo de
cuota de la Sociedad «Puig Adamy y 2.000 PIs. en coneepto de cuoty por la que se recibe Ta revisiy
SUMA de Ia Federacion de Sociedades de Profesores de Matemidticas). Remitanse ambas partes a
Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Matemiticas, Facultad de Lducacion (despacho 3517).
Tel. (97) 394 62 48, Pasco Juan NXHE </n. Ciudad Universitaria. 28040 Madrid.

Fecha ..
Sucursal o Ag
Dircecion de ésta

RUEGO ABONEN con cargo ala cuenta: ... / PO /.
los recibos de la cuola anual de la Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Matemiticas, hasta
nueva orden,.
Les saluda atentamente:
Firmado:

Nombre y Apellidos

Dircccion ...




