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Acta de la Asamblea General Ordinaria
de 1998 de la Sociedad Puig Adam
de Profesores de Matematicas

En la Facultad de Matemdticas de 1la UCM, sita en la Ciudad Universitaria, a las doce
horas del dia dieciocho de abril de 1998, en segunda convocatoria, reunidos los miembros
de la Sociedad, bajo la presidencia de D. José Javier Etayo Gordejuela, dio comienzo la
Asamblea General Ordinaria de mil novecientos noventa y ocho.

Se desarrollé con arreglo al siguiente

ORDEN DEL DIA

Punto primero. Lectura y aprobacién, si procede, del acta de la sesién anterior.
Se procede a la lectura del acta de la Asamblea anterior, que queda aprobada por unanimi-
dad.

Punto segundo. Informe del Presidente sobre las actividades de la Sociedad. El
Presidente informa sobre las actividades realizadas y a realizar:

a) Se informa que desde la Asamblea anterior se han publicado los niimeros 46, 47 y
48 del Boletin siguiendo con el formato iniciado en el ndmero 39, con la calidad y nimero
de articulos habitual. Desde el Zentralblatt fiir Didaktik der Mathematik se han ido hacien-
do periédicamente las correspondientes recensiones de los articulos publicados en nuestro
Boletin, destacdndose que los comentarios no han sido nunca desfavorables.

b) Se informa que el 27 de junio de 1997 se celebré el XV Concurso de Resolucién
de problemas que convoca la Sociedad en colaboracién con el Colegio de Licenciados.
Los ejercicios tuvieron lugar en la Facultad de Matemdticas y la entrega de premios en la
Facultad de Educacién. Por otro lado, ha sido convocado el XVI Concurso, que se celebra-
ra el 20 de junio de 1998. Acerca de los patrocinadores D. Victor Manuel Sanchez recuer- )
da las contribuciones pasadas de Coca Cola, Editorial SM y Texas Instruments, asi como ;
las buenas perspectivas presentes y futuras. Se destaca, también, la labor informativa dei,
Telemadrid, Magisterio Espafiol y Escuela Espafiola, asf como de las direcciones en Inter- |
net tanto de la Sociedad (a través del Vicesecretario) como del Colegio de Licenciados.

¢) Se recuerdan los trdamites seguidos en el Ministerio del Interior para cambiar la
direccién de la Sociedad que constaba en nuestros estatutos por la actual en la Facultad de
Educacién.

d) Sobre las relaciones con la Federacién de Sociedades de Profesores de Matemati-
cas se destaca la progresiva mejorfa observada tanto en los contenidos de Suma como en



las relaciones institucionales. A estas Gltimas se refiere D. Joaquin Hernéndéz Gémez,
quien representd a la Sociedad en dos Seminarios (Jaca y El Escorial), de los que se ha
informado ampliamente en Suma y otros medios. Ademds, se comentan las relaciones
entre la Federacion y la Real Sociedad Matemdtica Espaiiola, a las que también se refiere
Dfia. Marfa Gaspar.

e) Se informa de que el 25 de abril de 1998 se celebraré el II Concurso de Primavera
de Resolucién de Problemas en la Facultad de Educacién, y que han llegado a la Sociedad
las bases de sendos concursos organizados por la Sociedad Thales, uno sobre Investiga-
¢ién Matemdtica y otro de Renovacion Pedagdégica.

“ f) Se recuerda la presencia de la Sociedad en Internet a través de D. Miguel Angel
Gallardo, quien informa de la actividad de difusién desarrollada en este medio y de algu-
nos de los resultados obtenidos.

Punto tercero. Informe del Tesorero. Presentacién y aprobacidn, en su caso, de
las cuentas de ingresos y gastos. D. Alberto Aizpiin reparte entre 10s asistentes la docu-
mentacién relativa a los movimientos de tesorerfa: ingresos y gastos. A continuacién
explica detalladamente el nimero de recibos emitidos y las gestiones realizadas con los
socios cuyos recibos han sido devueltos, para concluir constatando el equilibrio final entre

ingresos y gastos.

Punto cuarto. Eleccién de nuevos cargos directivos. Se renueva en sus cargos hasta
2002 a cuatro miembros de la Junta Directiva elegidos en 1994; José Javier Etayo Gorde-
juela (Presidente), Eugenio Roanes Macfas (Vicepresidente por Madrid), Miguel Angel
Gallardo Ortiz (Vicesecretario) y Alberto Aizpin Lépez (Tesorero). Por otro lado, la
Asamblea autoriza a la Junta Directiva a confirmar la sustitucion, a peticién propia por
enfermedad, de Salvador Herrero Pallard6 (Vicepresidente por Castilla-La Mancha) por
Vicente Mendiola.

Punto cinco. Asuntos de tramite, No hay.

Punto seis. Ruegos y preguntas.

a) D. Eugenio Roanes recuerda la situacién de aquellos socios que pertenecen simul-
taneamente a dos sociedades federadas, y, por tanto, pagan doblemente la cuota federativa.
D. Joaquin Hernéndez transmite que la Federacién aduce la “imposibilidad técnica” de la
resolucién de dicho problema. Se barajan varias propucstas: suscripciones a nuestro Bole-
tin, que la Federaci6n subvencione el viaje de nuestros representantes a la Olimpiada Rio-
platense, etc.

b) D. Joaquin Herndndez plantea el calendario de reuniones de la Federacién (Semi-
narios y Asambleas) para los proximos meses, asi como la conveniencia de determinar los
representantes de nuestra Sociedad.

¢) D. Victor Manuel Sdnchez recuerda que el libro en el que se recogen los enuncia- k
dos y resolucién de los problemas del Concurso estd a punto de ser editado. '

d) D. Joaquin Hernandez pregunta si la Sociedad debiera invitar a nuestro Concurso a
los ganadores del Concurso de Primavera.

e¢) Dofia Marfa Gaspar sugiere se busquen vias de financiacién para el viaje de los
concursantes a la Olimpiada Rioplatense.

. Llegados a este punto, el Presidente levanta la sesion a las trece horas y veinticinco
minutos de la fecha arriba indicada.

El Secretario

Ve B° El Presidente



XXXIV Olimpiada Matematica Espaiiola

Fase final

La fase final de la XXXIV Olimpiada Matemaatica Espaiiola se ha celebrado en
Tarazona, durante los dias 13 y 14 de marzo de 1998. Como siempre, esta Olimpiada ha
sido organizada por la Real Sociedad Matemética Espafiola, contando con el patrocinio de
la Subdircccion General de Becas y Ayudas del Estado. Cabe resefar como novedad, la
entrada en funcionamiento del nuevo Comilé Organizador, recientemente creado tras el
relanzamiento de la RSME y que serd, o partir de ahora, y de forma reglamentada, el
encargado de organizar este evento, No debemos olvidar en este momento manifestar
nuestro agradecimiento a los Profesores Aroca y Bellot por la labor llevada a cabo estos
tiltimos afios.

En esta fase han participado 86 seleccionados ademds de dos estudiantes invitados y

fuera de concurso.
Los alumnos ganadores de medallas de ORO han sido los siguientes:

MONTES GARCIA, MARIO ANDRES (Salamanca)
ALTAGA VAREA, RAMON JOSE (Valencia)
MARTIN CALVO, DAVID (Zaragoza)

_ PE PEREIRA, MARIA (Burgos)

SANZ MERINO, BEATRIZ (Madrid)

VINUESA DEL RIO, JAIME (Valladolid)

QB WP

Los ganadores de medalla de PLATA han sido:

CORRAL PEREZ, ROBERTO (Burgos)

NAVARRO TOVAR, ALVARO (Madrid)

MIR PIERAS, JUAN (Balcares)

. LOPEZ JIMENEZ, JORGE (Valencia)

RUIZ RUIZ DE VILLA. JOSE MANUEL (Cantabria)
. RECIO URIA, PEDRO (Pafs Vasco)

LN SR

Los ganadores de medalla de BRONCE han sido:

VILLAFRANE ROCA, HUGO (Asturias)
MAESTRE BLANCO, NELO ALBERTO (Madrid)
TRIGO CONDE, ISAAC (Zaragoza)
ARMENDARIZ BENITEZ, INAKI (Madrid)

ENERESE

5. DOMINGO MAS’ CARLOS (Valencia)
6. FAUS TOMAS, ANGEL (Catalufia)

Dc los alumnos participantes fuera de concurso, el alumno PEREZ VARGAS
FRANCISCO (’Sevilla) alcanzd la puntuacién suficiente para alcanzar una medalla d(;
BRONCE. Obsérvese cémo los ganadores de medallas del distrito de Madrid han sido par-
licipantes en nuestros Concursos de Resolucion de Problemas. "

. Damgs a continuacion los enunciados de los seis problemas propuestos en esta Fase
sz}l, no incluyéndolos en nuestra seccién de PROBLEMAS PROPUESTOS ya qu ‘h
partir de la Olimpiada celebraba en Castelldn, los organizadores publican una m(z/m(()]"e ¢ .
la que aparecen las soluciones de dichos problemas. o

.I?ara cada problema, damos las medias de las calificaciones obtenidas por todos los
partlc?panles, la media de los 18 ganadores de medalla asi como el niimero de alumnos )
obtuvicron calificacién superior a 5 (en esta ocasion se califico sobre 7). i



A MRaes . Problema n° 3:
PrOblemaS propueStOS en ld rab(:’ NﬂClOnEll Se considera el tridngulo ABC y su circunferencia circunscrita. Si D y E son los pun-
de la XXXIV Ollmplada Mateﬂlf{ltlca Espanola tos sobre el lado BC tales que AD y AE son, respectivamente, paralelas a las tangentes en
) Cy en B a la circunferencia circunscrita, demostrar que:
(Tarazona, marzo de 199
BE_ ¥
CD AC*

Problema n° 1: . p ' O. Hallar el
Un cuadrado ABCD de centro O y lado 1, gira un dngulo ¢ en torno a ©. Hallar ¢ Media de calificaciones obtenidas:

area comun a ambos cuadrados
— Por todos: 0,6.
; — Por los 18 premiados con medalla: 2,1.
By 1! — Por los 6 premiados con medalla de oro: 4.

Nimero de notas 6 6 7. 3.

Problema n° 4:
Hallar las tangentes de los dngulos de un tridngulo sabiendo que son niimeros enteros
Media de calificaciones obtenidas: positivos.
_ Por todos: 2,8. Media de calificaciones obtenidas:
— Por los 18 premiados con medalla: 4,2.

— Por los 6 premiados con medalla de oro: 4,8. _ Por todos: 2,7,
— Por los 18 premiados con medalla: 4,67.
Nimero de notas 6 6 7: 9 — Por los 6 premiados con medalla de oro: 5,17.

Nimero de notas 66 7. 7.

Problema n° 2: . .
Hallar todos los nimeros naturales de 4 cifras, escritos en base 10, que sean iguales al

cubo de la suma de sus cifras. Problema n° 5:

Media de calificaciones obtenidas: Hallar todas las funciones de f: N — N estrictamente crecientes y tales que:

— Por todos: 5,4. f(n + f(n)) = 2f(n)
— Por los 18 premiados con medalla: 6,6.

— Por los 6 premiados con medalla de oro: 6,7. paran=1,2,3,..

Nimero de notas 6 6 7: 69. Media de calificaciones obtenidas:
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Por todos: 1,1.
Por los 18 premiados con medalla: 1,9.
Por los 6 premiados con medalla de oro: 2.

Numero de notas 6 6 7: 0.

Problema n.° 6:
Determina los valores de n para los que es posible construir un cuadrado de n X n

ensamblando piezas del tipo:

Media de calificaciones obtenidas:

— Por todos: 2,6.
— Por los 18 premiados con medalla. 3,9.
— Por los 6 premiados con medalla de oro: 4,3.

Nimero de notas 6 6 7: 3.

Comentarios sobre la organizacion

Con los tltimos frios polares que han afectado a nuestra Peninsula y a los pies del
Moncayo se ha celebrado en Tarazona esta fase final de la XXXIV Olimpiada Matemdtica
Espafiola. El Prof. Dorda ha conseguido de diversos organismos oficiales, pero muy espe-
cialmente del Excmo. Ayuntamiento de Tarazona, toda la infraestructura precisa para que
esta fase se desarrollase con todo tipo de comodidades. El alojamiento para participantes,
acompafiantes y demds fue el Seminario Episcopal, siendo alojados los que allf no cupie-
ron, en un hotel muy préximo, con lo que la convivencia entre todos quedaba garantizada.

Las pruebas se desarrollaron en las instalaciones del citado Seminario, contando los
miembros del Tribunal con las salas necesarias para desarrollar su labor con toda comodi-
dad.

Para los acompafiantes y para aprovechar los tiempos libres de los participantes, esta-
ban organizadas gran cantidad de visitas turfsticas y culturales, que consiguieron de forma
muy efectiva que la estancia discurriera sin tiempos de espera. Las visitas a la ciudad, al
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Palacio Episcopal, Mirador de San Prudencio, Conservatorio de Musica Raquel Meyer,
exposiciones de fotograffa mudéjar... fueron tan constantes como interesantes. El Concier-
to de pulso y pda de la Sinfonietta Laudalia fue espectacular. No podremos olvidar la
excursién que se desarroll6 el dltimo dia al Monasterio de Santa Maria de Veruela y al Par-
que Natural de la Dehesa del Moncayo.

En la cena de entrega de premios, ademds de los organizadores, tomé la palabra cl
nuevo Presidente de la RSME, Prof. Martinez Naveira, poniéndose de manifiesto la reali-
dad de esta nueva época de la Real Sociedad. La participacién del grupo folklérico Ronda-
lla fos Amigos fue auténticamente espectacular. Con todo ello, el momento més emotivo
fue el homenaje que se rindi6 al Prof. Etayo Miqueo por su inestimable aportacion al desa-
rrollo de nuestra disciplina en los dltimos afios.

No queremos finalizar sin desear al nuevo Comité Organizador nuestros mejores
deseos para que esta Olimpiada alcance afio a afio una altura mayor. Hasta Granada 1999.
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Olimpiada de Mayo

La Federacién Iberoamericana de Competiciones Matemdticas empez6 a organizar la
Olimpiada de Mayo en 1995. Esta es una competicién para jévenes ihe.'roumc|'ica't:1(;:-; que
se realiza por correspondencia en dos niveles: Primer Nivel, para estudiantes menores de
13 afios, y Segundo Nivel, para estudiantes menores de 15 afios. El Concurso se basa en el
modelo de la Olimpiada de la Cuenca del Pacifico. ) .

La IV Olimpiada de Mayo se ha celebrado simultdneamente en los pafses participan-
tes —Argentina, Bolivia, Brasil, Chile, Colombia, Costa Rica, Cuba, Espaiia, Guatfemala,
Méjico, Panamd, Paraguay, Perd, Uruguay y Venezuela— el pasado 9 de mayo. {40 intere-
sante de esta competicién es que permite, con muy bajo costo, la p/artmpacmn en una
Competicién Internacional a estudiantes muy jévenes, que entran asf en contacto con la
resolucién de problemas. _ )

Los participantes madrilefios —50 de cada nivel- fueron selleccmrllildos a tr;aves del
Segundo Concurso de Primavera de Matemiticas. Entre ellos habfa 15 nifios de 5.y 15 de
6.° de Primaria, que agotaron las tres horas de duracién de la prueba, »

Los resultados de la Olimpiada se conocerdn a finales de junio. Como en los dos lti-
mos afios, los ganadores de medalla de Oro estdn invitados a participar en un Campam.en-
to Matematico que se celebrard en la primera semana de agosto en la Repiblica Argentina.

Maria Gaspar
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IV Olimpiada de Mayo
Primer nivel - Mayo de 1998

Problema n.° 1:

Con seis varillas se construye una pieza como la de la figura

Las tres varillas exteriores son iguales entre si. Las tres varillas
interiores son iguales entre si.

Se desea pintar cada varilla de un solo color, de modo que en S~
cada punto de unién las tres varillas que llegan tengan distinto color.

Las varillas sélo se pueden pintar de azul, blanco, rojo o verde.

(De cudntas maneras se puede pintar la pieza?

Problema n.° 2:

Se tienen 1.998 piezas rectangulares de 2 cm de ancho y 3 cm de largo y con ellas se
arman cuadrados (sin superposiciones ni huecos). ;Cual es la mayor cantidad de cuadra-
dos diferentes que se pueden tener al mismo tiempo?

Problema n.° 3:

Hay cuatro botes en una de las orillas del rio; sus nombres son Ocho, Cuatro, Dos y
Uno, porque esa es la cantidad de horas que tarda cada uno de ellos en cruzar el rio. Se
puede atar un bote a otro, pero no mds de uno, y entonces el tiempo que tardan en cruzar es
igual al del més lento de los dos botes. Un solo marinero debe llevar todos los botes a la
otra orilla. ;Cudl es la menor cantidad de tiempo que necesita para completar el traslado?

Problema n.° 4:

ABCD es un cuadrado de centro O. Sobre los lados DC y
AD se han construido los triangulos equilateros DAF y DCE.
Decide si el drea del tridngulo EDF es mayor, menor o igual que
el area del tridngulo DOC.,

Problema n.° 5:
Elige un niimero de cuatro cifras (ninguna de ellas cero) y comenzando con €l cons-
truye una lista de 21 nimeros distintos, de cuatro cifras cada uno, que cumpla la siguiente
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n la lista se calculan todos los promedios
llos promedios que no dan un numero
ras que ocupard ¢l siguiente

regla: después de escribir cada nuevo nimero ¢
entie dos cifras de ese nimero, se descartan aque ‘
antes se forma un nimeto de cuatro cil jue o
o se escribio el 2,946, el siguiente puede ser 3.35°
mado con las cifras 3,4 6 5.

entero, y con los rest .
lugar en la lista, Por cjemplo, si en la list
0 3.434 0 5.345 o cualquier olro namMero ar
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IV Olimpiada de Mayo
Segundo nivel - Mayo de 1998

Problema n.° 1:

Inés eligiod cuatro digitos distintos del conjunto {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Formd con
ellos todos los posibles niimeros de cuatro cifras distintas y sumé todos esos niimeros de
cuatro cifras. El resultado es 193.314. Halla los cuatro digitos que eligié Inés.

Problema n.° 2:

ABC es un tridngulo equildtero. N es un punto del lado AC tal que AC=7-AN, M es
un punto del lado AB tal que MN es paralelo a BC y P es un punto del lado BC tal que MP
es paralela a AC. Halla la fraccion

drea (MNP)
area (ABC)

Problema n.° 3:

Dado un tablero cuadriculado de 4 X 4 con cada casilla pintada de un color distinto, se
desea cortarlo en dos pedazos de igual drea mediante un solo corte que siga las lineas de la
cuadricula. ;De cudntas maneras se puede hacer?

Problema n.° 4:

En el suelo del patio hay dibujado un octégono regular.

Emiliano escribe en los vértices los nimeros del 1 al 8 en cualquier orden. Pone una
piedra en el punto 1.

Camina hacia el punto 2; habiendo recorrido 1/2 del camino se detiene y deja la
segunda piedra.

Desde alli camina hacia el punto 3, habiendo recorrido 1/3 del camino se detiene y
deja la tercera piedra.

Desde allf camina hacia el punto 4, habiendo recorrido 1/4 del camino se detiene y
deja la cuarta piedra.

Asf sigue hasta que, después de dejar la séptima piedra, camina hacia ¢l punto 8 y
habiendo recorrido 1/8 del camino deja la octava piedra.
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La cantidad de piedras que quedan en el centro del octégono depende del orden en

que escribi6 los nimeros en los vértices. . .
;Cudl es la mayor cantidad de piedras que pueden quedar en dicho centro?

Problema n.° 5: . - ‘
En el planeta X31 hay s6lo dos tipos de billetes. Sin embargo el sistema no es tan

malo, porque hay solamente quince precios enteros que no se pueden pagar exz:lctamente.
(se paga de mds y se recibe cambio). Si 18 es uno de esos precios que no se pueden pagar

exactamente, halla el valor de cada tipo de billete.

IT Concurso de Primavera:
Seguimos en la linea que nos habiamos marcado

Hace poco menos de un aifio, en el nimero 46 de esta revista, reflejabamos nuestra
ilusion, nuestra relativa sorpresa por el éxito y nuestras preocupaciones por el Concurso de
Primavera, que acababa de nacer. Hoy, cuando ya se ha celebrado la segunda edicién, es
hora de que hagamos un pequefio repaso a todo lo que ha pasado y una pequefia reflexién
sobre todo lo que queda por hacer.

Para empezar, bueno es que demos datos. En esta segunda edicién, se ha extendido la
participacién a los alumnos de 1.° de Bachillerato LOGSE 6 3.° de BUP; es decir, todos
los alumnos de Secundaria salvo los de COU o su equivalente en FP o LOGSE, han podi-
do participar en el IT Concurso de Primavera de Problemas de Mateméticas. Y muchos de
ellos lo han hecho. Mas de quince mil participantes en la 1.* fase y 2.600 participantes el
sdbado 25 de abril en la Facultad de Educacién, donde se volvié a celebrar la 2.* fase del
Concurso.

La principal diferencia con respecto al afio anterior, ademds de la inclusién de los
alumnos de 1.° de Bachillerato 6 3.° de BUP, ha estado en la divisién en tres niveles dife-
rentes, uno para Primaria, otro para 1.°, 2.° y 3.° ESO y el tercer nivel para los estudiantes
de cursos superiores. No creemos, en ningiin caso, que fuera razonable una divisién en
tantos niveles como cursos participantes, siete en total, y no porque la elaboracién de las
pruebas nos resultara, ciertamente, mds compleja sino, fundamentalmente, porque uno de
los fines del Concurso es animar a los estudiantes a tomarlo como un ensayo, un ensayo
que refleje su progreso: dentro de un nivel, por ejemplo, 1.°-2.°-3.° ESO, el primer afio
respondi correctamente a 10 cuestiones, el segundo me marcaré como meta hacer quince o
mas.

Otro punto importante que queremos destacar es la colaboracién de algunas institu-
ciones. Creemos que en el acto de entrega de premios, dimos las gracias a todos los que
habfan colaborado, pero queremos aprovechar este articulo para repetir nuestro agradeci-
miento fundamentalmente a dos de ellas: la Consejeria de Educacién de la Comunidad de
Madrid y la Facultad de Matematicas de la Universidad Complutense.

EI Comité Organizador habfa hecho este afio un esfuerzo importante, preparando 300
pruebas andlogas a las del Concurso, 100 por nivel, que podrian servir como preparacién
del mismo y fundamentalmente iban a servir para que los estudiantes que las trabajaran
disfrutaran pensando, haciendo y aprendiendo Matemdticas, que es de lo que se trata. Esas
pruebas deberian llegar a todos los estudiantes de la Comunidad de Madrid, y la Conseje-
rfa de Educacién las ha hecho llegar. Por otra parte, a los chicos y chicas que mejores
resultados obtienen, les hace ilusién que se tenga algin detalle con ellos. Y ademds de
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algin diploma, siempre se agradece alguin regalo, y no era cuestién de premiar sélo a los
diez mejores, sino a muchos mds, y los hemos conseguido gracias a la Facultad de Mate-
maticas.

Para terminar, querriamos hacer una defensa del formato de la prueba. Conocemos a
algunos compafieros de la Comunidad, profesores como nosotros, convencidos que la
resolucién de problemas esté en el corazén de la ensefianza y el aprendizaje de las Mate-
méticas, y que no animan a sus alumnos a participar en el Concurso porque estiman que el
desarrollo de capacidades tan importantes como conjeturar, analizar, buscar informacién o
generalizar, no se ve favorecido con pruebas de este tipo. Nuestro propdsito, desde el prin-
cipio, fue involucrar a una gran cantidad de estudiantes y, para ello, es necesaria una prue-
ba de opcién miltiple, pero ademds, pruebas como éstas, benefician a aquéllos que son
prudentes en la eliminacién y firmes en las conjeturas. Y éste también es un talento mara-
villoso, aunque no especificamente matematico.

A aquellos otros compafieros que no se han animado por cierta desidia, cierta repul-
sién a la “competicién” o alguna creencia de que sus alumnos no lo iban a hacer bien,
desde aqui les animamos a que abandonen esa idea, que los estudiantes, en concursos de
este tipo, compiten dnicamente contra ellos mismos, que nuestros alumnos, muchas veces
saben mucho mds de 1o que nos creemos y que merece la pena hacer un pequefio esfuerzo
que siempre seré agradecido, por lo menos por nuestros alumnos.

Y finalmente, sobre aquellos, que también sabemos que los hay, que no se dignan a
participar por otras razones, no merece la pena hacer ningin comentario.

Joaquin Herndndez Gomez
Del Comité Organizador del Concurso de Primavera
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Anuncios de congresos

3. International Derive/T1-92 Conference
Geltysburg, I?ennsylvam'a (USA) 14-17 julio 1998
lembach@cs.gettysburg.edu

~ EACA-98
arto encuent.ro de Algebra Computacional y Aplicaciones
Siglienza, 14-16 septiembre 1998
Organizadores: M. E. Alonso y J. R. Sendra
caca98 @eucmos.sim.ucm.es

Cu

Octavo encuentro de Geometria Computacional
Castellon, 7-9 julio 1999
Departamento de Informtica
Universitat Jaume I

_ ERME
Prlmgr encuentro del grupo europeo de
Investigacién en Educacién Matemdtica
erme @mathematik.uni-osnabrueck.de
Irico@goliat.ugr.es

- » Curso de Maple V
. urante el préximo mes de septiembre (las fech
mmpartird un curs > M ' :
(‘mnp}m;me | N.Tn c.ic, Maple V en la Facultad de Educacion de la Universidad
AR .I t]e adrid (en colaboracién con Add-Link importadores de Mapl V). I 5
2mbros de la soci “Pui i 1 : ‘ P g
i a \(.)l;.lcdﬂd Puig Adam” podrén beneficiarse de un descuento sobre el
= inscripeid v interesados i b ot
. I _bn. Los interesados pueden pedir mds informacion por corre l:
§ 0 por e-mail a: eroanes @eucmos.sim,ucm. es R

s exactas estdn por determinar) se

Nota necrolégica

Después de cerrar este ndimero, hemos ten
compatiero Salvador Herrero Pallards, vice
Junta Directiva. Deseamos expres ;
nuestro mds sentido pésame,

.l(ll} noticia del fallecimiento de nuestro
presidente de Castilla-La Mancha de nuestra
o =] . o

ar, en nombre de los miembros de nuestra sociedad
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Recuerdo de José Gil Peléaez

a magnifica obra de José Gil Peldez titulada

i recid spafia un
En ol fio L aparec e prologada por Rey Pastor, ¢l cual

Andlisis Matemdtico con aplicaciones a la ft.'r:ml{:gm,pam B e uor st
' i . hojear el excelente 11bro L su 3
dice, entre otras cosas: “Basta o para deseUbHIN NS A BE
diad,{; a fondo, completdndolo y mejordandolo, nuestro viejo tratado Lnjh, i'm]ina o Uni
‘ ‘ ico p icencit stor en esta discip :
i iez er: atemadtico puro, licenciado y doctor en es lal
Gil Pelfiez era un matematico puro, : Blor B e e i6 s
versidad de Madrid. Pero tambing cra licenciado en Cienclas Econgmlc.a 1{6 rienio
tarea en este campo hacia la Estadistica y la Economia, en las cuales desarto P
C
tes investigaciones. . . g s o
Tem’ag ante todo, un poderoso cerebro analizador. Incorporé a la Elstadlgtl el
: o A_ - SO
ciones t01r;adas en valor absoluto, o bien con argumentos tomados enl \('ia (é 'ilpe]{lez o
. = . ;
que el profesor Barinaga llam6 funciones valoradas). La tesis doctoral de
i as consecuencias de esta incorporacion. » .
ugosas consecuencias de ests o s g
Jug Junto a Fermin de la Sierra, fundador de la Bscuela de O‘rgammuc.n]m s -“ch;*, ;m ]a
no de los pioneros del estudio de la productividad en la industria es;n;tw .-1." cnr 1 en'e
u . s . 1 ‘.' - iy g . 1.“: Cn
creaci6n y formacion de especialistas instructores de P ndun.lmd'ad. Para ¢ o o cnvinds
a Londres en el afio 1950,y a partir de 1953 a los Estados Unidos enlvlarlas )
i i0 presarial.
donde ampli6 sus conocimientos en el tema de la organizacion empresari

Cuando la Comisién de Productividad fue incorporada al Ministerio de Industria y

i inisteri a labor ininter ida, incansable
Energia, Gil Pelicz desarrollé desde dicho Ministerio una Ia.bg} 1r’fmlul.gl.rc111mp;a ;-(-:,h[;nu“ica
? . 07 e y 3k
y fecunda asomando a los medios de comunicacion (television incluida) la p
A

de los tiempos y movimientos en la economia de I.a empresa. 1od orevia alguna, murio
A los setenta y cinco afios de edad, y sin aviso de enfermedad previa 2 guna,

Jos Gil Peldez en Madrid. Descanse en paz.

Vicente Fraile
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Titulo propio de Experto en Educaciéon Matematica

La Facultad de Ciencias Matemdticas de la Universidad Complutense de Madrid con-
tintia ofreciendo el titulo propio de EXPERTO EN EDUCACION MATEMATICA. Las
materias que estd previsto impartir en el curso 1998-99 son:

1. Sistemas computacionales en Educacién Matemdtica [40 horas, 4 créditos], por Euge-
nio Roanes Macfas y Eugenio Roanes Lozano.

2. Las matemadticas en la eduacién obligatoria. Los talleres de Matematicas, [20 horas, 2
créditos], por Marfa Paz Bujanda Jauregui.

3. La utilizacidén en la ensefianza no universitaria de algunos resultados no elementales
[30 horas, 3 créditos], por Joaquin Herndndez Gémez.

4. Actitudes, afectividad y motivacién en Educacién Matematica [20 horas, 2 créditos],
por Inés M. Gémez Chacén.

5. Geometria [20 horas, 2 créditos], por Juan Tarrés Freixenet.

6. Una visién panordmica del Andlisis [15 horas, 15 créditos], por Baldomero Rubio.

7. Introduccién a los fundamentos de la Matemdtica [30 horas, 3 créditos], por Mariano
Martinez Pérez.

8. Laevolucidn de la nocién de integral [15 horas, 15 créditos], por Fernando Bombal.

9. Probabilidad y Estadistica [30 horas, 3 créditos], por Eusebio Gémez Sdnchez-Manza-
no, Javier Montero, Luis Sanz y Juan A. Tejada.

10. Origenes de la Geometria. Quinto postulado de Euclides, Geometrias no euclideas [15
horas, 15 créditos], por Raquel Mallavibarrena.

11. Introduccién a la teorfa general de la Relatividad, [15 horas, 15 créditos], por Eduardo
Aguirre.

12. Algoritmos: el corazén de la Informatica [15 horas, 15 créditos], por David de Frutos.
13. Sistemas Dindmicos [20 horas, 2 créditos], por José Manuel Vegas Montaner y Carlos
Ferndndez Pérez.

14. Introduccién a la modelizacién en Matemdtica Aplicada [15 horas, 15 créditos], por
Rodolfo Bermejo y Juan Francisco Padial.
15. Simetrias y grupos [15 horas, 15 créditos], por Carlos Andradas.

16. Topologia “Fuzzy” [20 horas, 2 créditos], por Francisco Gallego Lupiafiez.

Se otorgard el titulo de experto a quien complete 25 créditos, pero es posible matri-
cularse en asignaturas sueltas. La matricula ha de realizarse en la semana habilitada al
efecto, durante el mes de septiembre préximo. Para mds detalle, en la oficina de informa-
cién de la Facultad (tel. 394 46 16).

Carlos Fernndez Pérez
Director del Curso
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La geometria de la tortuga en la esfera con Maple

Juana Nuifiez Garcia
Departamento de Geometria y Topologia
Universidad Complutense de Madrid

Abstract

An overview of the turtle geometry in the sphere, is enough to realize the big
differences between the Euclidean geometry and the spherical geometry. Some of
these differences, with emphasis in some cartographic problems, are shown in this

paper. An implementation in Maple of the basic commands of the turtle in the

sphere is also given.

1 Introduccion

Analizar la geometria de la tortuga en la esfera, nunca ha sido una idea
descabellada: somos tortugas que viven en una esfera. Una revisién de la
geometria esférica nos haria ver que la intuicién a veces nos engafa, que
localmente la geometria euclidea es un modelo del espacio donde vivimos,
pero que globalmente, si queremos que un barco vaya de Lisboa a Rio de
Janeiro por el camino mas corto, o més globalmente todavia, si queremos
poner en 6rbita un satélite, la geometria euclidea se queda pequena. La
esférica, ademds de desarrollar la capacidad espacial, introduce en

geometria
ncia entre dos

un plano abstracto el concepto euclideo por excelencia: la dista
puntos, deja de ser la longitud del segmento que los une. Por estos motivos, en
este articulo, con la ayuda de una tortuga, analizamos la geometria esférica y
comentamos aquellas caracteristicas que la hacen tan distinta de la geometria
plana.

En [2], se utiliza una implementacién en Logo de la tortuga en la esfera

para presentar conceptos como latitud, longitud, circulos maximos, paralelos,

24

[

Figura 1: A la izquierda, avanza(Pi
i ' ) Pi/2), y a la derecha avanza(Pi ;
gira(Pi/2); avanza(Pi/6); gira(-Pi/2); avanza(Pi/6) /e

:;Frldlanosﬁ/l. ... Nosotros damos una implementacién de la tortuga en la
ﬁlt?:jacson \ ’aplg (3] ybcomentamos algunas peculiaridades de la esfera. En la
eccion, describimos un método para re .
' 5 presentar en el plano, mediant
cualquier proyeccién, el trayecto de la tortuga en la esfera. E;te ﬁltimg

problema ni siquiera se abord (o
tortuga. rda en [1], fuente cldsica de la geometria de la

1.1 Ordenes de la tortuga en la esfera

g ) ?
. - B ;. - s
7(1_(1(37 CClla, gZ? (Z_ZZQU'LM da, Sube_la/p']/z, ba?a-lapzz V b()?’(z_paﬂltalla- Ell nll(lStI‘a
o 8 Ellt :l: :[l :t )7 éltls’ la]a’ :) 67”’!16 ?‘a'} IBSpECtl'a‘Illellbe' lldeIXla’S7 dcbldo
. <2 ’ . f * s . .
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su paso y con baja, lo contrario.

La orden empieza, consigue que la tortuga se olvide de todo lo que ha
recorrido y dibujado, y vuelva a la posicién inicial, que es una posicion arbi-
traria fija sobre la esfera.

2 Ecuaciones e implementacién de la tortuga béasica

En esta seccién describimos simultdneamente las ecuaciones del movimiento
de la tortuga en la esfera y una posible implementacién en Maple de las
srdenes bésicas de la tortuga.

Sumergimos la esfera planeta de la tortuga en el espacio euclideo tridi-
mensional, haciendo coincidir su centro con el origen de coordenadas y su
radio con uno. A continuacion fijamos el polo norte de la esfera y el origen
de longitudes en los puntos de corte de ésta con la parte positiva de los cjes
0% y OX respectivamente. De esta forma podemos conocer el lugar que ocu-
pa la tortuga a partir de sus coordenadas esféricas (latitud y longitud) o de
sus tres coordenadas cartesianas.

La posicion inicial de la tortuga es el punto (1,0, 0), su direccién de avance
es 1a (0,0,1), y estd preparada para dibujar. Por tanto, tenemos a la tortuga
parada en el ecuador, mirando al polo norte, con lo que en caso de avance,
dibujaria un trozo del meridiano principal (origen de longitudes).

Ante cualquier orden de giro, avance o subida-bajada del lapiz, el estado
de la tortuga cambia. Por eso es necesario almacenar todos los estados inter-
medios en una variable que se llamars estado. Como esta variable contiene
una serie de valores heterogéneos, es conveniente crear un nuevo tipo que
los agrupe. Los valores de este tipo se construyen con la funcién indefinida
tortuga, de cuatro argumentos. La variable estado serd de tipo tortuga.

[l primer argumento de la funcién tortuga representa los arcos que la
tortuga ha dibujado hasta el momento actual. Todos estos arcos estdn agru-
pados en una lista y cada arco es, a su vez, una lista que contiene, en este
orden, la posicion de inicio del arco, la direccion de avance del arco y la
longitud del arco.

El segundo argumento de 1a funcién tortuga representa la posicién actual
de la tortuga. El tercero, la direccién de avance, y el cuarto la. disposicion de
la tortuga a dejar huella de su paso.

20

Definimos las variables
globales estado_inicial
o i - y estado. La pri
¢ ntiene el fast.ad.o inicial fle la tortuga; la segunda, que se inicia con l;()allmelra
e estado-inicial, contiene el estado de la tortuga o

eStadO_inicial 1= tortu
: ga(ll, [1,0
estado := estado_inicial [ ’ :0]3 [0,0,1], true):

Para no tener que reco
1 rdar el orden d i
tortuga, definimos las variables globales: At eRtEs Gaa Rl

trayecto_tortuga :
posicion_tortuga :=
direccion_tortuga := 3:
lapiz_tortuga := 4:

1:

Con estos preparativos i
a d 4 y .
la tortuga. ya podemos implementar las érdenes basicas de

2.1 El procedimiento gira

El argu imi
o gumento dg este procedimiento es un dngulo medido en radianes. Tr
jamos con radianes y no co vanaa
n grados, porque en el imi
: ; rocedim
en mas conveniente el uso de radianes g ono avenza
La tnic i :
el a; parte de la variable estado que cambia es la que indica la
i6n
actual de avance de la tortuga. Por tanto, hay que calcular 1
a

nueva direccion y sustituirla en la variable estado

Si el vector p representa la posicién de la tortuga y el vector d su direc

dy = cosa - d+ sena - perpendicular.

gira := proc(a)
loc.:fl p, 4, .d2, perpendicular; global estado;
p := op(posicion_tortuga, estado) ; ,
d := op(direccion_tortuga, estado);

perpendicular := array([p[2]*d[3]-p[3]*d[2],
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p[31*d[11-p[1]1*d[3],
pl11xd[2]1-p[2]1*d[1]1]);

d2 := cos(a)*d+sin(a)*perpendicular;
estado := subsop(direccion_tortuga = evalm(d2), estado);
NULL

end:

2.2 Los procedimientos sube y baja

Estos procedimientos no tienen argumentos y la tinica modificacién que hacen
sobre la variable estado es actualizar |a variable booleana que indica si la
tortuga dibujard en un avance 0 no. Como son practicamente idénticos, solo
damos la implementacién de sube.

sube := proc()
global estado;
estado := subsop(lapiz_tortuga = false, estado);

NULL
end:

2.3 El procedimiento avanza

Dado que el radio de la esfera donde vive la tortuga mide una unidad, las
longitudes de los arcos de circulos maximos coinciden con el dng ulo que abar-
can. Por este motivo el argumento de avanza €s un nimero real que puede
ser interpretado como una longitud o como un angulo en radianes.

Cuando hacemos una llamada a avanza, calculamos a partir de la posicién
actual p1, la direccién de avance d; y su argumento que llamaremos m, una
nueva posicién pp y una nueva direccién de avance do, que son sustituidas
por las antiguas en la variable estado. Las ecuaciones de estos vectores somn
las siguientes:

pg = COSM * p1 + SENM dy
dy = —senm - py + COSMM di.

Si la tortuga estd preparada para dibujar, afiadimos el arco [p1,d1,m] a la
lista de arcos de estado.

avanza := proc(m)
local pi,d1,p2,d42, trayecto; global estado;
pl := op(posicion_tortuga, estado) ;
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dl := op(direccion_tortuga, estado);
P2 := cos(m)*pl+sin(m)*di; ’
d2 := -sin(m)*pl+cos(m)*d1;
if op(lapiz_tortuga, estado) then
trayecto := op(trayecto_tortuga, estado);

estado := subsop(trayecto_tortuga =
[op(trayecto), [evalm(pl)
, eval
estado) ; ’ g SRR

fi;
estado := subsop(posicion_tortuga = evalm(p2)

d- Iy — 4
L ireccion_tortuga = evalm(d2), estado);

end:

2.4 El procedimiento empieza

Para desechar todo el tra; ibuj
: yecto dibujad 5 inici
la variable estado con estado_inicjfaf. penh fORE, SAL0 ey Gpetinicer

empieza := proc()
global estado, estado_inicial;
estado := estado_inicial;
NULL

end:

2.5 El procedimiento dibuja

7
J 7
u
H b
a

29



sita la funcién interna de Maple PLOT3D, para dibujar el arco que empieza en
posicion, apuntando hacia direccién y que mide longitud. El lugar geométrico
de los puntos de este arco es el siguiente:

{cos s - posicion + sen s - direccion | s € [0, longitud]}.

La precisién con que se dibuja cada arco, depende del nimero de puntos en
los que Maple evalda la funcién que lo determina. Podemos controlar esta
precisién con la variable global densidad.
arco := proc(e)
local posicion, direcciom, longitud, x, s, puntos;
global estado, densidad;

posicion := op(1,e); direccion := op(2,e); longitud := op(3,e);
puntos := evalm(cos(s)*posiciont+sin(s)*direccion);
x := plots([spacecurve] (puntos, s=0..longitud,

numpoints = max(2,round(evalf(densidad*longitud))));
CURVES(op(l,op(i,x)),THICKNESS (0) ,COLOUR(RGB,0,0,0))
end:

El procedimiento dibuja hace una llamada a la funcién PLOT3D de Maple
para que dibuje la esfera planeta y, encima de ella, todo el trayecto de la
tortuga, arco por arco.

dibuja := proc()
local y, esfera, s, t; global estado;
esfera := plot3d([cos(s)*cos(t),sin(s)*cos(t),sin(t)],
8=0..2%Pi, t=Pi/(-2)..Pi/2);
y := map(arco, op(trayecto_tortuga, estado));
PLOT3D (op(y), MESH(op(1,0p(1,esfera)),STYLE(PATCHNOGRID)),
SCALING(CONSTRAINED))
end:

3 Exploracién de la esfera

—Un dfa vi ponerse el sol cuarenta y tres veces
El Principito de Antoine de Saint-Exupery.

Este es un buen momento para pararse a pensar lo que queria decir el prin-
cipito. Maple y el pequefio paquete que acabamos de detallar son las herra-
mientas para llevar a cabo nuestro propésito: repasar las caracteristicas de
la geometria esférica que la hacen tan diferente de la geometria euclidea.
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Figura 2: Tridngulo plano dibujado en la esfera,

3.1 La esfera esta acotada

El primer experimento con el que podemos poner a prueba a nuestra tortuga
consiste en pedirle que avance la cantidad 2. A nadie le asombra que después
de esto la tortuga se encuentre en la misma posicién que al principio y haya
dibujado un circulo méximo completo. Si la tortuga de la que disponemos
es tan simple como la propuesta en la seccién anterior, ante un avance de
6, reaccionard dibujando tres veces el mismo circulo maximo. Es muy ficil
modificar la implementacién para conseguir que la tortuga sea perezosa y no
repita cdlculos innecesarios.

3.2 El exceso esférico

El s1gu1ente'paso podria ser dibujar un tridngulo equil4tero. Con una, tortuga,
plana ten(lrlaanos que repetir tres veces un avance de la dimensién del lado
y un giro de 7. Por eso es conveniente crear un procedimiento que repita
varias veces un avance y un giro.

reitera := proc(lado, angulo, veces)

local i;

for i to veces do avanza(lado); gira(angulo) od;
end:

l Asi, si le pedimos a la tortuga de la esfera lo mismo que a la tortuga del
plano,

reitera(Pi/3, 2%Pi/3, 3); dibuja();
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mas de uno se llevara una sorpresa al ver la figura 3, ya que lo que ha dibujado
la tortuga en la esfera mas bien parece el intento de hacer un tridngulo en un
plano untado de jabon, donde la pobre tortuga plana siempre gira més de lo
que se le pide. Y es que ya nos lo advirtié GauB en su articulo Disquisiciones
generales circa superficies curvas [4): la suma de los dngulos interiores de
un tridngulo cuyos lados son arcos de circulos méximos, es igual a 7 mas
el 4rea del tridngulo. Por tanto, si en los trisngulos esféricos los dngulos
interiores son mas grandes que en los planos, los 4ngulos exteriores, que son
precisamente los dngulos que la tortuga tiene que girar, son mds pequenos.

Ante nuestros ojos tenemos el problema del exceso esférico. Si intentamos
dibujar cualquier poligono en la esfera con las mismas 6rdenes que darfamos
en el plano, el resultado es tan lamentable como en el caso del tridngulo.
Al acabar el dibujo, la tortuga no se encuentra en la misma posicién que al
principio y parece que los giros que le pediamos eran mayores de lo necesario.

Cuando dibujamos un poligono regular, la tortuga rota sobre si misma
exactamente 27 radianes, al mismo tiempo que avanza. Si estamos en el
plano, todos estos radianes se consumen bruscamente en los giros, ya que en
los avances no se produce ningin cambio de direccién. Sin embargo, en la
esfera si que se produce una pequeiia rotacién de la tortuga al mismo tiempo
que se avanza. Por este motivo, la suma de los dngulos exteriores es menor
que 2.

El teorema de Gauf-Bonet asegura que, en una esfera, la suma de los
dngulos exteriores de un poligono que encierra una region homeomorfa a un
disco y cuyos lados son arcos de circulo maximo es igual a 2 menos el drea del
poligono. Esto nos disuade de encontrar una representacion para poligonos
regulares tan fcil como la del caso plano.

3.3 Poligonos regulares

Proponemos la siguiente solucién para dibujar un poligono regular. Sea n
el nimero de lados y radio la distancia del centro del poligono a cualquiera
de los vértices. A partir de estos datos, podemos calcular la medida de un
dngulo exterior (m menos el dngulo interior), a la que llamaremos dngulo, y la
longitud del lado, a la que Jlamaremos lado. Para esto necesitamos la primera
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ecuacién de Bessel:

cosa = cosbcosc -+ senbsenccos A

donde a,b:c son lo§ l‘ados de un tridngulo geodésico (los lados han de ser
arC(ii dfa circulos miximos) y A es el 4ngulo comprendido entre b y ¢
plicando dos veces la primera ecuacién de Bessel, obtenemos que:

_ 2 . .
lado = arccos(cos? radio + sen? radio cos 27 /n)

dngulo = m — 2 arccos (COS radio(1 — cos lado)
sen radio sen lado ;

es 7 . N

poligono_regular := proc(n, radio)
local lado, angulo;
if n>2 then
lado := evalf(arccos((cos(radio)) "2+

. (sin(radio)) "2*cos(2%Pi/n)));
angulo := evalf (Pi-2xarccos((cos(radio)*(1-cos(lado)))/

gira(angulo/2); (sin(radio)*sin(lado))));

reitera(lado, angulo, n);
gira(-angulo/2);
fi;
end:

Con los procedimientos reitera y poligono.regular, podemos pedir a

ojos := proc(n,precision)
local i;
for i to n do poli isi i*Pi
o poligono_regular(precision, evalf(i*Pi/(n+1))) od;

E .
1 papel que juegan en la esfera los arcos de circulo maximo es el mismo

gue el de las fectas en el plano: son las lineas geodésicas. Por tanto no
ay que extranarse si, al igual que con la tortuga del plano, aproximamos
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Figura 3: ojos(6 ,30)

( 9
SE :13]2[- COMO 3381:1:1[ lla‘:er un prccajllllleXIB: :lua :11:L1J3 tEbllD:S pa’ra‘lelos

equiespaciados como queramos.

4 Mapas del recorrido de la tortuga en la esfera
Cuando intentamos representar en el plano el recorrido de tla ‘cortu(ia:t re: la

de la Cartografia acuden a nuestro encu 3
esfera, todos los problemas . newentre.

tre dos superficies (en nuestro
Parece razonable que un mapa en ; B e
i6 1 menos un difeomorfismo. s bien £

esfera y una region del plano) sea a : ' e, e s

i - ciones continuas e inyectivas de la esle :
que no existen aplicacione s o

as itar to a la esfera para conseg
Afortunadamente, basta quitar un pun ' .

morfismo con el 1;13.110: la proyeccion estereogrifica. Existen otras formas de

' iante difeomorfis-
transformar regiones de la esfera en regiones del plano mediante d

i Hni i imutales
mos: proyecciones cilindricas, proyecciones conicas, proyecciones azim N

etcétera.

i ias y los
Lo mas deseable serfa tener un mapa que conservara las distancias y

O s 11l 1.1-‘ argua l[(b]li. ]I] l"‘“} 1A (l‘“'. ‘ESLI) no es ]) 8 bln. [J 11 Ina-
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geodésicas en geodésicas). Si ademds conserva éngulos, las sumas de los
angulos interiores de un tridngulo geodésico esférico y de su imagen median-
te el mapa coinciden, lo cual es obviamente falso, en virtud de los teoremas
de Gaufl-Bonet y de Tales.

Es maés, por el teorema egregium de Gaufl, que dice que la curvatura
de Gauf} es invariante frente a isometrias locales, tenemos que renunciar a
un mapa que conserve las distancias ya que la curvatura de Gaufl de la
esfera unidad es uno y la del plano es cero. Sin embargo, si son factibles
mapas que conserven dngulos (proyecciones conformes) o que conserven areas
(proyecciones equivalentes).

4.1 Implementacién

Vamos a servirnos de la proyeccién de Mercator, para estudiar los inconve-
nientes que aparecen a la hora de dibujar en el plano el recorrido de la tortugas,
esférica.

La proyecciéon de Mercator es una proyeccién cilindrica conforme. Se
construye proyectando la esfera (salvo los polos) en un cilindro tangente al
ecuador, y después cortando el cilindro por una linea vertical (la que corta al
ecuador en la longitud 7) para obtener un plano. Asi conseguimos proyectar
toda la esfera, salvo el meridiano de longitud .

Las ecuaciones de la proyeccién de Mercator son:

r=A
y = log(tan(m/4 + ¢/2))

donde (¢, \) representan la latitud y longitud esféricas (por razones de im-
plementacidn, el rango de A es [—m, 7).

Pretendemos implementar un procedimiento, dibuja Mercator, que di-
buje en el plano el trayecto de la tortuga en la esfera, mediante la proyeccién
de Mercator. Pero en lugar de centrarnos en esta proyeccién, vamos a resolver
el problema de una forma mas general, creando un procedimiento llamado
dibuja_mapa, a partir del cual sea trivial producir dibuja_Mercator.

Estd claro que tenemos que aislar en la implementacion de dibuja mapa
la parte en la que aparecen las ecuaciones de la proyeccién. Necesitamos una
funcién, Mercator, que convierta coordenadas esféricas en coordenadas pla-
nas, a partir de las ecuaciones de la proyeccién de Mercator. Como todos los
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Figura 4: ojos(6,30), con la proyeccién de Mercator

datos del trayecto de 1 t4n en coordenadas cartesianas,

necesitamos otra funcién, pasa_geo, (ue pase de coordenadas cartesianas a
coordenadas esféricas. La implementacion de estas funciones es muy sencilla:
basta con escribir con 1a sintaxis de Maple las ccuaciones matematicas.

Al igual que en el procedimiento dibuja, creamos primero una funcion
auxiliar, arco-mapa, que dibuje cada uno de los arcos de la variable global
estado. Los argumentos de arco.mapa son, €n este orden, un arco y una fun-
cién del tipo Mercator, que transforme coordenadas esféricas en coordenadas

planas, mediante una proyeccion arbitraria.

= proc (e, proyeccion)
longitud, X, 8, puntos;

a tortuga en la esfera es

arco_mapa :
local posicion, direccion,
global estado,densidad;
posicion := op(1,e); dire
puntos ¥ proyeccion(pasa_geo

ccion := op(2,e); longitud := op(3,e);
(evalm(cos(s)*poaicion+
sin(s)*direccion)));
x := plot([puntos[l], puntos (2], g=0..longitudl);
CURVES (op(1,0p (1,x)) ,THICKNESS (0) ,COLOUR (RGB, 0,0, o))
end:
de dibuja.mapa, cada

Si utilizamos esta funcién en la implementacion
arece en el mapa una

za el meridiano de longitud 7, ap
x a m, con la altura correspondiente a la, latitud
diano. Esto es debido a que la funcién plot
tir de una lista de puntos, uniendo los puntos
un arco atraviesa el meridiano

vez que un arco cru
linea horizontal que va de —
en la que el arco corta al meri
dibuja curvas en el plano a par
consecutivos mediante segmentos. Por tanto, si
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de longitud
T, ten .
préxima , tendremos dos puntos consecutivos, uno con longitud i
T a —m y otro con longitud positiva, préxima a gltud negativa,
enemos que ’ .
arco.mapa Séilo t:é}nsformar los arcos, de tal forma que el procedimi
a 1€
m. Para esto divicd}le sobre arcos que no corten al meridiano de lon : tg
8 . 1
o ellos corte al lnllg.s cada arco en varios trozos, de forma que ning .
esdliar fauy cémorgerl iano de longitud 7. Por simetria de las ecuauci(g;uno
ne
5, T e o %uetlos arcos tampoco corten al meridiano de longitus(i
: e, bastaria quitar ;
una cantidad finita d
para obtener los arcos d nita de puntos al a
eseados, pero a ni i reo
. ) ivel de impl i6
es posible. Simu : - plementacion, esto
1 : lamos este efecto haciendo disminuir los - o
pequeiia cantidad. arcos teoricos una
No damos la i ;
a im : L
cuadamente. al u}(:leﬁnentacmn del procedimiento que divide cada arco ad
nuestro Ob]'e,tivoq a’maremos desdobla_ meridiano, porque se al ' do
. , pero si la de dibuja_mapa, por simetria con la de :i%]a. -
uja.

dibuja_mapa := proc(proyeccion)
local y; global estado;
y := map(desdobla_meridiano
= _ op(trayect
y := map(arco_mapa, Yy, proye,ccion)'y cto-tortuga, estade));
PLOT (op(y)) ’

end:

De esta forma, dibuja Mercator nos queda asi:

dibuja_Mercator := proc()
dibuja_mapa(Mercator);
end:

Si despud ;
haga ost :p(;li(la)su;is e;;ed;rlel a la tortuga que dibuje la figura 4, le pedimos que
el plano con dibuj
aparece en la figura 5. Lbujj@Nencacen, ¢l Euliado e el que

4.2 Estudio de diversas proyecciones

En la proyeccién de Mercator, se

o n ) proyecta la esfera sobre un cili

o exc?useil‘,:rl:;r;il:nz de longltud 7. La funcién desdobla_mer?g?;s; (;If

lofaiend ver Sf)era1 partir los arcos que atraviesan el circulo maximo de

gt 1 en ugar de recortar por el meridiano de longitud 7 lo ha-
e longitud 7 (como se ha hecho en la parte izquierda de IZ ﬁogu:a
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Figura 5: 0jos(6 ,30) con dos variaciones de la proyeccién de Mercator

6 con ojos(6,30)), tenemos una proyeccién diferente, Mercator’, y parece
que necesitamos una funcién desdobla meridiano’ para partir los arcos que
atraviesan el nuevo meridiano conflictivo. No obstante, podemos reutilizar
desdobla meridiano y dibuj aMercator. Si lo primero que pedimos a la
tortuga es que se sitde en el ecuador, con longitud %w y que apunte al polo
norte, el aspecto del recorrido posterior de ésta en la esfera va a ser el mismo
que si hubiera empezado en la posicién habitual. Sin embargo, el dibujo que
produce ahora dibuja Mercator es el equivalente al de dibuj a_Mercator’
empezando en la posicién habitual.

Otra variacién que podemos hacer es la proyeccion transversal de Merca-
tor. Consiste en proyectar la esfera sobre un cilindro tangente a un meridiano
cualquiera. Si proyectamos o jos(6,30) sobre un cilindro tangente al meri-
diano de longitudes 0 y 7, ¥y lo recortamos por la recta que pasa por el punto
(1,0,0) (latitud cero y longitud cero), nos queda el dibujo de la parte dere-
cha de la figura 6. Este dibujo se consigue situando la tortuga en el punto
de longitud 7 del ecuador, con una direccién de avance paralela al ecuador,
antes de ejecutar 0jos(6,30) y dibuj a Mercator.

La proyeccién de Mercator, no es la unica proyeccién cilindrica. De-
pendiendo de cémo se proyecte la esfera sobre el cilindro, podemos obtener
distintos mapas. Por ejemplo, las ecuaciones

r=A
y = sen,

son las de una proyeccion cilindrica equivalente. Si queremos un procedimien-
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Figura 6: Tr.l’angulos equilateros esféricos representados en el plano mediante
una proyeccién cilindrica conforme (izquierda) y otra cilindrica equivalente

to que dibuje c'o’n esta proyeccién (dibuja cil_equivalente), tendremos que
crear una funcién (cil_equivalente) que implemente las ecuaciones anterio-

res, para alimentar a dibuja mapa, al i i i
, al igual que se hizo en dibuj
con Mercator. g

Para comparar las dos i i
ra proyecciones, le pedimos ibuj
tres triangulos equilateros en la esfera: == o tortuga que dibuje

for i from 1 to 3 do

dpoligono_regular(3,Pi/10); sube(); avanza(Pi/6); baja()
od; ,

OP?érvese en la figura 7, cémo la proyeccién conforme deforma el drea
del tridngulo superior para que los dngulos sean constantes, mientras 1
proyeccién equivalente hace lo contrario. , e

Como se dijo al principio de la seccién, hay que quitar al menos un punto
a la esfera, para poder hacer un mapa. Cada vez que la tortuga pase por
uno de los puntos que hemos quitado, aparecera una linea cruzando por el
mapa. Hemos resuelto el problema con desdobla.meridiano para el caso de

39



proyecciones cilindricas, pero en realidad, podemos utilizar esta funcién para
todas aquellas proyecciones que se obtengan quitando a la esfera parte de un
circulo méximo, para después estirarla y convertirla en una seccién del plano.
Este es el caso de las proyecciones cénicas y de algunas azimutales.

Las proyecciones conicas se obtienen al proyectar la esfera (menos un
punto) sobre un cono tangente a un circulo menor, que después se recorta
por una recta. Por tanto, hay que proceder igual que en las cilindricas,
situando a la tortuga en la posicién adecuada para que desdobla meridiano
actie convenientemente.

Las proyecciones azimutales del estilo de la estereografica, se construyen
pinchando a la esfera en un punto y después estirandola hasta dejarla pla-
na. Por tanto, producen un mapa de la superficie total de la esfera, salvo
de un punto. Si colocamos a la tortuga en una posicion adecuada, la fun-
cién desdobla meridiano partird los arcos que atraviesen este punto y no
apareceran lineas molestas.

Otras proyecciones azimutales, como la gnémica o la ortografica, son el
resultado de aplastar un solo hemisferio. Por tanto, antes de dibujar, hay
que eliminar el trayecto de la tortuga que pasa por el hemisferio que no se
representa. Por este motivo, desdobla meridiano deja de ser efectivo. Sin
embargo, no es muy dificil implementar una funcién que primero parta los
arcos que crucen por el limite entre los dos hemisferios (con la ayuda de
desdobla meridiano) y después seleccione aquellos que se queden del lado
que nos interese.

5 Conclusiones

Hemos presentado una implementacién en Maple de las 6rdenes basicas de la
tortuga en la esfera. Maple ya cuenta con un paquete, cuyo funcionamiento
se explica en [5], que implementa la tortuga en el plano. Curiosamente, las
soluciones encontradas en ambos casos son semejantes; creemos que esto es
debido a la disposicién de los graficos en Maple.

Hemos estudiado ademds varias representaciones del trayecto de la tor-
tuga esférica: tridimensionalmente y en el plano mediante distintas proyec-

ciones.
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Abstract

raditionally resorted to blackbo-
king an inroad into its teaching.
advantages that a computer
functional sequences and

In the teaching of mathematics the practical work has !
ard and chalk. More recently the use of computer tool is ma
This paper presents, by means of a typical example, the
tool for mathematics such as Derive offers in the stucy of the

serles.

Introduccién

Con la introduccién de los nucvos planes de estudio se ha generalizado, en algunas

universidades, la imparticién de practicas de laboratorio en las asignaturas de Matemati-
cas. A esto ha contribuido la aparicién de programas de célculo simbélico de sencillo
manejo, pocos requerimientos de hardware y suficientes prestaciones.

En nuestro caso, desde €l curso 04-95, venimos realizando las préacticas de ordenador
de la asignatura Complementos de Matematicas (perteneciente al plan de estudios de la
Ingenierfa Informdtica de Sistemas de la Universidad de Oviedo) con apoyo del programa
Derive que redne los requisitos mencionados anteriormente.

El estudio de las series de potencias y series de Fourier, inevitablemente presente en
la mayoria de las carreras técnicas, ha de estar acompafiado de un conocimiento previo
sobre los aspectos tedricos relacionados con la convergencia puntual y uniforme de una
sucesién de funciones. El abordar estas cuestiones de la manera “radicional” conlleva,
salvo en ejemplos muy sencillos, una serie de limitaciones como sOm: la complejidad de
los célculos a realizar y la dificultad de conseguir representaciones gréficas fiables.

Un programa como Derive ayuda a paliar estos inconvenientes, ya que ofrece una

representacion grafica répida y fécil de levar a cabo, a partir de la cual se pueden extraer
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las primeras conclusiones u orientar el estudio en el sentido adecuado. Ademads se requier

la realizacién de varias operaciones del cdlculo: limites , derivadas ' inte ralesSe lfqmele
son resueltas, casi siempre, de manera eficaz. Esta diversidad y poten’cia dg CéllCL,ll((:) o -qu'e
te fqge se pueda}n seguir distintos caminos para llegar a las conclusiones finales: oo
grificos, empiricos y analiticos. males: métodos

Ejemplo de una sucesién de funciones

S an ; .
funcioievaf? r)eahzzu(}el es)tudlo d;,tla convergencia puntual y uniforme de la sucesion de
s fulx) = nx(1 —x) x € R, paraloc :
) 5 ual se propone dar r o
cuestiones: prop r respuesta a las siguientes

a) Dibujar las graficas de las funciones corr i
. espondientes an =1, 2, 3, 4, 5, 100
la vista de tales representaciones ;Cudl i ¢ puntual v
a . o <
o rondo? i parece ser la funcién f limite puntual y en qué
10 bl) Calcular los valores de f; en los puntos x = -0.01, x=0.01, x = 1.99, x = 2, para n
r_iOr ’Ot?t(:: (I)]’e 11 0((1)00.,, y cor?parali estos resultados con la respuesta dada en el aparta(io ante-
] -, de manera formal, la funcién limite puntual para los disti
variable x. ;Qué deficiencias muestra el pro e loule te dichoin:
ar X rama (ve A i
T Comns mueden solventar? prog (version 3) en el célculo de dicha fun-
y 10§)i,§§?\l,lazlzr IE)S f?l(;t(;lzsl?er[tinentes para determinar si existe convergencia uniforme
. s [0,1], [0.4,1], [a,1] 0 < a< / ¢ 1
St e is ot ] a < 1,[0.1,1.5], {0.1,1.99]. ;En qué intervalos

Resolucion

a) Alavi Srmi g i6
enera)d a v1.s’ta del término genel.al de esta sucesién de funciones, todas las funciones
g i as pasaran por el origen, debido al factor multiplicativo x.
n . . v 4 bro ’
e p}l;pC]plO se def,mlra n como entera positiva y x como real (todos los reales) aun-
q s a tltima se tendrd que redefinir en el cédlculo de algunos limites
n - o, . 1 .
i prlme.lll(ljlgar, tras h‘a/bel declarado el rango y lipo de las variables e introducido el
o genela ela sucesion, se van a generar algunos términos consecutivos,den=1a
n =35, para ver su evolucién: ,

#l: x :€ Real

#2: n :€ Integer (0, o)

#3: nx (1 - x)°

#4: VECTOR(n-x (1 - x)*, n, 5)

#5: [x(1 - x), 2x(x - 1)?, 3.x(1 - %)%, 4x(x - 1), 5x(1 - x)5]
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Y también se
de la sucesion:

genera un (érmino con n elevado, en este caso n = 100, para ver la tendencia

1060
wh: 100-x-(1 - x)

Ahora se representan las seis funciones juntas.

y +3

a sacar conclusiones. Es claro que parax <0 no vaa haber con-
der a menos infinito. Para los valores no
0, si la variable estd

Ya se puede empezar
vergencia puntual, pues las funciones parecen ten

negativos de la variable x la funcién limite puntual parece ser fix) =
que las funciones se mantienen pegadas al eje de abcisas para

do cuanto mayor sea el valor de n, por lo que se puede
pensar que habrd convergencia puntual también a f{x) = O para valores de x mayores de 1,
aunque nunca por encima de x = 2, como puede verse en la grafica. Para x > 2 parece que
la sucesién de los valores absolutos de f,(x) converge a +oo; més concretamente si /1 €s par
la subsucesion correspondiente convergerd a +eo, y si n es impar lo har a —ee,

b) Se puede ver como evolucionan las funciones en algunos puntos representativos a
medida que se aumenta el valor de n. Para ello se sustituird en #3 a las variables por valo-
res, tomando distintos valores de x y evaludndolos en n = 10, n = 1000, n = 10000. Se

comienza con x = -0.01.

comprendida entre 0y 1, aun
valores algo mayores que 1, sobre to
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18
7: 10-(-8.81)-(1 - -9.01)
ig: -8.110462
9 : 3 103
18 -(-8.01)-(1 - -8.81)
5
18: - 2.89594-10
11: 4 101

18 -(-8.81)-(1 - -8.81)

45
12: - 1.63574-18

De igual forma se hace sucesivamente para x = 0.01, x = 1.99, x = 2

10
#13: 18-0.01-(1 - 0.01)

14: 8.0964382

is: 3 103
10 -8.01-(1 - 9.01)
-4
16: 4.31718-18
17 4 181
18 -8.81-(1 - B.61)
-42
18: 2.24864-18
10
19: 18-1.99-(1 - 1.99)
208: 17.9971
Z21: 3 103
18 -1.99-(1 - 1.99)
221 8.8859182
9
23: 4 10

18 -1.99-(1 - 1,99)
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7

-40
24: 4.47481-10
10
725: 18-2-(1 - 2)
26: 208
3
27" 3 10
10 -2-(1L - 2)
uzb: 2000
4
29 4 18
10 -2-(1 - 2)
J@: 20000

Como se ve en el segundo y tercer punto (x =0.01,x=1.99) s habrd convergencia
puntual, no asf para los otros dos, por lo que la funcién limite puntual serd f{x) = 0 si x pet-

tenece al intervalo [0,2). Esto se calcula de manera formal tomando limite:

n

§31: lim n-x-(1 — x)
n2@

32 7

Derive no puede calcularlo, y esto es debido a que el valor del lfmite depende del
¢ si la expresion entre paréntesis, en valor absoluto, es menor
(salvo por supuesto si x = 0). Se puede
acién y ejecutando solve:

rango de la variable x, ya qu
1 convergerid, no asf en olro caso

que 1 la sucesior
alores se da esto introduciendo la inecu

calcular para que v

ma3: |1 - x| <1

3: -1 <x-1<1

El resultado -1 <x—-1<1les equivalente a 0 <x <2. Ahora para calcular el limite en

estos puntos se vuelve a declarar el rango de la variable x.

Una vez hecho esto, se calcula el limite de igual manera que
mente se obtiene el resultado 2, lo cual resulta mds extraiio si s¢ ve que si se declara la

variable en los intervalos (0,1], [1,2), y se calculan los lfmites en ambos se obtiene el valor

0 en los dos casos.

antes, y sorprendente-
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Iu35: x :€ Real (@, 2)

n
[#36: 1im n-x-(1 - x)

n->o

E3? ?
38: x :€ Real (@, 11

n
W39 lim n-x- (1 - x)

nro

,Idﬂ a
H41: x :€ Real [1, 2)

n
p42: lim n-x-(1 - x)

nro

-

Se ha de tener cui
cuidado con estos result i i
ad i ” pr i i
que pueden llevar a equivoco si no se contrasta il ae
: n con nuestros propios r
g ) : propios resultados.
; el Derive para Windo i6
ws (versién 4) ya no se tien “pr i
g : e el “problema” rior.
Por dltimo, en la semirrecta real negativa: & o amenen

44: x :€ Real (-o, @)

n

45: lim n-x-(1 - x)
n o
46: o

Asf la funcién limite puntual es:
fix)=0  xe[02)
¢) En cuan j i i i
Sigmel)]te e a to a la convergencia uniforme, a la vista de la representacién grafica
as sucesiones en valor absoluto limitadas al intervalo [0,2)) no parece que vaya

a dalse cn tOdO e] nt p 4
3 pu
Cr Val() €S 121 ICIldellCIcl de IOS va]()I‘CS supremos de 1 1S tu“(no“es en
Val()l abS()lUl() (2”) €S a crecer ale a/lld()Se de O.
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i 7 » las [unciones
Se va a realizar el estudio por intervalos empezando en 10,1] donde las fur o
"l Icular el valor supremo alcanzado por las

toman valores no negativos. Primero se va aca n esuelve con SOLVE para
funciones en este intervalo. Para ello se halla su derivada 'y se I'€s

conseguir los puntos donde dicho valor supremo s¢ alcanza:

A7: % € Real [0, 11

n
48: [n-x-(1 - x)
n
49: n-x-(1 - x)
d n
50: — (n-x-(1 - x) 3}

dx

n-1
51: n-(1 - x-(n + 13)-(1 - x)

52: x =

48

Ahora se sustituye el valor #52 en la expresion #49 y se toma Ifmite.

1 1 1
t53: n- .[1_ ]
n+1 n+1
n+1 -n -1
#54: n n + 1)
n+1 -n -1
I#55: lim n “n + 1)
n»o
-1
Ms6: &

Por lo tanto no hay convergencia uniforme en este intervalo. Como se ve ¢l punto
donde alcanzan el supremo se aproxima a 0 a medida que n crece. Luego si se trabaja en ¢l
intervalo [0.4,1], a partir de un determinado valor de n, el punto x = 1/(n +1) no se encon-
trard en dicho intervalo, por lo que el supremo se alcanzard en el punto x = 0.4. El valor de
n a partir del cual esto ocurre esn=2,puesx=1/(n+ 1)=1/2 + 1) = 0,3 ya no se encuen-
tra en el intervalo en cuestién. Con esto, para todo valor n > 1, se tiene:

sup |fo(x)—f(x)= Supllf,,(x) = £,(0.4)

xel0.41] xel0,4,

Si se calcula esto y se toma limite;

n
#5?: n-0.4-(1 - 0.4)

n mn-1
#58: 2-3 .5 =
n -n-1
59: lim 2-3 -5 "
na>a

#60: 0

Por consiguiente en este intervalo la convergencia si serd uniforme. Visto esto se
puede generalizar para un intervalo de la forma [g,1], con 0 < a < |, donde se aplican las
conclusiones del caso anterior. En éste se pueden diferenciar dos situaciones. Primero, si

141
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entonces

n+l

para todo n, y en este caso:

sup |f,(x) - f(x)|= iﬁpl]ﬁ,(x) = f,(a)

xelal)

61: a :€ Real (0, 1)
n
62: n-a-(1 - a)

n
63: lim n-a-(1 — a)

n+o

64: O

Segundo, si

0<a<s )
az=—-
1+1

- ter-
n suficientemente grande se verifica que 1/(n + 1) no pertencce al int

entonces para un ! '
’ tes se tiene que:

valo [a, 1], y paraeste n'y todos los siguien

sup |f,(x) - f(x)|= sup]f,,(X) = f,(a) = nafl-al’
xelal

xelal]

lim an(l-a)’ =0

n—inf

lo la convergencia serd uniforme.
ajar en un intervalo [a,1.5] con a> O.. Ya no
. a parlir de un n suficiente-

Asi pues, en los dos casos de este interva

Se va a dar un paso mds y s¢ pasa a trab ;
estd tan claro que el valor mdximo de |f,(x)l en este intervalo,
mente grande, se alcance en el puntg X = apues a
1.5. Por ejemplo, si a = 0.1 se consiguen
/(n+1), sustituyendo en #48:

50

hora también puede ser en el punto x =
los siguientes valores en los extremos y en x =

I fODI=009  /KASI=075  (1/2)=025
4 HODI=026  If(15I=037  If(1/5)]=03276
5 HODI=029  I(15)=023  If(1/6) =0.3348
6 If,(0.1)I=0.318 If,(1.5)I = 0.140 If,(1/7) = 0.339
7
8
9

Il

£0.)I=0334  [5(1.5=0082  [(1/8) =0.343
£0.DI=0.344  [f(1.5)=0046  If,(1/9)] = 0.346
£O.I=0348  I5(1.5)=0.026  If.(1/10)l = 0.348

S5 5 23 3D S 3
1l

Para n > 9 el punto x = 1/(n + 1) ya no se encuentra dentro del intervalo en estudio,
por o que para n 2 9 el supremo se alcanzar en el punto x = 0.1. Por lo visto anteriormente
en dicho intervalo si habrd convergencia uniforme. Si se cambia el intervalo de trabajo al
[0.1,1.99] y se evalza la sucesion |f,(x)l en el extremo derecho del intervalo se tiene:

I£,(1.99)] = 1.9701
If,(1.99)] = 7.64634
If,(1.99)] = 9.46234

n=1
n=4
5
6 If,(1.99)1 = 11.2412
7
8
9

11

If,(1.99)] = 12.9836
I£,(1.99)] = 14.6900
If,(1.99)] = 16.3610
n=500 If,(1.99)] = 6.5376
n=1000  [£(1.99) = 0.0859

= ﬁ =T

En este caso para todo valor de n el supremo se alcanza en x = 1.99 y también se da la
convergencia uniforme, como se comprueba en las expresiones #66-#69. Parece claro que
cuanto mds se acerquen las funciones a x = 2 mayor serd su valor, mucho més que en cual-
quier otro punto.

n
M65: |n-1.99.-(1 - 1.99)
Zn - 2-tn + 1) n n
|#66: 199.3 -10 -11 -n- | (-1)
Z2n =-2-(n+1) n n
67: lim 199-3 -10 11 on-|(-1)
nr»a
k6B8: 0

Asi pues, se dard la convergencia uniforme en todo intervalo de la forma [a,b] con 0 <

a<b<?.
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Conclusiones

La principal conclusién que podemos extracr del trabajo es que, azi en efl caso favora-
ble de que el programa realice correctamente todos los célculos, es el usuario ¢l que debe
guiar y controlar en todo momento los pasos a realizar y los resultados o’btemdos, ya quo el
programa no es més que una herramienta de la que se puede sacar mds o menos partido

segln el uso que se le dé.

Bibliografia

[1] Sorr WAREHOUSE: User Manual DERIVE Versién 3. A Mathematical Assistant For Your Perso-

nal Computer, Honolulu, Hawaii, USA, 1994, .
[2] POBLACION, A, J.; “Una practica con Derive”, Epsilon, 27, 31-37, 1993,
[31 KUTZLER, B.: Introduction to DERIVE FOR WINDOWS, Austria. 1996.

52

La Matemética en Bagdad

Ricardo Moreno Castillo

LE.S. Gregorio Mararion
Departamento de Andlisis Matemdtico
Universidad Complutense de Madrid

Abstract

We present here some of the contributions of three important arabian mathematicians
during the Abbasi dinasty.

Introduccion

La penfnsula de Arabia, extensa como seis veces Espaiia, estd situada en el suroeste
de Asia, entre el Mar Rojo y el Golfo Pérsico. En ella se gestd, en el siglo VII, un movi-
miento religioso que darfa lugar, en poco més de cien afios, a un imperio que se extenderfa
desde los Pirineos hasta las fronteras de China.

A los drabes les sucedi6 con los pueblos conquistados lo que a los romanos con los
griegos. Los invasores se enamoraron de la cultura de las civilizaciones invadidas, la asi-
milaron y la aprendieron, después la ensefiaron y la transmitieron. Desde la India trajeron
el sistema de numeracién posicional de base diez y las ecuaciones algebraicas. El occiden-
te europeo, alejado de sus raices helénicas desde la divisién del imperio romano, recuperé
el saber griego a través de traducciones drabes. Pero no s6lo fueron traductores y mensaje-
ros, también fueron creadores. Descubrieron nuevos teoremas matemdticos, hicieron pro-
gresar la astronomia y desarrollaron el 4] gebra indii con métodos procedentes de la geome-
tria griega. La ciencia drabe es el punto de encuentro de distintas tradiciones cientificas y,
gracias a sus cultivadores, este encuentro fue extremadamente fecundo y fuente de resulta-
dos originales.

Centros de desarrollo de la ciencia drabe

En el afio 632, sin dejar nada mandado sobre su sucesién, murié Mahoma. Los cuatro
primeros califas, los llamados califas legitimos, fueron escogidos entre los miembros de su
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familia. Mantuvieron como capital a Medina, la ciudad del profeta, y conquistaron Siria,

Persia, Egipto y parte del norle de Africa.

En el 661 se proclamé califa Mwaviya, gobernador de Siria, y con €l comenzo la
dinastia Omeya. Siria habfa pertenecido al imperio Bizantino y los Omeyas estaban relali-
sente helenizados. Centralizaron la administracion, organizaron la burocracia segun
o en hereditaria. Durante su
a Thérica (que los drabes

van
modelos bizantinos y transformaron 1a sucesion del califat

gobierno, sus ¢jéreitos legaron por ¢l occidente hasta la Peninsul
llamaban Al-Andalus) y por ¢l oriente hasta la India, Fundaron un observatorio astronémi-
co en Damasco, la nueva capital del imperio, que S¢ convirtié asf en el primer foco de
ciencia drabe.

En el afio 750 una revolucion chifta acabd con la
la de los Abbasies, que s¢ consideraron SUCesores de los califas legitimos. [l primero de
ellos, Abu-Abbas, organizo la matanza sistemdtica de los Omeyas, de la cual tan sélo pudo
escapar Abderramdn, que se refugid en Al-Andalus, Allf implantd la dinastia Omeya,
dando asf el primer paso hacia la disgregacion del imperio. El segundo califa Abbasf, al-
Mansur, trasladd la capital & Bagdad, adopté maneras persas, ¢ apoy6 en funcionario
persas . siguiendo el gjemplo de los persas (que en el siglo V habfan fundado una escuela
de medicina y astronomia en Tundishapur), se roded de cientificos y traductores. Entre
cllos estaba el astrénomo Manka, procedente de la Tndia, quien tradujo los Siddhantas 'y
as cientificas indies. [l tercer califa, Harum al-Rashid (el mds conocido en Occi-
y una noches), ordend recolectar manuscritos griegosy durante su
reinado Tue rraducida al drabe parte de la obra de Euclides. El cuarto, al-Mamun, fundé
una “Casa de la Sabidurfa”, al estilo de la antigua biblioteca de Alejandria. Al fueron tra-
ducidas las obras de Prolomeo, Buclides, Galeno, Hipdcrates y Dioscérides. Después
hablaremos més detalladamente de algunos de los matematicos de esta época.

En el afio 833 muere al-Mamin y se inicia una lenta desmembracion politica del
imperio con la proclamacion de emiratos independientes. Esta desmembracion se conver:
arse el Califato Fatimf, que en globaba a los emiratos del norte de
Grdoba. El poder en Bagdad lue pasando a los Wreos selyicidas,
que habian entrado como mercenarios, en cuyas manos los califas Abbasies eran simples
titeres. Muchos estudiosos s€ sintieron incémodos bajo los turcos Yy emigraron. Unos,
como al-Biruni, a la India musulmana y oLros, la mayoria, al Cairo, donde el califa fatimi
al-Hak{m habfa fundado una “Casa del Saber”, Hasta allf llego, entre olros, Alhacén, nota-
ble por sus trabajos de optica. En esla época lambién Cordoba, la capital del califato
Omeya, €8 un centro cultural y cientifico importante.

Entretanto, un nuevo poder surgido en las cstepas de Asia central amenazaba la esta-
bilidad del Islam. Un caudillo némada, llamado Gengis Khan, consigue reunificar las wi-
bus guerreras de Mongolia y llegar por el Este hasta China, cuya civilizacion adoptaron
integramente. En Pekfn fundaron un observatorio astronémico, que pusieron en manos de
y chinos nativos. Por el Oeste llegaron hasta Persia, Hulagu

dinastia de los Omeyas y entronizo a

olras obr
dente, gracias a Las mil

{irfa en religiosa al form
Africa, y el Califato de C

musulmanes occidentales
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Khan, nieto de i ¢

e sty i K\ ondS o hecrvalris sindasicnen Scogegiso

. K : ] io astronémico en Acerbaija

CO‘.l Allfdsl;el?eciﬁir\édsnzu \;;sr:rbll\{islr al-Din al-Tusi, que también era astrénomg E;n’rr?;thlilz;ls'i(i

o ¢ B T Lmigmo foi; 1(;)tega y .lleg/aron cientificos de lugares tan distantes como

S el o o. e ciencia tdrtara se encendié en 1420, cuando un nieto de

e memiticos frobe r\:llorlo.en Samarcanda. En €] trabajé al-Kasi, el tiltimo de los

P interzé ]?al‘tll' c.le sul muerte, ocurrida alrededor de 1436, ¢] mund
para el historiador de la ciencia. , ’

C . .l .
entros de transmisién de la ciencia arabe a Occidente

Espaiia fue el mads i
n parpte a fue hartr)lia:: nl{r;lportatmte1 lugar de contacto entre las culturas drabe y cristiana
s, entre los mozdrabes (cristi imi ‘
e me anos asimilados por los m :
jUdl?O)S/ bl t:i(li'eja%‘es (musulmanes asimilados por los cristianos), era billaingiie y l:jmma
. ) k) ’
o, Poco zjr;gues}. En 1085 ?1 rey Alfonso VI tomé Toledo, llevando la fronteragtlll;(is
oy écudieron Z]:E]edsi :: argoblsdpo Raimundo organizé alli una escuela de traductor:::l
os de toda Europa deseosos d ienci ,
donde ac : sos de aprender la ciencia 4
Sicj(;ir;al,cuRobel to de Chester y Juan de Sevilla son los mds conocidos febe. Gerarde
o Cristianeaottlo pupto de er.lcuentro de Europa con el saber musulmzin' En 1091 ’
manos criv Fesd ras 01IeIn(to treinta afios de dominio drabe. Bajo el impulso del empglaasé) ;
erico II (sefior de Sicilia po eron
Sy sefl por parte de su madre Const 5 j
s obras bioldgicas de Aristételes y gran parte de la alquimia musulmainza) e radujeren
a.

Al-Jwarizmi

Poco sabemo i i

oo st 7805yd865;a av11<.1;1 .de l(\j’[ohammed ibn-Musa al-Jwarizmi, tan sélo que vivié

47 Bandallnnor al_Mamanp C')umadamente y que fue miembro de la “Casa de la Sabidu-

o, Alnebra wattonoma .e Om‘clg e sus obras sg han conservado. Son tratados de aritmé-

e motoin e o,tris Ogtl)a fa y el calendario. Aqui sélo hablaremos de los dos pri-

b My ras, sobre el cuadrante solar y el astrolabio, pero no han

. El tratado de aritmética de al-Jwarizmi lo con

e ot ritr / . ocemos a través de cuatro

i traéifg;i l;;lsil;zte(;a de lg Universidad de Cambridge, y es una copia dcfallles?;j)hs

o hacen et aue o 25 z posTbleme.r}te es del siglo anterior. Diversos errores y afiadi-

o ot e Uie:la tladgccflon fiel, pero ignoramos si proceden del traductor o

medioie un cicmnls sob(ie laa te]rrlmrllo sg’ trabajo porque el manuscrito se interrumpe en

S lniron e multiplicacién dt? fra.cciones. Las otras fuentes son obras que
y directamente en la de al-Jwarizmi. Una es el Liber Algorismi de practqica
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arismetrice, atribuida con mucho fundamento a Juan de Sevilla. La segunda es Alchorismi
in artem astronomicam a magistri A. compositus. No sabemos quién es el autor, pero la
expresion “Magister A.” muy bien pudiera designar al inglés Adelardo de Bath. La tercera
es un tratado sobre la aritmética indd de al-Nasawi, matemdtico del siglo x1 de la escuela
de Bagdad.

Después de exponer en su aritmética el sistema de numeracién posicional mediante
las cifras indies (que todavia hoy muchos llaman equivocadamente cifras ardbigas) expli-
ca al-Jwarizmi c6mo nombrar los grandes nimeros usando los conceptos de unidad, dece-
na, centena y millar que él acababa de definir. Se sirve como ejemplo del nimero: 7 /180
703 051 492 863, que se ha de leer de la manera siguiente:

Un mil de mil de mil de mil y de mil, y un ciento de mil de mil de mil'y de mil, y
ochenta de mil de mil de mil y de mil, y setecientos de mil de mil'y de mil, y tres mil de
mil y de mil, y cincuenta y uno de mil y de mil, y cuatrocientos mil, y noventa y dos
mil, y ochocientos sesenta y tres.

El autor describe detalladamente las operaciones del cdlculo segin el método indu.
En los ejemplos, los nimeros son dados en todas sus letras (como el ejemplo anterior), en
nimeros romanos, o mezclando las dos cosas. Después comienza el capitulo de las frac-
ciones, anunciando que (ratar mas tarde de las raices cuadradas. Desafortunadamente, €l
manuscrito de Cambridge se interrumpe antes de llegar a esta operacién. Pero Juan de
Sevilla, que si les consagra un lugar importante en su obra, nos informa que al-Jwarizmi
ensefiaba la extraccidn de la raiz segtn el método indd. En el Liber Algorismi se describe
también el cdlculo aproximado de la raiz cuadrada de un nimero N con ayuda de una
transformacion que hoy escribirfamos asf:

NN = %«}N 10%

El método serd tanto més exacto cuanto mayor sea k. El autor se sirve del siguiente
ejemplo, que da (res cifras exactas:

72000000 1414 _

= 1414
1000 1000

Mds adelante indica Juan de Sevilla esta otra regla:

N =~a*+b za+2i
a
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que es una primera aproximacién del procedimiento iterativo utilizado por los babilonios.
La férmula se hizo muy popular durante la Edad Media, y si a es grande [rente a b, puede
dar una aproximacién aceptable, como lo demuestra ¢l siguiente ejemplo:

1
410 =+/32 +1§3+E=3,l666.‘

Lo mds bonito de esta férmula es que es un polinomio de Taylor de primer grado. En cfec-
to, es muy facil comprobar que puede ser escrita de esta manera:

ro,

f(b)Ef(O)‘*‘T

donde

f(x)=~d* +x.

Al-Nasawi indica una férmula parecida que da un valor aproximado por defecto:

NN =~Na*+b=za+ b

2a+1

El tratado de dlgebra de al-Jwarizmi nos ha llegado en mejor estado que el de aritmé-
tica. La Universidad de Oxford posee un manuscrito drabe del siglo x1v y existen dos tra-
ducciones al latin (de las que se conservan muchas copias) hechas en el siglo xi1: una cn
1145 por el inglés Roberto de Chester y otra, algo posterior, por el italiano Gerardo de Cre-
mona.,

El titulo del tratado es al-Mujtasar fi hisab al-jabr wa-l-mugabala, y se compone de
tres partes. Una propiamente algebraica, la tnica que aparece en las traducciones latinas,
otra muy somera sobre algunos temas de geometria elemental, y la tercera sobre cuestio-
nes lestamentarias. La palabra jabr significa insertar, restaurar, en el sentido médico de
colocar en su lugar un miembro dislocado. En el contexto de las ecuaciones algebraicas
significa transposicién de términos, cambio de un término de un miembro de la ecuacién
al otro (con la consiguiente alteracion del signo). De al-jabr procede la palabra dlgebra, y
hasta no hace mucho se llamaba algebrista al curandero que arreglaba los huesos rotos o
fuera de sitio. La palabra mugabala, literalmente “comparacién”, se refiere a la reduccion
de términos semejantes. De este modo la ecuacién:

2x2 + 100 - 20x = 58
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se transforma por medio de al-jabr, a esta otra equivalente:
2x? + 100 — 58 = 20x
la cual, mediante al-mugqabala, se reduce a:
2x2 + 42 =20x

que luego se simplifica dividiendo todos sus sumandos por dos.

Al-Jwarizmi no trabaja con coeficientes negativos (ni tiene en cuenta soluciones
negativas), de modo que tiene que estudiar por separado distintas clases de ecuaciones que
hoy considerarfamos una sola. Los seis primeros capitulos del Algebra estdn dedicados a
do grado, segtin

cada uno de las formas canénicas de las ecuaciones de primero y segun

estén distribuidos los nimeros, la cosa (que nosolros llamnamos la incognita) y el cuadrado

de 1a cosa. Estas formas son las siguientes:

Cuadrado de la cosa igual a cosa: ax? = bx

Cuadrado de la cosa igual a nimero: ax*=c

Cosa igual a nimero: bx =¢

Cuadrado de la cosa mds cosa igual a nmero: ax*> + bx=¢
Cuadrado de la cosa mds nimero igual a cosa: ax* +c=bx
Cosa mds nimero igual a cuadrado de la cosa: bx + ¢ =ax’

o v

En cada caso utiliza un procedimiento distinto, explicado siempre mediante un ejem-
plo concreto, basado en construcciones geométricas. De este modo, en el Algebra de al-
Jwarizmi converge la corriente algebraica indii con la geomélrica griega. Veamos alguna
de estas construcciones. Para resolver la ccuacion & + 10x = 39 dibuja un cuadrado, y
supone que la longitud de su lado es igual a la cosa. Despues prolonga cada uno de sus
lados en ambas direcciones una longitud igual a 5/2, como indica la figura 1, De este modo

se forman cuatro cuadrados en las
5/2

———,

NN
N N

Figura 1

5/2

————t

x+5 A
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esqui rado inici y
qdmas del cuadrado inicial, cuatro rectangulos sobre sus lados y un cuadrado final, for
. v ¢ )
mado por todas las figuras anteriores. Entonces sucede lo siguiente: ,

Cuadrados rayados de las esquinas = =25

Cuadrado central + Rectdngulos = X° + 4(;«‘5) =x*+10x=39

Sumando miembro a miembro, vemos que:

Cuadrado grande = 64 = (x + 5)°

de donde se desprende que x + 5 = 8, y en consecuencia x = 3,

ESta d?'ln:sua(:lc“ no €s mas quE la IEFIESE“taclO“ glaflca de ]O quE hc) lla]IIaIIlCS

COlllple[al el Cuadlad() ) esto €S, formal €n el p] mer mlelllbIO un pO]lllOIIllO que s€a cua-
. <z s 2 3 .2

dladO pe ICC[(). Ell eiecto, con notacion aCtual la tIanSfOlmaClon anterior pala la eccuacion

x4+ bx = ¢ es la siguiente;
b b 2 2
x° +4(—x)+4(—) —crd®
4 4 4

cuyo primer miembro corresponde a:

Cuadrado central + Rectdngulos + Cuadrados de las esquinas

Escribim rimer mi
- o0s este pufm?l miembro como un solo cuadrado, tanto en la expresién alge-
raica como en la geométrica y tenemos que:

Cuadrado grande = (x + 2) =c+ 4(2)2
2 4

Este resultado estd ya a un J
paso de la célebre férmula de la ecuacién d
' e
grado que todos sabemos desde la escuela. reunde

N Para resolver la ecuacién x? + 21 = 10x las cosas se complican un poco mds. Dibuja
0 ’ v . . ' i
" s.u1.1drelctangulo de base 10 y altura x, y lo dividimos en dos partes iguales. La de la

quierda la descomponemos en un cuadrado de lado x (punteado) y en un rectdngulo de
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altura x y base 5 — x (con cruces), como se puede ver en la figura 2. El rectdngulo que estd
en blanco se prolonga hasta formar un cuadrado de lado 5. El trozo que le tuvimos que
afiadir lo descomponemos en un cuadrado de lado 5 — x (rayado) y en un rectdngulo de
base x y altura 5 — x (con circulos). Sucede entonces que:

Rectdngulo blanco + Rectdngulo con circulos =
Rectdngulo blanco + Rectdngulo con cruces =
Rectdngulo inicial — Cuadrado punteado =
10x—x*=121

Sumamos miembro a miembro las igualdades:

Cuadrado rayado = =(5-x)
Rectdngulo blanco + Rectdngulo con circulos = 21

y llegamos a esta otra:
G-x?+21=25

de la cual se deduce que (5 —x)? = 4, y por consiguiente x = 3.

Lo mas interesante de este ejemplo es que tiene otra solucién positiva que al-Jwariz-
mi no pasa por alto, pero para llegar a ella necesitard una construccién distinta de la que
acabamos de hacer. Se habrd observado que el razonamiento anterior sélo es posible si
suponemos que la solucién buscada es mas pequefia que cinco. Ahora supondremos lo
contrario. Igual que antes, partimos de un rectdngulo de base 10 y altura x, y sobre su
izquierda tomamos un cuadrado de lado x. Despues dibujamos los cuadrados y rectdngulos
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Figura 3

que se ven en la figura 3. Tenemos entonces lo que sigue:

Rectdngulo en blanco + Rectdngulo con circulos =
Rectdngulo blanco + Rectdngulo con cruces =
10x - x?=21

Sumamos miembro a miembro las siguientes igualdades:

Cuadrado rayado = =(x-5)
Rectdngulo en blanco + Rectdngulo con circulos = 21

y llegamos a lo siguiente:

(x-52+21=25

de donde se deduce que (x — 5)2 = 4, y por lo tanto x = 7.

Después de resolver las formas canénicas de las ecuaciones, al-Jwarizmi trata los siste-
mas clle ecuaciones, aunque nunca nombra explicitamente la segunda incégnita. De los siste-
mas lineales hace uso frecuente en la parte de su obra dedicada a las herencias y testamentos.

Tabit ben Qurra

Contempordneo del anterior, aunque bastante ms joven, fue Abu al-Hasan Tabit ben
Qurra.. Es importante sobre todo como traductor, pero también se le deben varios resulta-
dos originales. Hablaremos tan sélo de los dos mds conocidos.
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El primero es una generalizacion del teorema de Pitdgoras que funciona con cualquier
clase de tridngulos: si trazamos desde el vértice A de un tridngulo dos rectas AD y AE
tales que los dngulos ADB y AEC sean iguales al dngulo A, sucede lo siguiente:

AB! + AC? = BC(BD + EC)

Tabit ben Qurra no da ninguna demostracién, pero es muy facil generalizar la del
“molino de viento” que aparece en el libro I de los Elementos. En efecto, repitiendo al pie

de la letra el

Figura 4

razonamiento de Euclides, se llega a las igualdades (figura 4):

Cuadrado punteado = Rectdngulo punteado
Cuadrado rayado = Rectdngulo rayado

las cuales, sumadas miembro a miembro, (suponiendo el 4ngulo A obtuso) proporcionan

estas otras:

AB? + AC* = BC* = BC DE = BC? - BC(BC - BD — EC) = BC(BD +EC)

a tenemos la tesis del teorema. Si A es agudo, los rectdngulos rayado y punteado se

yy
azonamiento es idéntico. Y

solapan y los papeles de los puntos D'y E se invierten, pero el r
si A es recto, D y E coinciden y tenemos el teorema de Pitagoras.
Dos ndmeros se llaman amigos si la suma de los divisores propios de cada uno de

ellos es igual al otro. La més sencilla pareja de niimeros amigos, ya conocida por los pita-
géricos es la de 220 y 284. El siguiente teorema acerca de niimeros amigos es debido a
Tabit ben Qurra. Si para un cierto n natural son primos los niimeros:
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p=3-2"-1, g=3-2-1 y r=32.0m1_
entonces son amigos los ntimeros:
a=2pg y b=2my

La demostracién es un calculo muy elemental:

Zdivisores propios de b = i2" +§2"r =

k=0 k=0
2" 142" - 1)(3% 2%~ 1) = 27(32. 2 _ 32, gl +1)
2"3-2" -3 2"~ =2"pg=a
De modo muy parecido se puede demostrar que:
Zdivisores propios de a = b

CO“ esta deSCubllmlentO de Q p
Iablt |)en urra OdeIIlOS fabIlCaI una tab]a de numeros
7
amlg()S llaSta d()“de ]a paCIGnCIa nos “egue.

= p q r a b
2 11 3
71 220

2 i; 11 287 =7 x 41 - 284

23 -
5 95=5x 19 7 11_51 17296 18416
6 191 95 - - =
7 383 191 . -
8 767 = 13 x 59 B 73z27 9363584 9437056

Abu-1-Wefa

Abu-1-Wefa e Ati i i
comeniais et es] :r} TZ;CH:UC]O del flglq X, Interesado por la trigonometr{a, autor de un
e D soore el dflo @ de al-Jwarizmi y de una traduccién del griego de la Aritméti-
bt e L.i oo d- que Yamf)§ a hablar ahora es de cémo trata las fracciones en una
0 sobre la aritmética necesaria a los escribas Y mercaderes. Distingue
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5 Ldi S, d d
A u Cfa d()S lp()S l 1S CXpIeSth]eS y las lneXplesa es’ 0 muda \S primeras S

clasifica en tres grupos.

11111 lll 1
1. Fundamentales: {E.g,z,g,g, 7 9’10

n
2. Repeticion de las fundamentales: {——/1 <n<m< 10}
' m

11 1
3. Producto de las fundamentales: {5 - E-»»;/2 <pgq..r< 10}

Al)ll—l- \:Ve[a 10 CONS (Ie acomo ]l]N) Z]ld te las Iraccione ()Cede]ltes (lC |€l suma de
10Nes p
! 3 1 z
a g

fundamentales, cosa que otras aritméticz.ts drabes si hacen. Las h-aCCLsi e eaibles

llas cuyo denominador es un nimero primo mayor que 10, y por consig

de obtener a partir de las fundamentales. .
Para la contabilidad y las finanzas, los habitant 0 y Medi

as fracciones como producto y suma de las |'Lln(idIlI|L‘|_.‘ s B

Wefa propuso un gran nimero de rcgla.u»' para :.T,x|1:‘§s.m: dc cs\l'f. mill:l((i:‘:.l\l.;::m::rZi(g)mm .de

quiera, regla que solo podia ser aproximada S la ﬁ'tl.ahu::n. L.lb;'l |;am;usad0 e e

estos procedimientos, Uno, quizds ¢l mis rudimentario pero a? i)

ismo ndmero al numerador y al denominador de la fraccion:

es del Proximo y Medio Oriente pro-

ntales. Abu-1-
curaban escribir todas |

has, es sumar un m

Otro método, que puede ser prolongado indefinidamente, es el siguiente:

3 180/17 _10+10/17

17 60 60

Ahora bien, 10/17 estd més cerca de 1 que de 0, de modo que en un primer redondeo

podemos poner que:
3 _10+1 11

17 60 60

1,11
6 6

10

i i -oximacion, se
El error cometido es de una centésima. Si hacemos una segunda aproximacion,
llega hasta tres cifras decimales exactas:
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17 60 60

3 _10+10/17 _10+(600/17)/60 _

_10+35/60+(5/17)/60
60

Eliltimo sumando del numerador se parece més a 0 que a 1, de manera que nos des-
hacemos de | y tenemos lo siguiente:

3 _10+35/60 _10+1/3+1/4

17_ 60 60
_6+(B+1/3)+(1+1/4) 1 L1111
60 10 29 68

Existe otro procedimiento que encontré en un manuscrito 4rabe del siglo xim de la
biblioteca del Escorial. Consiste en sumar y restar un mismo ndmero del denominador de
la fraccién y después hacer la media aritmética:

4 1(4 4) 1(1 2) 1.1
—=— —+— == Z+2 == 4=
19 2\20 18) 2\5 9/ 10 9

Si este método lo aplicamos a 3/17 y lo comparamos con €l de aproximaciones suce-
sivas, vemos que da un resultado considerablemente mejor que el obtenido con la primera
aproximacién y ligeramente peor que el obtenido con la segunda.
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Abstract

Using just the definition of isometry in an euclidean affine space E of finite dimension
(as a mapping from E to B that preserves distances), we prove below that it is a one-to-one
affinity that preserves the inner product.

Introduccion

En todo lo que sigue suponemos que E es un espacio affn euclideo de dimensién fini-
ta n, asociado al espacio (vectorial) euclideo R", notamos + a la suma de vectores (de R") y

— si A B son puntos de E entonces,

* notamos AB al veclor asociado al par (ordenado) de componentes A B.
* notamos d(A,B) ala distancia entre A y B.

— si A B C D son puntos de E entonces notamos AB - CD al producto escalar de AB
por CD.

Asi, pues, si A B son puntos de E entonces, en virtud de la definicién de distancia,
AB - AB = (d(A,B)).
Recordemos que,

— si A B son puntos de £ entonces,

* AB-AB20.
* AB-AB=0siysélosiA =B.
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— siA B C D son puntos de E entonces,

* AB - CD=CD -AB.

* si A es un escalar (es decir, un nimero real) entonces A(AB - CD) = (AAB) - CD Y,
en consecuencia, se pucde escribir AAB - CD en lugar de A(AB - CD) sin peligro
de confusién.

— siA B C D H P son puntos de E entonces (AB + CD) -HP=AB-HP + CD - HP
(entendiendo que AB - HP + CD - HP = (AB - HP) + (CD - HPY),

Definicién 1

Jes un movimiento sobre E si y s6lo si fes una aplicacién de E en E que conserva las
distancias (es decir, si y s6lo si, si A B son puntos de E entonces d(f{A), f(B)) = d(A,B)).

Teorema 1

Si f'es un movimiento sobre E entonces f es una aplicacién inyectiva,

Demostracion. Si, entonces, A es un punto de E, B es un punto de E'y flA) = fiB)
entonces d(f{A), fiB)) = 0 (es decir, la distancia de J{A) a f{B) es igual a cero). Luego,
d(A,B) =0y, en consecuencia, A = B. Asf, pues, f'es una aplicacién inyectiva.

Teorema 2

Si fes un movimiento sobre E entonces f conserva los productos escalares (es decir, si
A B Csonpuntos de E, flA) = A’, fiB) = B’ yfiC) = C’ entonces AB- AC=A'B’ - A'C’).

Demostracién

Si, entonces, A B C son puntos de E, JIA)=A’, fiB) =B’y f{C) = C’ entonces (AB +
BC + CA) (AB + BC + CA)=AA-AA=0.Luego, AB-AB+BC -BC+ CA-CA +2AB -
BC +2AB - CA +2BC- CA =0y, andlogamente, A’B’ - A'B’ + B’C’ - B’C’ + C'A’-CA +
2A'B’ - B'C’+2A'B’- C'A’ +2B°C’ - C’A’=0.

Por conservarse las distancias, AB - AB=A’B’ “A’B’, BC-BC=B'C’ B'C’ yCA - CA
=C"A"- C"A’. Luego,AB -BC+AB -CA+BC -CA=A'B’ ‘B'C’+A'B’ -C'A’ +B'C’ -C'A’.
Asi, pues, (CA+AB)- BC+AB - CA = (C’A’ +A’'B’)-B’C’+A’B’'- C’A’. Luego, CB - BC
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+AB-CA=CB -B'C'+A'B’ - C'A’, de donde, BC - BC+AB-CA=-B'C’ -B'C" +
A’B’ - C'A’. Bn consecuencia (puesto que BC - BC = B'C’ - B’C’ por conservarse las dis-
tancias y puesto que AB - CA = -AB - AC 'y, andlogamente, A'B’ - C’'A’ = -A’'B’ - A'C)
resulta que AB - AC=A’B’ - A’C’, como queriamos demostrar.

Teorema 3

Si fes un movimiento sobre E entonces f conserva los productos de escalares por vec-
tores (es decir, si A es un escalar A B C son pun(os de E, flA) = A’, fiB) = B’, fiC) = Cy
AC = MB entonces A’C' = AA’B’).

Demostracion

Si, entonces, A B C son puntos de E, A es un escalar, flA) = A’, fiB) = B, flC) = C’,
v es un vector (es decir, un elemento del espacio vectorial R") y A’C’' = AA’B’ + v entonces,
A'C’ - A'C’=(MA'B’ +v) - M’B’ +v)=2A'B"" A'B'+20A’B’ -v+v-v=AAB-AB
+2M’B’ vty v,

Y también, A’C’ -A’C’ =AC -AC=AMAB - AMAB = A2AB - AB.

Luego, 2AA'B” -v+v-v=0.

Por otra parte, en virtud del Teorema 2,A°C’ -A’B’=AC - AB.

Luego, AM’B’ +v)-A'B’=AC -AB=AB -AB=AA'B’ -A’B’.

En consecuencia, v - A’B’=0.

Luego, recordando que 2-A’B” - v+v-v= 0, resultaque v - v=0y, en consecuencia,
A'C’ = A’B’, como querfamos demostrar.

Teorema 4

Si f es un movimiento sobre E, A B C D son puntos de E AB=CD, filA) =A’, fiB) =
B’ f{C)=C’yfiD)=D’entonces A’'B" = C'D".

Demostracion

Si, entonces, v es un vector tal que C’D’ = A'B’ + v entonces C'D' - C'D'=(A'B"+v)
(A'B’+v)=A'B' -A'B’+2A’'B’-v+v-vy también C’D’ - C’D’=CD -CD=AB -AB=
A’B’ - A’B’. Luego, 2A’B’ - v+ v -v=0. Por otra parte, AB -AD=AB (AC+CD)=AB -
AC + AB - CD 'y, andlogamente, resulta que A’B’ "A'D'=A'B’-A'C'+A'B’-C'D".
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Luego (puesto que, en virtud del teorema 2, AB-AD=A'B’ - A’D’y AB-AC=A'B’-
A’C"),AB - CD =A’B’ - C'D’, de donde (recordando que, por hipdtesis, AB = CDy C'D’
=A'B’+v),AB-AB=AB -CD=A'B’-C'D'=A'B’-(A'B'+v)=A’'B"-A'B"+A’B’ - v.
Luego, (puesto que AB - AB=A'B’- A’B’), A’B’ - v = 0, de donde (puesto que 2A'B’ - v +
v-v=0),v-v=0y,en consecuencia, A’'B’ = C'D’, como querfamos demostrar.

Teorema 5

Si fes un movimiento sobre E entonces f conserva las sumas de vectores (es decir, si
A B CD H P sonpuntos de E, HP = AB+ CD, flA) = A’, fiB)=B’, filC) = C’, fiD) = D’,
f(H)=H'yf(P)=P'entonces H'P’=A'B’ + C'D").

Demostracion

Si, entonces, A BC D H P son puntos de E, HP=AB+ CD, flA)=A’, fiB)=B’, f{(C) =
C’, fiD)=D’, f(H) = H’, fiP) = P’y D, es un punto de E tal que BD, = CD y f(iD\) = D\’
entonces HP = AB + CD = AB + BD, = AD,. Y, en virtud del Teorema 4, B'D,’ = C’D’, de
donde, A’B’ + C’D‘ =A’B’'+ B’D,’ = A’D,’. Luego, en virtud del Teorema 4, H'P’' =A’D/’
y, en consecuencia, H'P' = A’B’ + C’D’, como querfamos demostrar.

Teorema 6

’ Si fes un movimiento sobre E, Af son escalares, A B C D H P son puntos de E, flA)=
A fiB)=B",fiC)=C’, fiD)=D’, f{H)=H’, f{P) = P' y HP = AAB + LCD entonces H'P’
=A'B’'+uC'D’.
Demostracion

Trivial, considerando el Teorema 3 y el Teorema 5.

Teorema 7

Si fes un movimiento sobre E entonces fes una afinidad.

Demostracion

Trivial, considerando el Teorema 6 (ver Apéndice).
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Teorema 8

Si Ay Al ... A, son puntos de E tales que (Ao ApA, ... Ady) es un cistema de referencia
de E (lo cual equivale a decir que (A¢A, ... AdA,) es una base del espacio vectorial R, aso-
ciado al espacio afin E), flAy) = Ay, flAD = Al,...y flA) = A entonces (Ao, Ay'AY, -
AgA ) esun sistema de referencia de E.

Demostracion

Si, entonces, no fuese (Ao'Av ... Ag’A,)) una base del espacio vectorial R entonces
uno de los 1 vectores Ay'Ar’ ... Ag’Ay’, por ejemplo el Ag'As, serfa combinaci6n lineal de los
restantes. Luego, existirfan n—1 escalares Ay ... A tales que Ad AL = MAYACH

+ ;&”. LA!I‘AN- l"
Por otra parte, si A es un punto de E tal que AoA = MAA+ .. + MoAvAi y A" =fA)
'A,.". Luego, A’= A/, de

enlonces, en virtud del Teorema 6, A A’ = MAJSALS + .. AuiAo
donde, por ser funa aplicaci6n inyectiva en virtud del Teorema 1, habria de ser A=A,y en
consecuencia, AgA, serfa un vector combinaci6n lineal de los vectores AvA, ... AvA,, contra

lo supuesto.
Asf, pues, (Ay’ AJAL ... AYA) es un sistema de referencia de E, como quer{amos

demostrar.

Teorema 9

Si f es un movimiento sobre E entonces f es una afinidad biyectiva de E en E.

Demostracion

fes una afinidad en virtud del Teorema 7 y es biyectivaen virtud del Teorema 1y del

Teorema 8.

Apéndice

ociado al espacio vectorial real R" de dimensi6n finita igual

Si E es un espacio afin as
los enunciados siguientes son equivalentes dos

anyfesuna aplicacion de E en E entonces
a dos:

fes una afinidad sobre E.
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Si A B C D son puntos (cualesquier
alesquiera) de E, flA)=A’, fiB) =B’ =C’ =D’
A scs)p:sl;:aéares y AD = AAB + PAC entonces A’D’ = AA 'IJ;(' -3 pA’(:‘f(C) cH=D
1 D son puntos (cualesquiera) de E, f{A) ’ .
: ; =A’, fiB)=DB’, =C =D
Kfsog.efs‘czlaclves y AD = MAB + fAC entonces AD’ = AA’ +.£A ‘)B’ +fA}‘C(CC") S
i D son puntos (cualesquiera) de E, f{A) ' .
y =AfiB)=B’ fiC)=C =D
A sgp i‘scalares, A+u=1yAD=2AB + PAC, entonces AD’ = ?\.ABf’( +)p.A€" o=
oy IA( 0 AvA| ... AvA,) es un sistema de referencia de E, flAy) = A)', flA)) = A'l’ flA)
N )b”A es un punto ’(cualqmera) de E, flA)=A’, A ... A, son escalares y ApA = %,/;\”)fi ”
" ()A,, entonces Ag’A’ = MACAC+ ...+ MAYAL . ( A
iy ’S}(%Uf/ﬁl;:. AoA,) es un sistema de referencia de E, flAo) = Ay’, flA|) = A flA,)
XA",A CASSE S A, son escalares y Agd = MAA + ... + A Apd, entonces ApA’ ,—A’ 5
130 [ PP )\‘HA()’AII,' ” ( B OA(] '
Si (Ao AvA,| ... ApA,) es un sistema de i
. . i : referencia de E, f(Ay) = Ay, lA) = A/
;‘ﬁ,,—, Q es un punto (cualquiera) de E, ffA) = A’, A, ... A, son esca;;rgs 5») + | -’l-}» ’f(llll”)
oA = : |A()A| + ...+ )\,,,A()A,, entonces A()A' = 7\/|A()A|’ + ..+ K,,A()A ’ ,l " ’
L, ,S;(A(, AAr ... AyA,) es un sistema de referencia de E, f{Ao) = Ay, flA) = A/ flAL)
aIA::lA’I 4I_ T;szl?Aescﬂare,s y paracadaj=1, ... ,n, a ... a; son escalares tales qu’e“A:,A()’ ”:
o xmson“es(cal'];-esm,i; a,-.AA)A)A+ ... + a3AcA,, A es un punto (cualquiera) de E, flA) =
y Xp e Xy ) =X + ...+ i i Py )
o sen e ( AdA, XAuA, X7 ... X, son escalares y ApA’ = x,"ApA,

(x)..x))=(a,..a,)+ (X .. %) i

Ast, pues, cualqui -
; quiera de los referidos enunci d
ciados vir Ry, -
fsobre E. puede servir como definicién de afinidad
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Un problema de variable compleja

Emilio Defez Candel
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Abstract

In this note a solution of a complex variable problem established incorrectly in the J.
Dieudonn’s book “Cdlculo infinitesimal” is given.

Introduccién y preliminares

En [1] se encuentra planteado el siguiente problema (problema 8, pag. 235):
Si f es una funcién analitica en D y si hacemos F(x, y) = lf(x + iy)l%, demostrar que se

tiene

’F J'F ,
?97+3>7:4|f (o). ®

Deducir que no existe ningiin par de funciones analiticas no contantes f,g tales que

R(g(2)) = f()! (2)

En el planteamiento de este problema se encuentran algunos errores. Uno de ellos es
tipografico. En efecto, para aplicar la primera parte del problema a la resolucidn de la
segunda, la ecuacién (2) debe escribirse de la forma:

R(g(2)) =If(2) P (3)
Hay otro error que no es tipografico. Vamos a ver en esta nota que en la resolucién

completa de este problema es necesario considerar que el subconjunto D C C es abierto
conexo y no simplemente abierto, como se supone en el enunciado del problema.
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Necesitaremos recordar algunos resultados elementales de variable compleja, que
resumimos a continuacién. Identificaremos D tanto como subconjunto de RB? como sub-
conjunto de C.

Toda funcién compleja f (analitica o no) definida en un conjunto abierto D C € puede
escribirse en la forma:

flx +iy) = P(x, y) + iQ(x, y), 4

donde P(x, y) y O(x, y), son dos funciones reales definidas en D e inversamente, para todo
par de funciones reales definidas en un abierto D de R?, la férmula (4) define una funcién
compleja en D.

Teorema 1.1 (Identidades de Cauchy-Riemann)

Supongamos que T es una funcion analitica en el conjunto abierto D C C (y asi f
puede escribirse como en (4). Entonces se verifican las siguientes identidades conocidas
como identidades de Cauchy-Riemann:

oP 20

P 30
, —=—-— ! D, 5
B w oy e Ve ©)

y entonces oP 3
f,(z()) = a_x(x()’ )’0) + igg‘(x()y yo) =

0 .dP ,
=—g(x0,y0)—t—(xo,y0), Vz, = x, +iy, € D. (6)
oy dy

Reciprocamente, supongamos que las funciones P(x, y) y Q(x, y) admiten derivadas
parciales de primer orden continuas en el abierto D C C y que estas derivadas verifican
en D las identidades (5), entonces la funcion f definida en D como

fx +iy) = P(x, y) + iQ(x, y),

es analitica en D.

Cuando las funciones reales P(x, y) y Q(x, y) derivables continuamente verifican en D
las condiciones de Cauchy-Riemann, se deduce del teorema 1.1 y del hecho de que una
funcidn analitica es derivable infinitamente que P(x, y) y Q(x, y) son infinitamente deriva-
bles en D y que se tiene en particular, para la derivada primera:
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iy =22+ 1220y =i Liwy+i 20 y))
ox dy ay ox .

Como por otra parte f* es analitica, se siguen verificando las identidades (5) para las

funciones

oP 990
ax(x,y) Y 5 (x,)

(respectivamente i)—F—'( xy)y %Q—( x,y)), por lo que se verifica :
%

a(ap) (ag) a(ap __’;i[a_g} (x.y)€ D,
ox\dx ) ody\ox dy\ dy ox\ dy

1(592):1(3_53.
aylax ) ox\dy)

se obtiene para P(x, y) la ecuacion:

y puesto que

2
8 (xy)+——(xy) 0, (x,y)eD. Q)

Anélogamente se obtiene para Q(x, y):

2
aa—?(x,y)+ 90 1 1)=0, (xy)eD,

®)

por lo que P(x, y) y Q(*, y) son soluciones de la ecuacién de Laplace en D.

2. Resolucién del problema

Si escribimos la funcién f del enunciado de la forma (4) podemos escribir la funcién

F de la forma:
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F(xy) = flx + iy)P = P(x, y}* + O(x, y)*. )

Dado que fes analitica, existen las i i
] n: ) parciales de las funciones P de t 5
nes y ademds se verifica (5). Calculemos el valor de 92F/ox%: yfadeiatasion e

a2F a (}P{(t )’) -+ Q(\ )a
ox’ ax oy

d oP -
=$(2P(x, y)—= L y)+2Q( )(}Q}(;).)J:
_ (9P y)Y #P(x,y) (9 2 2
—p y Ofx,
{( ox ) P ( = y)) +Q(x,y)a—Qai’§—'y)}, (10)

y de forma andloga:

PF__[(oP(xy)Y FP(xy) (3 ’ 2
5 _2{( 5 ) +P(5 ) ( Qg'y)j +Q(x,y)%}. (11)

Sumando (10) y (11) y aplicando (7)-(8), se obtiene:
’F  3'F oP(x,y)\* (90(xy)Y 8 :
_ : ,¥) oP(x, d
FY) +ay2 2[( = ) +( o ) +( g); y)) +(___Q$,y)) } (12)

Aplicando (5) a esta dltima expresién, se obtiene:

0°F 9*F oP(x,y) ¢ 30(x 2
AL ) )
S+ = (L) (2] 0

Abhora, por (6) se verifica que:

[(BP(x,y))2+(aQ(x,y)) _|oPy) , 300x, y)f
ox ax )| | ox ox |

=|f'(x+i)f, (14
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————

de donde, por (13)y (14) se tiene:

*F  O*F , 2 ALt
= =4|f(x+iy) —4|f(z)|‘
ax2+ay2 lf( .

- 1 n o yer dn’
te modo la identidad (1) queda demostra - .
e iermos ahora la segunda parte del problema. Supongamos que existen funciones

analiticas no constantes f, g tales que
15
R(g(z)) = 2)P. (15)
Si suponemos que g viene dada por (4) como:

glx + iy) = P(x, y) +iQ(x, y), (16)

entonces por (15) se tiene:
R(g(z)) = P(x, y), (7

- _ )
y aplicando ahora la primera parte del problema a F(x, y) definida como F(x, y) = [f(z)P se
tiene: 2 : S
2
aF+_a_€=a_I;+_2=4|f'(z)|2. (18)
oxr  9y* ox* dy

Pero P verifica (7), y por tanto de (18) se tiene
4f(2f =0=f(z)=0=|f"(2)=0, VzeD. (19)

¥t contra-

El siguiente paso serfa afirmar que f(z) es constante, con lo que se tfn('h’la::rfa e

diccién buscada y resuelto el problema planteado. Sin embargo ?s.ta conc USIO? e
nea. Vamos a dar un simple ejemplo de dos funciones f.g, analiticas no constan

abierto D C C tales que
R(g(z)) = If(z)P

Consideremos D = A U B, donde A es el disco abierto de centro (O,p) y radio 114,;\\ ;
D(0,1) y B es el disco abierto de centro (3,0) y radio 1, B=D(3,1). Es evidente que
=, y por tanto D es abierto (no conexo) de (.
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Consideremos las funciones definidas en D por:

) 1+i zeA ) 2, zeA
Y- ZGB’g(Z_ 2+i, zeB

Las funciones f'y g no son constantes en D, son constantes (y por tanto analiticas) en cada
componente conexa de D, y por lanto son analiticas en D, y ademds

lf(Z)l2 =2, R(g(z))=2, VzeD,
por lo que verifican

R(g(z))=|f(z)f}, VzeD

Sien el enunciado del problema, sustituimos la hipétesis de que D es abierto por la de que
D es abierto conexo, entonces (19) significa que f{z) es constante en D, lo que contradice la

hipétesis de que tanto f'y g no son constantes y demuestra la inexistencia de estas funcio-
nes.

Referencias

[1] JEAN DIEUDONNE: Cdlculo infinitesimal, Ediciones Omega S. A., 1971.

Nota de la redaccién del Boletin: En el libro original francés (JEAN DIEUDONNE: Calcul infinité-
simal, Hermann, Paris, 1968), aparece el problema, en la pag. 225, en la misma forma. El error
sefialado en el artfculo no es, por tanto, imputable a la traduccién espafiola.
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Resefia de libros
y Sistemas de Matemética Computacional

P. Sanz; F. J. VAZQUEZ; P. ORTEGA: Problemas de Algebra Lineal (Cuestiones, ejercicios y
tratamiento en Derive), Prentice Hall, 1998. Contiene 545 pags. y disquete adjunto.

Este libro consta de 7 capitulos en que se desarrollan los cldsicos temas de Algebra
Lineal: espacios vectoriales, matrices y aplicaciones lineales, determinantes, sistemas de
ecuaciones lineales, autovalores y autovectores (diagonalizacién), formas cuadrdticas y
temas complementarios (forma candnica de Jordan, derivacién matricial y generalizacion
de la inversa de una matriz).

Cada capitulo incluye cuatro apartados: un primer apartado con cuestiones tedrico-
pricticas de tipo test, un segundo apartado dedicado a la resolucion de problemas diversos,
un tercer apartado en que se muestra c6mo abordar y resolver con Derive ejercicios relati-
vos al tema y, por tltimo, una coleccién de problemas propuestos.

Contiene ademds tres apéndices: el primero de introduccién al manejo de Derive, el
segundo de equivalencia de nombres inglés-castellano de los comandos de Derive (actual-
mente coexisten ambas versiones) y el tercero sobre los archivos incluidos en el disquete
adjunto al libro.

El libro termina con la relacién de soluciones a los problemas propuestos en ¢l cuarto
apartado de cada uno de los capitulos.

Su enfoque es esencialmente préctico, desde dos puntos de vista. De una parte, orien-
tado a proporcionar a los estudiantes de esta disciplina una coleccién de ejercicios cuida-
dosamente seleccionados, que ayuden a poner en practica los conceptos adquiridos en la
clase teérica. Y, de otra parte, permitiendo resolver los célculos rutinarios e incémodos
con ayuda del sistema de cémputo algebraico Derive.

La presentacién del libro es excelente. Sus autores son profesores de la Universidad
Auténoma de Madrid. Aunque el libro esté, en principio, dirigido a estudiantes de Algebra
Lineal, también puede ser de gran utildad a todos aquellos interesados en automatizar cdl-
culos relativos a esta disciplina,

E. Roanes M.

MAPLE V. RELEASE 5.

Recientemente ha aparecido la version 5 del sistema Maple V. Este sistema de cdlcu-
lo simbélico, desarrollado en la universidad canadiense de Waterloo y utilizado en todo el
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mundo, se caracteriza por su comodidad de manejo, con notacién coincidente ¢
cién matemdtica usual. Sl

La versién 5 contiene mds de 2.500 funciones, que permiten automatizar casj (¢
los cdlculos matemdticos imaginables: manipulacion de expresiones [)()Iill(’);lllic;-:ﬂ,: 1 -i)d‘”.S
sentacion de funciones en el plano y en el espacio, cilculo de Ifimites, derivadas {‘:‘i.n:‘l:le-‘.h_
les, cdlculo matricial, resolucién exacta (no aproximada) de ecuaciones yde sisiellquti}jal'f-
ales.y no lineales, resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias y entre de;i‘va(li]:;—
parciales, manipulacién de objetos geométricos en dimensiones dos y tres... i

En la versi6n 5 se han incorporado nuevos comandos y se han mejorado varios de los
paquetes de que consta el sistema. También se han incorporado paletas de simbolos mate-
maticos, lo que lo hace atin més c6modo y agradable de manejar.

Su utilizacién es cada vez mds general, habiendo sido adoptado con licencia de cam-
pus por muchas universidades de todo el mundo, entre ellas la Complutense y la Politécni-
ca de Madrid.

.Por otra parte, la incorporaci6n de las hojas de trabajo o “worksheets”, que facilitan el
uso interactivo de este sistema informdtico de cdlculo matematico, ha sido determinante
para su difusion en el d&mbito de la Educacién Matemdtica a niveles universitario y de
bachillerato.

En Espafia y Portugal es distribuido por la casa de software cientifico Addlink, calle
Rosellén 205, Barcelona-08008, tel. (93) 415 49 04, fax (93) 415 72 68, e-mail infoC;Padd—
link.es, http://www.addlink.es ,

E. Roanes L.

VicTor MANUEL SANCHEZ GONZALEZ (coordinador), MARCO CASTRILLON Lopez, Jose
TOMA§ BAEZA OLIVA y DANIEL ALMAGRO MOLINA: Matemdticas ocurrentes (Concur-
so Puig Adam), Editorial Buler, col. “La Tortuga de Aquiles”, ndm. 13.

El Concurso de problemas que anualmente organiza la Sociedad de Profesores de
Mateméticas Puig Adam se ha consolidado en nuestro pafs y en los dltimos afios ha adqui-
rido proyecci6n internacional al poder participar sus ganadores en la Olimpiada del Rio de
la Plata.

Los profesores de Matemdticas que Ilevamos algiin tiempo preparando a nuestros
cstudlant.es para este concurso, echdbamos en falta un libro como éste. No solamente por-
que refleje exactamente los problemas allf planteados, sino porque era el eslabén que falta-
ba entre libros de problemas para una gran cantidad de alumnos, por ejemplo, los libros de
problemas sobre los AHSME publicados por esta misma editorial, y los libros sobre pro-
blemas de Olimpiadas Internacionales, Olimpiadas Iberoamericanas o los libros de proble-
mas de Ross Honsberger, de 1a M.A.A. que, ciertamente, son excesivamente complicados
para todos nuestros estudiantes.
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Todos los problemas estén resueltos con detalle y si, en alguno de ellos, utiliza herra-
mientas como el método de induccidén, desconocidas por nuestros alumnos de hoy, la
culpa, obviamente no hay que buscarla en los autores del libro sino, en todo caso, en la
inoportunidad de esos problemas para nuestros actuales estudiantes.

Las diez dltimas paginas del libro son un pequefio homenaje a los estudiantes ganado-
res del concurso asi como a los centros de donde procedfan.

Lo menos acertado del libro creo que es su titulo. En una portada en la que aparecen
conceptos como “tesén”, “cimientos”, “creatividad” y que todos estamos de acuerdo en
que un aprendizaje razonable de las Matematicas debe fortalecerlos, el titulo, que parece
querer resumirlos, “Matematicas ocurrentes”, parece, por el contrario, contradecirlos y
podria confundir al lector pensando que los problemas que dentro aparecen son de los de
“idea feliz” y nada mds lejos de la realidad.

Joaquin Hernandez Gémez

ROBERT M. YOUNG: Excursions in Calculus (An interplay of the continuous and the discrete),
Mathematical Association of America (Dolciani Mathematical Exposition nim. 13).

Una de las colecciones mds interesantes de la Mathematical Association of America,
la Dolciani; Mathematical Expositions, de la que han aparecido recensados en esta revista
por el profesor Bellot algunos libros de problemas de Ross Honsberger, como uno de los
Gltimos de la serie, From Erdos to Kiev, publicé hace unos tres afios, Excursions in Calcu-
lus, un libro creo que poco conocido en nuestro pais y del que, si se tiene acceso facil ala
ingente cantidad de bibliografia, fundamentalmente revistas, que cita como ayuda, se
podré disfrutar y sacar partido como a pocos.

El propésito de este libro es insistir en la relacion que existe en las Matemdticas entre
lo continuo y lo discreto. Cuestiones de 1a Matematica discreta como induccién, combina-
toria, o teoria de nimeros, son estudiadas desde la perspectiva del célculo. El libro puede
servir fundamentalmente a profesores de un primer curso de andlisis como complemento
al curso tradicional.

A lo largo de 417 pdginas, desarrolla, en seis lecciones, temas que van desde el des-
censo infinito de Fermat hasta la suma de los inversos de los cuadrados por citar algunas.

Pero la parte central del libro la constituye la impresionante coleccién de problemas
que trae. Si no cuento mal, 413 problemas, que cada uno constituye casi un trabajo de
investigacién y de los que se dan referencias absolutamente precisas. Muchas de estas
referencias son faciles de encontrar en las revistas que dispone, por ejemplo, la Facultad de
Matemdticas de la UCM.

Afortunadamente, éste y muchos otros libros de 1a MAA ya no tenemos que pedirlos
directamente a la editorial y podemos hojearlos antes de adquirirlos. En Madrid en ADI,
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Martin de los Heros 66, se puede encontrar la mayor coleccion de libros de Matemadticas
que yo, al menos, he visto.

Joaquin Hernandez Gémez

ANTONIO LEDESMA LopEZ (Colectivo Frontera de las Matematicas): IX Open Matemdtico.

El libro es la memoria de la Octava Edicién del Open Matemdtico, Torneo abierto de
resolucién de problemas que el Colectivo Frontera de las Matemdticas organiza anualmen-
te en la comarca de Utiel-Requena. '

En palabras de los autores en la introduccién, el libro, resumen de esta interesante
actividad de popularizacién de las Matemadticas, “...estd dirigido a los alumnos, padres,
profesores y a todas aquellas personas que disfrutan enfrentdndose a rompecabezas, puzz-
les, juegos de ingenio, de estrategia o de azar, poniendo a prueba su capacidad de razona-
miento y su inventiva, afrontando todo tipo de reto intelectual, en una palabra, resolviendo
todo tipo de problemas”.

Maria Gaspar Alonso-Vega
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Problemas resueltos

Problema 2° (BOLETIN N.° 37)

Sea O.XYZ un triedro trirrectdngulo de vértice O y aristas X, Y, Z. Sobre la arista Z
se fija un punto C, tal que sea OC =c¢ . Sobre X ¢ Y se toman, respectivamente, dos puntos
variables, P y Q, de modo que la suma OP + OQ sea una constante dada, k. Para cada par
de puntos Py Q, los cuatro puntos O, C, P y Q determinan una esfera, cuyo centro, W, se
proyecta sobre el plano OXY. Razonar cudl es el lugar geométrico de esa proyeccion.
Razonar también cudl es el lugar geométrico de W.

Solucion:

La circunferencia determinada por los puntos O, Py Q pertenece a la esfera determi-
nada por O, C, Py Q, y estd incluida en el plano OXY. El centro de esta circunferencia,
W, serd la proyeccion del centro de la esfera, W, sobre OXY. En el plano OXY, las coor-
denadas de P y Q son, respectivamente (t, 0) y (0, k=), con 0 < < k. Puesto que POQ es
rectdngulo en O, el centro de la circunferencia por O, Py Q (circunscrita) es el punto
medio de PQ, de coordenadas (#/2,(k — £)/2). Esta ecuacién de pardmetro ¢ equivale a 2x +
2y — k=0, recta que pasa por (k/2, 0) y (0, k/2).

En el caso degenerado en que O coincide con P, el centro de la circunferencia se
encuentra en la mediatriz de OQ contenida en el plano OXY. Cuando O coincida con Q, el
lugar geométrico de W’ es la mediatriz de OP contenida en OXY. Asf pues, el lugar geo-
métrico de la proyeccién de W sobre OXY es el segmento P’Q’ mds la recta paralela a OY
por P’, més la recta paralela a OX por Q' (donde P’ y Q’ estén situados respectivamente
sobre OX y QY tales que OP’ = 0Q’ = k/2).

Para hallar el lugar geomtérico de W, consideramos que WO = WC. Dado que OC es
perpendicular a OXY y que OC = ¢, el punto W se encuentra a distancia ¢/2 del plano
OXY. Esto no depende de Py Q; la distancia de W a OXY es constante para cualesquiera
Py Q. Por tanto, el lugar geométrico de W es la traslacién del lugar geométrico de W’ en
la direccién de OC, de forma que WW’ = ¢/2,

David Sevilla (Madrid)

Problema 3° (BOLETIN N.° 37)

Una Oficina de Turismo va a realizar una encuesta sobre el ndmero de dfas soleados y
nimero de dfas lluviosos que se dan en el afio. Para ello recurre a seis regiones, que le
transmiten los datos de la tabla siguiente
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Region Soleados o Iluviosos Inclasificados
A 336 29
B 321 44
C 335 30
D 343 22
E 329 36
F 330 35

La persona encargada de la encuesta no es imparcial y tiene esos datos mas detalla-
dos. Se da cuenta de que, prescindiendo de una de esas regiones, la observacién da un
nimero de dfas lluviosos que es la tercera parte del de dfas soleados. Razonar cudl es la
region de la que prescindid.

Solucion:

Si tanto el nimero de dias lluviosos como el de soleados son nidmeros naturales,
entonces el ndmero de dias soleados es miltiplo de tres y Ia suma de éstos con los dias llu-
viosos es miiltiplo de cuatro. Puesto que la suma de las seis regiones es de la forma 4m + 2
y la de las cinco buscadas es de la forma 4p, la regién suprimida debe tener una suma de la
forma 44 + 2. El dnico ndmero que cumple esto es el 330, correspondiente a la regién F,
que es de la que prescindié.

David Sevilla (Madrid)

Problema 5° (BOLETIN N.° 37)

Con 21 fichas de dama, unas blancas y el resto negras, se forma un rectdngulo de 3 X
7. Demostrar que siempre hay cuatro fichas del mismo color situadas en los vértices de un
rectdangulo.

Solucién:

Intentemos colocar siete columnas de tres fichas cada una, blancas o negras, sin for-
mar rectangulos con vértices del mismo color. Consideremos dos casos: que haya alguna
columna con tres fichas iguales o que no la haya.

Supongamos, por ejemplo, que hay una columna de tres fichas blancas (el razona-
miento es vdlido también con fichas negras). Para no formar esos rectdngulos, en ninguna
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de las otras seis columnas debe haber mds de una ficha blanca. Entonces, las tnicas colum-
nas posibles son:

B N N
N N N
N N N

Zw=z

Pero de esta forma es seguro que al menos dos de las seis columnas serdn iguales, formén-
dose asf vértices de rectdngulos que tienen el mismo color.

Si, por el contrario, ninguna columna tiene tres fichas iguales, los tipos de columnas
posibles son:

N
B
B

oo Al ve]

B N B
N N B
N B N

ZwZ

y es seguro que habrd dos columnas iguales, de forma que habrd cuatro fichas iguales que
sean vértices de rectdngulo.

Por tanto, en imposible construir un rectdngulo de 3 x 7 sin formar rectdngulos de
vértices del mismo color.

David Sevilla (Madrid)

Problema 6° (BOLETIN N.° 37)

Un poligono convexo de n lados se descompone en m tridngulos, con interiores dis-
juntos, de modo que cada lado de esos tridngulos lo es también de otro tridngulo contiguo
o del poligono dado.

Probar que m + n es par. Conocidos n y m, hallar el nimero de lados distintos que
quedan en el interior del poligono y el nimero de vértices distintos que quedan en ese inte-
rior.

Solucién:

Si hay m trigngulos, todos sus lados son 3m. Por otra parte, de esta forma contamos
dos veces los lados interiores, i, y s6lo una vez los exteriores, n. Por tanto, 3m=2i+n;0

sea;
._3m-n

| =——

2
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Para que i sea entero, 3m y n deben tener la misma paridad. Puesto que 3m y m tienen igual
paridad, también la tienen los nimeros m y n. Es decir, son ambos pares 0 ambos impares.
En los dos casos, m + n es par.

Para hallar el ndmero v de vértices interiores, consideraremos un poliedro convexo
formado por dos mitades, ambas iguales al poligono dado y unidas entre sf por sus n lados.
Segtin la férmula de Euler, C + V= A + 2, donde C, V y A son los nimeros de caras, vér-
tices y caras del poliedro. Entonces:

C es el nimero de tridngulos contados una vez en cada mitad.

V es la suma de vértices de cada mitad mds los n de unién.

A es la suma de los lados interiores a cada mitad, mas los n de unién.

Sustituyendo, queda:

Cm)+(n+2v)=(n+2i)+2
0 sea:
2v=m-n+2
y en definitiva
m—n+2
V=

David Sevilla (Madrid)

Problema 6° (BOLETIN N.° 41)

Sea p un nimero primo impar. Encuentre el nimero de subconjuntos A del conjunto
{1, 2, ..., 2p} tales que

(i) el nimero de elementos de A es p;
(ii) 1a suma de todos los elementos de A es divisible por p.
Solucion:

Sea A un subconjunto de {1,2, ..., 2p} con p elementos. Sea S(A) 1a suma de todos los
elementos de A. Se tiene que:

1 -
f(pz—ﬂ =S({1 2. p})<S(A){p. p+1.... 2p}) = P(_P;_)er
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Como p es primo impar

_, pptl)
2

es miltiplo de p. Por consiguiente S(A) es multiplo de

p@S(A):Lp;ﬂwk Vk=0,12 .p

at

subconjuntos de {1, 2, ..., 2p} con p elementos, tal que la suma de todos sus elementos cs

Existe

p(p+1),
——

dicho subconjunto es {1, 2, ..., p}.
Parak =1, 2, ..., p existen

subconjuntos de {1, 2, ..., 2p} con p elementos, tal que la suma de todos sus elementos es
+1
P(Lz_) + pk.

Estos subconjuntos se obtienen sustituyendo & (i, i, ..., i) elementos del subconjunto

{1,2,....,ptpor(p+i,p+iy..p+in.
Asf pues, el nimero de subconjuntos A del conjunto {1, 2, ..., 2p} que cumplen las

condiciones (i) y (ii) del problema es:
2 (n
$(1)-2

k=0

Jesis Granda (Madrid)
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Problema 3° (BOLETIN N.° 44)

Sea § = {0, 1, 2,3, ..} el conjunto de los enteros no negativos. Hallar todas las fun-
ciones f, definidas en Sy que toman valores en S, tales que

fim+ fin)) = fifim)) + f(n)

cualesquiera que sean m, n € §.

Solucién:

fiR0)) =10 + f0)) = fIR0)) +f0) = f(0) = 0
Vm € S: fim) = fin +f0)) = fifim)) +A0) = f(fim))

* Sifesnula(fla)=0V a € S) es obvio que cumple la condicién
* Sifnoesnula(3a, b € S/f{a) = b # 0) = { tiene un punto fijo no nulo:

fib) =fifla)) = fla) = b
Por otra parte es obvio (por induccién) que fipb) = pb V p € S.
Sea b el primer punto fijo nonulode fy sear € {1,2,..,b—1}
Sifiry=pb+gqgconp, €S g€ {l,2,..b- 1} resulta que
pb + q=flg + fip:b)) = flg) + pb = flg) = g Absurdo (el primer punto fijo es b)

En consecuencia f{r) = p,b con p. € S. Asi pues:
Si fes no nulay b es el primer punto fijo de f se tiene:

fO)=0;f{r)=pbconp, €S, rc{1,2,...b-1};fib)=b; yVmE Sconm>b

o bien Ip € S/m = pb fim) = pb
obienIp E S/m=pb+rr€ {1,2,...,b-1}=fim)=f{r) + pb=(pr+p)b

Jesiis Granda (Madrid)

Problema 11° (BOLETIN N.° 48)

Un polinomio p(x) tiene coeficientes enteros, y para cierto entero a, se verifica que
pla)=pla+1)=pla+2)=1
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.Existe algin entero « tal que p(k) = 8?

Solucion:

La respuesta es que no necesariamente. . .
Sea p(x) = —x* + x> + 1, polinomio de coeficientes enteros que cumple la hipétesis del

enunciado para a = -1, es decir, p(-1) = p(0) = p(1) =1. .
La derivada de dicho polinomio es p’(x) = —4x* + 2x. Igualdndola a cero y resolviendo

queda:

—4x*+2x=0
2x(2x2+1)=0

Entonces x=06-2x2+1=0
Asf pues la derivada se anula en
=0, enx= 2 enx=—
X =Y, e 2 y 2 °

Estudiando el crecimiento y decrecimiento del polinomio se llega a que la funcién
crece en el intervalo

decrece en el intervalo
crece en el intervalo

y decrece en el intervalo

Luego el polinomio presenta en

otro maximo relativo. En ningiin caso el polinomio va a tomar un valor mayor que el

m4ximo entre
[ ~v21)_35 2 _g
f[‘ﬂ-z y f(?)‘m

por lo que

p(x)s% VxeR

y por supuesto no existe ningiin k con p(k) = 8.

José Antonio Blizquez Hernandez (Fuenlabrada)

Problema 13° (BOLETIN N.° 48)

Se considera f{x) = x'7 - x + 1. Sea n un entero positivo mayor que 1.
Demostrar que, para todo nimero entero x, los ndimeros f{x) y f!(x) son primos entre

Py

SI.

[P(x) =f0fx)); f(x) = fififix))), y en general fi(x) = fif'(x)) = i ... fiftx)) ... )) m veces].

Solucion:

Sea f{x) = a. Veamos que fi(x) =aP(x)+1VnENyn=2.
Donde P,(x) es un polinomio en x.

91



Demostrémoslo por induccién matemdtica:
Sin=2,fx)=a"—a+1=a(@ - 1)+ 1=aPyx)+ 1, luego se cumple.
Supongdmoslo cierto para n — 1, es decir: f~!(x) = aP,.(x) + 1.
Vedmoslo entonces para n:

P(x) = f(P7(x) = (@Pua(x) + 1)7 = (aP,(x) + 1) = aPu(x) + 1 =f{x)P,(x)+ 1.

De donde se deduce que f{x) y f{(x) son primos entre si para todo x entero.

José Antonio Blizquez Hernandez (Fuenlabrada)
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Indice de soluciones publicadas

Namero de Boletines en que aparecen las soluciones

de los problemas de nimeros

Propuestos
en ol n.° Procedentes de 1° 2.0 3.0 4° | s 6.° 70 8o | oo 10.°
1 Varios 4 4 - - - - - - - . C
2 OMI-R3-Pania 3 3 3 4 4 4 - - - - C
3 OMIE-[2-84 19 19 19 19 18 19 19 19 - N C
4 OMI-H4-Praga 5 6 5 6 14 ~ - N C
5 Mk 8 7 12 7 7 8 - - - - C
6 Varius 7 7 16 - ~ - - - - - C
7 OMI-8S-Finlandin 9 9 16 16 9 9 - - - - C
8 Ol-B5-Bopotd 10 10 17 10 10 11 - - - - C
9 OME-12-86/Virins 18 19 20 18 19 19 17 17 1 17 C
10 Chinf Austradin 20 15 21 20 15 21| 20 23 21 - C
11 OME-[1-86/ 13 14 14 14 14 23 20 15 20 12 C
OMI-H6-Visovin 26 20 12 21 - - - - - - C
12 OF-87-Urup JOME-1 16 14 14 17 15 17 15 15 15 21 C
13 OME-[2-87 20 21 21 21 21 21 - N - - C
14 Varits 15 15 15 15 - - - - - - e
15 OMI-E7-Culin 18 18 18 21 21 21 - - - - C
16 OMIE-L-8Y 22 22 21 18 22 22 22 22 - - C
17 OMI Bl 25 23 23 23 23 23 - - - - C
18 OF-88-Pem 23 23 23 23 25 25 - - - - C
19 OMI-R3-Ausiralia 23 26 24 24 23 26 - - - - C
20 OME-I'I-88/Putnim 24 26 24 25 24 26 24 26 26 24 C
21 OME-2-89/ 24 27 24 27 27 24 27 25 27 26 C
OI-89-Cuba 26 27 - = I - N - - - C
22 OMI-89-R.FA/ 28 28 XX 28 2y 30 30 30 30 31
Opusicines 3l 30 29 - - - - - - - C
23 Opssivinmes 27 27 28 28 29 31 3l 30 - - C
24 OME-[1-9(} 30 31 31 30 31 30 30 31 - - C
25 OME-INI1-90 34 31 29 29 31 32 32 R 32 3 C
26 OMI-40-Chinyf XX 44 45 32 44 44 32 32 XX 34
Of-40-Vallmlolid XX XX - - - - - - - -
27 OME-[1-91 33 XX 33 33 XX 35 XX XX - -
28 OME-12-91 32 32 XX XX 33 33 - - - -
29 OMI-1-Suein 38 XX XX XX XX XX - - - -
30 OL-U -Argenting XX XX XX 33 38 46 XX 33 33 33
OME-[1-91 33 34 34 34 - - - - - -
31 OMEE-F2-92f 36 XX 36 36 36 XX 48 XX XX 35
M OI/PNS XX XX 47 35 34 - - - - -
32 OMI-92-MOSC LY 35 48 XX XX XX XX 38 35 46 38
OF-V2-Nopea/PNS 38 38 38 38 - - - - - -
33 OMITT-921T-92(v) 47 XX XX XX XX as XX XX XX XX
/PNS 47 XX XX XX XX — - - - -
34 OME-1-93 36 36 XX 36 36 36 - - - -
35 OMI-93-Tury./ XX 46 XX XX XX XX XX XX 47 39
OI-93-Méjlen/PNS XX XX 3y 3y XX XX - - - -
36 OME-1'1-93/(1-B3{v) XX XX XX 40 XX XX 40 XX XX 40
37 OME-12-U4{PNS 41 49 49 41 49 49 45 45 41 -
38 OMI-94-Hump-Kong XX 40 XX XX XX XX - - -
39 O1-94- Brusil/OME- 43 XX XX XX XX XX 42 42 42 43
(-S40 104 0v) 46 XX XX XX XX XX - - - -
40 OME-{2.05 42 XX XX 42 XX XX - - B -
41 OMI-95-Crindd XX XX XX 47 XX XX - - -
42 OL-Y5-Chile XX XX XX XX XX XX - - - -
/ XX XX XX XX XX XX XX X XX XX
43 XX 44 XX XX XX XX - - - -
PNS XX XX XX XX XX XX - - - -
44 OM -4 Indinf XX XX 49 XX XX XX - - - -
PNS XX 47 45 XX XX XX - - - -
45 O1-96:-Costn Rica XX XX XX XX XX XX 47 XX XX XX
OME-Y5-11 XX 47 XX XX - - - - - -
46 OMR-Y%6 XX XX XX XX XX XX - - - -
47 ONMIEAT-Arpenting XX XX XX XX XX XX - N . -
48 QL-9T-Méxien XX XX XX XX XX XX - = - =
CIMEL 48 - - . . - - XX XX XX XX
49 | xx | 4 | xx | - - - - - -
OMR-97 N N i Ol oxx | oxx | oxx | oxx | xx | xx
XX XX XX XX XX XX
CLAVES: XX = Pendiente de publicacién; C = Completo; OME = Olimpiadn Matemitics Espaiiofa (fase | 6 2) OMI

=0l Mat. Internac. OI = O, Ibercamer. de Mat. OMR = Mat. Rioplatease, PNS = 'ropuesta por nugstios sogios
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INSTRUCCIONES PARA EL ENVIO DE ORIGINALES
PARA SU PUBLICACION EN EL BOLETIN

Por haber sido cambiado el modo de impresién del boletin a partir del ntimero 39, nos
vemos obligados a cambiar las normas de presentacion de originales, que deben enviarse
en papel y ademds también en disquete, del modo siguiente

Copias en papel (por duplicado)

Escritas con un procesador de texto en hojas DIN A-4. Si se utiliza LATEX, el formato
debe ser 17cm X 12,8 cm en 11 puntos (para ser aprovechado directamente en la imprenta).

Los articulos comenzaran con el titulo, nombre de autores y referencia de su departa-
mento o institucién (como suelen aparecer en el Boletin).

Las figuras deben ser de buena calidad, incluidas en el lugar apropiado del texto en el
tamafio en que deben ser reproducidas. Ademds,si se desea, pueden volver a incluirse al

final en mayor tamafio, para ser escaneadas.
Las soluciones de problemas deben comenzar indicando: “Problema nidmero (Boletin

niimero)”, tal como suelen aparecer en el Boletin, y terminar con el nombre del autor de la

solucién de cada problema.
Las resefias de libros como suelen aparecer en el boletin, con el nombre del autor de

la resefa al final,

Copia en disquete

Se enviard un disquete formateado para PC compatible (DOS 3.x o superior), conte-
niendo dos archivos:

a) archivo del documento para el procesador de texto utilizado.
b) archivo del documento en cédigo ASCII

Este iiltimo es el que més probablemente utilizard la imprenta.
Las figuras deben ser de buena calidad, ya que se captardn por escaneado.

Envio

Todo ello se enviard a la sede de nuestra Sociedad, que figura en la pagina 2 de este
nimero del Boletin (no al apartado, que ya no estd operativo).

Seleccion de originales
Serdn revisados por profesionales del mundo académico, para decidir si se ajustan a

la lfnea general del boletin. Si se considera oportuno, se pedird a los autores que reduzcan
su extensién o hagan algunas modificaciones en su contenido.
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Como socio de la Sociedad Puig Adam de Profesores de Matemadticas, deseo

que me envien grauitamente los siguientes nimeros atrasados del Boletin:

(sefialar con una X los que interesen)

L] L] ] [] L] &
L] L] L[] ] L] []

[]

Envio adjuntos sellos para el franqueo (35 pts. por cada nimero del boletin),

Utilicen para el envio la direccién consignada en este recuadro:

Los nimeros 1 al 34, 36 y 37 estdn agotados.

Si desea acogerse a este ofrecimiento, recorte o copie este cup6n y envielo a la:

Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Matematicas
Facultad de Educacién (despacho 3517)
Paseo Juan XXIII, s/n
Ciudad Universitaria
28040 Madrid
Tel. 394 62 48
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