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Convocatoria
de la Asamblea General Ordinaria
de 1998

Se convoca la Asamblea General Ordinaria de la Sociedad “Puig Adam” de Profeso-
res de Mateméticas correspondiente a 1998 para el dia 18 de abril de 1998, en los locales
de 1a Facultad de CC. Mateméticas de la Universidad Complutense de Madrid (edificio
nuevo), Ciudad Universitaria, a las 11:30 en primera convocatoria y a las 12:00 en segun-
da, con el siguiente

ORDEN DEL DIA

—

Lectura y aprobacién, si procede, del acta de la sesién anterior.

2. Informe del Presidente sobre las actividades de la Sociedad

3. Informe del tesorero. Presentacién y aprobacién, en su caso, de las cuentas de
ingresos y gastos.

4. Eleccidén de nuevos cargos directivos.

Asuntos de trémite.

6. Ruegos y preguntas.

L

!{Esperamos tu asistenciaji



XVI Concurso de Resolucion
de Problemas de Matematicas

convocado por

Sociedad “Puig Adam” de Profesores de Mateméticas
y Colegio de Doctores y Licenciados en Ciencias y en Filosofia y Letras

BASES

Primera: Podran participar en el Concurso los alumnos de BUP, ESO y FP en tres
niveles:

a) Primer nivel: alumnos de 1° BUP, 3° ESO y FP L.
b) Segundo nivel: alumnos de 2° BUP, 4° ESO y 1°de FP II.
c¢) Tercer nivel: alumnos de 3° BUP, 1° Bachillerato y 2°y 3° de FP II.

Segunda: Las pruebas consistirdn en la resolucién de problemas (los mismos para
todos los concursantes de cada uno de los tres niveles) y se realizardn en Madrid, en un
solo dfa, el sdbado 20 de junio de 1998 a partir de las 10 horas.

Tercera: Se concederdn diplomas, acompaifiados de los premios correspondientes, a
los mejores de cada nivel,

Cuarta: Los Centros que deseen presentar a algunos de sus alumnos (hasta un maéxi-
mo de seis) deberdn realizar la preinscripcién antes del dia 21 de Mayo de 1998, dirigién-
dose por carta al presidente de nuestra sociedad:

Prof. Javier Etayo Gordejuela
Departamento de Algebra
Facultad de Ciencias Matemdticas
Ciudad Universitaria
28040-Madrid

En esta preinscripcin no es preciso hacer constar los nombres de los alumnos selec-
cionados. Si algiin centro desea presentar mds de seis alumnos, debe solicitarlo antes de la
fecha mencionada anteriormente,

Quinta: Los centros entregardn a los alumnos que envien, credenciales individuales
en las que se haga constar que han sido seleccionados por su excepcional aprovechamiento

en Matemdticas, asf como el curso en que estdn matriculados en el afio académico 1997-
98.

NOTA IMPORTANTE: Los dos primeros clasificados de cada nivel estdn invitados
a participar en la VII Olimpiada Rioplatense, que estd previsto celebrar en diciembre de
1998 en Argentina. Ello en el supuesto de que se consigan becas para pagar los billetes
hasta Buenos Aires. De la pasada edicién de la Olimpiada Rioplatense se hace una resefa
mds adelante, en este mismo nimero del Boletin.



XII Olimpiada Ibero-Americana
de Matematicas
México 1997

La X1 Olimpiada Ibero-americana de Matemdtica se celebré en la ciudad de Guada-
lajara (Jalisco - México), en los dfas 10 al 21 de Septiembre de 1997, y como en el afio
precedente, a continuacién del Simposio Iberoamericano de Matematicas en Educacién
Media y de la Reunién Anual del SIPROMA (Sociedad Iberoamericana para la Promoci6n
de la Matematica).

La delegaci6n espafiola estaba compuesta por su jefe, prof. Francisco Bellot Rosado,
(que nos ha facilitado amablemente estos datos), el jefe adjunto, prof. Miguel Amengual
Covas y los cuatro estudiantes citados mds adelante.

Los estudiantes participantes quedaron alojados en las excelentes instalaciones del
Hotel Villa Primavera, de la Universidad de Guadalajara, situado a 25 km de la ciudad.

Las pruebas de la Olimpfada se realizaron los dfas 16 y 17 de Septiembre y el 18 se
realiz6 una competicién por equipos formados por cuatro estudiantes de pafses diferentes,
elegidos por sorteo.

Se propusieron, como de costumbre, seis problemas, cuyos enunciados pueden verse
en la seccién de PROBLEMAS PROPUESTOS de este Boletin, para resolverlos en dos
sesiones, de cuatro horas y media cada una. Entre los problemas propuestos al Jurado
Internacional, figuraban varios procedentes del I Concurso de Problemas de SIPROMA.

Cada problema fue calificado con una puntuacién de 0 a 7, como en la Internacional,
por lo que cada alumno podia obtener un méximo de 42 puntos. Se acordé conceder 7 meda-
llas de oro (a partir de 36 puntos), 9 de plata (entre 28 y 35) y 15 de bronce (entre 19 y 27).

Entre los cuatro estudiantes espafioles figuraba Sergi ELIZALDE que ya participd
brillantemente en lIa anterior Ibero-americana, pero todavia cumplia los requisitos regla-
mentarios para concurrir a ella, Los otros tres fueron escogidos por haber conseguido
medalla de oro en la dltima Olimpfada Matematica Espafiola y haber obtenido notables
puntuaciones en la XXXVIII Olimpiada Internacional de Matemdticas. Los cuatro han
merecido medallas, con las puntuaciones siguientes:

Sergi ELIZALDE TORRENT: 34 puntos. MEDALLA DE PLATA

De Barcelona. Fue el primero en la XXXII O.M.E. (1996), obtuvo Mencién Honorifi-
ca en la XXXVII O.Internacional y medalla de bronce en la XI O.Ibero-Americana
(1996) y consiguié la maxima puntuacién en la XXXIIT O.M.E.(1997).

Xavier PEREZ GIMENEZ. 26 puntos. MEDALLA DE BRONCE
De Catalufia. Fue sexto en la XXXIII O.M.E. (1997).

Miguel LOBO LOPEZ. 24 puntos, MEDALLA DE BRONCE
De Jaén. Fue segundo en la XXXIII O.M.E. (1997).

Mario ANDRES MONTES. 24 puntos. MEDALLA DE BRONCE
De Salamanca. Fue tercero en la XXXIII O.M.E.(1997).

La Copa Puerto Rico, que premia al pafs con mayor progresién en los dos ultimos
afos, fue ganada por Brasil. Espafia qued6 en tercer lugar.

En el Concurso por Equipos, el de Xavier Pérez Giménez recibi6 el primer premio y
el de Mario Andrés Montes, el segundo.

En la sesién de clausura, se hizo publico el fallo del “I Concurso de Creacién de Pro-
blemas de SIPROMA” (Ver nuestro Boletin n® 45, pdg. 22). El tercer premio fue adjudlca-
do al L‘_-Pdl]()] Cristébal Sdnchez Rubio; de-Castelldn de Ta Plama; —
" La préxima Olimpiada Iberoamericana (XIII), tendrd lugar en la Repiiblica Domini-

Qna, en Septiembre de 1998.



XXXIV Olimpiada Matemadtica Espafiola

Primera fase - Madrid

Las pruebas de la PRIMERA FASE de la “XXXIV Olimpiada Matemdtica Espariola”
correspondientes al curso 1997-98 y a los distritos de Madrid, se han celebrado en los dias
16 y 17 de Enero de 1998.

Esta Olimpiada estd organizada por la Real Sociedad Matemdtica Espafiola, bajo el
patrocinio de la Subdireccién General de Becas y Ayudas al Estudio. Podian participar en
ella los alumnos matriculados en COU, primero o segundo curso del bachillerato LOGSE
en el dltimo de Formacién Profesional de segundo grado o en tercero de BUP. Excepcio-
nalmente, otros de cursos inferiores, si son avalados por sus profesores.

Como es sabido, esta Olimpiada se desarrolla en dos fases: la Primera tiene lugar en
los distintos distritos; este afio, tres de ellos corresponden a la Comunidad de Madrid, que
cuenta con cinco Universidades estatales, ademds de las privadas; los tres ganadores de
cada distrito son propuestos a la Subdireccién General de Becas y Ayudas al Estudio, a tra-
vés de la R. S. M. E., para la concesién de un premio en metdlico (este afio, de 50.000,
35.000 y 25.000 pesetas para los tres ganadores de cada Distrito) y son invitados a partici-
par en la Segunda Fase. Los mejores clasificados en ésta, ademds de recibir los premios
correspondientes, podran integrarse en los equipos que representarén a Espafia en las pro-
ximas olimpiadas internacionales.

La mencionada Segunda Fase se realizard en Tarazona (Zaragoza) los dias 12 al 15
de Marzo de 1998.

Como de costumbre, las pruebas se desarrollaron en dos sesiones de cuatro horas de
duracién cada una, en las que se propusieron ocho problemas, cuyos enunciados damos a
continuacién de esta crénica. Estos problemas son los mismos que se propusieron simulté-
neamente en la mayor parte de los distritos espafioles. Las pruebas de los tres distritos que
corresponden este afio a todas las Universidades de nuestra Comunidad, se realizaron con-
juntamente, y a ellas concurrieron 175 alumnos de los 199 inscritos, muchos mds que en
afios anteriores.

Cada problema se calificé con un mdximo de 10 puntos, por o que habia una posibi-
lidad teérica de obtener 80 puntos. Al igual que otros afios, el nivel medio de preparacién
de los asistentes fue bastante bajo, debido a la presencia de un buen nimero de alumnos
que mostraron desconocer lo que son unas pruebas olimpicas, no consiguiendo ni un solo
punto en los ocho problemas. Unos pocos, no obstante, destacaron claramente sobre ese
nivel medio.

Damos a continuacién los nombres de los alumnos premiados en los distritos de
Madrid A, B y C, ordenados por puntuaciones decrecientes:
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1° A D. José Luis RUBIO GUIVERNAU, del COU del
Colegio San Patricio del Soto (Madrid) .......ccovvirniiiiiiiiiin. 55 puntos

1°B D. Nelo Alberto MAESTRE BLANCO, del COU
Colegio Retamar, de Madrid ........ccoovvvviviriienniiniiininies 41 puntos

1°C D. Alvaro NAVARRO TOVAR, de 3° de B.U.P.
del Colegio del Prado de Madrid ..., 39 puntos

2°A  D. Pedro JIMENEZ MOLINA, del COU del
IES Ignacio Ellacuria de Alcald de Henares .......o.ccocevvvensiniinnine 35 puntos

2°B  D. Ifiaki ARMENDARIZ BENITEZ, del COU del

pe 7;/ IES Avenida de los Toreros de Madrid ............covciiimiivieniminiisns 34 puntos

2°C D. Borja GUARDIOLA DEL CORRAL, del COU
del Colegio del Prado de Madrid ......c.coevvviniiiiniiiinsiiiiiis 30 puntos

3°A D. Carlos Jestis HUERTA VILLEGAS, del COU
del Colegio JOYFE de Madrid ........ccoovviiiiinniiiiniiiiiisesieninnninns 29 puntos

3B D. Manuel AMOSA DELGADO, de 3° de BUP del IES
Arg°® Pedro Gumiel de Alcald de Henares ... 27 puntos

3°C Daa. Beatriz SANZ MERINO, de 3° de BUP del
Colegio San Viator de Madrid .........ccoviiiiniinnciiniiincccinn, 26 puntos

Debemos sefialar en primer lugar la presencia entre ellos de tres alumnos de 3° de
BUP. También es muy notable el hecho de que la mayor parte de los premiados lo fueron
antes en ¢l Concurso de Resolucién de Problemas de nuestra Sociedad, en la iltima con-
vocatoria y en las anteriores, lo que confirma una vez mds el excelente papel de este con-
curso como estimulo y como preparacién para las Olimpiadas.

De estos alumnos premiados, D. Nelo Alberto Maestre Blanco, participé en nuestro
Concurso y fue 4° del segundo nivel en 1996 y 1° del tercero en 1997. D. Alvaro Navarro
Tovar, de 3° de B.U.P. fue 3° del primer nivel en 1996 y 1° del segundo en 1997. D. Ihaki
Armendariz Benitez fue 1° del primer nivel en 1995, 1° del segundo nivel en 1996 y 2°
del tercer nivel en 1997. D. Borja Guardiola del Corral fue 2° del primer nivel en 1995,
2° del segundo en 1996 y 3° del tercero en 1997. Diia. Beatriz Sanz Merino fue 2* del
segundo nivel en 1997. Se confirma as{ que el éxito de estos alumnos es fruto de una pro-
longada labor.
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También este afio puede comprobarse que los Centros de procedencia de los alumnos
premiados son, en su mayoria, los mismos que en los anteriores, lo que es prueba de que
en ellos se realiza una encomiable labor de estimulo y preparacidn. Nuestra enhorabuena a
los premiados y a los profesores que los han preparado.

Los problemas propuestos resultaron en general dificiles para los alumnos. De los
175 presentados, 106 no llegaron a alcanzar los 4 puntos (de los 80 posibles). No aparecie-
ron soluciones aceptables del problema 4°. Sélo dos alumnos encontraron la solucién del
5°, La primera parte del problema 8° resulté muy ficil, pero la segunda parte sdlo la hicie-
ron cuatro. Damos a continuacién las puntuaciones medias alcanzadas (sobre un maximo
de 10 puntos) en cada uno de los problemas por TODOS los participantes y por los 9 PRE-
MIADOS, asi como el niimero de alumnos que obtuvieron soluciones calificadas de 8§ a
10, que consideramos ACEPTABLES:

Problema num 1 2 3 4 5 6 7 8
TODOS 0,8 1,2 0,5 0,1 0,2 0,9 0,5 1,5
PREMIADOS 2,4 6,9 6,0 04 3,4 5,1 4,6 6,1
ACEPTABLES 4 16 6 0 2 14 4 4

Nuestra enhorabuena a los premiados y a los profesores que los han preparado.
En la seccién de Problemas Propuestos de este mismo niimero del Boletin, damos los
enunciados de estos problemas.

Olimpiada Matematica en Argentina

El pasado 5 de diciembre a las 23.00 horas partiamos hacia Argentina para participar
en la VI Olimpiada Matemdtica Rioplatense (OMR). EI equipo espafiol lo formaban Rober-
to Rubio Nifiez (IES Font Sant Lluis, 1¢ clasificado de 1° de BUP), Alvaro Navarro Tovar
(Colegio El Prado, 1¢ clasificado de 2° de BUP), Beatriz Sanz Merino (Colegio San Viator,
2° clasificada de 2° de BUP), Nelo Alberto Maestre Blanco (Colegio Retamar, 1¢ clasifica-
do de 3° de BUP) y como profesor acompaifiante Alberto Ferndndez-Pinilla Chamizo.

Atrds quedaban muchas gestiones dirigidas a conseguir dinero para los billetes de
avién. Queremos agradecer muy sinceramente la colaboracién de los Ayuntamientos de
Valencia, Fuenlabrada y Tres Cantos, y de la Federacién Iberoamericana de Competicio-
nes Matematicas.
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En el aeropuerto de Buenos Aires nos recibieron nuestros compafieros argentinos y
empezaron a dispensarnos todas sus atenciones. Enseguida nos dimos cuenta de que las
cosas funcionaban de una forma muy distinta a la que estdbamos acostumbrados en Espaiia.

Nos presentaron a varios voluntarios, alumnos ex-olimpicos, que se ofrecieron a
ensefiarnos la ciudad, a contestar todas nuestras dudas y a solucionar los problemas que se
presentaban. Después conocimos al equipo argentino. Estaba formado por doce chicos que
llevaban una semana “concentrados” en una casa, preparando los exdmenes. (En la OMR
hay cuatro niveles y participan tres chicos de cada pafs por nivel. Con lo cual, a los espa-
fioles, nos faltaban ocho chicos).

El ambiente se fue haciendo cada vez mejor, aumentando el trato y la amistad entre
los alumnos.

Antes de los exdmenes propios de Olimpiada se realizaron diversos concursos por
equipos en los que los chicos disfrutaron enormemente: Concurso de medida, Casino de
matemdticas, Matemdticas con ordenador...

Los exdmenes de la OMR se realizaron en dos mafianas. Me llam6 muchisimo la
atencién la seriedad del jurado: ni los chicos, ni los profesores, hablan con ellos. Viven en
un hotel distinto. Las posibles dudas en el examen, se formulan y responden por escrito...

Otro detalle llamativo fue que durante el examen les ofrecieron una botella de agua y
algo ligero para comer.

En la entrega de premios dos cadenas de televisién, varias de radio y prensa escrita
estuvieron presentes y nos realizaron varias entrevistas.

Sélo pudimos conseguir una medalla de bronce, la de Roberto Rubio.

Hablando con los chicos notaba cémo iban cambiando y cémo cada vez se sentian
mds comprometidos con las mateméticas. Querfan ser monitores y ayudar a otros chicos a
preparar los diversos concursos (muy pocos) que se realizan en Espafia. Surgié la idea de
crear una asociacién de jévenes cientificos que pudieran gestionar, entre otras actividades,
la consecucidn de mds becas para poder realizar estas fases finales en otros paises.

La despedida fue dolorosa, costaba dejar a la gente. Nos agradecieron (jqué contra-
diccién!, éramos nosotros los que debfamos dar gracias) el que hubiéramos viajado para
participar.

Muchos chicos han seguido en contacto por correo ordinario y correo electrénico y en
todas las comunicaciones hay un mensaje comdn: jTenemos que volver a vernos!

* Marfa Gaspar me acaba de comunicar que Alvaro (3° BUP), Beatriz (3° BUP) y
Nelo (COU) participardn en la fase nacional de la XXXIV OME. ;No merece la pena?

Alberto Fernandez-Pinilla
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II Concurso de Primavera de Matematicas

Ya estd en marcha el II Concurso de Primavera. Todos los profesores de Matemalticas
de la Comunidad de Madrid, tanto de Primaria como de Secundaria y tanto de la Ensefian-
za Piblica como Privada, habrdn recibido ya en sus centros las bases de la convocatoria y
una importante cantidad de ejercicios andlogos a los que se propondran en el Concurso,
que podrdn trabajar con sus alumnos si lo estiman conveniente, La primera fase tendrd
lugar en cada uno de los Centros participantes el miércoles 4 de marzo. La segunda, en la
Facultad de Educacidn, el sdbado 25 de abril.

Como novedades respecto del afio anterior, en este afio —en el que hemos contado con
la ayuda inestimable de la Consejeria de Educacién de la Comunidad de Madrid— habré
tres niveles de participacion y podrén asistir los alumnos de 1° de Bachillerato LOGSE o
3° de BUP, o equivalente.

Esperamos que el concurso que tantas esperanzas levanté en su primer afio siga en esa
linea de participacién.

Comité Organizador del Concurso de Primavera

Nota Informativa

Durante el primer trimestre del curso actual se han celebrado dos seminarios sobre
actividades directamente relacionadas con la ensefianza de las Matematicas en Secundaria,
convocados por la Federacién Espafiola de Sociedades de Profesores de Matemdticas y
organizados por diversas sociedades de profesores.

El primero de ellos se celebrd en Jaca durante los dias 16, 17 y 18 de octubre, organi-
zado por la Sociedad Aragonesa de Profesores de Matemdticas y versé sobre el tema “Estu-
dio de los nuevos Bachilleratos y su coordinacién con los nuevos planes de la Universidad”.

El segundo, que traté sobre la “Implantacién de las Mateméticas en la Educacidn
Secundaria Obligatoria: un andlisis en el contexto internacional”, tuvo lugar en El Escorial
durante los dias 27, 28 y 29 de noviembre, y lo organizé la Sociedad Madrilefia de Profe-
sores de Mateméticas Emma Castelnuovo.

En ambos seminarios hubo representacién de todas las sociedades de profesores de
Matematicas del Estado espafiol. La Sociedad Puig Adam estuvo representada por nuestro
bibliotecario, Joaquin Herndndez Gémez.

En el nimero de Suma correspondiente a febrero 98, que saldrd a la luz en los préxi-
mos dias, aparecen informes muy completos de cada uno de ellos. Como todos nuestros
socios reciben dicha revista y puesto que la resefia que aparecerd es muy exhaustiva,
hemos creido conveniente limitarnos a citar en este niimero la celebracién de dichos semi-
narios y remitir a la préxima “Suma” para un andlisis de los mismos.
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Recensiones en Zentralblatt
Fiir Didaktik der Mathematik

Como ya indicamos en nimeros anteriores de nuestro Boletin, la direccién de Zen-
tralblatt fiir Didaktikder Mathematik (ZDM) incluye en sus volimenes la recensién de los
articulos publicados en nuestro Boletin, razén por la cual se publican actualmente con un

resumen en inglés. . .
Nos complace dar cuenta de las nuevas recensiones aparecidas, para conocimiento de

los autores de los trabajos, y de todos nuestros socios.
RECENSIONES PUBLICADAS EN ZDM
VOL. 29 (4) DE 1997

#2314 (seccidon G44). Una demostracién del teorema de Tales, por R. Moreno
Castillo, Bol. Soc. Puig Adam 45 (1997), pdgs. 54-55.

#2343 (seccidén H30). Solucion de algunas ecuaciones diofdnticas por métodos
elementales, por J.B. Romero Mérquez, Bol. Soc. Puig Adam 45 (1997),
pags. 56-65.

#2388 (seccidn 170). Célculo de integrales particulares de una ecuacién diferen-

cial ordinaria con coeficientes trigonométricos, por A. Marlewski, S.
Rawicki, E. Roanes Lozano y E. Roanes Macfas, Bol. Soc. Puig Adam 45
, (1997), pags. 42-53.
#2497 (seccién N30). Un algoritmo nuevo para una aplicacién conocida, por L.
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méticas y sus procesos de aprendizaje.

Temas:

1. Efectiva integracién de la tecnologfa de los ordenadores, calculadoras. Sistemas de
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Sobre automatizacién de la reduccion de matrices
a su forma candnica de Jordan

-

E. Roanes Macfas * y I. Roanes Lozano

Dpto. de Algebra, FFac. de Educacién, Univ. Complutense

Abstract

Computer Algebra Systems can be excellent tools to calculate the Jordan canonical form of a
matrix. Some of these systems contain commands which can automate such calculations (when they
are able to solve the characteristic equation of the matrix). In this paper we describe a package that
we have developped to calculate the Jordan canonical form. [t has the following possibilities:

i) calculate the Jordan canonical form when the eigenvalues have been previously calculated

ii) show its calculation step by step (for didactic purposes)

i} choose the order of the Jordan blocks

iv) obtain a simplier change matrix, by choosing some ot its elements.

Introduccién

El cédlculo de la reducida de Jordan de una matriz requiere un proceso laborioso, que se presta
a ser automatizado. Por ello, algunos Sistema de Cémputo Algebraico disponen de comandos
que calculan la reducida de Jordan y para otros se han elaborado programas que automatizan
dicho cilculo (caso de [4]). Precisamente la lectura de [4] motivé el presente trabajo

Ahora bien, el uso de los referidos comandos presenta ciertos inconvenientes, entre otros:
sdlo son operativos si pueden resolver la ecuacién caracteristica, no permiten elegir el orden de
las cajas de Jordan y no determinan la matriz de paso mas sencilla. En este articulo se trata
sobre cémo paliar esos inconvenientes, describiendo el desarrollo de un paquete que permile:

o oblener la reducida de Jordan cuando previamente se han calculado los autovalores

o justificar su cdlculo, paso a paso, con fines didacticos

o clegir el orden de los bloques de Jordan

e ajustar la matriz de paso, eligiendo algunos de sus elementos
También se trata sobre la aplicacién de la reducida de Jordan de una matriz al calculo de su
inversa., Comenzamos recordando el proceso de reduccién de una matriz a su forma candnica
de Jordan, lo que nos da ocasién a introducir la notacién utilizada (que suele varfar, segin el
autor). Por brevedad, se omiten las demostraciones, que pueden encontrarse en tratados de
Algebra Lineal o de Teorfa de Malrices (en [6], por ejemplo, se presentan demostraciones breves
y cleganles).

"e-mail: roanes@cucmos.sim.ucin.es
le-mail: croanes@eucmos sim.uci.es
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0 Planteamiento del problema

Dado un endomorfismo, f, del espacio vectorial V sobre el cuerpo K, se trata de determinar
una base de V respecto de la cual la matriz de f sealo més sencilla posible y dnica (determinada
de modo tinico por f). Illo se consigue determinando subespacios de V' que sean invariantes
por [, cuyas dimensiones sean lo mds pequeiias posible y cuya suma directa sea V.

Supongamos que Wi, ..., W, son subespacios invariantes por f (esto es, que verifiquen
JiW:) C W) y tales que Wy & ... ¢ W, = V. Sila restriccién de f al subespacio W, res-
pecto de una base B; de Wi, tiene por matriz A;;i = 1,....,7, entonces la matiiz de f respecto
de la base UB; de V es obviamente la matriz diagonal por cajas

Ay

A,

12l problema esencial consiste en elegir las bases B; de modo que las submatrices Aiji =1,
sean lo mas sencillas posible.

1 Autovalores y autovectores
Si para un vector no nulo w € V y para un elemento A € K se verifica
f(w) = v (1)

entonces se dice que w es un autovector y A un aulovalor de f (o, en lenguaje cldsico, que w
es un wector propio y y A un valor propio de f). Por tanto, si w es un autovector, entonces el
subespacio generado por w es un subespacio invariante de dimensién uno.

De acuerdo con (1), si w es un autovector cuyo autovalor es A, entonces (f — A~ Id)(w) =0,
donde Id es el automorfismo identidad. En consecuencia, los autovectores correspondientes al
autovalor A; son los vectores no nulos de la variedad lineal ker(f — A - /d). Por tanto, si A es la
matriz de f y m = dim V, entonces los autovectores de f correspondientes a un autovalor, A,
son las soluciones (no nulas) del sistema lineal homogeneo

(A X [m)(w'la ~~~~~ yzm)l . (05 ---- 10)l (2)

donde (1, ....., &) €s la matriz de coordenadas de w, (1, ..., &, )* su traspuesta, e I, la matriz
unidad de orden m. La condicién de compatibilidad del sistema (2), viene dada por la ecuacién

det(x - f,, — A)=0 (3)

cuyas soluciones son los autovalores de f. Se demuestra que el polinomio primer miembro de la
ecuacién (3) sélo depende de f, pero no de la base de V' considerada.

La ecuacién (3) se denomina ecuacién caracteristica de f, el polinomio det(z - f,, — A) se
flaina polinomio caracteristico de f y la matriz -/, — A se llama matriz caracteristica.

Los coeficientes del polinomio caracteristico sélo dependen de f (no de la base de V elegida).
En particular det(A) y la traza de A sélo dependen de f.
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2 Caso diagonalizable

ar H H eyt ol den 1 ae e rPaleec "
Si (\I' polinomio caracteristico tiene todas sus raices (Ar,..., A;) en el cuerpo base K, entonces
puede factorizarse en la forma

det(z - Iy, — A) = (@ ~ M) (e — A)™

siendo my + .o + 1y = m (= dim V).
Los autoveclores de f correspondientes a un autovalor, A;, junto con el vector nulo, forman
una variedad lineal de V', por ser las soluciones del sistema (2). La notaremos Uj, es decir,

Uj:k'e’l‘(f*/\j'ld);]‘:L """ T

Se demuestra que las dimensiones de estos subespacios no superan a las respectivas multiplici-
dades de los autovalores, es decir,

dim U; Smyj; j=1,...,0
Y en caso de alcanzarse todas estas igualdades
dim U; = my; j=1,..,7 4)

se demuestra que se tiene V = U1 @ ... # U, luego V admite una base formada exclusivamente
por autovectores, y en consecuencia la matriz de f, respecto de dicha base, es la matriz diagonal

A

As

Reciprocamente, si existe una base de V respecto de la cual la matriz de f es diagonal, entonces
dicha base estard formada por autovectores, luego se verifica (4).

Un endomorfismo (o su matriz) se dice diagonalizable, si existe una base de V respecto de
la cual su matriz es diagonal. Ln comsecuencia, f es diagonalizable syss se verifica (4). En
particular, si el nimero de autovalores de f es igual a dim V| entonces f es diagonalizable.

En conclusidn, si f es diagonalizable, entonces V admite una base formada por autovec-
tores y cada uno de los vectores de dicha base genera un subespacio de dimensién 1, pudiendo
eslos subespacios ser considerados como los subespacios invariantes W;, que nos proponiamos
encontrar en el apartado 0.

3 Subespacios nulos relativos a un autovalor

Si, por el contrario, f no es diagonalizable, entonces hay que considerar subespacios inva-
riantes W; de dimensién mayor que los U;.

Iin adelante, por comodidad de notacién y mientras no se indique lo contrario, designaremos
por A a un autovilor genérico de_f (que puede ser cualquiera de entre ellos: Aj,..... ,Ar). Para
el autovalor A, denotaremos por f al endomorfismo de V

f=f-x1d



y nolaremos N; al niicleo o subespacio nulo del endomorfismo f7, es decir,
N; = ker(fY = ker(f = A-1d)Y § 7= 12 ..

En particular, No = 0.
Los subespacios nulos N, resultan ser invariantes por fy verifican

FIN;) C Njorss = 1,2,y (5)

Ademds, la sucesién de estos subespacios nulos resulta ser estrictamente creciente hasta que se
estabiliza, es decir, verifica

OGN GNo G G Ny G Njgt G oo G Ny = Nogr = Nogz = e (6)

Al subespacio N,, en que se estabiliza la sucesién de subespacios nulos relativos al autovalor A,
lo notaremos N(A).

Se demuestra que esta estabilizacién es alcanzada cuando la dimensién del subespacio nulo
llega a ser igual a la multiplicidad del autovalor, es decir

dimN()) = muli())

4 Particién de la multiplicidad de un autovalor
Las inclusiones estrictas (6) invitan a considerar la descomposicién siguiente de N(X)
N(/\):(N,,/N,_l)ﬂi(N,_l/N,_';)ﬂ-) ..... ﬂ')(Nj/Nj_l)(-B ..... 6B(N2/N1)$(N1/No) (7)

Ahora bien, si wy, ..., wy € Nj son Li. (linealiiente independionies) como vectores de N;/N;_1,
entontes f(iy), ..., f(wy) Tesultan ser tambidn Li. como vectores de Nj_1/N;-3, luego

dim(N;/N;_1) > dim(Njp1/N;) 5 §=1,2,..,9

Por tanto, notando
p; = dim(N;/N;_1) = dimN; — dimN;_,

resulta
PL2P2> e 2P 2 Pj41 2 e 2P > 0 (8)

y, de acuerdo con (7), se tiene
P14 D2+ e+ D F Pj1 + o+ 1o = dimN(A) = muli(}) 9)

lo ¢uial, se expresa dicientlo que los nimeros py determinan la particion de la multiplicided del
autovalor . Se trata whora de construir una base candnivn de N(X) ligada a la particidn 9).

5 Bases de bloques de Jordan
Dado un vector vy € Ny, tal que v, & Ni_1, los vectores

by Vho1 = J(h)y Vhoz = F(Oh_1)yn¥2 = F(vs), w1 = f(va)
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(cu orden opuesto) determinan un conjunto ordenado, que notaremos J(vy), es decir,
J(v1) = {v1, 92,03, evev, Vo2, V=1, Uk} (10)

y se demuestra que estos h vectores de J () son Li.
De auerdo con lo indicado anteriormente, se tiene:

_f(”ll) = Vp-1 = (f - /\])(‘U(,) = VUp-1 = .f('”h) = Avp + U1
Fonet) =vney = (f=AD(no1) =v—s = floa) = Aopor + oh
Fonem  w (foADm)=n > " Fv) = Avs + 93
flwa) =m => (f=AD(v2) =n => flvg) = dvg +m
flry)=0 = (f=AD(m) =0 = flv) = Avy

En consecuencia, la variedad lineal generada por J(vy) es invariante por el endomorfismo f y la
matriz de la restriccién de f a dicha variedad lineal es de la forma

Al 0 0 0 0
0 A 1 .. 0 0 0
0 0 0 .. A1 0 (11)
0 0 0 .. 0 x 1
0 0 0 . 0 0 A

Unit matriz cuadrada de Ja forma (11) so denoming un blogue de Jordan. La notaremos
BJCA ), donde hoes suorden (nimero de filas o colunnas): El conjunto ordenado de vectores
T ) indicade en (10), se dice que e la base del blogue de Jordun generade por vy,

Notemos que si se oligen los veclores de J(uy) en orden optivgto al indicado e (10], entonces
diy T matriz (11) 1a banda de unos aparece debnjo (en vez de encima) de la disgonal principal
lit' .'\-S.

6 Bases canénicas relativas a un autovalor

Vamos a describir el proceso de construccién de una base candnica del subespacia N(A) res-
perto de la cual la matriz de Ia restriceién a N(X) del endomorfisma f sea una matriz diagonal
por cajas, cuyas cajas son bloques de Jordan.

6.1 Construccién de una base de N(A).- De acuerdo con la notacién indicada anteriormente, el
proceso consiste en:

(1) elegir en N, un conjunto de p, = dimN, — dimN,_, vectores que sean l.i. médulo Ns_1:

Cs= {U.!.la ---- s'”a.p,}

(2.1) pasar de los vectores de C; a sus imégenes en f, que serdn vectores de N,—; Li. médulo
N,_g: _ B

Vs—1,1 = F(051) e V1,06 = .f(")S.p;)
(2.2) como py £ Pa—t = diti(Ne=1/Ns—2), en caso de que esta tltima desigualdad sea estricta,
elegir py—1 — P, Nuevos vectores en Ny_1, que junto con los de f(Cy) completen una base de
Ns—l /Ns—2

Ca—l = {'U.!—l,l’ ----- 3 Vs—1,ps3 Ys—1,pst19000r ;'Ua—],p,_l}
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3.1) pasar de los vee i s—1 a4 sus imag f A
( ' ) pasar de los vectores de (_y a sus imdgenes en f, que serdn p,_; veclores de Ny_y Li.
moédulo N,_y: .

ot = Jr1s D Vs = F0im1)

3.2} como py) £ 2 =di / : L .
(3.2) Ps—1 < ps—y = dim(N,_y/N,_3}, en caso de que esta dltima desigualdad sea estricta,

olegir o e i f

l\l/( g“/]/)\;-_z Ps—1 huevos vectores en Vi, —~2, que junto con los de f(("s—l) (‘,OIIII)IELGD una base de
/ > de
Rl 5=3

Cy_y = . :
52 = {Vs=2, 00 ecveey Vo2 p s Vsm2pad Ty coeers Usmdipe_, Vs—2per 1y oreey Vs—2py s }

[ para j=s-3,...,; reiterar i i i i
(l (’) para j=s-3,..,2,1, reiterar el proceso anterior, consistente en considerar la imagen en [
de (C'541) y prolongar hasta completar una bhase, C;, de N;/N;_;.

6.2 Representacion esquemdtica de laconstruecion.- En la siguiente tabla aparecen los vectores
considerados en la construccién anterior:

Vg1 W gy,

Il fl

Us—1,1 we Vso1p, Us—lpedl o Vs—ppp,_,

Fl fl fl fl

Vs—2,0 e Vs=2p, Us—2p,+1 e Us—2p,_, Up, o, 41 === Vs_2,p,_,

il fl Fi Fl Fl Fl

il it il il

V11 U1,ps V1,p.+1 V1 pe_y Ul peci+1 M pe_s o Vlgpdl e Dl

Su primera fila es la base ', (de NV;/Ns_1), su se
im » No/Ns—1), gunda fila es la base Cy_; (d N ;
y su iltima fila es la base Cy (de Ny{/0) SRR ]/Ns_'Z)' .....

6.3 Hase del ,~:1||:eslpa('ir1 N(A).- Se demuestra que el conjunto unién

cCiuCyu..u Cs g U Cs1UC, (12)

es una base del subespacio N(A).

6.4 Reordenacidn de vectores: base candnica del subespacio N(A).- Observemos que el conjunt
ordenado formaie por el primer vector de cida una de las bases ¢, Cy ' C : vCl' ‘(euJ ellto
orden) es la base del bloque de Jordan gue genera v,;. En otras. ﬁalal;ras’ .e:l.,co;_jix’nt; folrmatde
por los vectores de 6.2 de segundo subindice | (en el orden indicado) es ka 1) ’
Del mismo modo, el conjunto ordenado formado por el segundo vector s(ie cada una de las

bases €', C. i i i : ?
bas C1,Cyy ., Cs1, O, s decir, por los vectores de 6.2 de segundo subindice 2 (eu el orden
indicado) es J{vs,2).
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Andlogamente, ol conjontaordemado formado por el veelor p-esimo dov sl una de las hases

) Cn s 00 esdeeir, por los vectores do 6.2 de segundo subindice py, o5 S0, )

1,02y [ I f i
Anglomamenie, ol conjimbo ordenade formads por el vector {p, +1 stgimen de cada v e lis
B A

bases Cp ol €2y e doein, por los veetares de 6.2 de seeundo subindice po+ 1 es o
1k a1 P ) 4
aconelur

Lira 1 )

Contiintandn esta toordenneion de los vertores diela base, hasta apotirlin, se e
que el conjunto de vectores de la base es el misnio conjunto de vectores siguiente

(F(05.0) U oo U (0550 | ((0sm1,p041) U o U (251 p,4) U U (o) U 0 J(vl‘E,, )
13)

lenadas,

as (de lzquierda a derecha), se¢ tiene

donde la operaciones union considerndas son uniones or
e e ba talila se otdenan por i
I base (125, poro sl se ordenan por columnas (de abajo a arriba), entonees se lene la base (13),
Los vectores de la columna primera (orde s de abajo @ arriba) forman J(ng ). Los de
coliinnn pedsima forman J (e, ,, ) los dela eolumna siguiente (=t )y woree

Una base de N(X), como la formada por los veetores (13), que sea nnidn e hases de blogues
die Jordan, en eada uno de los cuales se adapta ol orden indicado en (10), 50 denomina uni base

P resuinon, si los vee

candnica del subespacio N(A).

6.5 Matriz respecto de una base candnica de N(A)- La matriz de la restriccién a N(A) del en-
domorhismo | respecto de una base candnica dé dicho subespacio, se dice que es una matriz
candnica de Jordan relativa al autovalor A y se denota J(A).

En particular, la matriz de la restriccién a N{(}) del endomorfismo f respecto de la base
candnica (13) es una matriz diagonal por cajas, cuyas cajas son: los blogues de Jordan de orden
s (como la matriz (11) para h = s), seguidos de los bloques de Jordan de orden s — 1, los de
orden s — 2, ....., terminando por los de orden 1

BJ(A, )

BJ(),s)
BJ(X\ 1)

BJ(M 1)

De acuerdo con lo indicado anteriormente, el nimero de bloques de Jordan de orden j, que
notaremos n;, es
nj=p; = piei) = 88— 1,021 (14)
[l conocimiento de estos ndmeros n; permite pues conocer la forma de la matriz J(A). Esto
serd, aprovechado més adelante, para automatizar calculos.

7 Bases candnicas globales

Para cada uno de los autovalores Ay,....,A;, se tiene un subespacio nulo relativo a él,
N(A), ey N(Ap), de acuerdo con lo indicado en 3. Se demuestra que V es suma directa de
estos subespacios

V= NOw) o @ N(A)

En consecuencia, la unién (ordenada) de bases canénicas de N (A1), ..., N(Ar) es una base de V,
que se denomina una base cendnica global de V relativa al endomorfismo.
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Respecto de esta base caudnica global, la matriz del endomorlisiuo, gue denotareinos ./, es
una matriz diagonal por cajas, cuyas cajas son las matrices J(A;);7 = 1.7

(J(Al) )
J= (15)
JOA)

Ista matriz es iinica (salvo el orden de bloques), por depender sélo de los autovalores y de los
nimeros (14). Se llama matriz reducida o forma candnica dc Jordan del endomorfisino.

8 Calculo de la forma candénica de Jordan y de la matriz de
paso a partir de una base canénica

Dado un endomorfismo [ del espacio vectorial V, se trata de determinar su forma candnica
de Jordan, construyendo una base candnica global de V relaliva a f. Siendo A la watiiz de [
respecto de una base arbitraria de V y denotando P a la matriz de paso de dicha base a una
base candnica global, se tiene

A=pPJpT
lo que permite calcular J, determinando la matriz de paso P.

8.1 Algoritmo de cdlculo de la forma candénica de Jordan v de la matriz de paso a parliv de una
hase candnica.- El proceso consisle en:

1) calcular los autovalores de la matriz A

it) para cada aulovalor, A;, calcular los subespacios nulos Ny(A;) y completar la tabla 6.2, orde-
nando sus vectores por columnnas, para formar una base candnica de N(A;)

iii) unir (ordenadamente) dichas bases candnicas de los subespacios N (A;), para formar una base
candnica global de V relativa al endomorfismo f

iv) formar la matriz de paso P, cuyas colummas son los vectores de la base candnica global
v) calcular la forma canénica de Jordan J = P7'AP

8.2 Descripcién de comandos que automatizan los cdlculos.- El célculo a mano del polinomio

caracterfstico, asi como de los autovalores y aulovectores, es incémodo, por lo que se recomicnda
hacer uso de un SCA (Sistema de Coémputo Algebraico). En particular, el sistema Maple dispone
de comandos que permiten calcular autométicamente la matriz caracleristica, su determinante
(polinomio caracteristico), los autovalores (con sus multiplicidades) y una base del subespacio
de autovectores (para cada autovalor). Su sintaxis, de acuerdo con la notaciéon que venimos
utilizando, es la siguiente:

> charmat(Ax); — = [, — A

> charpoly(A,x); — det(x - Iy — A)

> eigenvals(A), — D YU LTSI PRI VR UL W

> eigenvects(A); — [[A1,mq, basc ker(Ay Ly — A))y oo [Aymy base ker(N, - 1, = A)]]
Ademéas de estos comandos, Maple dispone de otros, que permiten calcular autométicamente
los subespacios nulos N;, las matrices de tipo bloque de Jordan e incluso la matriz reducida de
Jordan y una matriz de paso. Su sintaxis os la siguiente:

> kernel(M); — nicleo del endomorfismo de matriz M

> JordanBlock(A,h); — bloque de Jordan H./(Ah)

> jordan(A); — forma candnica de Jordan, J, de la mairiz A

> jordan(A,'P"); — J, quedando alojada en la variable P la matriz de paso
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8 3 Cileulo automatico de autovalores y autovectores - Una vez que se entra en Maple, para operar
con los comandos indicados a continuacion, es preciso cargar el paquete /inalg (linear algebra):
> with(linalg):
Definicion de una matriz, A, usando el comando matrix:
> A:=matrix([[5,2,19,-1,29,-27,55],[-3,21,7,-24,5,43,-391,(0,1,24,
0,29,-29,57],[0,-16,-1,29,-2,-46,45],(1,-15,-13,22,-18,-21,9]1, [1
,-17,-12,25,-12,-33,18]1,[0,-1,-9,1,-9,7,-2011) ;
5 2 19 -1 29 27 55
-3 21 7 -24 5 43 -39
0 1 24 0 29 -29 57
A=[0 -16 -1 29 -2 -46 45
1 -15 -13 22 -18 -21 9
1 -17 -12 25 -12 -33 18
0o -1 -9 1 -9 7 =20
Calculo de la matriz caracteristica de A, denotando x a la variable:
> charmat (A, x);

[x-5 -2 -19 1 29 27 55
3 x-21 -7 24 -5 -43 30
0 1 x-24 0 29 29 -57
0 16 1 x-29 2 46 45
-1 15 13 22 x+18 21 -9
-1 17 12 25 12 x+33  -I8
0 1 9 -1 9 7 x420

Calculo del polinomio caracteristico como determinante de la matriz precedente:

> det (™),

40000 — 2000 x — 6900 x> + 545 x> + 404 x* — 42 x° - 8 x° + x’

Calculo directo del polinomio caracteristico de la matriz A, denotando x a la variable:

> charpoly (A, x);

40000 — 2000 x - 6900 x* + 545 x> + 404 x* — 42 x> — 8 x° + x7

Calculo de los autovalores de la matriz A, resolviendo la ecuacién precedente:

> solve(");

-4,-4,-45/5,5,5

Calculo directo de los autovalores de la matriz A (con sus multiplicidades):

> eigenvals () ;

-4,-4,-4,5555

Calculo de bases de los subespacios de autovectores de la matriz A:

> eigenvects(a) ;

[-4.3,{[0,1,0,-1,-2,0, 1], [-1,-1,-1, 1,2, 1, 0] } ],

[5,4,{[0,0,0,2,1,1,0],[-4,0,-3,-2,0,0,1]}]
El resultado que se acaba de obtener debe interpretarse asi:
1) el autovalor -4 tiene multiplicidad 3 y su subespacio de autovectores admite la base formada por
(0,1,0,-1,-2,0,1), (-1,-1,-11,2,1,0)
ii) el autovalor 5 tiene multiplicidad 4 y su subespacio de autovectores admite la base formada por
(0,0,0,2,1,1,0), (-4,0,-3,-2,0,0,1)
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8 4 Caleulo automatico de la reducida de Jordan a partir de una base canonici - Se trata de aplicar
el proceso indicado en 8.1, al comienzo de esta seccion, a la matriz A definida en 8.3

Determinacion de una base candnica del subespacio N(-4), relativo al autovalor -4:
Matriz unidad de orden 7, noténdola /7:
> 17:=diag(1,1,1,1,1,1,1);

17 =

[N eNeNeNole S
oo oo o — O
OO0 O —- OO
OO0 C —= O OO0
oo =0 O OO
o — OO0 O OO
—_ 0 O O O O O

Matriz B=A-(-4) 17:
> Bi=evalm(A-(-4)*I17);
9 2 19 -1 29 27 55
30025 7 -24 5 43 -39
0 1 28 0 29 -29 57
B=|l0 -16 -1 33 -2 -46 45
1 -15 -13 22 -14 -21 9
1 -17 -12 25 -12 29 18
0 -1 -9 1 -9 7 -16
Base del subespacio nulo N/, nicleo de la matriz B:
> kernel (B) ;
{[-1,-1,-1,1,2,1,01, [0, 1,0, -1, -2, 0,11}
Base del subespacio nulo N2, nicleo de la matriz B2 =B
> B2:=evalm(B*2): kernel (B2);
{[-1,0,-1,0,1,0,0}[1,-1,1, 1,0, 1,0],[-2,1,-2,-1,0,0,17}
Base del subespacio nulo N3, nicleo de la matriz B3=B".
> B3:=evalm(B2&*B): kernel (B3);
([-1,0,-1,0,1,0,0],[1,-1,1,1,0, 1, 0],[-2,1,-2,-1,0,0, 11}
Se ha estabilizado, por ser N3=N2 (o, de otro modo, por haber llegado a la multiplicidad, 3, de -4)
El primero de estos tres Ultimos vectores no pertenece a N1, luego es valido para la base de N2/N1:
> v2:=vector([-1,0,-1,0,1,0,01);
v2=[-1,0,-1,0,1,0,0]
Definamos v/ como imagen de v2 por B (que sera un vector de NJ):
> vi:=evalm(B&*v2) ;
vl =[1,1,1,-1,-2,-1,0]
Como dim NI=2, hay que tomar otro vector para completar una base de N/ Por ejemplo, el Gltimo
de los obtenidos como base de N1
> ul:=vector([0,1,0,-1,-2,0,1]);
ul=[0,1,0,-1,-2,0,1]
Se ha completado asi la base canonica {viv2,ul} del subespacio N(-4)
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Determinacion de una base canonica del subespacio N(5), relativo al autovalor 5
Base del subespacio nulo N/, nucleo de la matriz B=A-517:
> B:=evalm(A-5*%*I7): kernel(B);
{(0,0,0,2,1,1,0],[4,0,-3,-2,0,0, 1]}
Base del subespacio nulo N2, nicleo de la matriz B2 =B
> B2:=evalm(B&*B): kernel (B2)

3
{[-4,3,-3,0,0,0, 1][0, 20100, 0}, [0,-3,0,0,1,1,0]}

Base del subespacio nulo &3, nicleo de la matriz B3 =B*:
> B3:=evalm(B2&*B) : kernel (B3);

3
{[10,0,0,0,0,0],[0,3,-3,0,0,0, 1][0, > 0,1,0,0, 0}, [0,-3,0,0,1,1,0]}

Ya se ha estabilizado, por haber llegado a la multiplicidad, 4, del autovalor 5. El Gltimo de estos
cuatro vectores no pertenece a N2, luego es valido para la base de N3/N2:
> w3:=[1,0,0,0,0,0,0]:
Definamos w2 como imagen de w3 por B (que sera un vector de N2):
> w2:=evalm(B&*w3) ;
w2:=[0,-3,0,0,1,1,0]
Como dim(N2/N1)=1, no hay que tomar mas vectores de N2
Definamos w/ como imagen de w2 por B (que sera un vector de N/):
> wl:=evalm(B&*w2) ;
wil=[-4,0,-3,0,1,1,1]
Como dim NI1=2, hay que tomar otro vector para completar una base de N/. Por ejemplo, el primero
de los obtenidos como base de N/:
> zl:=vector([0,0,0,2,1,1,0]);
zl :=[0,0,0,2,1,1,0]
Se ha completado asi la base candnica {wi,w2,w3,z/} del subespacio N(3).

En consecuencia, una base canonica del espacio vectorial relativa al endomorfismo de matriz A es
wiv2ulwliw2w3zl}

La matriz de paso, P, a esta base canonica es la traspuesta de la matriz cuyas filas son estos vectores:
> P:=transpose(stack(vl,v2,ul, wl,w2,w3,z1));

1 -1 0 -4 0 1 0

1 0 1 0 3 00

1 -1 0 -3 000
P=-1 0 -t 0 0 0 2
2 1 -2 1 1 01

-1 0 0 1 1 01

.0 0 1 1 0 0 O

(notemos que el comando sfack permite "apilar” vectores, esto es, formar la matriz cuyas filas son los
vectores considerados, y el comando franspose transforma una matriz en su transpuesta)

La reducida de Jordan de A4 es la matriz J=P" 4P
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> J:=evalm(P”(-1) &*A&*P) ;

(notemos que el orden de los bloques de Jordan depende del orden elegido en la base canonica)
Veamos que el calculo ha sido correcto, comprobando que P JPY .4 es la matriz nula:

> evalm(P&*J&*P" (1) -A) ;

OO O o O OO

8.5 Cilculo automatico de la matriz reducida de Jordan y de la matriz de paso - Si no interesa el
proceso de construccion, para obtener una reducida de Jordan, basta aplicar el comando jordan:

> J2:=jordan (A} ;

4

OO O OO

0

[« N eNeNeNeNeNol

[-4

J2 =

Repitamos el calculo de /2, obteniendo también la matriz de paso, alojada en otra variable, Q:

OO O o0

0

OO O O

0

o O OO

0

[« e« eNeXeN ]

[N el eleNelNol el

[= eV e Nl

0

> J2:=jordan(A,'Q'): evalm(Q);

135
_“ R ——
104
343
§ 22
104
135
3 —
104
-343
-3 ——
104
-187
_6 ——
52
447
3 —
104
0 -l

72

4

54

3
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0 0
0 0
0 0
51
0 5
0 0
0 0

[« elNeNeNeNeNol
ol elNeNeNe NNl

0 0
0 0
1 0
5 1
0 5
0 0
0 0

-540

13
-3

-459

26
80

1577

78
1577

78
153
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n— 0 O OO

0

DO OO O OO

b O C O OO

0

OO O O OO

5

WO OO0 0 00

135
104
31
104
135
104
31
104
31

52

-135

104

-306

13
0

-459
26
68

3

1343

78
1343

78
153
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Veamos que el caleulo ha sido correcto, comprobando que Q.J2 OV -4 es la matriz nula:
> evalm(Q&*J2&*Q" (-1) -A) ;

0 0 00 00O
00 0 0 00 O
0 000 0 00O
0 000 O0O0O
0 0 0 0 0 0O
000 0 O0O0O0
0 0 00 0 0O

8.6 Programa para calcular la matriz reducida de Jordan conocidos los autovalores. - Acabamos de
ver como la matriz reducida de Jordan puede calcularse automaticamente con el comando jordan,
pero conviene saber que si al aplicar dicho comando Maple no consigue resolver la ecuacion
caracteristica, entonces la reducida de Jordan no es calculada

Ahora bien, si por otros medios se consigue resolver la ecuacion caracteristica, entonces Maple si
podria ayudar a calcular la reducida de Jordan y la matriz de paso. Por ello, hemos desarrollado un
procedimiento, que hemos denominado MatJor, que permite automatizar dicho calculo.

El citado procedimiento se incluye, junto con otros procedimientos, en un programa denominado
matjor, que hemos de comenzar cargando:
[ > read(‘matjor.map’):
(al cargar matjor, queda cargado automaticamente el paquete linalg). El procedimiento MatJor
requiere dos argumentos: la mairiz y la lista de sus autovalores (sin multiplicidades)
Por ejemplo, para la misma matriz 4 de 8.3, cuya lista de autovalores es /-4, 5], se tiene:

> J:=MatJor(A,[-4,5]):

4 0 0 0 0 0 0
0 4 1 0000
0 0 -4 00 0 O
J=lo o 0o 5 0 0 0
0 0 0051 0
0 0 000 5 1

0 0 0 0 0 0 5
Respecto del orden en que aparecen los bloques de Jordan, depende del orden en que se introduzcan
los autovalores, y para un mismo autovalor, el orden de los blogues es creciente. Asi, cambiando el
orden en que se introducen los dos autovalores de la matriz anterior, se tiene:
> J:=MatJor (A, [5,-4));

5000 0 0 0
0510 0 0 ©
0051 0 0 0
J=|0 0 05 0 0 0
0000 -4 0 0
00 00 0 -4 1
0000 0 0 -4
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9 Calculo abreviado de la reducida de Jordan a partir de au-

tovalores, sus multiplicidades y particiones de multiplicidad

Los resultados (6), (8) y (14) conducen al siguiente algoritmo, que permite calcular la forma
candnica de Jordan sin necesidad de construir una base canénica.

9.1 Algoritmo para el cdlculo abreviado de la matriz reducida de Jordan

Entrada: matriz A (del endomorfismo, respecto de la base de V considerada)
calcular la matriz caracteristica, @ - f,, — A

1)
2) resolver la ecuacién caracteristica det(z - I,, — A) = 0, cuyas raices son los autovalores

(

(

(3) para cada uno de los autovalores, A, hacer:

(3.1) sustituir z por A en la matriz A — z - I, denotandola B = A — A- I,
(

3
3.2) hallar los sucesivos rangos de las potencias de la matriz B
r;i=rango(B?);5 = 1,2,...
hasta que se estabilicen:
T >T2 > . >TE > T4 > e D> Ts—1 > Ts = Tsyy
(3.3) hallar las dimensiones de los subespacios nulos relativos al autovalor A:
d; = dimN; = dim ker(B’) = dimV ~ rango(B?) = dimV —r; 5 j = 1,2,..,8 + |
los cuales, de acuerdo con (6), han de verificar:
0<di<dy<..... <dj <djpr <. < dso1 < ds = day (16)

(3.4) en la sucesidn (16), restar de cada término el anterior, para obtener la particién de multi-
plicidad. calculando las dimensiones, p;, de los subespacios N;/N;_q:

pj = dim(N;/N;_1) = dj — d;
las cuales, recordando (8), habrdn de verificar
PL2 P22 P 2 Digt 2 e Zps—12ps >0 (17)

(3.5) en la sucesién (17), restar de cada término el siguiente, para obtener el ntmero, nj, de
blogues de Jordan de orden j, dado por (14):
Ny =pi—pit1s J=12, ... 86— 1,8

(3.6) para cada A, formar n; bloques de Jordan BJ(X,5); = 1,2, ., s— L s

(4) formar la matriz diagonal por cajas, J, cuyas cajas son los todos los bloques de Jordan
anleriormente indicados.

Salida: matriz J (forma canénica de Jordan de A).
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cuadrada, su reducida de Jordan es unica, salvo el orden en que los bloques de Jordan quedan
dispuestos diagonalmente. Sin embargo, al ejecutar el comando jordan, para obtener la reducida de
Jordan, no puede elegirse el orden en que aparecen los bloques de Jordan. Por ello, hemos elaborado
un procedimiento, denominado NumBlo, que calcula el nimero de bloques de Jordan de cada tipo,
implementando el algoritmo descrito en 9.1. El proceso a realizar consiste en:

i) obtener los nimeros de bloques de Jordan con el procedimiento NumBlo

ii) formar las cajas de Jordan con el comando JordanBlock de Maple

iii) enristrar estos bloques en el orden deseado con el comando diag de Mapie
El procedimiento NumBlo esta incluido en nuestro programa matjor, citado en 8.6, por lo que hemos
de comenzar cargandolo:

> read('matjor.map’}):
NumBlo requiere dos argumentos: la matriz y la lista de sus autovalores (sin multiplicidades)
Por ejemplo, para la matriz 4 de 8.3, comenzamos por calcular los nimeros de bloques de cada tipo:

> NumBlo (A, [-4,51) ;

Con autovalor, -4, hay, 1, blogues de Jordan orden, 1

Con autovalor, -4, hay, 1, bloques de Jordan orden, 2
Con autovalor, 5, hay, 1, bloques de Jordan orden, 1

Con autovalor, 5, hay, 1, blogques de Jordan orden, 3
a continuacion, formar los bloques de Jordan correspondientes:
> Jl:=JordanBlock (-4,1) ;

JI:=[ -4}
> J2:=JordanBlock (-4,2) ;
-4 1
/2 _[o -4]
> J3:=JordanBlock (5,1) ;
J3:=[ 5]
> J4d:=JordanBlock (5, 3) ;
s 1 0
H=0 5 1
0 0 5

y, finalmente, enristrar diagonalmente los cuatro bloques anteriores, en el orden deseado:
> J:=diag(J4,J3,J2,J1);

5100 0 0 0
0 S 10 0 0 O
00 5 0 0 0 O
J=|0 0 06 5 0 0 O
00 00 4 1 0
0O 0 0 0 0 -4 0
00 00 0 0 4
pudiendo cambiar dicho orden, si se desea:
> diag(J4,J2,J3,J1);
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510 0 00 0
051 0 00 0
005 0 00 0
000 4 10 0
000 0 -4 0 0
000 0 05 0
0 0 0 0 0 0 -4

9.3 Programa para calcular razonadamente los blogues de Jordan - El procedimiento NumBlo descrito
en 9.2 permite calcular los nimeros de bloques de Jordan de cada tipo, pero no informa de como se
han calculado. Por ello hemos desarrollado un procedimiento, denominado BloJ, que calcula los
numeros de bloques de Jordan de cada tipo correspondientes a un autovalor dado, ofreciendo

previamente la jutificacién de dichos niimeros, lo cual tiene un indudable valor didactico. Este
procedimiento también esta incluido en nuestro programa matjor y requiere dos argumentos: la matriz
y el autovalor

Por ejemplo, para la matriz A de 8.3, podemos calcular justificadamente los bloques de Jordan para
el autovalor 5:
> BloJ(a,5) ;

Rangos de las sucesivas potencias de la matriz B = A-lambda*ld
r i =rango(BN)  i=012,....:

7,5,4,3,3

Dimensiones de los subespacios nulos N i = ker(B"i)

di=dimNi=dimV-ri;i=012...
0,2,3,4,4
Particion de la multiplicidad (diferencias primeras de {d i})
pi=dm(N_{i+1}/N i) =d (i+1)-d i u=12...
2,1,1,0
Num vectores que complementan bases (diferencias segundas de {d_i})

numero de bloques de Jordan n i=p i-p {i+1};i=12,.....

1,0,1
Bloques de Jordan para el valor propio, 5
51 0
[ 5L,]0 5 1
0 0 5

(r i,d i,.. debenentenderse como rsubi, dsubi . ). Analogamente para el autovalor -4:
> BloJ(A,-4);

Rangos de las sucesivas potencias de la matriz B = A-lambda*ld
r_i =rango(BN) ; i=0,1,2,.....
7.5, 4,4
Dimensiones de los subespacios nulos N i = ker(BN)
di=dimNi=dimV-ri i=012,...:
0,2,3,3
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Particion de la multiplicidad (diferencias primeras de {d i})
pi dim(NfivIN D) d(ivh)-dizu 12
2, 1,0
Nun vectores que complementan bases (diferencias segundas de {d i})
numero de bloques de Jordan n i p_ i-p {ivl};i-1,2,...:
1,1

Blogues de Jordan para el valor propio, -4

a3

esta determinada de modo anico. En particular, la matriz de paso que proporciona el comando jordan
no siempre es la que nos pareceria mas sencilla. De hecho, es posible elegir algunos de los elementos
de la matriz de paso, de modo que resulte més sencilla o verifique ciertas condiciones.

El método que utilizamos para calcular la matriz de paso P, tal que
A=pPJpPY
consiste en resolver la ecuacion matricial A P =P.J .

Hemos desarrollado un procedimiento al efecto, denominado PasJor, que permite calcular P del
modo méas general posible, dejando, en principio, sin asignacion al mayor nimero posible de
elementos

Posteriormente, podemos asignar valores numéricos a dichos elementos, de modo que el
deteminante de £ no sea nulo. Otro procedimiento, denominado AjuPas, permite automatizar el
proceso consistente en efectuar dichas asignaciones

Ambos procedimientos, PasJor y AjuPas, estan incluidos en nuestro programa matjor. El
procedimiento PasJor requiere dos argumentos: la matriz A y matriz J. El procedimiento AjuPas
requiere otros dos argumentos: la matriz P y lalista Su de asignaciones (sustituciones) a efectuar
Aclaremos su uso a la luz de un par de ejemplos

Jijemplo I - Célculo de las matrices ./ y P para la matriz 4 siguiente:
> A:=matrix([[5,1,-2,4],[0,5,2,2],[0,0,5,31,([0,0,0,411);

5 1 -2 4
o5 22
4=l 0 5 3
0O 0 0 4
> charpoly (A, x);
(x=5) (x~4)

Calculo de su matriz de Jordan con el procedimiento MatJor:
> J:=MatJor({a, [5,4]1);

51 0 0
05 1 0
77 0 5 0
0 0 0 4
Calculo de la matriz de paso, P, de la matriz 4 a la matriz J, con el procedimiento PasJor:
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> P:=PasJor(A,J);
2Dy Pas—2Pi3 Pis 14 py 4

pP= : 2p35 Pos P
. 0 0 Py 3P
0 0 0 Paa
Calculo de su determinante:
> det(P);
4 P3.33 Pa,s

Asignacion de valores numéricos a los elementos sin determinar, de modo que det(F) sea no nulo:
> su:=[p[3,3]1=1/2,p[2,3]=0,pI4 ,41=1,pl1,31=0]:

Sustitucion de estos valores numéricos (de la lista S1) en la matriz P con el procedimiento Ajupas:
> p:=AjuPas(P,Su);

| -1 0 -4
n 1 0 4
- |
P: 1) 0 I -3
2
Ln 0 0O |
Nuevo célculo de su determinante:
> det(P);
L]
2

Observemos que el calculo es correcto, comprobando que PJ P-4 es la matriz nula:

> evalm(P&*J&*P" (-1)-2);

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
00 0 0

Para elegir la matriz P de otro modo, basta hacer otra asignacion distinta (naturalmente, comenzando

por volver a caleular P con valores indeterminados)
» p:=PasJor(A;J);
2Py5 Paa— 2Py P =1y

po= 0 2P Pas AP
’ 0 0 Psa 3P4
0 0 0 Pia

> Su:=[p[3,3]=1,p[2,3]=1,p[4,4]=1,p[1,3]=—1] :
> P:=AjuPas(P,Su) H

2 1 -1 -4
0o 2 1 4
P=lg 0 1 3
o 0 0 1

> evalm(P&*J&*P(-1) -A);
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Ejemplo 2.- Célculo de las matrices Jy P para la matriz 4 siguiente:
> A:=matrix([[17/3,1/3,0,0,1/3,0,-8/3], [4/3,11/3,0,0,-1/3,0,-1/31,
[25/6,1/3,1,-1/2,-2/3,1,-8/3], [-1,1,0,4,-1,0,2], [5/3,1/3,0,0,13/
3101_8/3] ’ [9/2(11_41_1/2¢_2151_1] ’ [5/311/3l0l011/3l0l4/3]]);

o, 8
3 3 3 0 3
4 on 1
3 3 3 ) 3
25 1 -1 -2 -8
6 3 2 3 3
A= -1 1 0 4 -1 0o 2
s 1, , b 8
3 3 3 0 3
L g 2
5 - 2 -2 5 -1
b) 1 1 4
L 3 3 3 ) 3
> eigenvals () ;
3,3,3,4,4,4,4
> J:=MatJor (A, [3,4]);
30000 0 0]
0 310000
0 0 3 0 00 O
J=/0 0 0 4 0 0 O
0 0 0 0 410
0 0 0 0 0 4 1
0 0 0 0 0 0 4
Calculo de la matriz de paso, P, de la matriz A a la matriz J, con el procedimiento PasJor

> P:=PasJor(a,J);

Pars Oy Pazs Paa=2Psar 0 Pes. PrrtPes
Pa1> O» “Pas> Paa=2Pss 0, 2psss P17~ 2PsstPes
P> P32 Pis- 0, 0. Pe.s» Pe.s
pP= p4.l>0’P4.3’P4.4:2ps.s:_3p5,5+2P6.6»P7,7+5P6,5‘4P6.6+2P6.7
Pai> 0. Pazs 2Py 4= 4Ps4s 0, Pss. 2P77 Pss
2p30, 2P0, 2P33tPaas Peas Pess Pesr Pea

Par» 0, Pa3> Paa—2P6.4 0, Po.s» P11
Calculo de su determinante:
> det(P);
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2 3 =
=635 PaPes (Paa+2Ps4) 3 100000
Ajuste de algunos valores de elementos indeterminados, de modo que sea del(P)=1 0300000
> su:=[p[3,2]=1,pld4,1]=1/6,p[6,5]=1,p[4,4]=1,p[6,4]=0]: _ 0041000
> P:=AjuPas(P,Su); J2x=10 0 0 4 1 00
i 0O 0 00 4 00
0 Py 10 I Prqtl g 0000350
6 0o 0 0 0 0 0 4
-1 > op(P2);
- 0 Pa3 10 2 P11~ 2+ P s - =
6 . L 2 17
Py ] Pis 00 1 Ps.¢ & o1 3 15 !
| ! -7 S5 17
pi= 6 0 Pas 1 2 3+42pgs Ppa+5—4Pest2Psq 0 — 0 2 - — -1
; 15 3 15
5 793 2 833
- 0 I7%:} 2.0 1 2P0~ P = = 0 1 = — 0
6 2 60 3 60
2p3y 2 2py,+1 0] Ds,6 Ps.7 0 7 5 50119 17 109
| N 2222 — —
- 0 1 0 1 15 3 15 15 15
5 P43 P2 7 4 17
Nuevo ajuste de valores de los elementos atn indeterminados, de modo que P resulte sencilla: 0 ]_5 0 1 3 15 -2
> su:=[p[4,3]=0,p(3,1]1=0,p[3,31=0,p[6,61=0,p[7,71=0,p[6,7]=0]: 434 2 89 833 62
> P:=AjuPas (P,Su) ; 5 = I = = — —
. ; 15 3 30 30 15
- 7 -1 17
) 0o o0 1 0 1 1 0 s 0 1 - ol B
L 15 3 15
= o o0 1 0 2 2 > det(P2);
6 -85
0 1 0 0 0 1 0 T
p= 1 0 0 1 2 3 5 > evalm(P2&*J2&*P2 (-1) -A) ;
? 0 000 O0O0O0
- 0o 0 2 0 1 0 000 0O0O00O
6 0 00O0O0O0O
L 69 o 1 o 1 o 0000000
. 6 | 000 0O0O0CO
> det(P); 0 0 0 0 0 0 0]
|
> avalm(P&*J&*PA (1) -A) ; Comparando la matriz de paso, P, obtenida con nuestro programa, con la matriz de paso, P2,
000000 0 obtenida con el comando jordan de Maple, se hace palpable la conveniencia de usar el método
000000 0 propuesto aqui para ajustar la matriz de paso
000000 O Ello tiene interés no sdlo desde un punto de vista estético, sino sobre todo en las aplicaciones en
0 00 000 O que se ha de operar con las matrices J y P (sistemas lineales de ecuaciones diferenciales de
000000 O coeficientes constantes, sucesiones de recurrencia lineal, ...) en las que interesa obtener matrices lo
000000 O mas sencillas posible.
0000000

A proporciona el comando jordan de Maple:

N

Comparacion con la solucién que para la misma matri
> J2:=jordan(A,'P2');
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10 Aplicacién a la determinacién de la matriz inversa

Dados un polinomio

((z) = g + g™ Lt G2+ g+ g0

y una matriz cuadrada, A, se denota por Gi(A) a la matriz

G(A) = g A" + gy A + @A g A+ g

Se dice que el polinomio ((x) anula a la matriz A, si GG(A) es la matriz nula.

El subconjunto de los polinomios en x que anulan a la matriz A, estd formado por los
mltiplos de un polinowio fijo (es un ideal principal del anillo K{«]). Dicho polinomio es iinico.
si se le exige la condicion de ser ménico. El polinomio, p(X), ménico y de grado minimo, lal que

p(A) = O, se llamia polinomio minimo de la matriz A. Se demueslra que el polinomio minimo
de la matriz cuadrada A es

(2= A (e =AY (18)
donde Aq. ..., Ar son los autovalores de A y t; es el mdximo de los érdencs (o dimensiones) de
los bloques de Jordan relativos al autovalor Ajisd = Lo, Bsle resultado permile caleular el
polinomio minimo a partir de la forma canénica de Jordan.

Por otra parte, de la definicién de ¢; y de la ignaldad indicada al final de la seccion 3, 50
sigue que
t; < dim N(A) = mult(X) = m,

luego el polinomio minimo de una matriz es divisor de su polinomio caracteristico. Bn conse-
cuencia, una matriz anula a su polinomio caracteristico (teorema de Cayley-Hamilton),
Sea
a™ 4 ey a™ T e e

un polinomio tal que la watriz A lo anula (por ejemplo, su polinomio minimo o su polinowio
caracteristico). Si o # 0, entonces la inversa de A os la malriz

A1 = —_1 (Am—1 Foemo AT +(‘I.Ah—l) (19)
Co

Fileen particular, se trata del polinomio caracluristico, entonees ¢ = del(A). Y, si ol polinomio

considerado es ¢l polinomin minime, por ser divisor del polinomio caracteristico, ¢y ha de ser

divisor de det[ A), Tuego la condicion det{A) # 0 implica o £ 0.

La expresion (19) pertmite eilenlar la inversa de nna matriz como funcién polindmica de elfa.
Ells ticne 5us ventajas frente al algoritmo usual de cileulo de la inversa, sobre todo para ciertos
tipos de natrices de ovden elovada,

En enantooa [n elecgion de polinoniio, de entre los aue anular a la madriz, lo incjor os
wsar el polinomio minimo, calewlable mediante la expresion (18), [rse ser ol de menor grado, si
bien el polinomio caracteristico es mas rimado de obtener. En Lo caso. tiiito ol polinomio
ciracteristico comp el polinamio mfoimo pueden abtenerse automativamente wsando M aple. Este
itimo eon b sintaxis:

> minpoly(A,x); — polinomio minimo de A
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Isjemplo - Para la misma matriz A de 8.3, su polinomio minimo y su polinomio caracteristico son:
> G:=minpoly(A,x); Q:=charpoly(A, x);
(G = ~2000 +200 x +235x* =29 x* - Tx" +x°
O = 40000 — 2000 x - 6900 x* + 545 x* + 404 x* —42x° — 81 +x

anulandose ambos al sustituir x por A:
> evalm(subs (x=A,G)), evalm(subs (x=2,Q));

000000 o0lfoo0oo0o o000
0000 OO O[O0 00 O0O0TGOCO
00 00O O O|l0 00O 0O0O0O
0000 OO0 OL/OOOOO0OO0O
0 00 0O0O OO O||l000O0O0O0O
00 00O 0 O[lO OO O0O0O0O
G 0000 0 oJlo oooo0oo00

Factorizando se comprueba que el polinomio minimo es divisor del polinomio caracteristico:
> factor(Q), factor(G):

(x+4) (x—-5)" (x+4Y (x-5) . o

De acuerdo con (19), a partir del potinomio G, puede obtenerse la siguiente expresion polinomica
para la inversa, M, de la matriz A: .

> H:i=(-1/(-2000))* (200+235*x-29%x"2-7*x"3+x"4) ;
o412, T, L
B
H =10 400" 2000% ~2000% T 2000
> M:=evalm(subs (x=A,H)) ;

21 -7 1803 -11 1257 -601 5043

125 200 2000 400 1000 500 2000
3 49 -121 -123  -49 83 -1401

55 40 400 80 200 25 400
31 2171 27 1249 557 4851

125 200 2000 400 1000 500 2000
-41 1 139 1 -16 261

40 16 8 8 s 80
4 111 -261 337 <209 344 2459

125 100 1000 200 500 125 1000
4 -197 -647 599 -293 -1251 3793

M=]0

125 200 2000 400 1000 500 2000
1 1 -233 -1 229 269 -623

125 25 500 25 500 500 500

> evalm(M&*A) ;

OO0 OO0 o O —
o0 OO0 O — O
o0 oo — OO0
o0 0 — O OO0
oo~ O 00
O — OO0 O OO
— 0 O O O o O



11 Conclusiones

La reduccion de matrices a su forma candnica de Jordan tiene diversas aplicaciones: resolucion
de sistemas de ecnaciones diferenciales lineales, calenlo del término general de sucesiones de ro-
currendia lineal, determinacion del polinomio mas sencillo que anula a una naliiz, ete.

Como el cdleulo de la reducida de Jordan es laborioso, algunos Sistewa de Céleulo Simbélico
disponen de comandos que caleulan la foria canénica de Jordan. Alora bien, si el prograia
no ex capaz de resolver la ceuacidn caracteristica, entonces el comando no permite calcular la
reducida de Jordan. Sin embargo, si aplicando otras Léenicas puede resolverse dicha ecuacion
obtenerse los autovalores, entonces el procedimiento Mat.Jor, descrito en 8.6, permite calcular la
lorma canduica de Jordan, 13 incluso puede elegivse el orden de los bloques de Jordan con aynda
del procedimiento NumBlo, descrito en 9.2,

Ademids, los comandos que automalizan el cdleulo de la forma candnica de Jordan (como
el comando jordan de Maple) no siempre proporcionan la malriz de paso mas sencilla, lo gne
puede lograrse ajustandola con los procedimientos Pasfory Ajulas, como se describe en 9.4,

Por otra parte. los comandos o programas que conocemos al efecto se preocupan exclusiva-
mente por devolver la reducida de Jordan, pero no entran en la justificacién de dicho caleulo,
lo cual tiene un indudable interés didactico. El procedimiento BloJ, descrito en 9.3, permite
visualizarlo paso a paso

inalmente, notemos que anngue a lo largo del articulo nos hemos referido a la imple-
mentacion que hemos realizado sobre Maple, la descripcion que se ha hecho sobre el proceso
de determinacién de la forma canénica de Jordan permite cfectuar una implementacién similar
sobre otros sistemas de cdlenlo simbélico con facilidades de programacién.
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Abstract

In this paper we are going to present “The family life cycle”, what is defined as the time
period extending from the time of the first marriage to the time of the death of the surviving
spouse. The World Health Organitation has made some studies on their health implications.

1. Definiciones

Se denomina ciclo de vida de una familia (CVF), al intervalo de tiempo que transcu-
rre desde el matrimonio de una pareja hasta el fallecimiento del conyuge superviviente,
esto es, del que muere el dltimo. Los matrimonios que tnicamente se consideran son los
de primeras nupcias, para ambos contrayentes; tampoco se tendrén en cuenta los divorcios.
El tnico final del CVF es, como ya se ha dicho, 1a defuncién del cényuge superviviente.

El modelo completo del CVF abarca varias fases, que se pueden resumir en forma-
cién, extensién, contraccién y disolucién, donde por extensién se entiende el nacimiento
de los hijos y por contraccién la salida de éstos del hogar paterno. En este trabajo s6lo se
tratard de la disolucién del matrimonio y del fin del CVFE.

La duracién del CVF influye en la composicién de la poblacién y en el bienestar de
un pafs. La Organizacién Mundial de la Salud ha realizado varios estudios demograficos
que recogen sus implicaciones sobre las poblaciones humanas.

2. Notaciones
Se designardn, respectivamente, por u y v las edades del marido y de la mujer al con-

traer matrimonio; un matrimonio de tales edades, al casarse, se acostumbra representar por
(u,v,0).
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La tasa especifica de mortalidad, a la edad y, se representard por m’, para los varones
y m, para las esposas. Recuérdese que

nt,

g =———
g, I+(1—a,)m,

y, con suficiente aproximacién a,= 1/2, Vy 2 u,v.

Las funciones biométricas se representardn por ¢'y, I, d’y y e’y para los varones y por
g Iy, dyy e, para el sexo femenino.

El suceso que tiene lugar si el marido muere en el afio [x, x + 1) después del matrimo-
nio, se designara por U,, mientras que el suceso consistente en que sobreviva en el instante
x + 1 se indicaré por U,. . Andloga notacién , V. y V.., se emplearé para las esposas.

Por w se representard el menor nimero natural tal que, para x = w, bien /’,. ., =00
bien l,, ... =0.

Finalmente, la duracién esperada para el matrimonio (#,v,0) se denotard e, y la de las
respectivas viudedades por Z’ para la del varén y por Z para la mujer.

3. Duracién del matrimonio
Sea el matrimonio (,,0) en el afio [x, x + 1), posterior al enlace y, en cuyo inicio, se
supone que sobreviven ambos cényuges.
Las cuatro posibles situaciones que se pueden presentar, al principio del afio [x + 1, x
+ 2) son las siguientes:
a) Ambos conyuges sobreviven en el momento x + 1:
U\‘+ 1N Vx+ |
b) Sobrevive la mujer, pero el marido murié en [x, x + 1):
Ux M V.\'+ |
c¢) Sobrevive el marido, pero la mujer murié en [x, x + 1):
U\'+ 1 M ‘7.\'
d) Mueren ambos cényuges a lo largo de [x, x + 1):

U.nV,
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Recordando el significado de las funciones biométricas 1, y d. de una tabla de mortali-
dad, es facil establecer las probabilidades de los sucesos descritos en cada situacidn. Tén-
ganse en cuenta que los sucesos Uy V se consideran independientes.

a) Supervivencia de ambos conyuges:

P, Vo) = Pr(U,.,) (V) = o2t e
by ¢) Supervivencia de uno y muerte del otro:
77 77 d'+- ! +x+]
PrilU.nV_ )=PrU,)-Pr(V, )= 'l’ L2 le
574 Y/ l‘+ +1 d +x
Pr(U,,,NV:)=Pr(U,,,) - Pr(V,)=-* l’,‘ ' ;
d) Mueren ambos cényuges en [x, x + 1):
Pr(U.NV,)=Pr(U,) Pr(V.) = d'l'.“‘ : d;ﬂ'

i v

A partir de los resultados anteriores, resulta que la probabilidad de disolucién p’(D)
de un matrimonio (&,v,0), a causa de la muerte del marido seré:

vld | 1d,, d
pa(D) - ( i, v+xtl +— n:i-l . v+,\'J
20 L 2 L

v v

y la correspondiente probabilidad p(D), para el fallecimiento de la esposa serd:

“(d,, | 1d d,
p(D) . [ vEX | Jr-i-.: +1 'L 2 u:i—.l'J
2(; LL 2

o 7]

donde w tiene la significacién indicada anteriormente.
En lo que sigue, se admite que las muertes se distribuyen uniformemente dentro del
intervalo que se considere. Si sélo uno de los c6nyuges del matrimonio (1,,0) muere en el
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afio [x, x + 1) y el otro vive en x + 1, como la muerte ha podido acaecer en cualquier ins-
tante del afio, se considera que el cényuge fallecido, en media, ha sobrevivido medio afio y,
por tanto, la duracién del matrimonio serd x + (1/2).

En caso de que ambos cényuges fallecieran en [x, x + 1) se procederia como se indica
a continuacién. Se divide [x, x + 1) en n intervalos iguales:

R B Rt B ey K
Xx+—|, | x+—, Xx+—],.., | X+< X+ — ], X+
n n n n n

,x+1

Si la muerte del c6nyuge que muere primero acontece en el A-ésimo intervalo, la duraci6n
del matrimonio serfa

( h-1 h)
X+—+x+— h=i
L n) =y —2
2 n

La probabilidad de este suceso serfa 1/n y la probabilidad de que el otro cényuge
falleciera posteriormente es

y, como el que muere primero puede ser uno cualquiera de los dos, la duracion esperada
serfa:

h—- h+l
g o= ATy ( 2h—1)2n—2h+1
: . X+

2n n?

que, cuando el nimero de intervalos tiende a oo, dicha duracién es:

"( 2h—1)2n—2h+1
X+ - =
=

2n n’
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n e ‘) H . — N
lim X'ZEH .:h—i-l +2{2.~’1 ])(2”1 2h+1) =x+l
e I n =l 2 . 3

puesto que

iZn—2h+1

. =1
n’ )

1
n 2

=%[(2n—1)+(2n—3)+...+3+1]=

h=1

1 n n

2—32(2h—1)(2n—2h+1) = 2%2[2;1(2}1-1)-(2}1-1)2] =
h=1 h=1

4n’ —n 21’ -n
6n’ 6n’

=1-

Por tanto, la duracién esperada del matrimonio serd la media ponderada de x + (1/2) y
x + (1/3), con sus respectivas probabilidades

d’u+x . lv+x+l l’u+x+l . dv+x d’u+x dv+x
! ’u lv l,u lv d ! ’u lv
O s¢éa.
- 1.4, I g d
e"v = x+— kx|, Zvix+l vkl | Tvix +
DUCEE R T
1.4, d
+ X + . x| Tvtx
( 3)—‘{," ] (i

v

Para simplificar la expresién de [I], basta observar que, como es evidente, la suma de
las probabilidades de los sucesos descritos en b), ¢) y d) es la unidad. Para comprobarlo se
parte de

d’u+x 4

+I 'dv+x +d’,..d,. =0 "1, - lv+x+l (1]

v+x+l] wtx+l utx vtx utx tvex nrx+l

Sumando de 0 a w:
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Z(d,uh‘ v+x+l +0 w+x+l d + d’u+x v+x) -

_Z(l ut+x v+x_ u+x+l lv+,\+l) u lv’ ch

La férmula [I] se puede escribir

r d,
= x u+x . v+x+1 utx+l  Fvtx +
2[ ( lv l’u lv )
U bt Licesr Gy 10y o,
_( r:-H L vtatl u+lx+l . v+,\) t:+x has’ ]=
21 it lv ! u lv 3 lu lv
f' d, &y d
= u+x E v+x+l wtetl | Fvix the Tvixy g
z [X( . lV !l '” lv ! ‘ri lV )
+= 1 (d utx | lv+x+l er-i-.\-l-| . dv+x d N, dv+x) 1 d utx | dv+x]
20 T T ]

y teniendo en cuenta [II], la férmula [I] se escribe

1 1 w
€ =§ I l l:zlu+x+l vix+l T zd’u+x v+x:]

uty Lx=0

4. Duracién de la viudedad
Sea una mujer que enviuda en el afio [x, x + 1). Se pueden presentar dos situaciones:

a) La mujer sobrevive en el instante x + 1;
b) La mujer muere, también, en el referido afio.

En el caso a) la mujer vivird medio afio del afio en que muera (en promedio); luego, la

duracién de la viudedad serd e,
En el caso b), muerte en el afio [x, x + 1) de ambos cényuges, se divide, como antes, el
afio en n partes iguales, 4 = 1, 2, ..., n; la duracién de su viudedad, si muere en el h-ésimo

intervalo serd (h—(1/2))/n, con probabilidad
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1 n=h
n n
o sea, la duracién esperada serfa:
1
h——
L= P (nh—i nom-L h) -
=l n? n n o=l 2 2

_I[nz(n+1) n 2+3+n 1
T 2 2 6

y haciendo n — oo

h=-
.~ hn—h 7 1 1 1
12 L= _=_
nTi_ln” n 2 3 6

h=

Teniendo en cuenta estos resultados, se obtiene para la esperanza de la duracién de la
viudedad femenina

d et v+x+l (ev+x+l+i) +i du+.r \ h] —
I:I v 2 6 l;‘ lV

l ' 1 1
e d'm-x' lv+x+ Cpprt +— | +— d’u+x' dv+x]
™ g [ ' ( ) ) 6

y correlativamente, para los varones
1 1
Z'= L i [ A vt Ui ( Cirrxrl +?) + Z N e dvtr]

La esperanza de viudedad serd Z + Z’,
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5. Duracién esperada de CVF

Para la mujer se tiene, e,= ¢, + Zy paracl varéne’, = e, + Z’, luego Z+ Z' = e, + e,
- 2e,, y como la duracién del CVF es la suma de las duraciones del matrimonio y de la
viudedad se tiene, en definitiva;

E[CVF]=¢, +(¢,+e,—2¢,)=¢,+e,—e¢,

6. Aplicacion a la poblacion espafiola

Primeramente se han claborado unas tablas de mortalidad completas, utilizando el
programa para la construccién de una tabla de vida completa de Chiang, referidas al Censo
de Poblacién de 1991. Del Movimiento Natural de la Poblacién de dicho afio se han toma-
do los datos de matrimonios de solteros con solteras, a partir de los cuales se han elegido
las parejas de grupos de edad representativas; para las marcas de clase de cada pareja ele-
gida, se han calculado e,, y CVF, como figura en las tablas I y II.

Los indicadores sintéticos se han obtenido como las medias ponderadas de los e, y
los CVF calculados, utilizando como factor de ponderacién el nimero de matrimonios que
corresponde a cada pareja del grupo de edades considerado.
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15,66
14,75
12,79

19,68
17,86
13,88

20,99

26,26
25,26
21,79
18,81
14,25

50-54 | 55-59
23,8

30,68
29,66
28,19
25,95
22,8

19,36
14,47

35,12
34,13
32,57
30,31
27,02
234

19,7

14,61

39,63
37,07
34,8
31,42
27,66
23,76
19,9
14,7

38,21

30-34 | 35-39 | 40-44 | 45-49

44,23
43,1

39,3

35,93
30,08
28,07
23,98
14,75

47,68
46,02
43,76 | 41,53
40,43
36,59
32,46
28,26
24,11
20,09 | 20,02
14,78

44,1,

20-24 | 25-29
50,61
48,22
44,9
41,11
36,99
32,7
28,4
24,19
20,14
14,8

15-19
52,83
49,39
45,58
41,53
37,23
32,85

<15

53,61

49,86

45,87
INDICADOR SINTETICO DE e(uv)

SOLTERAS
SOLTEROS

15-19
20-24
25-29
30-34
35-39
40-44
45-49
50-54
55-59
>60

TABLA I
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>60

30,18
26,99
23,65

43,66

37,05 | 35,31
34,75 | 32,31
33,62 | 30,03
32,89 | 28,71

50-54 | 55-59
40,18

48,49
4491
41,98
39,56
38,4

37,74
37,33

53,33
49,78
46,75
44,53
43,23
42,54
42,15
41,93

58,19
55,04
51,65
49,33
48,23
474

46,99
46,75
46,65

53,03
51,6

56,22 | 51,46
56,24 | 51,43

61,47 | 59,55
56,31

64,46 | 63,08
59,17 | 56,55
57,96 | 54,25
56,86 | 52,4

56,47 | 51,85

57,21

61,68
61,49
61,05
61,09
60,99.

66,41
64,13
62,9
62,15
61,2
61,1

15-19 | 20-24 | 25-29 | 30-34 | 35-39 | 40-44 | 45-49
69,06
67,84
67,09
66,61
66,3
66,21

<15
71,2
70,29
69,72
NTETICO DE CVF

SOLTERAS
SOLTEROS

15-19
20-24
25-29
30-34
35-39
40-44
45-49
50-54
55-59
>60

TABLA II
CVF
INDICADOR SI
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Abstract

In this paper I apply block matrix operations and the Haar’s condition of the theory of orthogonal
polynomials to obtain an iterative method to compute the inverse of a Vandermonde’s matrix.

1 La matriz de Vandermonde.

Las matrices de Vandermonde son un tipo especial de matrices que se utilizan en problemas de interpolacién,
en problemas de Cauchy de ecuaciones diferenciales, etc...

Definicién 1.1 Sean {a1,a3,...,an} C R. Llameremos matriz de Vandermonde de orden n a una matriz
de la forma:
1 1 1
a; a2 cre Gn
V(a,ay,...,0,) = . : : ; (1)
ai~! ap! an~!

El siguiente resultado nos proporcicna una condicién para la invertibilidad de (1):

Proposicién 1.1 ([2]) Seen {a},az,...,a,} CR. La mairiz de Vandermonde (1) verifica

1 1 1
ay ag e an
V(aiaz,...,80)] = . . o= I (ai-a) . (2)
: : : 1<5<ign
a?™! op! ap-!
Notemos que si todos los a; son diferentes, cntonces el determinante de la nintriz de Vahiderinonde (1) es
no nulo y por tanto (1) es invertihle. En el cuso de tener una matriz de Vandermonde inwertible, surge el

problema del cdlculo de su inversa. Veamos un método de célculo recogido en [2):

Sean A y B dos espacios vectoriales. Denotaremos por £ (A, B) al conjunto:
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L(AB) = {f : A—> B, f lineal} (%)

Cousidereinos

f € L(Kn-ifz], K7)

definida por

f(P(@)) = (P(ar), Plaz)..... P(an)) . VP(z) € Kn_1z] .

Eutonces si
C = {enez,...,ea} , C" = {Lz,...,a"7 '},
son las bases candnicas de K* y K,_1[z] respectivamente, como

f(:"") = (a'i»a;'----a‘;n) , 0<is<n—1,

se tiene

1 a ... a;‘_l
1 a, a"_'
N 14
= _ T
fcxcl - " ' ' - V(alna%---xan)
1 a, ar-!

y teniendo en cuenta que

V(ar,an...,an)"| = |V (1,03, ,00) # 0,

entonces .f es un isomorfismo. La imagen inversa de (by,b2,...,bn) € K" es el polinomio P(z) de grado
menor o igual que n — 1 tal que verifica

Plai) = b , 1<i<n.
Este polinomio viene dado por

n

=y ) (- aa) =g ) — ). (= ay) e

P(z) =
©) = (rrj — )y — @g) (g — ajoi)ag = ajpr) - (o = @) ’

que es el polinomio interpolador de Lagrange. Si

@11 Q1n

-1 . .

cxe! : ¥ '
Uni Onn

y si Pi(2) es un polinomio de K,-1(z] tal que

Ple) = f(e) = ot ane+ ...+ oniE™

verificara
P‘(aj) = 6!] ) 1Si:j5". (4)

donde §;; es la delta de Kronecker. De (4) se tiene

(z — a1 )z — a2) cole —aisi )z —aiga) - (z —an)

(ai — a1 )y — @) - .- (i = gicy )0 = ait1)-- (@i — an) !

P.-(z) =

entonees oy es el coeficiente de =t de Pi(x). Asi, ordenando en sentido creciente ¢l polinbinio Fi{e), sus
cooficientes se correspouden con la fila i—dsima de la matriz V (dy, ag, ..,a,.)_]. IDichos coelicientes los
podetnos obtener operando o mediinte las relaciones de Cardano-Vieta, teniendo en cuenta que las raices de
Ple)ysonm , T<li<n LA dparal <i<in

Veamos un ejemplo de la utilizacién de este método:
Ejemplo 1.1 Vamos a calcular la inverse de lo mairiz de Vandermonde de orden 3:
1 1 1
va,-1,3) = |1 -1 3
11 9

En este caso

ag=1, ag=-1, a3 =3,
Y
IR Gt (@ 1)=—9) (=14
A=) T+ (=4 A=) = Sony=-9 Pa(2) = Gy
Operando, se obliene:
P = 4 de- ket o) = Fogergets Bie) = g

De esta forma:

. 34 1/2 -1/4
v,-1,3)"" = 3/8 -1/2 1/8
-1/8 0 /8

Bl mctodo deserito en la seeeiGn 1 presenta sin erbargo algunos inconvelientes. Cuindo ol tanadio die la
tbriz de Vandermeande s grande y los datos vienon divdos de forma aproximada, ¢ caleulo del palinonio
interpolador de Lagrange es bastante complicado. Adenas, log cilealos pealigados para calenlar Ininversa
die V(@ am, 000 8y) NO oS SEVen para caleular la inversa de V(oo it g ). Vioos aover alwrn un
método iterabivo para caleular L inversa de V oy @ Cay ) utilizando la teorin de polinomios orlogonales.
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2 Polinomios ortogonales. Condicién de Haar.

Los polinomios ortogonales se utilizan en la resolucién de ecuaciones diferenciales, en teoria de aproximacién,
férimmulas de cuadratura, [1). Sea R[z] el conjunto de los polinomios en la variable z, Ry[z] el conjunto de
los polinomios de grado 1 y coeliciente director no nulo y sea W(z) una funcién no negativa en un intervalo

[4,0] (uo necesariamente acotado). A esta funcién W(z) se la denomina funcidn peso si verifica las siguientes
condiciones:

1. W(z) > 0 es integrable sobre el intervalo finito o infinito [a, b].

2. Todas las integrales f: 2¥ W(z)dz , k=01, .. existen y son finitas. Al valor

b
e = / z* W(z)de , k=0,1,..

se le denomina momento de orden k.

3. Para polinomios S(x) no negativos en el intervalo [a, b],
b
/ SEW(z)dz = 0 = S(z) = 0
a

Dada una funcién peso W(z), podemos definir el producto escalar

b
(F9) = [ f@WEsle)s,
a
sobre el espacio vectorial L2 ([a,t]) de las funciones para las que la integral

b
(1) = / Pe)W(z)dz

existe y es finita. Se dice que una sucesién de polinomios {Pn(z)}, » o C R[z] es ortogonal con respecto a la
funcién peso W(z) en el intervalo [a, b] si se verifica: B

/b Pﬂ(x)Vl/("‘:)Pm(z)dz = Mibom , My :,60 , Yn,meN (5)

En [3, pag.143] se demuestra el siguiente resultado sobre la estructura de los polinomios ortogonales para una
funcién peso W(z):

Teorema 2.1 Eziste una sucesidn de polinomios {Pn(z)}, 5 o, Pa(z) € Ralz], tales que (Pi, P§) = 0 para
i# 3. Bstos polinomios vienen dados por la férmula de recurrencia de tres términos

An Po(z) = (Iz — Bn) Paoi(z) — Cn Pacaf(z) , n > 1
(6)
Poz) = 1, P_y(z) = 0

donde An #0 , YneN
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Al resultado reciproco se le conoce como el teorema de Favard.

Teorema 2.2 Deda una sucesién de polinomios { Pa(x)}, >0 tales que verifican unae fdrmule de recurrencia
de tres Térmanos

Ay Pn(fﬂ) = (IZ - Bn) Pn—l(x) - Cn Pﬂ—Z(z) y 2 1 (7)
Po(:c) =1, P_](I) =0

Entonces existe una funcion peso W(z) en un intervalo de la recta real (no necesariamente acotado) y un
producto escalar tal que (P, Pj) = 0 parad #7.

Estos dos teoremas nos identifican las sucesiones de polinomios ortogonales respecto a una fu'nc1ox.1 pe;oﬁw((iz)
en un intervalo de la recta real (no necesariamente acotado) con aquellas sucesiones de polinomios definidas
de forma recurrente mediante una relacién de tres términos.

Otro resultado muy utilizado en la construccién de férmulas de cuadratura es el siguiente, (3, pag.145]:

Teorema 2.3 (Condicién de Haar ) Sea {Pa(@)}, 5 o una sucesidn de polinomios ortogonales (que veri-

7, . - n e ’ . . X
fican una relacién de recurrencia de ires términos (6)) y sea {a;}, una sucesidn de nimeros reales distintos
Entonces, la matriz definida por:

Po(a1) Py(az) ... Po(an)
Pi(a;) Py(az) .. Pi(aq) )
P(a1,02,...,8n) = . :
Pn_1(a1) Po_i(az) ... Pn_1(an)

es una matriz invertible pare todo n > 1.
Nos proponerrios ahora determinar la inversa de la matriz (8). Demostraremos el siguiente resultado:

. n -z /-
Teorema 2.4 Sea {Pa(2)}, » o una sucesidn de polinomios ortogonales y sea {ai};_; una sucesidn de nbz;
meros reales distinios. Consideremos la matriz definida por (8) que por el teorema 2.8 es una matriz invertible
pare todo n > 1. Descomponemos esta matriz en blogues de la forma:

Polar) Py(az) Py(an)
Pylay) Pi(as) Pi(an) P(a;,@2,..,0n-1) L] ©)
P(ay,a3,...,0n) = .' « . = y B
Pai(@1) Pai(s2) ... Pa—i{an)
donde
Pu(a,.)
L = Pl(_aﬂ) , V = [P"_l(al) P,._l(ag) Pn—l(an-l)] , U = [Pn—l(an)] i (10)
Pa-a(zn)
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Sedenotamos por

K(aay....¢ay) = =V [P(ay,ag,--,an )] L + U, (11

enlonces [P(ﬂ],(lg,...,(l")]_l viene dada por:

[P (a1,02,. v“n)]_l

(IJ T .l.'a"_l)]_l ‘ ] [ é [l\’(a].uz,.(.) van—1)]”! ] [ —IV (I] ] [ Pl e 0 ol (I] !
(12)

donde cada matriz identidad I en (12) tiene las dimensiones edecuadas para que cada una de estas cualro
matrices sea cuadrada.

Pewastracion: Veamos que K (ay, ag, ..., an—)) definido en (11) es distinto de cero. Este hecho es evidente
pues se verifica la siguiente identidad:

[ P(ﬂl.az.‘}...aﬂ—l) ([} ] [ [P(al,az,.(.).,a..-1)]_l ?] [(1; —IL]

I 0
[V[P(al-az,-n.ﬂn—l)]_l K (a1,az,. -.'ln—l)] ' (13)

tomando determinantes en (13), dado que la primera matriz es invertible por el teorema 2.3, se tiene

K (an,a3,. . 00-1) # 0, (14)
y de esta forma existe [K (a),ay,.. .,an_l)]_lA Efectuando el producto de la matrices dadas en (12) por la
matriz P (ay, as, ..., an) escrita por bloques en (9) se obtiene de inmediato el resultado. 0O

Consideremos la sucesién de polinomios {Pn(x)},, » o definidos por:

(15)

donde An = 1,Bp = Cnp =0 VYn e N. Por el teorema 2.2 esta sucesién {P,(z)}, s o es una sucesién
de polinomios ortogonales. Sea {a;}/-; una sucesién de niimeros reales distintos. La matriz de Haar (8)
asociada a estas sucesiones queda de la forma:

1 1 1
ay ag an
P(al.a2:-~-:an) = . ' ' = V(“l;“?x---:an) (16)
ap™t ot ar—!

Aplicando (12) se tiene
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IV (a1, 22,000 ,80)] 7"

10 ] [ [V (e1,82,...,an0)]70 0
I 0 !
an

(l) —-[v (a].ue...l vani)7H L ] [ (l) [K(a;,az,-(-)-.“n-l)]_l ] [ v

Denotando por:
A, = [V(aaz,.e)] "

podemos escribir (17) de la forma:

Aoy + B DK VAL —AL LK
A, = 1 (&)
— [KITP VA, [K)™
donde
|
iy
L= @ |, v=]a" o ...l U=[a7"]  K=-VA_L+TU.

@y
Esta formula permite el célculo iterativo de la inversa de la matriz de Vandermonde.

Ejemplo 2.1 Vamos a calcular simbdlicamente las inversas de las matrices de Vandermonde hasta orden 3
utilizando (17):

(a) n=1. Tenemos V (z1) = [ 1], de donde

V)" = [ﬂ

(b) n=2. Se tiene:
1 1
V(er,22) = [zl :cz] !

de donde
L =1] , V = [z . U = [z4]

K (z1,32) = [ga—z1] = [K(’H:M)]_l = [zz_l_xl] :

Aplicando (E)

-1 _ 1 [ T2 —1]
[V (z1,22)] = 2o | —= 1
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(c)n=23. Se tiene

de donde
Lz[l],vz[zf 23], U= [¢F ,

T3

2 2 2 2 2 2
= Z5%) — Ty + 2723 — T3T3+ 2322 — T
X _ 2%1 122 1L3 3 2 T
K (zy,2z2) = [ 2 3 3*1
T2 — Ly
. -1 Ty — Iy
> [K(z1,@)]7 = [ 2 2 2 2 2 P
ziz, — oley + olzg — aiza + 2izy — 2lxy

Aplicando (E):

—.—
[#j=2a) (g =2l
[}

[V (z1,22,23)] " =

[#i—=a] (¥a—x3)
L

(Fi—=a) {Fa—=a)

En el caso del ejemplo 1.1, para la matriz de Vandermonde:

11 1
v(,-1,3) = [1 -1 3}.
9

donde ) = 1,29 = —1,z3 = 3, se obtiene:

. { 34 1/2 -1/4 }
va,-1,3)"t = | 358 -1/2 1/8 |
-1/8 0 1/8
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ALGUNAS APLICACIONES DE UN TEOREMA
DE PEANO

Juan Carlos Cortés Lopez
Departamento de Matematicas
L.E.S. Bonifacio Sotos. Casas Ibafiez (Albacete)

Abstract

This work concentrates on a result gives by Giuseppe Peano which
allows the obtention of the classical theorems about differential calculus
by Lagrange and Cauchy. We shall also apply Peano’s result in order
to obtain a method which will generate new functional inequalities as
well as calculate limits.

1 El teorema de Peano

Empezamos recordando un resultado que luego utilizaremos y que nos
dice cémo derivar determinantes funcionales.

Lema 1 . Dadas "n?” funciones derivables {f"j}1<ij<n en un intervalo
abierto ]a, b, consideremos la funcidn

D:lab— R
dada por el determinante

fu(z) fia(z) ... finle)

D(s) = lefw) f22:(f'3) f2n.(’7)

fn1‘($) fn2.(x) fnn‘(m)

entonces la funcién D(z) es derivable en |a, b y ademds su derivade viene

dada por
D'(z) = y_ Di(z)

k=1
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donde
fu(z) fin(z)
Di(e) = | fia®) o fhnlo)
fnl(‘”) fnn-(‘T)

Presentamos ya el teorema de Peano.

Teorema 1 . Sean f, ¢ y h funciones continuas en [a,b] y derivables en

la, b, entonces eziste al menos un punto ¢ € Ja, b[, tal que

§ ) Nha)
) h(b)
)

K (c)

gla
g(b
¢'(c

(a)
(b)
f'(e)

=0

Demostracién. A partir de las funciones f, g y h definamos la funcién
P: Ja,b — R, dada por

f(a) g(a) h(a)
f(d) g(d) h(b)
f(z) g(z) h(z)

la cual cumple las hipétesis del teorema de Rolle:

P(z) =

- P es continua en [a, b], por serlo por hipétesis las funciones f, g y h.
- P es derivable en ]a, b[, por serlo por hipédtesis las funciones f, gy h.
- P(a) = P(b) = 0, ya que entonces el determinante tiene dos filas iguales.

Luego entonces existe al menos un punto ¢ € |a, b[, tal que

f(a) g(a) h(a)
f(d)  g(b)  h(b)
f'le) g'(e) H(e)

P'(c) = =0

donde para calcular la derivada de P hemos usado el lema 1y que el deter-
minante de una matriz con una fila de ceros es nulo.
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2 Los teoremas de Lagrange y de Cauchy gene-
ralizado

Teorema de Lagrange

Particularizando el teorema de Peano para las funciones g(z) = = y
h(z) = 1, que obviamente cumplen sus hipdtesis, se tiene que existe al

menos un ¢ € Ja, b, tal que

fla) a1
P'c)=| f(b) b 1|=0
flley 1.0

esto es, desarrollando el determinante
F(b) = f(a) = f'(e)(b — a)
que es teorema del valor medio o de Lagrange.
Teorema de Cauchy

Para deducirlo basta aplicar el teorema de Peano tomando h(z) =1, de
lo cual resulta que existe al menos un ¢ € ]a, b, tal que

fla) g(a) 1
P'(cy =] f(d) g(b) 1|=0
fl(e) ¢'(e) O

y desarrollando el determinante se tiene
£1(e) (g(b) — g(a)) = ¢'(c) (£(b) = f(a))

que es el teorema de Cauchy generalizado.

3 Generacién de nuevas desigualdades funcionales

Es bien sabido que tanto el teorema de Lagrange como el teorema de
Cauchy permiten, entre sus multiples aplicaciones, deducir desigualdades
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funcionales: el teorema de Lagrange involucrando una funcién f(x) y el
teorema de Cauchy relacionando dos funciones f(z) y g(z). Asi, por ejemplo,
es sencillo probar usando el teorema del valor medio sobre la funcién f(z) =
Inz en [a,b] que

1—(a/b) <Inbd/a < (bfa) — 1, 0<a<hb. (1)
y aplicando el teorema de Cauchy a las funciones f(z) = 2z arctanz y
9(z) = In (1 + 2?) en [0, z] que
2z arctan z > In (1 + :1:2)

En este apartado aplicaremos el teorema de Peano para deducir nuevas de-
sigualdades involucrando tres funciones f(z), g(z) y h{z). Como este trabajo
no pretende agotar toda la variedad de desigualdades que pueden interesar
y deducirse a partir de esta técnica, sino abrir un nuevo método de trabajo,
tan sélo mostraremos un ejemplo interesante de aplicacién, dejando de esta
forma una puerta abierta a una exploracién futura.

Ejemplo 1. Consideremos las funciones f(z) = sinz, g(z) = cosz y
h(z) = z en el intervalo [z,y] con 0 < z < y < n/2. Como f(z), g(z)
y h(z) cumplen las hipétesis del teorema de Peano, sabemos que existe al
menos un z: 0 <z <2<y <w/2, tal que

sinr cosz I
siny cosy y |=0
cosz —sinz 1

desarrollando el determinante, para 0 < z < z < y < 7/2 se tiene
[y sinz — & siny] sinz + [y cosz — z cosy] cos z = sin (y — z)
ahora teniendo en cuenta que
0<sinz<1l,0<cosz<1lparal<z<7/2

y la conocida desigualdad

sin sin y

> y <<y < /2
z )
¥ que
COST _ cosy
> y O<e<y<n/2
z y
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ya que
cos T .
flx) = es decreciente , 0 <z < w/2

T

pues
— (z sin ¢ + cos z)
2

fl@) = <0, O<z<m/2

obtenemos una cota del seno de la diferencia de dos dngulos

z
0 <sin(y —z) < y(sinz + cosz) — z(sin y + cos y)

4 Mejora de desigualdades funcionales y célculo
de limites

En (1) hemos visto que
1-(z/y)<lny/z <(y/z)—-1, O0<z<y
Tomando z = 10 e y = 12 obtenemos la siguiente acotacién del In 1.2
016 =1/6 <1ln1l.2 < 1/5 = 0.2

A continuacién y aplicando el teorema de Peano mejoraremos esta desigual-
. ,

dad. Adn més, daremos un método recurrente para mejorar cada vez mas

la desigualdad optimizada en el paso anterior. Para ello aplicaremos el re-

sultado de Peano a las funciones f(z) = lnz, g(z) = Vo y h(z) = 1 en
el intervalo 0 < z < y. Por cumplirse las hipdtesis del teorema de Peano
sabemos que existe un punto z, con 0 < z < z < y, tal que

Inz vz 1

Iny \/lﬂ 1=0

1 —
& 22
desarrollando el determinante,
1

1 —
——(lny-lnz)=~-(y-Vz
WA )=~ (V¥ - Vo)
Lo 1 ) .
como z < z < y y la funcién \—/? es decreciente se tiene
2 Iny—lnz 27 2 2
— < p -
N Vi—Vz z z  V




en consecuencia obtenemos la siguiente cota de ln(y/z)

2 (V¥ - V7) v, _ 2(/¥ -7
————=<In(=-) <« —————— (2)
NG T NZ)
que aplicada para ¢ = 10 e y = 12 nos da la siguiente acotacién de In1.2
que mejora la anteriormente dada

’

0.174258... < In 1.2 < 0.190890...

siendo el valor exacto In1.2 = 0.182321....

De hecho es facil ver que (2) efectivamente constituye una mejora de (1),

pues
:_2(/7-VA)

1- -« = Y7/

y vy
2 (Vv - V=)

_— g -1
Vz z
como es sencillo demostrar, para ello basta probar las desigualdades que
resultan de realizar previamente el cambio de variable ¢t = 2, las cuales son
T

inmediatas.

Mejoramos atin més esta desigualdad. Aplicamos el teorema de Peano
a las funciones f(z) = Inz, g(z) = ¢z y h(z) = 1 en el intervalo [z, y] con
0 < z < y donde se cumplen las hipdtesis pertinentes. Por tanto existe z,
con 0 < < 2 < y de modo que

Inz Ve 1
Iny vl 1
1 1

z n v zn=1
operando se llega a que
/—1 L ~In 2 ) [{‘/ -
n nzx| = Yz
Y1 Y B Y

como ¢ < z < y se tiene
1 1

1
Yz z Yy
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por tanto
n Iny—Inz

— <
Vy o Yy- Ve
o equivalentemente
n ——V—_ vz
Yy

<ln=-<
z

Yz

)

que mejora la desigualdad (2). De hecho si aplicamos (3) para n = §, z = 10
e y = 12 obtenemos la siguiente cota de In 1.2

podemos reescribirla como

Ademés observemos que (3) puede escribirse

<lng<n("g
T X

0.179037... < In1.2 < 0.185686...

Y la aproximacién mejora al aumentar el valor de n.

)

| n(l—%><lnt<n({ﬁ—l)

esto es

n<@><lnt<n({ﬁ—1)

{n/?

lim n
n—+00

que lim n (\'VZ— 1) existe, se deduce
n—o0

((‘/E-— 1) =Int
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Tomando limites cuando n — oo, teniendo en cuenta que nh_r'réo V%

Asi efectuando en esta tltima desigualdad el cambio de variable ¢t =

8 |

’

i1y



Tendencias y repercusiones
del Algebra actual

Concepcién Romo Santos

Departamento de Algebra
Universidad Complutense

Abstract

In this article it’s given a study of the grand importance and réle of the Algebra in the
present science. Also it's given a st udy of the didactics of Algebra.

1. La gran importancia del Algebra en la ciencia actual

El Algebra es un elemento esencial para el desarrollo de las Matematicas y de las
Ciencias y por tanto, su estudio es siempre una cuestién de importancia vital para la socie-
dad.

Nos referimos brevemente al concepto del Algebra. El Algebra es una ciencia, en un
proceso de elaboracién constante, y, por consiguiente, como todo lo vital, no puede delimi-
tarse con una definicién. Cada conquista amplia sus limites, establece nuevas conexiones
con otras ramas de la Matemdtica, hace por tanto mds difusa la linea que las separa, y,
como consecuencia, modifica el concepté que de ella puede formarse.

La palabra “ dlgebra” proviene del nombre de un tratado del matemético y astrénomo
Mohammed al-Kharizmi, que vivié en el siglo IX. Su tratado sobre dlgebra llevaba por
titulo al-jebr w’almugabala, que significa: “transposicién y eliminacién”. Por transposi-
cién se entiende la transferencia de términos al otro miembro de una ecuacién, y por elimi-
nacién la cancelacién de términos iguales en ambos miembros.

La palabra drabe al-jebr se convirtié en “dlgebra” al transcribirla al latin, mientras
que al-mugabala fue desechada, lo cual explica el término moderno “dlgebra” para esta
disciplina.

La palabra “dlgebra” tiene también otra acepcidn (del drabe jebr, restituir a su lugar)
con referencia a los huesos, aparece en la muestra de los barberos antiguos, que se decfan:
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“algebristas y sangradores”. Y hoy en dia algunas consultas de traumatélogos se llaman
“Algebra médica”,

El origen del término “dlgebra” responde muy bien al contenido real de la ciencig
misma. El Algebra es en esencia la doctrina de las operaciones mateméticas consideradas
formalmente desde un punto de vista general, con absiraccion, de los nameros concrelos, y
sus problemas estan relacionados fundamentalmente con las reglas formales para la trans.
formacién de expresiones y laresolucién de ccuaciones.

Miis tarde, Omar Khayyam definié el Algebra como la ciencia de resolver ecuaciones.
Esta definicién no tuvo su significado hasta finales del siglo XIX, cuando el Algebra, junto
con la teoria de ecuaciones, (omaé nuevos derroteros, modificando esencialmente su cardc-
ter, pero no ese espiritu de generalidad que posee como ciencia de las operaciones formales.

El Algebra contemparinea es el estudio de Ias operaciones, de las reglas de cilculo.
Pero no se circunscribe como el Algebra cldsica, al estudio de las propiedades de las ope-
raciones con niimeros, sino que aspira a investigar propiedades dc operaciones con ele-
mentos de una naturaleza mucho m4s general. Esta tendencia viene dictada por necesida-
des de orden prictico. Por ejemplo, en Mecdnica sumamos fuerzas, velocidades,
rotaciones, ete. Si para un conjunto dado de objetos se definen ciertas operaciones que
salisfacen ciertas propiedades, se dice entonees que se ha definido una estructura algebrai-
ca. El actual punto de vista sobre el Algebra consiste en considerarla como el estudio de
las diferentes estructuras algebraicas. Puede considerarse que la nocién de estructura apa-
rece ¢on la definicién por Cayley en 1854 el concepto de grupo abstracto y se desarrolla
hasta la teorfa de categorfas actual, desarrollada en los dltimos cincuenta aftos, que propor-
ciona el marco correcto para el desarrollo de técnicas de gran importancia como la homo-
logia, que retinen aspectos aislados que habfan ido apareciendo al profundizar en proble-
mas de teoria de grupos, anillos, mddulos, etc... Bl primer trabajo en el que se enfoca el
Algebra desde el punto de vista de las estructuras es el famoso libro de Van der Waerden:
“Modern Algebra”, de importancia capital para el desarrollo algebraico posterior.

Hablaremos ahora un poco de Ia influencia del Algebra en otras ramas de la Matem4-
lica, y en otras ciencias en general, F Algebra no es una ciencia aplicada en el sentido que
tienen estas hoy en dfa, sino una ciencia pura. Las ciencias aplicadas tienen, en su acep-
cién usual, dos caracterfsticas que las definen, la de resolver problemas concretos del
mundo que nos rodea y la de tomar prestado para este fin, un cuerpo de doctrina ya elabo-
rado, El Algebra no depende de nada, salvo de 1a teorfa de conjuntos de la que, en dltima
instancia depende la Matemadtica toda, y ademds ¢s una ciencia pura porque tiene su propia
problemdtica, independiente de los fenémenos de la vida real. Pero el Algebra sf es una
ciencia que se aplica. Ella presta a otras ramas de la Matemdtica y a otras ciencias en gene-
ral, sus estructuras para lograr descripciones formales que las aclaren y potencien nuevos
descubrimientos. Bien conocidas por ejemplo, las aplicaciones de la teorfa de £rupos y
dlgebras de Lie a la Ffsica, de las formas cuadrdticas a la teorfa de los cuantos de Plank,
del calculo tensorial a la teorfa de la relatividad y de la teoria de grupos a la cristalografia,
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El Algebra es fundamental para el desarrollo de }e?l‘fﬁs y tégnicas cielzlfﬁcas cuyo
objeto cs el disefio y el uso de los computadores electrénicos. Un ejelllplo m’as de IS 1nte-
raccion de la ciencia pura y la aplicada, ese debate sccular entre el “saber’” y ¢l “saber
hacer”. ) .

Respecto de otras ramas matemadticas, el Algebrales.un,a fecunda aux1|1a1: de su desa-
rrollo. El ejemplo quizds mds palpable es el de la simbiosis Algebra.COnm/ulaFlva— Qeom(?,_
tria Algebraica, simbiosis tal que, de un lado, la Geometria Algebraica ser/Ja sin el A1gf:b1a
Conmutativa poco mds que una coleccién de teoremas nebulosos (recuerfiese la gnl]gua
geomelrfa italiana), y del otro, aquélla es la que determip(’) el desarrollo de. ésta gracias a la
problemdtica que le planted y le sigue planteando. El Algebra Conmutativa no cs sino la
herramienta de trabajo de la Geometria Algebraica, y no es sélo en este caso, sino que ha}y
muchos mds. Recuérdese, por citar algo, la aplicacion cada vez mds creciente de la teorfa
de semigrupos al andlisis funcional y a gran importancia del Algebra en el desarrollo de la
Topologia Algebraica. 5 . \ !

Y es que en el fondo de todo objeto matematico o coleccién de’o‘bjetos, se encuentra
la estructura algebraica. Por eso la casi totalidad de las ramas mgtemaﬂ/cas usan de los teo-
remas del Algebra en su propio beneficio. Pero csta depend.en.ma del Algebra no e? COHTO
la dependencia, por ejemplo, de la Légica. La /L(’)gica sumlmstr.a el esquema ('ie 1az‘f)r'1d-
miento verdadero pero ah{ para su misién. El Algebra en cambl_o., como ciencia positiva
que cs, suministra a otras partes de la matemdtica resultados positivos que ellas usan para
sacar sus conclusiones, asimismo positivas.

2. Principales tépicos del Algebra. Aplicaciones

Es un hecho que el Algebra es muy amplia, no s6lo considerada como un tfn en si
misma, sino considerada desde el punto de vista de las aplicaciones, de la c/ar?tldad d}e
materia que se necesita en otras disciplinas. Estudiaremos brevemente los tépicos mas

importantes del Algebra: categorfas, grupos, anillos, cuerpos y médulos.

Categorias

Dado el gran desarrollo que han tenido las matematicas en los dltimos tiempos, se ha
3 ot - H - o .as
tratado de sistematizar su estudio, agrupando los casos particulares en ciertas estructur

algebraicas que engloban sus caracteristicas comunes. . . o Los
Si analizamos lo estudiado hasta ahora, vemos que el camino seguido en todos

casos, tiene muchos puntos en comtin. o -
Asf, estudiamos primero los conjuntos, con sus aplicaciones, la ley de composicio

interna y el elemento identidad definido en dichas aplicaciones.
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De la misma forma:

Grupos: homomorfismos, ley de composicién, identidad.
Anillos: homomorfismos, ley de composicién, identidad.
Espacios topoldgicos: aplicaciones continuas, ley de composicidn, identidad.

Parece 16gico por tanto, intentar sistematizar el estudio de todas estas estructuras, al
hacerlo se pierden algunas propiedades particulares en cada caso, pero se gana en comodi-
dad de lenguaje. Luego desde el punto de vista metodolégico se impone el estudio de la
teoria de categorias.

La teorfa de categorfas es una de las ramas mds jévenes del Algebra, pues cuenta
poco mds de cincuenta afios de existencia, pero que, a pesar de esto, estd enormemente
desarrollada. El mundo de las categorfas es fascinante para un matemadtico pues satisface
una de sus ansias mds primarias: el hablar de mucho con pocas palabras, el dar un teorema
que resuma en él muchos otros anteriores.

La teorfa de categorfas y el lenguaje functorial, ademds de su valor intrinseco, repre-
sentan un modo de expresién particularmente adecuado y un método de (rabajo muy
potente en la investigacién matemdtica actual.

Eilemberg y Stenrod proponen una descripcién axiomdtica de la teorfa de homologia
y lo hacen ya en términos functoriales. Asimismo, el punto de vista functorial, domina la
construccién de la obra de Cartan y Eilemberg, sobre el Algebra Homolégica.

Y en la introduccién de sus “Elements de Geometrie Algebrique”, Grothendieck
seilala el lenguaje functorial entre el material de partida indispensable para seguir su cons-
truccién de la Geometria Algebraica.

Grupos

La teorfa de grupos desempefia un papel particularmente importante en el Algebra
contempordnea. La teorfa de grupos ha nacido de la necesidad de encontrar un método
para estudiar propiedades tan importantes del mundo real como es, por ejemplo, la sime-
trfa.

El conocimiento de las propiedades simétricas de los cuerpos geométricos u otros
objetos matemadticos o fisicos nos da a veces la clave para determinar su estructura. Sin
embargo, aunque el concepto de simetria es completamente intuitivo, para dar una descrip-
cién exacta y general de lo que es una simetria, y en particular una exposicién cuantitativa
de sus propiedades, es necesario hacer uso del aparato de la teoria de grupos.

Lateorfa de grupos naci6 a finales del siglo XVIII y comienzos del XIX. Al principio
se desarrolld solamente como un método auxiliar en los problemas sobre la resolucién de
ecuaciones por radicales. Ello se debi6 a que fue precisamente en estos problemas donde
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se observé por primera vez que las propiedades de simetria de las raices de la ecuacién son
fundamentales para la resolucién completa del problema. A lo largo de los siglos XIX y
XX se puso de manifiesto en muchas otras ramas de la ciencia el importante papel de las
leyes de la simetrfa: Geometria, Cristalograffa, Fisica y Quimica. Esto llevé a una mayor
propagacién de los métodos y resulta dos de la teorfa de grupos.

El siglo XIX, m4s que ningin otro de la Historia, ha sido rico en matematicos de pri-
mer orden. Gauss llegé a establecer en esencia lo que en lenguaje moderno, es una ley de
grupo abeliano. Galois fue el iniciador de la teorfa de las ecuaciones algebraicas, represen-
tacién lineal de grupos. Sin embargo fue mucho mds tarde, con la aparicién del famoso
libro de Jordan cuando la teorfa de grupos empezé a desarrollarse y a ser conocida, Hoy la
teorfa de grupos es una disciplina matemdtica bien consolidada debido a que el concepto
de grupo se ha extendido a la geometria, al cdlculo, al andlisis funcional, a la topologia, a
la fisica tedrica, etc. No hay més que mirar las publicaciones registradas en el Mathemati-
cal Reviews para asegurarse de que la investigacion actual en teorfa de grupos es vigorosa
y extensa.

Como curiosidad citaremos la siguiente: En muchos ornamentos y mosaicos de la
Alhambra de Granada se han hallado, en su esencia, los diecisiete grupos cristalograficos
que fueron descubiertos por E. Fedorov en 1891 e, independientemente, por G. Polya en
1924,

Anillos

En la teorfa de anillos juega un papel fundamental el estudio de los anillos conmutati-
vos y con unidad, lo que se conoce con el nombre de “Algebra Conmutativa”. El Algebra
Conmutativa se desarrollé a partir de dos fuentes: 1) la geometrfa algebraica y 2) la teoria
de nimeros. .

En 1) el prototipo de anillos estudiado es el anillo [X,,..., X,] de polinomios en varias
variables sobre un cuerpo K. En 2) es el anillo Z de los nimeros enteros. El Algebra con-
mutativa es una de las piedras fundamentales de la moderna Geomeltrfa Algebraica. Pro-
porciona los instrumentos para esta rama de las Matemdticas, de forma més 0 menos ana-
loga a como el Andlisis Diferencial proporciona los instrumentos para la Geometria
Diferencial. )

La nocién central en Algebra Conmutativa es el ideal primo. Este proporciona una
generalizacién comuin de los ndmeros primos de la Aritmética y de los puntos de la Geo-
metrfa. La nocién geométrica de concentrar la atencién en el entorno de un punto, tiene su
anéloga algebraica en el importante proceso de localizacién de un anillo en un ideal primo.

Hablemos ahora de la relacién Aluchsa Conmutativa-Geometria Algebraica. Tome-
mos un texto de Algebra Conmutativa, podemos elegir cualquiera entre los dos volimenes
de Zariski-Samuel o también el de Matsumura. Esos textos contienen tépicos dirigidos

71



hacia el estudio de la teorfa de ndmeros. Pero la inmensa mayoria de los temas tratados en
ellos tienen otro objetivo: La Geometria Algebraica. La mayor parte de los teoremas inte-
resantes del Algebla Conmutativa tienen una traduccidn directa e inmediata a la Geometria
Algebraica. Pero hay mucho mds, justamente lo mds importante: el desarrollo del Algebra
Conmutativa ha venido condicionado por la Geometria Algebraica en el sentido de que la
ploblematlca de ésta ha sido la que indujo la de aquélla. Asi es que una gran parte del
Algebra Conmutativa tiene como tnica y exclusiva misién servir de basamento a la Geo-
metria Algebraica. Esto establece la relacién en un sentido. Veamos el otro. (Existe hoy
dfa la Geometria Algebraica tal como se concebia hace 50 afios? La respuesta es casi radi-

calmente que no. S6lo quedan unos pocos cultivadores esporddicos de la vieja Geomelria
italiana. Y es que Oscar Zariski primero y Grothendieck después convirtieron a la Geome-
ftria italiana en una rama del Algebra. Cuando un matematico de hoy piensa en una varie-
dad algebraica piensa automdticamente en un 4lgebra finitamente generada sobre un cuer-
po, su anillo de funciones polindmicas; cuando piensa en una subvariedad de una variedad,
piensa en un ideal de este anillo; cuando piensa en un punto simple, piensa en un anillo
local regular, etc. Simplificando la cuestion, Zariski hizo que un texto de Algebra Conmu-
tativa y otro de Geometria Algebraica sean practicamente una misma cosa: estudian los
mismos puntos s6lo que usando palabras diferentes, de las cuales todo especialista tiene in
mente un diccionario en los dos sentidos.

Pondremos ahora mds ejemplos demostrativos de la gran relacién entre ¢l Algebra y
la Geometrfa. Una vez elegido un sistema de coordenadas, cada punto viene representado
por dos nimeros, si nos cefiimos al plano, o por tres si lo consideramos en el espacio.
Estos niimeros son las coordenadas del punto respecto del sistema de referencia adoplado.
La identificacién de cada punto con sus coordenadas, permitird operar aritméticamente en
el campo geomélrico.

De esta relacién entre la Geomelria y el Algebra, triunfa el Algebra, y ya Descartes,
creador, juntamente con Fermat, de la Geomeltria Analitica, concibe la Matemadtica en su
unidad esencial y considera el Algebra como la ciencia matemética fundamental.

Las figuras geométricas vendrdn caracterizadas por relaciones numéricas que verifi-
can todos sus puntos y s6lo ellos. Estas relaciones numéricas son las “ecuaciones de la
ligura dada”. Asf, una recta es el conjunto de puntos (x, y) que verifican una ecuacién de
primer grado con dos incégnitas.

ax+by+c¢=0

De esta concepcidn, surge la idea de clasificar las curvas segin el grado de la ecua-
cion que las representa. Una recta s una curva de primer grado; las cdnicas son curvas de
segundo grado; las curvas de tercer grado son las cibicas: etc. Esta clasificacion es de
caracter estrictamente algebraico y, en general, no refleja bien lo que pudiéramos llamar
peculiaridades geométricas de la figura. Los problemas cldsicos de construcciones de figu-
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ras, inlersecciones, lugares geométricos, elc., quedan reducidos al estudio de las ecuacio-
nes y sistemas de ecuaciones.

Ya que estamos metidos en Geometria Algebraica hablaremos un poco de la (eorfa de
esquemas y del importante problema de la resolucion de singularidades.

La generalizacién del concepto de variedad algebraica, lleva a la actual construccién
de la Geomelrfa Algebraica, utilizando el lenguaje de los esquemas.

En esta construccién, ¢l Algebra y la Topologfa, intervienen tan estrechamente uni-
das, que es con frecuencia diffcil deslindar sus campos. La teorfa de haces proporciona el
lenguaje indispensable para interpretar en términos geométricos las nociones esenciales
del Algebra Conmutativa, y para “globa]12a1las y desempefia un papel fundamental en Ia
elaboracién actual de la Geometria Algebraica. Y en su base, estd el concepto de haz,
donde aparecen fntimamente ligados el aspecto algebraico y el topolégico.

La gran importancia del método de Ia resolucién de singularidades estd en que una
gran parte de los teoremas de la Geometria Algebraica “global” se prueban para varieda-
des lisas, desconociéndose qué pasa con ellos en el caso de variedades con puntos singula-
res. Asf, poseyendo un teorema de desingularizacién, es decir un proceso que permita
pasar de una variedad con singularidades a una lisa que sea “muy semejante a la primera”
(cs decir, birracionalmente equivalente a la primera), se pueden extender los teoremas de
variedades lisas a cualquier variedad.

Cuerpos

La teorfa de cuerpos cubre los (picos mas usuales con un énfasis marcado en llegar a
la teorfa de Galois y sus grandes aplicaciones a la teorfa algebraica de ntmeros. También
para ilustrar la profundidad de la teorfa de cuerpos, plantearemos el anliguo problema de la
constructibilidad de figuras geomélricas empleando solamente la regla y el compds, 1o cual
es un claro ejemplo del traslado de un problema geométrico al dlgebra. Estos son los lla-
mados problemas cldsicos de la geometrfa griega. Como es sabido son los tres siguientes:
realizar con reglay compds la triseccién del dngulo, la duplicacién del cubo y la cuadratu-
ra del circulo.

El proceso del intento de resolucién de cada uno de ellos, que ha durado muchos
siglos, ha invadido otras partes de la matemdtica, en apariencia muy alejadas, que han
debido desarrollarse para tratar de realizar los problemas planteados inicialmente. Asi, los
dos primeros —la triseccién del dngulo y la duplicacién del cubo- desembocaron en la
resolucion analitica de ecuaciones de tercer grado con coeficientes racionales y, el tercero
en la demostraccién de la trascendencia de 7, no conseguida hasta el siglo XIX. Del estu-
dio de estos nuevos problemas, equivalentes a los propuestos por los griegos mucho antes,
se ha llegado, como es conocido, a la irresolubilidad de los mismos.
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Es de destacar la costumbre de los autores del siglo XVI, que mantenfan en secreto
sus descubrimientos cientificos con el objeto de resaltar y prevalecer sobre sus adversarios
en competiciones piblicas donde se planteaban problemas. As{ sucedi6é en la primera
mitad de ese siglo, en que los algebristas italianos impulsaron la resolucién de las ecuacio-
nes de tercer y cuarto grado en desaffos publicos de ese tipo, consistentes en el plantea-
miento de problemas entre dos matemadticos rivales como ya se ha dicho.

Tras el descubrimiento de la resolucién de las ecuaciones algebraicas de tercer y cuar-
to grado por los mateméticos italianos del siglo XV1, no hubo précticamente matemético
importante que no intentara resolver las ecuaciones de grado mayor o igual que cinco,
dando de esa forma un gran impulso a la teorfa de ecuaciones.

Hasta 1824 no se encontrd la respuesta a este problema, cuando el joven genio norue-
go Abel demostré que no existe expresién radical de los coeficientes de dichas ecuaciones,
que sea rafz de las mismas; es decir, que no hay férmulas para la resolucion de una ecua-
cién general de grado mayor o igual que cinco. Con ello quedé definitivamente zanjada la
cuestion.

La imposibilidad de cuadrar el circulo utilizando regla y compés fue probada por Fer-
dinand Lindemann (1882) al demostrar la trascendencia de .

Modulos

La tendencia a la linealizacién, ha hecho del estudio de los médulos un tema central del
Algebra. La intervencion del Algebra Homoldgica ha reforzado esta tendencia, puesto que
esta rama del Algebra se ocupa esencialmente de cuestiones de naturaleza lineal.

El Algebra Homoldgica tiene muchas aplicaciones al Algebra Conmutativa. Es indu-
dable a estas alturas la influencia que el Algebra HomolGgica ha tenido en el resto del
Algebra, tanto en el planteamiento de problemas como en la resolucion de los mismos.
Esta influencia es ineludible en muchos casos, especialmente llamativa en aquellos enun-
ciados que atin no siendo de tipo homoldgico requieren de estas técnicas para su demostra-
cién. Como ejemplo citaremos la aplicacién de los complejos de Koszul a los sistemas

lineales de formas cuadraticas.

3. Didéctica del Algebra

El punto de arranque de los actuales sistemas de ensefianza en la civilizacién occiden-
tal, hoy sujetos a profundas renovaciones, se sitda a finales del siglo XVIII y principios del
XIX, momento en que toman cuerpo y configuracién las distintas disciplinas cientificas.
La armonfa unitaria del saber cldsico, se vio entonces rota con la aparicién de especialida-
des auténomas a nivel de investigacién y ensefianza media y asi, al programa cldsico de las
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humanidades, se afiadié por yuxtaposicién un conjunto enciclopédico que tenia como fun-
cién primordial el servir de puente y base para el acceso a la Universidad y al progreso de
la ciencia.

La dindmica de la evolucidén cultural impuso as{ un planteamiento de la ensefianza
epistemoldgico, en el cual el hombre, més que sujeto y fin intencional, es objeto y medio
de la transmisién de los saberes cientificos. En el progreso mismo de la ciencia pusieron su
esperanza de paz y bienestar muchos hombres de los primeros afios de nuestro siglo.

Los hechos que se han sucedido, han puesto de manifiesto la unilateralidad de este
enfoque y la necesidad de un planteamiento antropoldgico y sociolégico, en el cual los
derechos de la ciencia quedan integrados en la perspectiva mas general de Jo humano. La
actitud humanista en la ensefianza de hoy, implica la primacia de lo humano y el sentido de
lo humano. Dentro de este marco general, situamos la ensefianza del Algebra, cuyos méto-
dos, como los de cualquier otra materia, estardn condicionados por estos dos puntos funda-
mentales:

— El alumno, que recibe la formacién.
— La ciencia y sus posibilidades especificas, para contribuir a esta formacion.

Ambos aspectos deben ser tenidos en cuenta con ponderacién en todos los niveles de
la ensefianza. Los distintos niveles marcardn el peso que se ha de conceder a cada uno de
los dos pilares, pero en ninguno de ellos, podré prescindirse de la consideracién de uno u
otro.

Considerando ya particularmente la ensefianza del Algebra notamos que esta materia
puede considerarse como una continuacién de la aritmética, y como tal debe ser ensefiada.
Implica indudablemente un cambio metodolégico al pasar del cdlculo con nimeros de la
aritmética al cdlculo literal del Algebra, lo que significa un gran avance en el campo de la
abstraccién y la generalizacion.

Se requiere por tanto un especial cuidado diddctico para que quede patente el nexo
entre ambas materias, y que el alumno perciba que el simbolismo algebraico es sélo una
manera de generalizar ciertas propiedades aritméticas.

Este cambio no es nada f4cil y son numerosos los ejemplos de la historia del dlgebra
que nos muestran cémo la bisqueda de ese lenguaje especifico constituye un largo y com-
plejo proceso.

Como ejemplo de ello haremos notar que el desarrollo de la simbologfa matematica
fue muy lento. Los primeros ejemplos conocidos de uso regular de los signos + y — apare-
cen en el siglo XV, en el libro de Johannes Widman “Mercantile Arithmetic” (Leipzig,
1489).

El Algebra simbdlica se debe principalmente a Francois Viete (1540-1603) quien, en
su “In Artem Analyticam Isagoge”, introdujo el uso de letras para representar cantidades y
el empleo de la notacién A quadratus, A cubus... para representar x? ,x%, ... Por dltimo dire-
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mos que la costumbre de usar las primeras lelras para representar cantidades conocidas y
las dltimas para las desconocidas, asf como el empleo de exponentes, se debe a Descartes
(1637) [Rouse Bael, W. W. “A Shorl Account of the History of Mathematics (1960) Dover
Publications].

La historia del algebra y su gran importancia en la didactica

Entre todas las materias a ensefiar, posiblemente la matemdtica sea la que tenga un
aspeclo mds inhumano, debido a su formalismo, su modo de razonamiento 16gico y esque-
madtico, y su organizacién de forma hipotético-deductiva a partir de una axiomdtica.

La historia de la matemadtica puede contribuir a que se presente algo mds humana,
constata la cooperacién entre distintos mateméticos para llegar a buenos resultados, y dejar
constancia de que los descubrimientos no son siempre fruto de mentes deslumbrantes de
personas aisladas. Por el contrario, han sido obtenidos con frecuencia como consecuencia
de la colaboracién de muchos, y como fruto de avances sucesivos a lo largo de los siglos.

La historia del dlgebra, ademds, puede ayudar a dar una idea de cudndo apareci6 el
concepto que se estd estudiando, por qué causa, qué Lipo de problemas permitia y permite
resolver, ele. Precisamente en la actualidad hay una cierta reaccién para reencontrar el sen-
tido de lo que sc ensefia, y uno de los apoyos para cllo radica en acudir a ciertos pasajes de
la historia de la matemdtica.

Es conveniente también que el profesor conozca la historia del Algebra, pues de esta
manera al empezar un nuevo tema podrd hacer una introduccion histérica que tranquilizard
al alumno pues comprenderd que es muy dificil asimilar en quince dias los conceptos que
los matematicos han tardado cientos de afios en descubrir y poder utilizar.

Son importantes también los problemas histdricos, por ejemplo que conozcan la his-
toria de su ciudad a partir de las informaciones de tipo matemdtico que cada época ha lega-
do. Citaremos como cjemplo el problema siguiente del libro “Historia de Madrid a través
de las Matemdticas” de M. P. Bujanda y C. Romo.

Doiia Leoncia la salinera

En liempos de la dominacién drabe, Madrid posefa las salinas de Espartinas, pero
ademds hubo una mujer y en aquellos tiempos no era muy frecuente la mujer empresaria,
dedicada al negocio de la sal. Esa fue Dofia Leoncia.

Dofia Leoncia era una buena comerciante, pero tenfa un defecto: le gustaba mucho el
dinero que (honradamente) ganaba con su sal. Guardaba en una caja unos ducados de oro y
por la noche los contaba amorosamente. Si los colocaba en montones de tres, le quedaba
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un ducado sin colocar. Lo mismo le ocurria cuando los colocaba en montones de cuatro y
en montones de cinco. Cuando los colocaba de siete en siete no sobraba ningin ducado.

a) ;Qué ocurria cuando los colocaba de dos en dos? ;Y cudndo hacia montones de
seis?

b) ;Cudl cra ¢l menor nimero de ducados que podia tener Dofia Leoncia? (Habfa
quien decia que tenfa 301 ducados).

Solucién

a) Cuando colocaba las monedas de dos en dos, le sobraba un ducado porque el
nimero de monedas era un multiplo de cuatro mds uno.También le sobraba un ducado al
colocarlos de seis en seis porque el ndmero de monedas era igual a uno mds un multiplo de
tres y de cuatro.

b)El nimero de monedas menos uno debia ser miltiplo comiin de tres, cuatro y cinco;
o sea, miltiplo del minimo comdn miltiplo de 3, 4 y 5; 60. De entre los multiplos comunes
a 60 (mds 1) hay que tomar el que sea divisible por 7: 61, 121, 181, 241, 301.

301 es el menor nimero que cumple esas condiciones. Luego Dofa Leoncia tenfa por
los menos 301 ducados.

4. Desarrollo actual del Algebra

Un brevisimo esbozo histérico del desarrollo de la investigacién matematica espafiola
nos mostrarfa, situdndonos en los finales del pasado siglo, un panorama anquilosado y
anclado en un pasado remoto. Sélo insélitos esfuerzos personales, como el de Reyes y
Prosper, y la visién de futuro de algunos prohombres de la matemdtica que empiezan a
remover el terreno hacen vislumbrar posibles cosechas futuras. Hombres como Echegaray,
Eduardo Torroja, o Garcfa de Galdeano conectan con la ciencia europea, comienzan a
ensefiar la matemadtica de su tiempo y no la de siglos pasados, fundan revistas mateméli-
cas, crean la Real Sociedad Matemadtica Espafiola, llegan a interesar y comunicar su entu-
siasmo a los estudiosos y envian a éstos al extranjero a formarse en las mismas fuentes.
Fruto y al mismo tiempo continuidad de estos esfuerzos es Rey Pastor que en su Laborato-
rio Malemdtico de la Junta de Ampliacién de Estudios consigue ya formar un equipo de
investigadores.

Rey Pastor ingresé en la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales, ¢l
14 de noviembre de 1920. En el discurso de ingreso presenta un panorama de una activi-
dad anclada en el pasado, de tal modo que la matemdtica de la segunda mitad del siglo
XIX, la de Riemann, Klein, Poincaré, Cantor, etc. era desconocida en la docencia universi-
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taria, permaneciendo limitada al Célculo Infinitesimal como la m4s alta cuestién accesible
a la Matemdtica universitaria,

Sin embargo gracias a la labor de Rey Pastor se puede asegurar que en los afios trein-
ta existe ya en Espafia una cultura matematica contempordnea con aportaciones originales
a nivel europeo, ya que Rey Pastor y sus discipulos publican trabajos importantes en lag
principales revistas internacionales; esto se va a traducir tambi€n en el campo de la ense-
fanza de las Matemdticas, gracias a la labor de un discipulo de Rey Pastor, Pedro Puig
Adam durante el periodo siguiente a la Guerra Civil Espafiola.

Como ya hemos dicho, terminada la guerra surgen unos cuantos Jjovenes matemati-
€08, que trabajan individualmente con notables aportaciones y que poco a poco empiezan a
consltituir a su alrededor grupos de investigacién. El escaso nimero de matemiticos que
salfa de nuestras universidades, de las que unicamente las de Madrid, Barcelona y Zarago-
24, y bastante después la de Santiago, impartian esos estudios, se ve luego altamente incre-
mentado al crearse nuevas secciones y facultades de Matemdticas. Esto favorece el niime-
ro de los que se dedican a la investigacin y empieza ya a realizarse ésta de un modo
continuado y en mayor escala.

Este proceso de formacién de investigadores ha llevado en ocasiones a la constitucion
de auténticas escuelas: un primer maestro, dedicado a una determinada rama de su ciencia,
la va desarrollando con sus discipulos, que a su vez prosiguen la tarea formadora de nue-
vos investigadores incipientes,

Muchos departamentos universitarios publican sus trabajos. Asimismo, las revistas de
las Academias de Madrid, Barcelona, Zaragoza, Galicia y Canarias dedican parte de sus
nimeros a articulos de investigacién matemitica, Finalmente, como revistas matemiticas
de cardcter general hay que destacar “Collectanea Mathematica” editada por la Universi-
dad de Barcelona, “Revista Matemdtica Iberoamericana” publicada por la Real Sociedad
Matemdtica Espafiola en colaboracién con CSIC, el boletin de la Sociedad Puig Adam de
Profesores de Matemdticas, la revista Suma, ete.

El desarrollo de la investigaci6n en Algebra en Espaiia se centra alrededor de cuatro
grandes polos que pueden ser recogidos con las denominaciones de:

1) Geometria algebraica.

2) Teorfa de grupos.

3) Teorfa de categorias.

4) Teoria de nimeros. Estos bloques de trabajo han nacido de cuatro £rupos o escue-
las que se localizan en Madrid, Zaragoza, Santiago y Barcelona, respectivamente
¥ que han dado lugar a nuevos niicleos al desplazarse algunos de sus componenles
a otros centros del pafs.

La escuela de Geometria Algebraica radicada en Madrid, en la Universidad Complu-
tense ha producido nuevos grupos localizados en las Universidades de Valladolid, Sevilla,
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Santander, La Laguna. Independientemente, hay grupos de trabajo en las Universidades de
Barcelona, Salamanca y Badajoz que tocan los mismos temas. La teorfa de grupos cultiva.
da en la Universidad de Zaragoza se ha extendido (i‘ﬂS}JUéS. a través d‘c sus miembros, a las
de Santander y Valencia. La teorfa de categorias y Algebra Homnlcjgnc‘at de Santiago, tiene,
igualmente, su ramificacién en las Universidudcs. de Granada y Murcia, Y.]us BrUpOS ‘(19
trabajo sobre teorfa de niimeros se encuentran en Barcelona, Bilbao y Madrid, Lo anterior
es una simplificacién suficientemente contundente que no ex<iluye el hecho de que tam-
bién se trabaje algo sobre grupos en Valladolid o sobre categoqas en Zara’g(.)za. )
Como conclusién observamos con orgullo que la produccién matematlca.espano]a es
prometedora, siendo ya un hecho consolidado el cultivo de ella en sus distintas ramas,
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Comprobacién de un Problema Olimpico
con un sistema de Geometria Dindmica

Gonzalo Catalina Hernansanz

Colegio “Maravillas” de Madrid

Si una buena figura ayuda muchas veces a idear la solucién de un problema geométri-
co, una simulacién gréfica por ordenador realizada con sobre un Sistema de Geometria
Dindmica puede ayudar incluso a visualizar las condiciones de degeneracién del problema
ante los alumnos.

En nuestro caso, se ha utilizado el sistema “The Geometer’s Sketchpad” para efectuar
una comprobacién experimental por ordenador de la construccién geométrica relativa a un
problema propuesto en la XXXVI Olimpiada Matemdtica Internacional celebrada en
Canadd en julio de 1995 y propuesto en el nim., 41 de octubre de 1995 de nuestro Boletin,
cuyo enunciado se recuerda a continuacién.

Problema: Sean A,B,C,D cuatro puntos distintos sobre una recta, en ese orden. Las cir-
cunferencias de didmetros AC y BD se cortan en los puntos X ¢ Y. La recta XY corta a BC en
el punto Z. Sea un punto P de la recta XY, distinto de Z. La recta CP corta a la circunferencia
de didmetro AC en los puntos C y M, y la recta BP corta a la circunferencia de didmetro BD
en los puntos B y N. Demuestre que las rectas AM, DN y XY son concurrentes.

(A B[z [ ) |
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Al ir arrastrando con el ratén la posicién del punto P, se observa que las rectas AM, DN y
XY contindan siendo concurrentes en K. Pueden asi visualizarse las situaciones degenera-
das: si P se aleja hacia el infinito, entonces K se aproxima a Z, las rectas BN y CM tienden
a ser paralelas entre si (paralelas a la recta XY) y las rectas AM y DN también tienden a
ser paralelas entre si (paralelas a la recta AD).
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Resenia de libros

EDUARDO WAGNER, PATRICIA FAURING, CARLOS GUSTAVO MOoREmRA, FLORA GUTIERREZ,
ANA Wykowski: 10 Olimpiadas iberoamericanas de Matemdticas. ISBN 84-7666-
076-6,277 péginas, 4.500 pesetas. Ed. O.E.L., Madrid 1996.

La Organizacicén de Estados Iberoamericanos para la Educacidn, la Ciencia y la Cul-
tura es la entidad que, juntamente con los Ministerios de Educacién respectivos, organiza
actualmente las Olimpiadas Iberoamericanas de Matemdticas desde 1985. Ahora, aprove-
chando la undécima edicién del acontecimiento (San José de Costa Rica, septiembre de
1996) ha presentado el libro que recoge todos los problemas propuestos en las diez primeras
Olimpiadas, junto con 56 problemas suplementarios, una serie de notas con resultados titi-
les para Ia resolucion de problemas y una Bibliograffa (recopilada por el Prof, Antonio Luiz
Santos) con 67 citas, muy dtil para quienes preparamos a los estudiantes de Olimpiadas.

En algunos casos se incluye mds de una solucién para determinados problemas, una
prueba de la versatilidad de algunos de los elegidos para la competicion,

El libro sigue los pasos de publicaciones europeas similares (bulgaras y rumanas)
sobre competiciones semejantes (la Olimpiada Balcdnica, por ejemplo), ¥ creemos que
constituye uno de los primeros eslabones en lengua espaiiola, de una cadena de libros con
buenos problemas de Matemdticas Elementales: del mismo estilo se pueden considerar las
publicaciones colombianas 10 afios de Colombia en las Olimpiadas Internacionales de
Matemdticas, de E. Arrieta, D. Berenstein y Maria Falk de Losada (Bogotd 1991); Un
recorvido por la Geometria, de Germdn Rincén (Bogotd 1994), y las espaiiolas 100 Pro-
blemas de Matemdticas: Algebra, Combinatoria Y Geometria, de quien esto escribe y
Maria Ascensién Lépez Chamorro (Valladolid, 1994) —perdén por autocitarme—, asf como
varios voldmenes de la Coleccién La Tortuga de Aquiles, recientemente publicados.

La edicién ha sido muy cuidada y el papel es excelente, Posiblemente su precio es
elevado, pero esto no deberfa ser un inconveniente. La coleccion de problemas es de gran
calidad, y tendria que ser un libro de obligada lectura y utilizacién por todos los profesores
de Matemiticas. La difusidn del libro en los paises de habla espafiola y portuguesa contri-
buird, sin duda, al mejor desarrollo matemético de los estudiantes preuniversitarios,

No quisiera terminar este comentario sin hacer notar algo (probablemente lo tinico)
que he echado en falta: no se cita el pais que propuso cada problema, ni se hace indicacién
alguna de autorfa de la solucién publicada. Seguramente muchas de las soluciones corres-
ponden a los estudiantes que participaron en las Olimpiadas Iberoamericanas, y olras serdn
de los miembros del Jurado respectivo, que hallaron soluciones alternativas a las oficiales.
Entiendo que es importante reconocer expresamente su esfuerzo, ademas de ser un acto de
estricta justicia. Pero esto, que puede sin duda subsanarse ficilmente en posteriores edicio-
nes, no debe empafiar en absoluto el magnifico trabajo de los autores.

Francisco Bellot Rosado
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Problemas propuestos

Problemas propuestos i
en la XII OLIMPIADA IBEROAMERICANA DE MATEMATICAS
celebrada en Guadalajara (Méjico) en septiembre de 1997

Problema n° 1: o '
Sea r 2 1 un ndmero real que cumple la siguiente propiedad:

Para cada pareja de nimeros enteros positivos m y n, con n multiplo de m, se tiene

que [nr] es miltiplo de [mr].

Probar que r es un niimero entero. .
Nota: Si x es un nimero real, denotamos por [x] el mayor entero menor o igual que x.

Problema n° 2: ' '
Con centro en el incentro / de un tridngulo ABC se traza una circunferencia que corta

en dos puntos a cada uno de los tres lados del tridngulo: al segmento BC en D'y P (siendo
D el mds cercano a B); al segmento CA en E'y Q (siendo E el mds cercano a C), y al seg-

mento AB en F'y R (siendo F el mas cercano a A). 5
Sea S el punto de interseccién de las diagonales del cuadrilatero EQFR. Sea T el

punto de interseccion de las diagonales del cuadrildtero FRDP. Sea U el punto de inlersec-

cion de las diagonales del cuadrildtero DPEQ. . .
Demostrar que las circunferencias circunscritas a los tridngulos FRT, DPU y EQS tie-

nen un Unico punto comun,

Problema n° 3:
Sean n = 2 un nimero entero y D, el conjunto de puntos (x, y) del plano cuyas coor-

denadas son nimeros enteros con—-n <x<ny-n<y<n

(a) Se dispone de tres colores; cada uno de los puntos de D, se colorea con 'uno de
ellos. Demostrar que sin importar como se haya hecho esta coloracién, siempre
hay dos puntos de D, del mismo color tales que la recta que los contiene no pasa

por ningtin otro punto de D,

83



(b) Encontrar una forma de colorear los puntos de D, utilizando 4 colores de manera
que si una recta contiene exactamente dos puntos de D,, entonces €sos dos puntos
tienen colores distintos.

Problema n° 4:
Sea n un entero positivo. Consideremos la suma

X\¥1 + X2y2 + .. XaYn

donde los valores que pueden tomar las variables x,, Xa, ..., X, Y1, Y2, +rs Yu SON Unicamente O
y 1. Sea I(n) el nimero de 2n-adas (X1, Xz, ..., Yo, Y15 Y2, ooy y.) para las cuales el valor de la
suma es un nimero impar y sea P(n) el nimero de las 2n-adas (x1, X2, ..., Xu, Y1, Y2, «0s Vu)
para las cuales la suma toma valor par. Probar que

P(n) 2" +1
In) 2" -1

Problema n° 5:

En un tridngulo acutdngulo ABC sean AE y BF dos alturas, y sea H el ortocentro. La
recta simétrica de AE respecto de la bisectriz (interior) del dngulo en A y la recta simétrica
de BF respecto de la bisectriz (interior) del dngulo en B se intersecan en un punto O. Las
rectas AE y AO cortan por segunda vez a la circunferencia circunscrita al tridngulo ABC en
los puntos M y N, respectivamente.

Sean: P la interseccién de BC con HN: R, la interseccién de BC con OM; y S la inter-
seccién de HR con OPF.

Demostrar que AHSO es un paralelogramo.

Problema n° 6:

Sea P = {P), P,, ..., Piwr} un conjunto de 1997 puntos en el interior de un circulo de
radio 1, siendo P, el centro del circulo. Para cada k=1, ...,1997 sea x; la distancia de P, al
punto de més préximo a P, y distinto de P,. Demostrar que

2
XF XD+t Xy S9.
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Problemas propuestos ;
en la I FASE DE LA OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA (OME)
16-17 de enero de 1998

Problema n° 7: (1° de la O.M.E.)
Los puntos A = (a,11) y B =

un tridngulo equildtero.
Determinar el producto ab.

(b,37) determinan, junto con el origen de coordenadas,

Problema n°® 8: (2° de laO.M.E.) B
Se consideran los puntos del plano P, = (1,1000), P, = (2,1000), ... , Puw =

(1998,1000) y el punto O = (0,0), origen de coordenadas. o .
Para cada punto Py de los anteriores, se traza el segmento OP; {inicamente s1 no con-

tiene més puntos con ambas coordenadas enteras que O'y P
. Cudntos segmentos se dibujan?

Problema n° 9: (3° de laO.M.E.)

Determinar el menor valor de k para el que no existe ningudn real x verificando

k<—q£{i—<l
2x* —2x-5

Problema n° 10: (4° de la OM.E.) ‘ ) -
SeaA={1,2,3,4,5,6)}. Se consideran las funciones fde AenA. ;Cuantas verifican

F(x) = x, para todo x de A? ;Cudntas verifican F(x) = x, para todo x deA?

200 = FOF); )= FUFPe) = FUTED]

Problema n° 11: (5° de la O.M.E.) .
Un polinomio p(x) tiene coeficientes enteros, y para Cl
pla+ =pla+2)=1
;Existe algin entero k tal que p(k) = 8?

erto entero a, se verifica p(a) =

85




Problema n° 12: (6° de la O.M.E.)
En el tridngulo ABC, de 4rea 100, M es el i
) ) punto medio del lado AC y P es un punt
del lado AB tal i 4 e
oD al que el tridngulo AMP tiene drea 36. La paralela a PM por B corta al lado
Determinar el drea del tridngulo MPQ.

Problema n° 13: (7° de la O.M.E.)
]Sje considera f{x) = x'*’ — x + 1. Sea n un entero positivo mayor que 1.
. emostrar que, para todo nimero entero x, los mimetos f{x) y f/(x) son primos entre

[P0 =AR2): £0) = fRRX)), y en general f(x) = AF(3)) = AR... ARX))...)) n veces .

Problema n° 14: (8° de la O.M.E.)
(a) Los vértices de un poligono re j
. gular de 8 lados se emparejan y se trazan los seg-
mentos —lado o diagonal- que cada pareja determina. (Es posible emparejarlos de forn%a
que los cuatro segmentos determinados tengan distintas longitudes?
(b) Demostrar que si se emparejan los vértices de un poligono regular de 12 lados y se

3 € ple S dOS con la misma
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Problemas propuestos
en la VI OLIMPIADA MATEMATICA RIOPLATENSE
Mendoza, 10 de diciembre de 1997

Problema n° 15: (1° de nivel 2)

Sea 1 un entero, n = 2. Cada uno de los cuadros de un tablero n X n se colorea de blan-
co, amarillo o verde, de acuerdo con los siguientes criterios:

1) Los cuadros en las posiciones (i, i) para 1 Si<nse colorean de blanco;

2) Los cuadros en las posiciones (i, j) para i # j se colorean de amarillo o verde;

3) Para cualesquiera i, j, k tales que los cuadros en las posiciones (i, /) y (j, k) son del
mismo color, el cuadro en la posicién (i, k) también es de ese mismo color.

a) Muestre que existe una fila que posee n— 1 cuadros amarillos.
b) Muestre qué filas distintas poseen cantidades distintas de cuadros amarillos.

Aclaracién: el cuadro en la posicién (i, j) es el que estd en la i-ésima filay en la j-

ésima columna.

Problema n° 16: (2° de nivel 2)

Demostrar que existe un dnico conjunto no vacio § de enteros con las siguientes pro-

piedades:

1) Si 998x + 999y € S para algilin par de enteros x, y, entonces 998y + 999x € S.
2) Si1<lel £998, entonces ¢ & S.

Problema n° 17: (3° de nivel 2)

Sean ABCD un tetraedro regular, P y Q puntos distintos en los planos BCD 'y ACD
respectivamente. Demostrar que existe un tridngulo cuyos lados miden AP, PQ'y OB.
Problema n°® 18: (4° de nivel 2)

Calcular la suma

87



\ﬁ+i+i+\/;i+i+ +.J1+ ) +#
' 27 32 3242 999% " 1000%"

Problema n° 19: (5° de nivel 2)

Sea S un conjunto infinito de puntos del plano con la siguiente propiedad: Si A, B, C
son puntos distintos de S, entonces la distancia desde A hasta la recta BC es un ntmero
entero. Demostrar que todos los puntos de S estdn en una misma recta.

Problema n° 20: (6° de nivel 2)

Dada una sucesion infinita de digitos a, ay, as, ..., a,, ..., se intercalan infinitos signos
T en la sucesion y para cada par de signos T consecutivos se considera el nimero formado
por los digitos comprendidos entre ambos signos T.

a) Sea N el conjunto de los nimeros naturales. Demostrar que cualesquiera sean los
conjuntos Ay B tales que AU B=Ny A N B =, siempre es posible intercalar
los signos T de tal manera que los nimeros asi obtenidos pertenezcan todos a A o
pertenezcan todos a B.

b) Demostrar que cualesquiera sean los conjuntos A, By Ctales que A U B U C = N,
donde ANB =0, AnC=TyBnC=¢, siempre es posible intercalar los sig-
nos T de tal manera que los nimeros asf obtenidos pertenezcan todos a A o perte-
nezcan todos a B o pertenezcan todos a C.

Aclaracion: Puede haber términos de la sucesi6n a la izquierda del primer signo T.
Estos no estdn comprendidos entre dos signos T.

Problema n° 21: (1° de nivel 3)
Hallar todos los enteros positivos n con la siguiente propiedad: existe un polinomio

P.(x) de grado n, con coeficientes enteros, tal que P,(0) =0y P,(x) = n para n valores ente-
ros y distintos de x.

Problema n° 22: (2° de nivel 3)
Considerar un prisma, no necesariamente recto, cuya base es un rombo ABCD con

lado AB = 5 y diagonal AC = 8. Una esfera de radio r es tangente al plano ABCD en Cy
tangente a las aristas AA,, BB, y DD, del prisma. Calcular r.
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Problema n°® 23: (3° de nivel 3)

Demostrar que hay infinitos enteros positivos n tales que la cantidad de divisores

positivos que tiene 2" — 1 es mayor que 7.

Problema n° 24: (4° de nivel 3)

Las circunferencias ¢ y ¢, son tangentes interiormente a la c.ircurllferenci'il ¢ en los
puntos A y B, respectivamente, como se ve en la figura. La tangente 1ntel'101'.comun aq )1/3 2
toca a estas circunferencias en Py Q, respectivamente. Demostrar que las rectas APy BQ
intersecan a la circunferencia ¢ en puntos diametralmente opuestos.

Problema n° 25: (5° de nivel 3)

Sean x,, Xz, ..., X, NUMeros no negativos, n 2 3, tales que x, + X, +... + X%, = 1.
Determinar el maximo valor posible de la expresion xux; + xaXs + ... + Xo-1Xo

Problema n° 26: (6° de nivel 3)

Sea N el conjunto de los niimeros enteros positivos. "
Determinar si existe una funcién f: N — N tal que f{fin)) = 2n, para todo n € N.
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Problemas resueltos

Problema 7° (BOLETIN N.° 31)

Se denota con A(n) el niimero de cincos que aparecen en la representacién del entero
positivo n. Asi, por ejemplo, h(5203) =1, (37) =0, h(555) =3, h(4711) = 0, etc.
Halla el valor s de la suma siguiente:

Sh(l) + 5[1(2) + 5/!(3) + .. F 5/!(199I)

Solucidn:

h(n) sélo puede tomar los valores 0,1,2,3.

Sea f{k) el nimero de enteros positivos menores que 1992, tales que en su representa-
Ci6n aparecen exactamente k cincos (k=0,1,2,3).

f(0)=2-9-9.9-7=2.9_7=1451
f(1)=3-(2-9-9-1)-1=6-.92—1=485
f(2)=3-(2-9-1-1)=6.9=54
f3)=2-1-1.1=2

Asf pues s = 1451 "59+485-5'+54.52+2 .5 = 5476

Jesis Granda (Madrid)

Problema 2° (BOLETIN N.° 32)

Sea R el conjunto de los niimeros reales, Hallar todas las funciones f: R — R tales
que para todos X, y en R se verifica que

SO+ f) =y +

Solucién:

Supongamosf(O) =aER
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f@)= f(0* + f(0) =0+ [f(O) =@’
f@@®) = f(0* + f(@) = a+[f(O) =a+a’
f@ +a)=f@ + f(0)=0+[f (@) =a

f@ +a*)=f((@) '+ fa)=a+[f@)P =a+a®+2a* +a*
f@+a*)=f(a*+f@®+a)=a* +a+[f@)) =a+a*+a*

}=>a=0=>f(0)=0
Seaye R= f(f(y))=f(0*+ f))=y+[fOF =y= f(f()=yVyeR
SeaxeR

OO = fO* + fO) = [F ()]

= f(-x) =1 f(x)
FERD) = F=2) + £(0)) = [f(—X)]z}

Sifi=x)=f(0)= f(fx) = f(f(x)) = -x=x=>x=0
Luego f(-x)=-f(x)VxeR

Seaahora x € R, x>0 = f(x)= f((«/})2 + f(O)) = f(\/E)]2 >0

Asi pues x >0 = f(x) > 0; y puesto que f{-x) = —f{x) resulta que x < 0 = fx) <0
Seax € R, x> 0y supongamos f{x) = ¢

Fee=0=£{(\x) + fen) == +[{(VF)] = x4 )=t -x

Sit>x=>x-t<0,fx~t)=t—x>0 Absurdo
Sit<x=>x-1>0,x—1)=t-x<0 Absurdo

Por tanto si x € R, x> 0 se tiene que f{x) = x
SixER x<0=—x>0=fl—x) =—x = fx) = A—~(—x)) = f—x) = —(-x) = x.
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Conclusién:
Indice de soluciones publicadas

La dni . .
a unica funcién f: R = R que satisface la condicién del problema es la identidad

Ntmero de Boletines en que aparecen las soluciones
f(x) =xVXxXER » de los problemas de numeros
ropuestos P dentes d
en el n.° nocedentes,ce TCH Y I T (S - S B IS 2 B LU
esus G H | Vitios 4 4 - - - i — _ i = C
J randa (Madrid) 2 OML.83-Pais s s 3l sl e o = =-1-1]c¢
3 OME-f2-84 19 19 19 19 18 19 19 19 - C
4 OM]1-84-Praga 5 5 6 5 6 14 - - - - C
S Varios 8 7 12 7 7 8 - - - - C
6 Varios 7 7 16 - - - - - - C
7 OMI-R3-Finlandia 9 9 16 16 9 9 - - - C
8 O1-85-Bogotd 10 10 17 10 10 11 - - - - C
9 OME-£2-86/Varios 18 19 20 18 19 19 17 17 11 17 C
10 ChinafAustrnlin 20 15 21 20 15 21 20 23 21 - C
11 OME-11-86/ 13 14 14 14 14 23 20 15 20 12 C
OML-86-Varsovin 26 20 12 21 - - - - - - C
12 O1-87-Utug JOME-f1 16 14 14 17 15 17 15 15 15 21 C
13 (}MF.-F_’-H}?‘ 20 21 21 21 21 21 - - - - C
14 Varios 15 15 15 15 - — - - - - C
15 OMI-87-Cuba 18 18 18 21 21 21 . - - - C
16 OME-(1-87 22 22 21 18 22 22 22 22 - - C
17 OME-f2-88 25 23 23 23 23 23 - - - - C
18 OI-88-Perti 23 23 23 23 25 25 - - - - C
19 OMI-88-Australia 23 26 24 24 23 26 - - - - C
20 OME-f]-88/Putnam 24 26 24 25 24 26 24 26 26 24 C
21 OME-2-89/ 24 27 24 27 27 24 27 25 27 26 C
O1-89-Cuyba 26 27 - - = - - . - - C
22 OMI-89-REAL 28 28 XX 28 29 30 30 30 3 31
Oposlciones 31 30 29 - - - - - - - C
23 Oposiciones 27 27 28 28 29 31 31 30 - - C
24 OME-[1-90 30 31 31 30 31 30 30 31 - - C
25 OME-{21-90 34 31 29 29 31 32 32 32 32 33 C
26 OMI-40-China/ XX 44 45 32 44 44 32 32 XX 34
O1-90-Vallndolid XX XX - - - - - - - -
27 OME-T1-91 33 XX 33 33 XX 35 XX XX - -
28 OME-{2-91 32 32 XX XX 33 33 - - -
29 OMI-91-Sueci 38 XX XX XX XX XX - - - -
30 ()I-‘JI-J\:;.)-\:rllinnf XX XX XX 33 38 46 XX 33 33 33
OME-f1-91 33 34 34 34 - - - - N -
31 OME-[2-02/ 36 XX 36 36 36 XX 48 XX | XX 35
OME-[1-91/0NS XX XX 47 35 34 - = -~ - -
32 OMI-92-MOSC U/ a5 48 XX XX XX XX 38 35 46 38
O1-92-Vener(PNS 38 38 38 38 - - - - . -
33 OME-f1-92/1-92(v) 47 XX XX XX XX s XX XX | XX XX
JPNS 47 XX XX XX XX - - - - -
34 OME-f2-93 36 36 XX 36 36 36 - - - -
35 OMI-93-Turg/ XX 46 XX XX XX XX XX XX 47 39
01-93-MéjicolI'NS XX XX 39 39 XX XX - - — -
36 OME-{1-93/[1-93(v) XX XX XX 40 XX XX 40 XX | XX 40
37 OME-2-94/PNS 40 XX XX 40 XX XX 45 45 40 -
| 38 OM]I-94-Hong-Kong XX 40 XX XX XX XX - - - -
39 0I-94-Brasil/OME- 43 XX XX XX XX XX 42 42 42 43
£1-94/£1-94(v) 46 XX XX XX XX XX - - - -
40 OME-f2-95 42 XX XX 42 XX XX - - . -
41 OMI-95-Canndd XX XX XX 47 XX XX - - - -
42 O1-95-Chile XX XX XX XX XX XX - - - -
OME-f1-95/PNS XX XX XX XX XX XX XX XX | XX XX
43 OME-f-96/ XX 44 XX XX XX XX - - - -
PNS XX XX XX XX XX XX - - - -
44 OMI-96-India/ XX XX XX XX XX XX - - - -
PNS XX 47 45 XX XX XX - - . -
45 0I1-96-Costa Rica XX XX XX XX XX XX 47 XX | XX XX
OME-96- XX 47 XX XX - - - - - -
46 OMR-96 XX XX XX XX XX XX - - - -
47 OMI-97-Argentina XX XX XX | XX | XX XX - - - -
48 01-97-México XX XX XX XX XX XX XX XX | XX XX
OME-98 XX XX XX XX XX XX XX XX | XX XX
OMR-97 XX XX XX XX XX
CLAVES: XX = Pendiente de publicacion; € = Completog OME = Olimpindi Matenitica Espaiiola (fase | & 2), OMI
Z 0L, Mat, Internac. Ol = Ol. Iberoamer. te Mat, OMR = Mat, Rioplatetise. PNS = Propuesta por nuesiios socios.
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INSTRUCCIONES PARA EL ENVIO DE ORIGINALES
PARA SU PUBLICACION EN EL BOLETIN

Por haber sido cambiado el modo de impresion del boletin a partir del niimero 39, nos
vemos obligados a cambiar las normas de presentacion de originales, que deben enviarse
en papel y ademds también en disquete, del modo siguiente

Copias en papel (por duplicado)

Escritas con un procesador de texlo en hojas DIN A-4. Si se utiliza LATEX, el formato
debe ser 17em x 12,8 emen 11 puntos (para ser aprovechado directamente en Ia imprenta),

Los articulos comenzardn con el titulo, nombre de autores y referencia de su departa-
mento o institucién (como suelen aparecer en el boletin),

Las figuras deben ser de buena calidad, incluidas en el lugar apropiado del texto en el
lamano en que deben ser reproducidas. Ademds,si se desea, pueden volver a incluirse al
final en mayor tamao, para ser escaneadas.

Las soluciones de problemas deben comenzar indicando: “Problema ntmero (Boletin
nimero)”, tal como suelen aparecer en el boletin, y terminar con el nombre del autor de la
solucién de cada problema.

Las resefias de libros como suelen aparecer en el boletin, con el nombre del autor de
la resefia al final,

Copia en disquete

Se enviard un disquete formateado para PC compatible (DOS 3.x o superior), conte-
niendo dos archivos;

a) archivo del documento para el procesador de texto utilizado.
b) archivo del documento en chdigo ASCII

Este tiltimo e el que m4s probablemente utilizars la imprenta.
Si se desea, las figuras pueden incluirse en archivos de extension TIF (en otro caso se
captardn por escaneado)

Envio

Todo ello se enviard a la sede de nuestra Sociedad, que figura en la pdgina 2 de este
ndmero del Boletin (no al apartado, que ya no estd operativo).

Seleccién de originales
Serdn revisados por profesionales del mundo académico, para decidir si se ajustan a

la linea general del boletin, Si se considera oportuno, se pedird a los autores que reduzcan
su extension o hagan algunas modificaciones en su contenido.
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Como socio de la Sociedad Puig Adam de Profesores de Matemadticas, desco
que me envien grauitamente los siguientes nimeros atrasados del Boletin:

(sefialar con una X los que interesen)

N0 o o o o
40 41 42 e o =
] [] [] [] [] L]
46 47 48
L] [] []

Envio adjuntos sellos para el franqueo (35 pts. por cada niimero del boletin).

Utilicen para el envio la direccién consignada en este recuadro:
Los niimeros 1, 2, 4, 5 al 33 y 36 estan agotados.

Si desea acogerse a este ofrecimiento, recorte o copie este cup(”)n. y envielo a la:
Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Matematicas
Facultad de Educacion (despacho 3517)
Paseo Juan XXIII, s/n
Ciudad Universitaria
28040 Madrid
Tel. 394 62 48
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SOCIEDAD «PUIG ADAM> DE PROFESORES DE MATEMATICAS
BOLETIN DE INSCRIPCION

Da .
Dircccic P

Ciudad .......... CIE - < Cod.° Postal
Centro de trabajo ... L T T

SOLICITA EL INGRESO como SOCIO DE NUMERO DE 1,A SOCIEDAD,

Con esta fecha autorizo al Ban
Sucursal o Agencia
Direccion de |a misma ...,

para que cargue en la cuenta; !
los recibos de Jas cuotas correspondienies curso 1996-97 siguientes,

Fecha S e s, e de 1997

Aquellos centros qQue prefieran abonar la cuola mediante transferencia pueden hacerlo a al ¢.c. de nuestra
Sociedad, domiciliada en la entidad bancaria CAJA DE MADRID, nim.: 2038/1 0?6:"?2!60005895__‘6].
La cuota anual ; : ida en 5.000 pesetas (de ellas, 3.000 Plas. en concepto de cuota
am™ y 2,000 pts, en concepto de cuota por la que se recibe [a revista SUMA de
i Sociedades de Profesores de Matemiticas). Remitanse ambas partes a
_ Puig Adamy de Profesores de Matemiticas, Facultad de Educacién (despacho 3517),
Tel. (91) 394 62 48. Paseo Juan XXI11, s/n, Ciudad Universitaria, 28040 Madrid,

Sucursal o Agenci
Direccion de ésta .

RUEGO ABONEN concargo ala cuenta; ... / . / e /o
los recibos de Ia cuota anual de la Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Mat&mﬁticas, hasta
hueva orden,
Les saluda alentamente:
Firmado:;

Nombre y Apellidos

Nombre de la cuenta T NI




