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Acta de 1la Asamblea General Ordinaria
de 1977 de la Sociedad Puig Adam
de Profesores de Matematicas

En la Facultad de Matemdticas de la U.C.M.,, sita en la Ciudad Universitaria, a las
doce horas del dfa veintiseis de abril de 1997, en segunda convocatoria, reunidos los
miembros de la Sociedad, bajo la presidencia de D. José Javier Etayo Gordejuela, dio
comienzo la Asamblea General Ordinaria de mil novecientos noventa y siete.

Se desarroll6 con arreglo al siguiente

ORDEN DEL DIA

Punto primero. Lectura y aprobacién, si procede, del acta de la sesion anterior.
Se procede a la lectura del acta de la Asamblea anterior, que queda aprobada por unani-
midad.

Punto segundo. Informe del Presidente sobre las actividades de la Sociedad. El
Presidente informa sobre las actividades realizadas y a realizar:

a) Se informa que desde la Asamblea anterior se han publicado los niimeros 43, 44 y
45 del Boletin siguiendo con el formato iniciado en el nimero 39, con la calidad y niimero
de articulos habitual. Desde el Zentralblatt fiir Didaktik der Mathematik se han ido hacien-
do periédicamente las correspondientes recensiones de los articulos publicados en nuestro
Boletin, destac4ndose que los comentarios han sido favorables en todos los casos.

b) Se recuerda la celebracién del Congreso de Sevilla del ICMI, al que asisti6 D.
Alberto Aizptn en representacion de la Sociedad.

¢) Se informa que el 22 de junio de 1996 se celebrd el XIV Concurso de Resolucién
de problemas que convoca la Sociedad en colaboracién con el Colegio de Licenciados, |
dltima ocasi6n en la que se cuenta con el patrocinio de Coca-Cola. Los ejercicios tuvieron \
lugar en la Facultad de Matemdticas y la entrega de premios en el Edificio “Pablo Monte-
sino”. También se informa que, una vez convocado el XV Concurso, se estén realizando
gestiones para encontrar algin nuevo patrocinador.

d) Sobre las relaciones con Suma se destaca la progresiva mejorfa observada a todos
los niveles: regularidad en los envios, formato, contenidos, etc., y se hace constar la recep-
cién por los socios de los nimeros pendientes de envio desde hace algunos afios.



e) Se constata la participacién personal de un importante niimero de miembros de la
Sociedad en el “Concurso de primavera de resolucién de problemas” que se estd celebran-
do en estos momentos en la Facultad de Educacién de la U.C.M. organizado por el Depar-
tamento de Didéctica de las Matemdticas.

f) Se recuerda con pesar el fallecimiento en fechas recientes de tres socios: Pascual
Ibarra, Isidoro Salas y Juan Ochoa, sentir que se quiere hacer explicito.

g) Se informa, haciendo constar el agradecimiento, del patrocinio por parte de la
Comunidad Auténoma de Madrid del viaje de los concursantes a la celebracién de la
Olimpiada Rioplatense.

Punto tercero. Informe del Tesorero. Presentacion y aprobacion, en su caso, de
las cuentas de ingresos y gastos. D. Alberto Aizpun reparte entre los asistentes la docu-
mentacién relativa a los movimientos de tesoreria: ingresos y gastos. A continuacién
explica detalladamente las gestiones realizadas con los socios cuyos recibos han sido
devueltos, y con aquellos que reciben el Boletin pero a los que, por diversas razones, no se
les emitfa recibo, gestiones que han permitido la recuperacion para la Sociedad de un apre-
ciable nimero de ellos.

Punto cuarto. Eleccion de nuevos cargos directivos, si procede. Aunque no ha
lugar al no existir ceses, el Presidente, tras exponer la conveniencia de que se le ayude en
su tarea, pide autorizacién a la Asamblea para nombrar “Adjunta a la Presidencia” a nues-
tra socia D% Marfa Gaspar Alonso-Vega, quien venfa desarrollando una intensa labor de
colaboracién (enlace con Sociedades Iberoamericanas, etc.) sin una acreditaci6n institu-
cional. Los socios autorizan undnimemente al Presidente y agradecen a Diia. Marfa Gaspar
su desinteresada colaboracion.

Punto cinco. Asuntos de tramite. No hay.
Punto seis. Ruegos y preguntas.

a) D. Eugenio Roanes recuerda la situacién de aquellos socios que pertenecen simul-
tdneamente a dos sociedades federadas, y, por tanto, pagan doblemente la cuota federativa.
Se acuerda gestionar con la Federacidn la solucién de este problema.

b) D. Javier L6pez de Elorriaga apunta la situaci6n actual de las transferencias a la
Comunidad Auténoma de Madrid de nuevas competencias, tal como ya existe en otras
comunidades limitrofes, y sugiere que la Sociedad se dirija a ella solicitando apoyo institu-
cional, subvenciones, etc, para el mejor desarrollo de nuestras actividades.

c¢) D. Alberto Aizpin recuerda que la Sede de la Sociedad, tal como consta en los
Estatutos, sigue siendo la E.T.S. de Ingenieros Industriales de la U.P.M., por lo que con-

vendrfa dirigirnos al Ministerio del Interior para modificar el punto correspondiente de
modo que conste el actual en el despacho 3517 de la Facultad de Educacion.

d) D. Miguel Angel Gallardo informa de la existencia de un dominio en Internet que
é| gestiona, ofreciéndolo a la Sociedad para que las actividades de ésta se den a conocer
més generalizadamente atin que en la actualidad. Los presentes agradecen el ofrecimiento
y se inicia un animado estudio de las posibilidades, contenidos, formato, etc. de lo que

puede ser incluido en dicho dominio.

Llegados a este punto, el Presidente levanta la sesién a las doce horas y cincuenta y seis
minutos de la fecha arriba indicada.

El Secretario

V°B° El Presidente



XXXIII Olimpiada Matemética
Espaifiola

Fase final

La Fase Nacional de la XXXIII Olimpiada Matematica Espaiiola se ha celebrado
en Va_lencia, durante los dfas 7 y 8 de marzo de 1997. Como es sabido esta Olimpiada est4
OFgamzada por la Real Sociedad Matemdtica Espafiola, bajo el patrocinio de la Subdirec-
cion General de Becas y Ayudas al Estudio.

. En ella han participado los 82 seleccionados en los distritos en los que tuvo lugar la
Pr_lmera Fase y ademés el alumno Sergi Elizalde Torrent, de Barcelona, que ya obtuvo la
primera medalla de oro en la XXXII O.M.E., pero que todavia cumple los requisitos para
participar en la préxima XII Olimpiada Matemdtica Iberoamericana. Concursé ya en la
precedente XI, obteniendo una medalla de bronce y en la XXXVII Olimpiada Internacio-
qal de Matemdticas, en la que consigui6 una mencién honorifica. En esta ocasién ha con-
f{rmado su valfa, obteniendo otra vez la mdxima puntuacién entre todos los participantes y
siendo merecedor de dos menciones especiales del Tribunal por la calidad de sus solucio-
nes a los problemas niimeros 5 y 6.

Los alumnos ganadores de medallas de ORO son los siguientes:

1. ANATOLI SEGURA VELEZ (Granada),

2. MIGUEL LOBO LOPEZ (Jaen),

3. MARIO ANDRES MONTES GARCIA (Salamanca),
4. MAX BERNSTEIN OBIOLS (Catalufia),

5. JOSEBA VILLATE BEJARANO (Pafs Vasco),

6. XAVIER PEREZ GIMENEZ, (Catalufia).

Los ganadores de las medallas de PLATA fueron:

. IKER ALMANDOZ GARCIA (Madrid),

YOLANDA ANTON PEREZ (Pafs Vasco),
ALBERTO MINGUEZ ESPALLARGAS (Sevilla),
MIGUEL ANGEL INGELMO BENITO (Salamanca),
DAVID GONZALEZ RODRIGUEZ (Santiago),
GERARDO GARCIA DE BLAS (Madrid).

AR

Obtuvieron medalla de BRONCE:

1. DIEGO JOSE GONZALEZ BARROSO (C4diz),
2 PABLO ANGULO ARDOY (Madrid),

3. DANIEL MIQUEL IBARRA CALABUIG (Murcia),
4, JORGE LOPEZ JIMENEZ (Valencia),

5. ANTONIO MANUEL GUTIERREZ FERNANDEZ (Sevilla),
6. FRANCISCO PEREZ VARGAS (Cédiz).

Como se ve, de los nueve seleccionados en los distritos de Madrid, dos han obtenido
plata y otro bronce. El nombre de éste ha aparecido repetidas veces en nuestro Boletin, como
ganador de premios en nuestros Concursos de Resolucién de Problemas (ver el n° 45).

Damos a continuacién los enunciados de los seis problemas propuestos en la Fase
Nacional de esta Olimpiada. No los incluimos en nuestra seccién de PROBLEMAS
PROPUESTOS, ya que los organizadores de 1a Olimpiada Matemdtica Espafiola publican
una memoria en la que aparecen las soluciones. Junto a cada enunciado damos las medias
de las calificaciones obtenidas por todos los seleccionados de la primera fase, por los que
recibieron medallas y por los que obtuvieron medalla de oro, asf como el nimero de alum-
nos cuyas calificaciones fueron superiores a 8 en ese problema. Como puede apreciarse,
algunos problemas resultaron muy dificiles para los alumnos, especialmente el 2°y el 5°
No obstante, el Sr. Elizalde obtuvo calificaciones maximas (no contabilizadas para las

medias) en todos, excepto en el 2°,

Problemas propuestos en la Fase Nacional
de la XXXIII Olimpiada Matemdtica Espafiola

(Valencia, marzo de 1997)

Problema 1.

Calcular la suma de los cuadrados de los cien primeros términos de una prograsion
aritmética, sabiendo que la suma de ellos vale —1 y que la suma de los términos de lugar

par vale +1.
Media de las calificaciones obtenidas:

— Por todos: 3,1.
— Por los 18 premiados con medallas: 6,2.
— Por los 6 premiados con medalla de oro: 7,3.

Niimero de notas de 9 6 10: 8.
Problema 2.
Un cuadrado de lado 5 se divide en 25 cuadrados unidad por rectas paralelas a los

lados. Sea A el conjunto de los 16 puntos interiores, que son vértices de los cuadrados uni-
dad, pero que no est4n en los lados del cuadrado inicial. . Cudl es el mayor nimero de pun-



——

tos de A que es posible elegir de manera que TRES cualesquiera de ellos NO sean vértices
de un tridngulo rectdngulo isésceles?
Media de las calificaciones obtenidas:

— Por todos: 0,9.
— Por los 18 premiados con medallas: 1,8.
— Por los 6 premiados con medalla de oro: 2,3.

No hubo notas superiores a 7.

Problema 3.

Se consideran las pardbolas y = x* + px + q que cortan a los ejes de coordenadas en
tres puntos distintos, por los que se traza una circunferencia. Demostrar que todas las cir-
cunferencias trazadas al variar p y g en R pasan por un punto fijo, que se determinard.

Media de las calificaciones obtenidas:

— Por todos: 2,7.
— Por los 18 premiados con medallas: 7,0.
— Por los 6 premiados con medalla de oro: 8,5.

Niimero de notas de 9 6 10: 10.

Problema 4.

Sea p un nimero primo. Determinar todos los enteros k € Z tales que V&* — pk es
entero postivo.
Media de las calificaciones obtenidas:

— Por todos: 1,9.
— Por los 18 premiados con medallas: 3,2.

— Por los 6 premiados con medalla de oro: 4,0.

Niimero de notas de 9 6 10: 2.

Problema 5.

Demostrar que en un cuadrildtero convexo de drea unidad, la suma de las longitudes
de todos los lados y diagonales no es menor que 2(2 + V2).
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Media de las calificaciones obtenidas:

— Por todos: 0,8.
— Por los 18 premiados con medallas: 0,9.
— Por los 6 premiados con medalla de oro: 0,9.

No hubo notas superiores a 5.

Problema 6.

Para dar una vuelta completa en un coche a un circuito circular, la cantidad exacta de
gasolina esté distribuida en depésitos fijos situados en n puntos distintos cualesquiera del
cireuito. Inicialmente el depésito el coche estd vacfo. Demostrar que cualquiera que sea la
distribucién del combustible en los depdsitos, siempre existe un punto de partida de mane-
ra que se puede dar la vuelta completa.

Aclaraciones:

- Se supone el consumo uniforme y proporcional a la distancia.
— El dep6sito del coche tiene capacidad suficiente para contener toda la gasolina.

Media de las calificaciones obtenidas:

— Por todos: 1,3.
~ Por los 18 premiados con medallas: 2,6.
— Por los 6 premiados con medalla de oro: 5,3.

Nimero de notas de 9 6 10: 2.

Comentarios sobre la organizacion

Esta 33 fase final de la Olimpiada Matemdtica Espafiola a pesar de las dificultades
que ello representaba, ha igualado, si no mejorado, en organizacién a la de anteriores edi-
ciones desde que esta fase se celebra fuera de Madrid. La Escuela de Arquitectura Técnica
de 1a Universidad Politécnica de Valencia, que celebra a lo largo de este curso su 25 ani-
versario, se hizo cargo de la organizaci6n de esta edicién de nuestra Olimpiada. Vaya por
delante nuestra mas efusiva felicitacién tanto a Te6filo Navarro como a Juana Cerddn, Pre-
sidente y Secretaria del Comité Organizador, por la perfeccién que han alcanzado en la
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organizacién. El alojamiento en la residencia “Tiempo libre El Puig” fue de lo més acoge-
dor que se puede ofrecer, con unas instalaciones perfectas para nuestros olfmpicos. El estar
pegadita al mar es un valor afiadido y muy de agradecer por los que llegamos de tierras
adentro.

Las pruebas se Ilevaron a cabo en las instalaciones de la Escuela antes citada, estando
las aulas y salas de reunién que pusieron a nuestra disposicién, perfectamente equipadas
para desarrollar nuestra labor de seleccién y correccién de problemas con total comodidad.
Los actos sociales a los que fuimos invitados fueron del agrado de toda la comunidad
olfmpica, especialmente la “mascletd”, y sobre todo, el bocadillo de tortilla que nos fue
qfrecido en el LB. Luis Vives: inolvidable por unanimidad. Los acompafiantes de los parti-
cipantes gozaron de diversas excursiones y visitas turfsticas, todas ellas patrocinadas por
el Qomité Organizador. No serfa justo terminar esta breve resefia sin mostrar nuestro agra-
d§c1mlento a todos los restantes miembros del Comité Organizador, a los voluntarios, al
Director de la Escuela, al Rector de la Universidad asf como a todas las autoridades que de
un modo u otro participaron en hacer cuanto de agradable ha resultado este evento. Del
mismo modo, nuestro recuerdo para el Profesor Aroca, que continua destilando dfa a dia
comentarios cada vez més agudos, charlas més interesantes y una carga de humanidad y
saber matemdtico que hace que nos sintamos orgullosos de su amistad.

Olimpiadas Matemadticas Argentinas

En el ndmero 45 de este Boletin fueron comentadas la V Olimpiada Matemética Rio-
platense y la IT Olimpiada de Mayo, celebradas en 1996. En este nimero 46 se incluyen
los enunciados de los problemas propuestos en ellas. Los de niveles inferiores son senci-
1los en general, pero pueden ser de interés en clases de bachillerato, por lo que se incluyen
a continuacién. Los del Tercer Nivel se incluyen mds adelante, en la seccién de problemas

propuestos.

PROBLEMAS PROPUESTOS EN LA V OLIMPIADA
MATEMATICA RIOPLATENSE
NIVEL A

En cada nivel se propusieron tres problemas cada dfa en sesiones de tres horas y
media.

Problema 1.

En el siguiente cuadro las letras representan niimeros. Cada letra tiene siempre el
mismo valor, independientemente de su posicién en el cuadro. Los nimeros que estdn a la
derecha del cuadro corresponden a la suma de cada fila. Los niimeros que estdn debajo del
cuadro corresponden a Ia suma de cada columna. Encontrar el valor de N.

SZ|IN|< X
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Problema 2.

Se escriben 2000 digitos, uno después de otro, de modo que toda par de digitos con-
secutivos forme un nimero de dos cifras que sea el producto de cuatro primos (no necesa-
riamente distintos), es decir, que el primer y segundo digitos formen un niimero de dos
cifras que sea el producto de cuatro primos, el segundo y tercer digitos formen un nimero

de dos cifras que sea el producto de cuatro primos y asf sucesivamente. ;Qué digito ocupa
la posicién 19967

Nota: El niimero 1 no es primo.

Problema 3.

Considere piezas como la que se muestra en la grdfica, donde AB=1,BC=1y el
dngulo ABC mide 120°.

120°

¢(Es posible armar, con 21 de estas piezas, la siguiente figura formada por tridngulos equi-
lateros de lado 17 Si tu respuesta es afirmativa indica cémo armar la figura. Si tu respuesta
es negativa, explica por qué.

\VAVAVS

Problema 4.

. Los equipos nacionales de Alemania e Italia llevan jugados 13 partidos entre sf,
Jugando alternadamente en uno y otro pafs. En 7 partidos el ganador fue el equipo local. El
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equipo alemdn gan6 9 partidos en total. No hubo ningin empate. ;Es posible saber, con
esta informacién, en qué pais se jugard el préximo partido? En caso afirmativo, diga en
qué pais serd. En cualquier caso, justifique la respuesta.

Problema 5.

En una urna se colocan 900 tarjetas numeradas del 100 al 999 y se mezclan perfecta-
mente. Le pedimos a Julia que saque una tarjeta, anote la suma de los digitos del nimero
que sacé y rompa la tarjeta. (Cudl es el menor nimero de veces que debemos pedirle a
Julia que repita esa operacién para estar seguros de que anotard al menos tres veces la
misma suma?

Problema 6.

En una circunferencia de centro O, se traza una cuerda AB que no pasa por O. Se
traza la recta tangente a la circunferencia en el punto B y se toma el punto C sobre esta
recta de manera que el tridgngulo BAC sea rectdngulo en A. Demuestre que la recta tangen-

te a la circunferencia en €l punto A pasa por el punto medio de BC.

Nota: Si P es un punto de una circunferencia de centro O, la recta tangente a la cir-
cunferencia en P es perpendicular al radio OP.

PRIMER NIVEL

Problema 1.
Escribir el mayor nimero natural que verifique simultdneamente:
— Sus digitos son s6lo 1, 2, 3 y 4 (se pueden repetir).
— Siempre que en dos posiciones distintas (i y j) figure el mismo digito, en las dos
posiciones inmediatamente a la derecha de ellas (i + /, j + 1) figuran digitos distin-

tos entre si.

Explica por qué no hay un nimero natural mayor que el que ti has escrito, con las
condiciones anteriores.

15



Problema 2,
Dos poligonos regulares de lado 1 se llaman amigos si:

- Tienen un lado en comtin que los deja en semiplanos opuestos y
— Los dos lados, uno de cada poligono, que concurren en un vértice del lado comdin,
son lados de un tridngulo equildtero.

Hallar todos los pares de poligonos amigos.

Problema 3.
Anay Celia juegan de la siguiente manera:

Ana debe colorear todos los puntos de una circunferencia en rojo y azul. Celia debe
elegir tres puntos en la circunferencia coloreada que determinen un tridngulo cuyos dngu-

los midan 30°, 50° y 100°.
Celia gana si ese tridngulo tiene los tres vértices del mismo color (rojo o azul). Ana

gana en caso contrario.

¢Puede Ana colorear la circunferencia de modo que Celia no pueda ganar?
En caso negativo explica por qué. En caso afirmativo muestra una coloracién.

Problema 4.

Con dos pirdmides iguales de base cuadrada y todas las aristas (lados) iguales se
forma un octaedro regular, pegando entre si las dos bases.

En cada arista del octaedro se marcan dos puntos que la dividen en tres segmentos
iguales. Los 24 puntos marcados son los vértices de un nuevo poliedro, que resulta de
recortar seis pequeiias pirdmides iguales, una por cada vértice del octaedro.

¢ Cudntas diagonales interiores tiene el nuevo poliedro?

Nota: Llamamos diagonal interior de un poliedro a todo segmento que une dos vérti-
ces y no estd contenido en ninguna cara.

Problema 5.

Una circunferencia tiene pintados de rojo tres puntos A, B, C, en el sentido de las
agujas del reloj. Pintaremos de rojo otros 1996 puntos de la siguiente manera:
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Recorremos la circunferencia en el sentido de las agujas del reloj, saliendo de C.

Pasamos por un punto pintado (A) y pintamos P, en el punto medio del arco AB,;
seguimos recorriendo la circunferencia en el mismo sentido, pasamos por dos puntos pin-
tados (B y C), y pintamos P, en el punto medio del arco CA; a continuacién pasamos por
tres puntos pintados (A, P, y B) y pintamos P, en el punto medio del arco BC; y asf sucesi-
vamente hasta que, después de haber pintado Pjss, pasamos por 1996 puntos pintados y
pintamos Pies en el punto medio del arco que corresponda.

Determinar cudntos de los 1996 puntos se pintaron en cada uno de los arcos AB, BC
y CA.

Problema 6.

En un recténgulo ABCD, el punto medio del lado CD es F, y E es un punto del lado
BC tal que AF es bisectriz del 4ngulo EAD.
Demostrar que AF es perpendicular a EF.

SEGUNDO NIVEL

Problema 1.

Lineas Aéreas Rioplatenses conecta todas las ciudades del pafs de “La Plata” de
manera no necesariamente directa. Se denomina capacidad de una ciudad al ndmero de
empleados de Lineas Aéreas Rioplatenses que hay en ella, y trucha a cada ciudad cuya
capacidad es inferior a la parte entera del promedio de las capacidades de las ciudades con
las que estd conectada directamente.

Para mejorar el servicio, Lineas Aéreas Rioplatenses contrata un inspector cuyo tra-
bajo consiste en elegir cada dfa una ciudad trucha y aumentar su capacidad para que sea
igual a la parte entera arriba indicada.

El inspector sabe que conservard su empleo mientras queden ciudades truchas.
Demostrar que algtin dia serd despedido.

Problema 2.

Sea z un nimero entero. Se define la sucesi6n x, de la siguiente manera:
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Encontrar el menor entero positivo z para el cual xi, Xz, X3,..., X9 0N todos nimeros
enteros.

Problema 3.

Un circulo S se encuentra inscrito en un cuadrildtero ABCD, con el lado AB paralelo
al lado CD. Sean M y N los puntos de tangencia de S con AB'y CD, respectivamente. Si X
es el punto de interseccién de AN con DM e Y el de BN con MC, encontrar el cuadrildtero
ABCD para el cual el drea del cuadrildtero MXNY es mdxima.

Nota: Los lados del cuadrildtero ABCD son AB, BC, CD y DA.

Problema 4.

10]9‘)6

Determinar la cifra de las unidades del nimero ————
10%° + 1997

Problema 5.

En un tablero cuadrado que tiene un ndmero par de casillas y estd pintado como un
tablero de ajedrez, se coloca un niimero en todas las casillas de acuerdo con las siguientes

reglas:

— En cada casilla blanca se escribe 0 6 1, de modo que haya la misma cantidad de

casillas blancas con 0 que con 1.
— En cada casilla negra se escribe la suma de los nimeros que hay en las casillas

blancas vecinas.

Si se ponen los niimeros en el tablero de modo que la suma de todos los nimeros
escritos sea la menor posible, la suma es m. Si se ponen los ndmeros en el tablero de modo
que la suma de todos los nimeros escritos sea la mayor posible, la suma es m + 1996.
Hallar las dimensiones del tablero.

Problema 6.

Dado un tetraedro ABCD, determinar todos los puntos interiores P tales que el pro-
ducto de las distancias de P a cada una de las caras de ABCD sea madximo.
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PROBLEMAS PROPUESTOS EN LA II OLIMPIADA DE MAYO
SEGUNDO NIVEL

Problema 1.

En un rectdngulo ABCD, AC es una diagonal.

Una recta r se mueve paralelamente a AB, formando dos rectdngulos opuestos por el
vértice, interiores al rectdngulo

Prueba que la suma de las dreas de dichos tridngulos es minima cuando r pasa por el
punto medio del segmento AD.

Problema 2.

Uniendo 15* = 3375 cubitos de 1 cm?® se pueden construir cuerpos de 3375 cm? de
volumen. Indica cdmo se construyen dos cuerpos A y B con 3375 cubitos cada uno y tales
que la superficie de B sea 10 veces la superficie de A.

Problema 3.

Natalia y Marcela cuentan de 1 en 1 empezando juntas en 1, pero la velocidad de
Marcela es triple de la de Natalia (cuando Natalia dice su segundo niimero, Marcela dice el
cuarto niimero). Cuando la diferencia de los nimeros que dicen al unisono es alguno de los
multiplos de 29, entre 500 y 600, Natalia sigue contando normalmente y Marcela empieza
a contar en forma descendente de tal forma que, en un momento, las dos dicen al unisono
el mismo nimero. ;Cual es ese niimero?

Problema 4.

Sea ABCD un cuadrado y F un punto cualquiera del lado BC. Se traza por B la per-
pendicular a la recta DF que corta a la recta DC en Q. ;Cuénto mide el dngulo FQC?

Problema 5.

Se tiene una cuadricula de 10 X 10. Un “movimiento” en la cuadricula consiste en
avanzar 7 cuadros a la derecha y 3 cuadros hacia abajo. En caso de salirse por un renglén,
se contintia por el principio (izquierda) del mismo rengldn, y en caso de terminarse una
columna se continda por el principio de la misma columna (arriba). ;Dénde se debe empe-
zar para que después de 1996 movimientos terminemos en una esquina?
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I Concurso de Primavera
de Problemas de Matematicas
(86 CENTROS, 9.700 PARTICIPANTES:

UN CAMINO ACERTADO)

Cuando a finales de enero del presente curso nos reunimos por primera vez en la
Facultad de Matematicas de la U.C.M. los diez o doce profesores que pusimos en marcha
lo que luego dimos en llamar el ler Concurso de Primavera de Matemdticas, ninguno de
nosotros crefa que, tres meses més tarde, fbamos a juntar en la Facultad de Educacién mds
de 1.000 alumnos provenientes de una primera fase que consigui6 reunir a casi 10.000
estudiantes de la Comunidad de Madrid que cursaran hasta 4.° de ESO o equivalente.

Algunos sabiamos que, concursos de este tipo, celebrados en otros paises, estaban
teniendo respuestas que no eran imaginables en nuestro pafs. Por otra parte, en algunos de
nuestros centros, en los que habfamos planteado algo parecido, habrfamos observado que
la respuesta de los estudiantes era muy positiva. Pero, de ahi a juntar 10.000 alumnos,
habfa un paso.

Sea como fuere, empezamos a andar y, con el soporte del Departamento de Matemd-
ticas de la Facultad de Educacién de la U.C.M., escribimos cartas a todos los centros de la
Comunidad de Madrid que impartieran ensefianza secundaria —tanto pdblicos como priva-
dos o concertados— en las que plantedbamos lo que buscdbamos: Motivar y estimular a los
alumnos de las etapas de educacién obligatoria , haciéndoles ver que es posible disfrutar
pensando, haciendo y aprendiendo Matemticas. La respuesta fue la que apuntaba al prin-
cipio de esta crénica: 86 centros celebraron el 9 de abril, en sus aulas, la 1.* fase del Con-
curso de Primavera. 10.000 estudiantes estaban participando en un concurso de matemati-
cas cuyo dmbito se restringfa la Comunidad de Madrid.

Esto ha sido el principio. O esto ha sido sélo el principio. Pero no somos unos inge-
nuos y, por tanto, N0 NOS vamos a creer que, con estos comienzos, ciertamente espectacula-
res, segiin gente ajena a la organizaci6n del Concurso, todo, a partir de ahora, va a ir sobre
ruedas.

Porque, dos cosas, por lo menos, nos preocupan:

Primera: con este Concurso se pretende motivar y estimular a los alumnos de las
etapas de educacién obligatoria, haciéndoles ver que es posible disfrutar pensando, hacien-
do y aprendiendo mateméticas. Y eso no se consigue porque un dia al aflo, en su centro,
participen en el Concurso de Primavera, y un 10% de ellos, acuda, posteriormente, a la 2.
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fase. Lo que pretendemos se conseguird si involucramos a los profesores, si los profesores
pueden disponer de material con el que trabajar este tipo de pruebas que —por lo que pare-
ce— enganchan a los alumnos y si el trabajo de estos profesores en sus centros es, de algu-
na manera, reconocido por quien corresponda. Y si el Comité Organizador puede aportar
este material, no es a él a quien corresponde hacerlo llegar a los centros. Y no es el Comi-
té Organizador del Concurso de Primavera quien tiene que reconocer el trabajo de los pro-
fesores.

Y segunda: ha habido casi 100 centros participantes en la primera fase: 86, que man-
daron estudiantes a la 2.% fase y algunos que, habiendo realizado la 1.? fase, posteriormente
no enviaron alumnos. Son bastantes, pero hemos observado ausencias muy significativas.

Y ahi sf que nos gustaria que las cosas quedaran meridianamente claras. En primer
lugar, este Concurso no pretende competir con la Olimpiada Matemdtica para alumnos de
8.* de E.G.B. o de 2.* de E.S.O. organizada por la Sociedad Madrilefia de Profesores de
Matemidticas Emma Castelnuovo —de la que algunos miembros del Comité Organizador
somos socios—, ni con el Concurso de Problemas de la Sociedad Puig Adam, a quien agra-
decemos, entre otras muchas cosas, su colaboracién con la publicacién en su revista de
este articulo. Y no pretende competir por una razén muy simple: Porque ningtin Concurso
de Matemdticas, en ningitin lugar del mundo, compite con ningin otro. Ninguno le resta
participacién a otros. Todo lo contrario, los estudiantes trabajan con mds entusiasmo, si
tienen mds oportunidades donde participar. Y esto se consigue haciendo que las fechas de
celebracién no coincidan. Y es trivial no hacerlas coincidir. Eso en cuanto a algunas ausen-
cias.

Y respecto a otras: Este Concurso no es la versién para los pequefios de la Olimpia-
da Matemdtica de COU. Este Concurso pretende una participacién masiva. Y pretende
€s0, porque estamos convencidos que muchos de nuestros estudiantes tienen mds capaci-
dades y disfrutan con las Matemadticas mds de lo que nos tienen acostumbrados en clase. Y
a ellos va dirigido. Y, naturalmente que también va dirigido a los “cerebros” de la clase.
Pero cuanto mayor sea la base, mds alta serd la piramide. Eso ocurre, exactamente asi, en
otros paises que obtienen resultados mucho mejores que nosotros en la Olimpiada Interna-
cional. No quisiera, en cualquier caso, terminar este articulo sin agradecer a todos los par-
ticipantes su entusiasmo y recordarles tanto a ellos, como a los que no se han animado este
afio pero seguro que lo hardn en el futuro, que estamos abiertos a cualquier sugerencia para
mejorar esto. De nosotros, los profesores de Matemadticas, depende, en gran parte, que
nuestros alumnos dejen de ver nuestra asignatura como exclusiva para unos cuantos.

Joaquin Hernandez Gémez
Del Comité Organizador del 1¢ Concurso de Primavera de Matemdticas
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Recuerdo de Juan Ochoa Mélida

La muerte de nuestro querido compafiero Juan Ochoa el pasado 6 de abril es una tris-
te noticia para esta Sociedad “Puig Adam” con la que tan activamente colabord.

Fue un hombre bueno, para decirlo con toda la sencillez y toda la profundidad que €l
puso siempre en su vida, quizd el rasgo mds destacado de sus cualidades fue Ia generosa
ayuda a todo el que lo necesitara.

Asf lo recuerdo desde que lo conoci, hace casi medio siglo, cuando en 1951, comen-
zdbamos ambos los estudios de Matemdticas. Bien pronto se distingufan, por su proceden-
cia, dos tipos de alumnos entre los recién llegados a la Facultad: unos, que venian directa-
mente del Bachillerato, y otros, con mds conocimientos, por haber preparado el ingreso en
las Escuelas de Ingenieria. El pertenecia a estos Gltimos y yo a los primeros, y con fre-
cuencia los unos recurriamos a los otros para que nos explicaran cualquier problema o
demostracidn dificil. Desde entonces supe que uno de sus rasgos caracteristicos era el de
prestar la ayuda que se le solicitara, por mas molestias o esfuerzos que le costara. Y este
conocimiento se ha ido confirmando a lo largo de los afios.

Juan Ochoa Mélida nacié el 3 de julio de 1927 en Urdiain (Navarra). Estudié como
alumno libre los primeros afios del Bachillerato en el Instituto de Pamplona y los tltimos
como alumno oficial en el “Cardenal Cisneros” de Madrid.

Hombre de gran capacidad intelectual y de trabajo, hizo la Licenciatura de Matemati-
cas en Madrid, en tres cursos, de 1951 a 1954,

En el afio 1960 obtiene la Cétedra de Mateméticas del Instituto de Calatayud. Desde
alli pasa a Albacete, luego al de Segovia, donde estuvo los cursos 1965 a 1968. Viene des-
pués a Madrid, al Instituto “Quevedo” de San Blas, y finalmente, su tltimo destino es en el
Instituto “Ortega y Gasset” de Madrid. Con la salud muy quebrantada pide la jubilacién
(anticipada en unos meses) el 31 de diciembre de 1991.

Como profesor sacé todo el partido posible de sus alumnos, despertando el gusto y el
interés por los estudios matemdticos, con notable brillantez en algunos de ellos. Con los
menos dotados, dedicé horas y horas en clases de recuperacidn, incluso fuera de horario o
de época lectiva.

En el funeral que por su eterno descanso encargé el Instituto “Ortega y Gasset”, sus
antiguos discipulos y compaifieros dieron buenas muestras del carifio y la admiracién que
se supo ganar.

Por los afios 60 la Real Sociedad Matemética Espafiola creaba la Olimpiada Matemati-
ca Espaiiola. En los afos 80, ante la posibilidad de presentar un grupo de alumnos en la
Olimpiada Internacional se le encarga a Ochoa, durante cinco afios, que prepare a los selec-
cionados. Cada afio es una semana de labor intensa que requiere una cuidadosa y largamen-
te meditada seleccién de temas y problemas. Con un reducido grupo de profesores compar-
te esta labor en la que pone todo su tiempo, todas las energfas, afecto e ilusién. Cumplido el
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plazo de cinco afios y viendo disminuir sus fuerzas, deja su papel como “motor”, pero sigue
colaborando en las tareas e interesdndose por la marcha de las Olimpiadas.

Persuadido de que este tipo de competiciones es un excelente acicate para los alum-
nos de Bachillerato, es decidido partidario de que la Sociedad “Puig Adam” organice tam-
bién concursos en Lres niveles para abarcar los tres cursos de Bachillerato. Coherente con
estas ideas trabaja activamente en la preparacién y calificacién de problemas.

Algtn tiempo después de terminada la carrera me decfa que habia dos temas que des-
pertaban su interés: la Relatividad y la Teorfa de Nimeros. Sobre lo primero publicé un
articulo (relacionado con el espacio de Minkowsky) en la Revista de la Real Academia de
Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales.

Finalmente su interés se decanté hacia la Teorfa algebraica de Nidmeros. Fue decisiva
en este sentido su asistencia a unas conferencias que dio el Prof. Helmut Hasse en Madrid.
Puesto en contacto con él y mds tarde con la Prof. Olga Taussky-Todd, mantuvo con
ambos una perseverante correspondencia.

He aquf una relacién de articulos con recensién en Mathematical Reviews o Zentral-

blat:

1. Cotas de momentos. Actas de la Segunda Reunién de Matemadticos Espafioles.
Seminario Mat. de Zaragoza, 1961.

2. Cotas para momentos. Revista de la Academia de Ciencias de Zaragoza. 1961

3. Matrices de segundo orden con elementos enteros. Actas de la cuarta Reunién de
Matemiticos Espafioles. Universidad de Salamanca. 1965.

4. Un modelo elemental para las clases de ideales de un anillo algebraico. Revista de

la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales de Madrid. Vol 68

(1974).

Una ecuacién diofdntica. Gaceta Matemadtica. Vol 30 (1978).

6. Algunas cuestiones relacionadas con la semejanza de matrices enteras. Memorias
de la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales de Madrid ndm. 13
(1980).

7. Un modelo matemdtico para las clases de ideales de un anillo algebraico. Rev. de
la Real Academia de Ciencias Exactas... Vol 74 (1980).

8. Matrices simétricas en clases de matrices de enteros. Rev. de la Real Academia de
Ciencias Exactas... Vol 80 (1986).

o4

En cuanto al tema de sus trabajos, él mismo resume asf el correspondiente al marcado
con el nimero 4:

“Mediante la definicién de una forma reducida para las matrices nxn con elementos
enteros racionales, semejantes a una matriz dada, se establece el teorema de Latimer-
Mac Duffee sobre la correspondencia entre las clases de matrices enteras semejantes
y de polinomio minimo P(x) y las clases de ideales del anillo Z(y), (P(y) = 0). La defi-
nicién del conjunto de descomposicién completo del polinomio P(x) permite cons-
truir el modelo para las clases de ideales del anillo Z(y). La linealidad del modelo
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hace que el propio algoritmo de definicién permita calcular el nimero de clases de
ideales y las unidades del anillo”.

En cuanto a la correspondencia con Olga Taussky, ella misma escribe hablando del
volumen de su correo:

“...Some of these activities bring me pleasure and even additional knowledge. One of
the most pleasing duties of this kind is my correspondence with J. Ochoa from
Madrid. His interest is in integral matrices and he has very original ideas and seem
entirely selftrained...”

Ochoa, por su parte, en (4), en una llamada a pie de pdgina, al comienzo del articulo
“agradece la generosa solicitud, ensefianza y estimulo recibidos de la Prof, Olga Taussky-
Todd y del Prof. Helmut Hasse”.

También se encargé de traducciones del alemdn, entre ellas el libro de Wolfgang
Franz “Topologia general y algebraica”. Selecciones cientificas. Madrid, 1968.

Hombre desinteresado, ni busc6 beneficios ni satisfacer vanidades. No poco trabajo
le costé a D. German Ancoechea, a quien siempre estuvo muy unido afectivamente, con-
vencerle para que leyera su tesis doctoral. As{ lo hizo el 10 de enero de 1977 mereciendo
la calificacién de Sobresaliente cum laude y posteriormente Premio extraordinario.

Esta es en breves lineas la vida de un hombre bueno, que con su obra, tanto en el
campo humano como en el profesional, nos da ejemplo a seguir a todos los que tuvimos la
suerte de conocerle, unos como compafieros, otros como amigo entrafiable.

Fidel Oliveros

Adids a Isidoro Salas Palenzuela

Isidoro fue miembro de nuestra sociedad desde su fundacién. El pasado febrero,
cuando ya estaba impreso el nimero anterior de nuestro boletin, recibimos la triste noticia
de su repentino fallecimiento. Para quienes no le conocieran, trataré de hacer una breve
descripcién de su vida profesional, en la que cabe sefialar cuatro etapas.

En su primera etapa ensefi6 Matemadticas en diversos centros de Valladolid: Escuela
de Magisterio, Escuela de Peritos, Escuela de Comercio, Facultad de Ciencias... De ¢lla no
tengo referencias directas, por no conocer yo atin a Isidoro.

La segunda etapa la dedicé a coordinar los Estudios de Magisterio en toda Espafia,
desde su puesto de Inspector General de Escuelas Normales. No se limitaba a quedarse en
su despacho del Ministerio resolviendo asuntos burocréticos. Asistfa a congresos interna-
cionales sobre Educacién Matemdtica, que proyectaba organizando cursos de formacién y
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reciclamiento para profesores de Escuelas Normales, impartidos por los mds prestigiosos
matemdticos espafioles del momento. Fue el artifice del Plan 67 de Estudios de Magisterio.
En la tercera etapa fue el coordinador del profesorado espafiol en Guinea Ecuatorial. Su
labor fue doble, tratando de llevar a Guinea a los mejores profesores espafioles que se pres-
taron a ello, asi como de formar en Espafia a varias promociones de profesores guineanos.

En la cuarta etapa, ya jubilado, se dedicé a la Asociacién de Profesores Jubilados de
Escuelas Universitarias, de la que era presidente y cuya sede era su propio domicilio. En
ella se ocup6 de organizar actividades diversas, desde viajes de estudios por varios distri-
tos universitarios, hasta los ciclos de conferencias de los jueves en la Escuela Universitaria
de Empresariales UCM de Plaza de Espaiia, logrando la participacién de prestigiosos con-
ferenciantes.

Conocf a Isidoro siendo €l Inspector General de Escuelas Normales en el Ministerio
de Educacién y yo profesor de la Escuela Normal de Badajoz. Ante mi deseo de compati-
bilizar mi docencia en Magisterio con la continuacién de mis estudios de doctorado en
Madrid, Isidoro me ofrecié la solucién, sustituyéndole temporalmente en su citedra de la
Escuela “Pablo Montesino”, mediante una Comisién de Servicio.

Posteriormente tuve ocasién de tratar personalmente a Isidoro en varios viajes que
hicimos juntos a Congresos Internacionales de Educacion Matemdtica, en una época en
que no se prodigaban las ayudas econémicas para viajes de estudios, que debiamos coste-
arnos de nuestro propio pecunio. Naci6 asi una profunda amistad que durarfa para siempre.

Su vida estuvo presidida por tres rasgos caracteristicos: su espiritu emprendedor, su
capacidad de organizaci6n y su interés por ayudar a los demds. Puede pensarse que es esta
la opinién apasionada de quien fue uno de sus muchos y buenos amigos. Si, es cierto, pero
no conozco a nadie que conociendo a Isidoro hablara de él sin hacer elogios de su persona.
Recuerdo la época en que siendo yo ya catedrético de Pablo Montesino y €] coordinador de
Educacién con Guinea, se preocupaba con regularidad por la marcha de los alumnos gui-
neanos que nos enviaba para su formacién en Espaiia, solicitindonos personalmente infor-
mes del aprovechamiento de cada uno de ellos. Los profesores guineanos le querian.

Creo que al éxito de Isidoro en cuantas empresas se embarcé también contribufa su exce-
lente cardcter y buen humor, que parece habia heredado de su padre. Contaré como anécdota
que, a veces, cuando las relaciones de Guinea Ecuatorial con Espaiia se enturbiaban, la tinica
persona admitida como interlocutor espafiol en aquel pafs ecuatorial era Isidoro.

El plan de Estudios de Magisterio que bajo su direccién se gesté en su época de Ins-
pector General, conocido como Plan 67 o Plan Salas, e inspirado en el Plan Profesional de
los afios treinta, fue para muchos de nosotros ¢l mejor plan de Formacién de Maestros que
hemos conocido. En mi opinién pocas personas han contribuido de modo tan eficaz a una
ensefianza de calidad en nuestro pafs y en Guinea.

Fue gran admirador de “Pablo Montesino”. Quienes disfrutamos de su amistad, también
le admirabamos a él, como profesional y como persona. Su partida ha sido un duro golpe.

Descanse en paz.

Eugenio Roanes Macias
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Una vision actual de la matematica
y Su ensenanza

Curso de la Universidad Internacional Menéndez Pelayo (UIMP), dirigido al Profe-
sorado de Ensefianza Secundaria, que esta previsto impartir en Santander del 15
al 19 de septiembre de 1997.

Se trata de un Curso organizado por la UIMP en cooperacién con el Ministerio de
Educacién y Cultura, Secretaria General de Educacién y Formacién Profesional, Subdirec-
ci6én General de Formacion del Profesorado. El curso va dirigido a profesores de Ensefian-
za Secundaria, en ¢jercicio o en formacién. Es un curso acreditado por el Ministerio de
Educacién y Cultura para profesores de ensefianzas no universitarias.

Ha sido estructurado de forma que sus contenidos incidan, por un lado, en la Matema-
tica propia del curriculum de la LOGSE, ocupdndose especialmente de algunas cuestiones
novedosas y de su proyeccidn diddctica, y, por otro lado, sobre varios temas cientificos de
actualidad, de interés para un Profesor de Matemdtica de Secundaria.

El director del curso es el profesor F. Javier Peralla, catedritico de E.U. de Matemti-
ca Aplicada de la Universidad Autonoma de Madrid, siendo su secretario el profesor José
Ramén Vizmanos, catedrético del LE.S. “Santamarca” de Madrid.

PROGRAMA DEL CURSO

Lunes 15

10:30  El infinito, por Emma Castelnuovo (Profesora de Escuela Secundaria de Roma)
12:00  La teoria de nimeros y sus aplicaciones en el aula, por F. Javier Peralta
16:30  Taller de calculadoras grdficas, por José Ramén Vizmanos

Martes 16

10:00 Transformaciones afines y sombras, por Emma Castelnuovo

12:00  Ensefiar Matemdticas para el futuro, por Tomds Recio (Catedrdtico de Algebra de
la Universidad de Cantabria)

16:30  Taller de Matemdticas, por Luis Balbuena (Catedratico del I. B. “Viera y Clavijo”
de La Laguna)
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Miércoles 17

10:00 La inferencia estadistica en el nuevo bachillerato, por José Ramoén Yizmanos

12:00 Desarrollo de las nociones de funcion y contirtu;‘(lad en la Matemciticla llz‘utmda,
por Javier Ordoiiez (Profesor Titular de Légica y Filosoffa de la Ciencia de la
Universidad Auténoma de Madrid) .

16:30 Mesa redonda “La ensefianza de la Matemdtica a partir de la LOGSE”, con Luis
Balbuena, José Antonio Cagigas (Catedritico del LE.S, “Santa Clara” de Santan-
der y Director Provincial del Ministerio de Educacién y Cultura en (.‘an'tabriu).
Maria Luz Callejo (Departamento de Didédctica de la Matematica del Instituto de
Estudios Pedagégicos Somosaguas de Madrid) y Alberto Perez de Vargas (Culc{-
drético de Matemdtica Aplicada de la Universidad Complutense), Moderador: F.
Javier Peralta

Jueves 18

10:00 Nimeros primos y mensajes secretos, por Adolfo Quir6s (Profesor Titular de
Algebra de la Universidad Auténoma de Madrid)

12:00 Biomatemdtica, por Alberto Perez de Vargas

16:30  Taller de resolucion de problemas, por Marfa Luz Callejo

Viernes 19

10:00 Nuevas Tecnologias en Geometria, por Eugenio Roanes (Catedrdtico de E.U. de
Algebra de la Universidad Complutense de Madrid) . o

12:00 Una correspondencia dificil, por José Javier Etayo (Catedrzitl'co dF: la Universidad
Complutense y Secretario General de la Real Academia de Ciencias)

Para informacion o matricula, dirigirse a la Secretarfa de alumnos de la Universidad Inter-
nacional Menéndez Pelayo (UIMP):

Isaac Peral, 23 MADRID-28040, tel (91) 5920631, 5920633, 5430897, 5920640
Avda. de los Castros, s/n. (Las Llamas) SANTANDER-39005, tel (942) 360055

A partir 23 junio, Palacio de la Magdalena SANTANDER-39005, tel (942) 200810
Plazo de solicitud de matriculas: desde 5 de mayo de 1997 (plazas limitadas)
Internet: hitp://www.uimp.es/unimp
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Titulo Propio de Experto en Educacién Matemadtica

La Facultad de Ciencias Matemdticas de la Universidad Complutense de Madrid con-
tinda ofreciendo el titulo propio de EXPERTO EN EDUCACION MATEMATICA que se
anunciaba en el Boletin n.° 39 de febrero de 1995. Las materias que se impartirén el curso
1997-98 serdn:

1. Resolucién de problemas, 20 horas [2 créditos], por Marfa Luz Callejo de la Vega.
2. Sistemas computacionales en Educacién Matemdtica, 40 horas [4 créditos], por
Eugenio Roanes Macias y Eugenio Roanes Lozano.
3. Las matemdticas en la educacién obligatoria, 20 horas [2 créditos), por Maria
Paz Bujanda.
4. La utilizacién en la ensefianza no universitaria de algunos resultados no elemen-
tales, 15 horas [1°5 créditos], por Joaquin Herndndez Gémez.
5. Geometria, 20 horas [2 créditos], por Juan Tarrés Freixenet.
6. El juego, creador de Matemdticas e impulsor de su aprendizaje, 20 horas [2 cré-
ditos], por Miguel de Guzmadn.
7. Una visi6én panordmica del Andlisis, 15 horas [1°5 créditos], por Baldomero Rubio.
8. Introduccién a los fundamentos de la matemdtica II. Andlisis no standard, 40
horas [4 créditos], por Mariano Martinez Pérez.
9. Laevolucién de la nocién de integral, 15 horas [1'5 créditos], por Fernando Bombal.
10. Probabilidad y Estadistica, 30 horas [3 créditos], por Eusebio Gémez Sdnchez-
Manzano, Javier Montero, Luis Sanz y Juan A. Tejada.
11. Algunos problemas cldsicos de la teoria de curvas algebraicas, 15 horas [1°5 cré-
ditos], por Raquel Mallavibarrena.
12. Introduccién a la teorfa general de la Relatividad, 15 horas [1°5 créditos], por
Eduardo Aguirre.
13. Algoritmos: el corazén de la Computacién, 15 horas [1°5 créditos], por David de
Frutos y Ricardo Peiia.
14. Sistemas Dindmicos, 30 horas [3 créditos], por José Manuel Vegas Montaner y
Carlos Ferndndez Pérez.
15. Introduccidn a la modelizacién en Matemdtica Aplicada, 15 horas [1°5 créditos],
por Rodolfo Bermejo y Juan Francisco Padial.
16. Simetrias y grupos, 15 horas [1°5 créditos], por Carlos Andradas.

Se otorgard el titulo de experto a quien complete 25 créditos, pero es posible matricu-
larse en cualquier nimero de materias del programa y obtener acreditaciones de asistencia
y aprovechamiento en materias sueltas cuando ello proceda a juicio de los correspondien-
tes profesores. La matricula habré de realizarse del 15 al 22 de Septiembre préximo. Para
una informacién mds detallada, dirigirse a la oficina de informacién de la Facultad (Telé-
fono 394 46 16).

Carlos Fernandez Pérez
Director del Curso
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Noticias breves

PUBLICACION DE UNA PAGINA EN INTERNET

La Sociedad “Puig Adam” de Profesores de Mateméticas ha publicado una pagina en
la red Internet que puede encontrarse en:

http://www.cita.es/Sociedad_Puig_Adam/index.htm

Estamos preparando una biografia del profesor Puig Adam para publicarla en Inter-
net, la historia resumida y los fines de la Sociedad, y una relacién de articulos y referencias
del boletin que podrén ser consultadas desde nuestra pagina Web.

Agradeceremos colaboraciones, comentarios y sugerencias.

El vicesecretario, Miguel Angel Gallardo
E-mail:iberocka@lix.intercom.es

CONTESTADOR AUTOMATICO

Nuestro contestador automdtico, conectado al teléfono 394 6248, que ha estado un mes
fuera de servicio por averfa, recientemente ha sido reparado, estando de nuevo operativo.

VIII JORNADAS DE ENSENANZA Y APRENDIZAJE
DE LAS MATEMATICAS
Federacién Espaiiola de Sociedades de Profesores de Matematicas
(Salamanca, 8-11 septiembre 1997)

Inscripciones: Modesto Sierra Védzquez. Dpto. de Diddctica de la Matemdtica
(Facultad de Educacién). P.° de Canalejas, 169. 37008 SALAMANCA. Tel. 923 29440
ext. 3356. Fax 923 294703 email: mosiva@gugu.usal.es

SOCIEDAD ESPANOLA DE INVESTIGA CION
EN EDUCACION MATEMATICA
I Simposio de 1a SEIEM
Zamora, 12-13 septiembre 1997

Inscripciones: Modesto Sierra Vdzquez. Dpto. de Diddctica de la Matematica

(Facultad de Educaci6n). P.° de Canalejas, 169. 37008 SALAMANCA. Tel. 923 29440
ext. 3356. Fax 923 294703 email: mosiva@gugu.usal.es
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La historia de la Matematica
como recurso didactico
(Segunda parte)

Mariano Martinez Pérez

Profesor de la Univ. Complutense

3. El continuo

Si hay una idea verdaderamente compleja, profunda y central para la matemadtica, las
tres cosas a la vez, ésta es la del “continuo”, estrechamente ligada a su pariente proxima, la
del “infinito” (que le siguc a continuacion en nuestras reflexiones). Ya hemos advertido (y
lo haremos las veces que haga falta), que las ideas matemadticas mds importantes estan tan
articuladas entre si y son tan interdependientes, que es imposible disociarlas completa-
mente y estudiarlas por separado, pero estamos intentando hacer todo lo posible en esa
direccidn sin excesivas violencias ni repeticiones.

La percepcion de la idea de “continuidad” y de “continuo” se nos presenta como inse-
parable de la de espacio geométrico y de la de tiempo. Lo primero y mds perceptible de
nuestra intuicién del espacio es que se extiende de una manera continua, y eso nadie se
atreverfa a cuestionarlo (jhasta ahf podiamos llegar!).

Pero, ¢qué es ese “ser continuo” del espacio, en qué consiste exactamente esa “conti-
nuidad”?. Y por ahi empiezan ya las dificultades, por el lenguaje mismo. Y uno rompe a
decir cosas un tanto raras y misteriosas, como que continuo quiere decir “completamente
liso”, “sin hueco alguno”, “todo seguido e igual a sf mismo”, “sin ninguna irregularidad”.
Y al mismo tiempo uno junta las manos abiertas con las palmas hacia abajo y las va sepa-
rando y juntando lentamente (;por qué serd lo de lentamente?) como si fuera a lanzarse a
nadar en el aire. Y hablando de nadar y de agua, ;no resultaria tentador suponer que fueron
nuestros antepasados muchisimo mds remotos que los hominidos, los que empezaron a
conocer la “continuidad” en su propio mundo subacudtico? jQué larga historia para llegar
a la “elaboracion” final de una idea abstracta!

En resumen, lo que uno ha obtenido ¢s un fracaso bastante escandaloso al intentar dar
una definicidn, aunque sélo fuera “descriptiva” o “explicativa”, de algo tan clarisimo
como es nuestra intuicién de lo que es “continuo”. Y sin embargo, atn dejando de lado el
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tiecmpo, por ahora, el hombre no ha podido menos de saber muy bien, desde sus primeros
pasos, que se movia en un espacio continuo, aunque no lo pudicra expresar consciente-
mente ni de lejos (jtampoco le hacfa ninguna falta, claro estd!, cosa en que poco sc dife-
renciarfa de los demds animales superiores, por supuesto).

Pero hay mucho mds. Ciertamente no pudo ser s6lo en la “extensién espacial” que lo
rodcaba donde el hombre sintié la “continuidad” en su forma m4s clara y cvidente, Tam-
bién desde sus primeros pasos se tuvo que ver rodeado de un mundo de cualidades que se
presentan en “grados” o “intensidades” cambiantes, “variables” de modo muy sensible
entre lo que podemos llamar, para cntendernos, “extremos opuestos”. Pondremos varios
cjemplos de esas cualidades y sus extremos de variacién (cvitando en todo lo posible la
terminologia moderna, que nos confundirfa por designar también a las correspondientes
magnitudes fisicas actuales, jhorrible anacronismo para nuestro remoto antepasado!).
Debe entenderse todo, pues, en un sentido puramente cualitativo ingenuo, y no cuantitati-
vo (fodavia no hay ninguna “medida”)

extremos cualidad
TUZ it oscuridad luminosidad
CALOT s s s .o frio temperatura
lEfanfa .iniimiimai i mremar e ... proximidad distancia
abundancia ......ooevvicierivieennnn, escasez cantidad de algo
duradero .o, breve duracién
PEBBHG! e i i ligero peso
L P .. pequefio tamaiio
MUCHOS v, pocos cantidad dc cosas

El hombre primitivo no tuvo mas remedio que enfrentarse todos los dias a esas “cua-
lidades variables” y a muchas otras andlogas, siempre presentes en el mundo que lo rodea-
ba (y, casi no es necesario ni decirlo, a sufrirlas las mds de las veces en su propia carne,
iyalo creo!).

Pues bicn, la inmensa mayoria de estas cualidades que se presentan en “grados de
intensidad” variables, muestran una variacién de intensidad claramente continua con el
paso del tiempo (esto serd muy importante mds tarde).

¢Qué quiere decir ésto? Pues algo asi como que su variacién no da saltos repentinos
(evitemos el tentador instantdncos, porque ;qué puede significar?) en su intensidad. O,
mucho mejor adn, que en su variacion, pasan de un grado de intensidad a otro (por muy
“proximos” que ellos estén) pasando por grados intermedios.

Y, alternativamente, una cualidad variard de manera discreta, si pasa de un grado de
intensidad a otro “de golpe”, sin pasar por ninguno intermedio, porque sencillamente no
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los hay. En el pequefio cuadro anterior la tinica cualidad discreta es la dltima de la lista
(;habrd alguna més?). Volveremos sobre ello al hablar del problema de La Medida.

La “caracterizacion” que acabamos de hacer de lo continuo, hay que reconocer que
suena muy bien; parece muy satisfactoria, dentro de su informalidad e imprecision inevita-
bles en este nivel. Sin embargo, no tardarfan los griegos en descubrir que no es correcta, y
que la continuidad espacial no se deja reducir a algo tan sencillo. Béstenos por ahora con
recordar que hoy sabemos muy bien que la recta racional @ cumple perfectamente nuestra
condici6n anterior de pasar de un “valor” a otro pasando por otros (jinfinitos!) “interme-
dios”, y no es de ningtin modo continua, como sf lo serd ya R, Este mismo ejemplo nos
muestra que tampoco es correcta otra variante de la versién anterior, que pretende caracte-
rizar como “continuo” aquello que se puede dividir y dividir indefinidamente.

Este segundo intento fallido de caracterizar ¢l continuo tuvo, sin embargo, conse-
cuencias muy importantes en la matemdtica griega. Al abordar en serio el problema de la
“medida” o “comparabilidad” o “razén” entre segmentos, los pitagdricos se vieron aboca-
dos al descubrimiento de los segmentos inconmensurables (ver més adelante). Una conse-
cuencia de ello (aunque sélo sea accidental, como hoy sabemos) fue la de que el continuo
es indefinidamente divisible.

iHorrible situacion! Pero, jpor qué horrible? Pues porque si nos preguntdsemos (jy
los hay muy preguntones, pero en Grecia més!) ;de qué estd hecho el continuo?, y nos fija-
mos en el caso que parece mds simple, de un segmento de recta, lo mis natural para llegar
a contestar a la pregunta parece ser el empezar dividiendo y dividiendo en partes el seg-
mento, a la biisqueda de las “piezas” dltimas que lo constituyen, ellas mismas ya indivisi-
bles. El resultado, sin embargo, no puede ser més inquietante. Si el segmento es divisible
indefinidamente, no importa a qué partes hayamos llegado en un cierto niimero de etapas
del proceso analitico, esas partes podrén seguirse dividiendo de nuevo, y ne nos encontra-
mos con nada; el segmento se nos esfuma en nada entre las manos. ;jEstard hecho el conti-
nuo de nada? jParece decididamente absurdo!; y ademds, si no hay elementos (ltimos en
los que pueda dividirse ;como podrfamos hacer ahf geometria?

Estos problemas estén en el centro de la densa historia que va de los “puntos-4tomos”
extensos pitagéricos (pequefifsimos, pero extensos como es natural) a Jos increibles “pun-
tos inextensos” euclideos, rechazados mucho antes con firmeza (jcasi con indignacién!)
por el mismisimo Zendn. Porque, veamos, veamos, si el espacio es extenso, que es su cua-
lidad esencial, los puntos son inextensos y el espacio estd formado por una multitud de
puntos jde donde sale la “extension”™?. Y, atn dejando la coherencia légica a un lado,
(e6mo es posible que semejante “engendro” de espacio “funcione™?

Recordemos, siquiera sea de pasada, las profundas aporias de Zen6n, ya mencionado,
sobre el continuo, que siguen ahi sin ser resueltas, escindalo de la razon; y recordemos
también la bella teorfa de Aristételes sobre el continuo, segin la cual la recta no estarfa
“hecha” de puntos, ni siquiera contendria “de hecho” a esos puntos (sino sdlo “en poten-
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cia”) y asf sélo podrfa descomponerse (indefinidamente, eso si) en continuos como ella
misma. Es una pena que tal teorfa nunca se consiguiera “matematizar” seriamente.
Terminaremos estas breves consideraciones sobre la historia antigua de la idea de
continuidad recordando que en la matemética puramente geométrica de los griegos, princi-
palmente en las cumbres que suponen Euclides, Arquimedes y Apolonio, el tratamiento de
Ja continuidad espacial es correcto, pero queda siempre implicito. Es bien sabido que no
aparece por ningtn lado axioma alguno que controle la continuidad, aunque ya en el mis-
melIl:)O primer teorema del Libro I de Euclides se muestra necesario jvaya por Dios! (y
también en importantes teoremas planos y espaciales, para demostrar la existencia de cier-
tas magnitudes que Euclides usa “por la cara”). Precisamente este estado de cosas, unido al
hecho casi increfble de que se necesitase llegar a finales del siglo XIX para que se formu-
lase, por primera vez en términos matemdticos exactos (aunque, obviamente, también dis-
cutibles) la propiedad esencial de la continuidad geométrica por Dedekind, Pasch y otros,
vienen a “demostrar” hasta qué punto esta idea estaba tan profundamente arraigada en las
intuiciones espaciales de los matemdticos y filésofos que nadie fue consciente de la nece-
sidad de explicitarla. Hasta tal extremo se di6 por descontado su cardcter verdadero duran-
te siglos, lo cual, a su vez, s6lo se puede explicar por esa misma razén, por estar tan pro-
fundamente arraigada (por su antigiiedad) en nuestra intuicién de lo que es el espacio.

4. El infinito

Como viene a decir L. Zippin en su estupendo libro Uses of Infinity (hay traduccién al
espafiol) hay tres profesiones que usan abundantemente del “infinito”: los poetas (esos
mds bien abusan, como de costumbre), los filésofos, principalmente los telogos, y por
Gltimo los matematicos, que son los que, segun ellos, de verdad lo entienden.

¢ Tendr4 razén Zippin?. Los mateméticos jentienden “de verdad” lo que es el infinito,
o s6lo “lo usan”, eso sf, con tanto “virtuosismo” al menos como atrevimiento?

Metidos ya en citas, recuérdese que el gran Hilbert decfa el afio 1925 (jque no es la
prehistoria, ciertamente!) en su articulo Uber das Unendliche (o Sobre el Infinito, hay tra-
duccién al inglés): “...el significado del infinito, tal como este concepto se utiliza en mate-
maticas, nunca ha sido completamente clarificado”. Y mds adelante: “Las observaciones
anteriores s6lo tratan de establecer firmemente el hecho de que la clarificacion definitiva
({e la naturaleza del infinito, lejos de pertenecer a la esfera de los estrictos intereses cienti-
ficos especializados, es necesaria para la dignidad del intelecto humano en s{ mismo.
Desde tiempo inmemorial, el infinito ha excitado las emociones del hombre més que nin-
guna otra cuestién. Dificilmente se encontrard otra idea que haya estimulado las mentes de
una manera tan fructifera. Y sin embargo, ningiin otro concepto estd mds necesitado de
clarificacidn que éste.”

Ni la autoridad de Hilbert ni la claridad de sus palabras necesitan comentario.
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(Hasta dénde se pueden rastrear los origenes mds remotos de las intuiciones bdsicas
en las que se apoya la idea de “infinito”? La respuesta en este caso no puede por menos
que ser decepcionantemente negativa. Antes de los origenes del pensamiento griego, tanto
poético como filoséfico (;es que hay, aqui, diferencias?), apenas podemos arriesgarnos a
interpretaciones serias. Precisamente Arist6teles nos puede ayudar en nuestras conjeturas.
Como se sabe, Aristételes rechaza como inexistente y ficticio todo tipo de “infinito” actual
o “completo”, “terminado”, tanto en el sentido de una extensién espacial infinita como en
el de una multitud infinita de cosas. Y a la inevitable pregunta: entonces ;de dénde ha
sacado el hombre la idea falaz, pero tan extendida, de lo “infinito”? Aristételes viene a
contestar que la gente (que es muy burra) ha visto cosas verdaderamente muy grandes, que
parecen “no tener limites” (el complejo término griego apeiron significa, entre otras cosas
ilimitado, indefinido, infinito (0 no terminado), que no son de ninguna manera lo mismo),
la ilimitada extensién del mar o del cielo, etc., y que de ellas ha sacado la idea absurda y
fantdstica de que hay cosas infinitas, en un salto mental injustificado. En efecto, como es
del todo evidente, nadie ha tenido jamds la experiencia directa de algo infinito, en ningu-
no de sus sentidos. La fantasfa, la imaginacién poética hacen aqui su papel. Parafraseando
el “Deum nemo vidit unquam”, se podrfa decir con la misma certeza que “Infinitum nemo
vidit unquam”,

Bien, pero jde qué manera nos puede ayudar la explicacién aristotélica a aventurar-
nos (y arriesgarnos) hacia un pasado mas remoto?

Pues bien, el hombre se encontré pronto, sin duda, con extensiones espaciales enor-
mes, de las que no se ve por ningiin lado el fin, el limite, hasta el punto de que parecieran
no tenerlo. Y también ciertas multitudes (inmensas manadas de animales, arenas o piedras
de un desierto, estrellas en la béveda celeste), que parecieran no tener fin ni limite en su
“cantidad”. Lo que parece m4s probable es que todos estos tipos de experiencias llamaran
al aspecto mas emocional del pensamiento, (por tratar de decirlo en forma inteligible, a
pesar de la terminologia moderna utilizada). Si esto fue asf, se explicarfa sin dificultad la
rafz poética y mitica de lo que, (degenerando degenerando, como se decia de aquél torero
que llegé a gobernador civil), llegaria a la idea abstracta del “infinito”.

En el campo de los mitos quizds se encuentra la muestra més clara de un antecedente
“prerracional” de un infinito, en las respuestas a dos preguntas:

La primera es ;jcémo y cudndo tuvo su origen este mundo que nos rodea?. Una res-
puesta (no la dnica, por supuesto) consiste en hacer remontar indefinidamente hacia el
pasado una serie de sucesos, confiando en que ese regreso “ad infinitum” solventa el pro-
blema al irlo alejando mds y mds lejos para que no moleste (jalgo es algo!). Que la cosa no
va tan descaminada nos lo ilustra la famosa paradoja de los conjuntos numerables [lamada
del “Hotel de Hilbert”, que casi todo matemdtico moderno asume sin que se le caiga la
cara de vergiienza.

La otra pregunta “mitica” de los “fundamentos” podrfa formularse asi: jen qué se
apoya, dénde reposa este mundo que habitamos? Una respuesta de algunos pueblos orien-
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tales viene a decir: Este mundo se apoya en el lomo de un gran elefante, el cual se apoya a
su vez en cuatro grandes tortugas, las cuales se apoyan a su vez en otras tortugas, y éstas
en otras, etc.. De nuevo estd clara la intencién de “expulsar” la dificultad por medio de un
regreso “ad infinitum”.

Poco mds que esto podemos encontrar acerca de los primeros atisbos probables del
infinito.

Adentrdndonos ya en el mundo griego la cosa se aclara y se concreta (a la vez que se
complica endiabladamente), todo al mismo tiempo. En este contexto quisiera hacer sola-
mente dos o tres observaciones_que me parecen muy importantes.

Ya hemos visto la posicién de Arist6teles al respecto. No hay ningin infinito “en
acto”, completo; s6lo “en potencia”, es decir, en proceso. En primer lugar conviene advertir
el cardcter netamente negativo, sin paliativo alguno, de lo “infinito” en el sentido de no-fini-
to 0 no terminado, sin limite o fin bien determinado, en el pensamiento cldsico griego (en la
bella lengua del Dante, “quello che non & finito”, “lo que no estd terminado o acabado”). Es
interesante observar que Plotino (c. 250 d. C.), en su Eneada IV es el primero en calificar a
Dios de “infinito”, considerando tal calificativo ya no como algo negativo, sino positivo
(muy p.ositivo, de hecho). Tal cosa hubiera resultado inconcebible en la Atenas anterior en
seis o siete siglos. Y hoy, en cambio, casi es impensable una cualidad o calificativo teolégi-
co a lo divino que no se formule en términos de “infinitud”, en un sentido o en otro.

Aristételes sf aceptard, sin embargo, la existencia de infinitos poltenciales: los propios
de aquellas cosas que siempre pueden aumentar mds o disminuir mds. Un ejemplo, pura-
mente matematico y muy claro es el de los niimeros naturales. Yo puedo llegar a construir
cua!quier nimero natural 1, por grande que sea (lo cual supone ya una idealizacién, es
decir, que no hay ninguna limitacién en el espacio ni en el tiempo, porque cualquier limi-
taci6n tal serfa I6gicamente absurda, evidentemente), pero nunca puedo tenerlos todos Jjun-
tos construidos, para meterlos en una caja. {Es algo tan obvio! ;C6émo pudo escapirsele a
Galileo?

Desde otro punto de vista, apenas es necesario recordar las muchas dificultades 16gi-
cas que encontrard la filosofia medieval en la teorfa aristotélica de un espacio fisico finito,
hasta que se imponga al fin el concepto newtoniano de espacio infinito, homogéneo, is6-
tropo, etc., es decir, del espacio moderno. Resulta muy interesante, sin embargo, el hecho
(completamente natural, por otra parte) de que en los Elementos de Euclides no se mencio-
ne nunca ni el plano ni el espacio tridimensional en su totalidad, completos. La geometria
se hace en el “trozo” de plano o de espacio en el que “viven” las figuras geométricas. Si
hace falta, se extiende un poco mds all4 y ya estd. Desgraciadamente este confortable
“?ocalismo” tampoco basta: el paralelismo “compromete” a todo el plano o a todo el espa-
C10; nunca es lo mismo en una regién acotada. Pero jincluso en eso es genial Euclides, con
Sus rectas-segmentos “prolongables” segiin vaya siendo necesario!

Por otra parte, ;dénde se presentan en la matemética-filosoffa griega los primeros
procesos indefinidamente largos o interminables? Una vez mis en el problema de la medi-
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da o comparabilidad de segmentos, con los segmentos inconmensurables, y en las aporias
de Zenén que hemos mencionado, pero a las que tendremos que volver sin remedio.

5. La medida

En el parrafo 2 anterior menciondbamos s6lo unas cuantas de las muchas cualidades
variables que el hombre no tuvo més remedio que observar (jpara su bien o para su mal!)
en la realidad que lo rodeaba, desde sus primeros pasos caminando ya en dos pies (je
incluso mucho antes!).

El problema de controlar el “grado de intensidad” de una de esas cualidades, para
poder, por ejemplo, comunicar a otros esa informacion, es lo que llamamos el problema de
la medida en toda su generalidad. Resolver este tipo de problemas se fue haciendo cada
vez més necesario segiin las sociedades humanas se hacfan mds complejas. El final es bien
conocido; la mayorfa de esas cualidades variables son hoy magnitudes medibles de la fisi-
ca (no todas, sin embargo, por un motivo o por otro: ja veces serfa 1til poder “medir” la
intensidad de un dolor de cabeza, para evitar discusiones del tipo de “el mio es més fuer-
te”!).

A pesar de nuestra ignorancia de los primeros pasos del proceso histérico de la medi-
da, no parece arriesgado conjeturar que el primero debié limitarse a la simple constatacién
del contraste

entre los diferentes grados de intensidad de la cualidad variable en cuestién. En términos
modernos, €l orden < en una magnitud serfa entonces el elemento bdsico, previo al de
igualdad y alas operaciones.

La relacién de igualdad (sélo aproximada, por el momento) = serfa claramente poste-
rior a (y consecuencia de) la relacién de orden bdsica, si guiendo el principio general que
va “de los contrastes a las analogias”.

Hay que reconocer que, pese a su vaguedad, la informacién “menos - mds” sobre el
grado de intensidad de una cualidad variable continua, puede ser ya bastante valiosa.

Por fijarnos en un ejemplo sencillo y muy matemético (pero representativo de otros),
consideremos la “distancia” o “alejamiento” entre dos posiciones distintas. Tratando de
imitar lo que ocurre en el caso discreto, en el que hay una “multitud de cosas minima posi-
ble”, que se reduce a una sola cosa, la cual se repite, en cuanto “unidad”, tantas veces
como indique precisamente el nimero de cosas de la multitud, tratando pues de imitar en
lo continuo el sencillo comportamiento de lo discreto, el hombre paleolitico debi6 encon-
trarse, hace varias decenas de miles de afios, con la primera dificultad. En el caso de la dis-
tancia no aparece por ninguna parte una unidad natural como en el caso discreto (una
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cosa), sin'o que, al contrario todo parece indicar que no hay una distancia minima posible.
Bueno, ningidn problema; los tiempos no estaban todavia maduros, ni mucho menos para
plantearse problemas demasiado tedricos. Una distancia concreta lo bastante pequefia u
(bajo la forma de un trozo de palo mds o menos recto) podia servir de unidad convencio-
nal, repetible sin alteracién por transporte de un sitio a otro.

Asi pue.s, si una distancia AB contiene a la unidad u k veces, pero no k + 1 veces,
entonces se tiene, en general

Al B

ku<AB<((k+1)u
0, con més precisién
AB=ku+r conr<u

Si hay suerte y no hay resto r, la cosa marcha perfectamente, pero lo normal es que no
sea asi. En todo caso, lo importante ahora es que r < u y, a efectos prdcticos, si la unidad u
es lo bastante pequefia, el resto r puede considerarse despreciable y quedarnos con

AB=ku

"I"odo esto es suficiente a efectos practicos, de acuerdo, pero no a efectos tedricos. A

los griegos les tocard descubrir el esencialisimo papel que desempefia ese resto “desprecia-
ble” .
Efectivamente, los pitagéricos generalizardn un poco el problema de la medida con su teo-
ria de razones o de comparabilidad entre segmentos. Por lo que se refiere a la medida
“sensu stricto”, Ia concepcién pitagdrica del espacio implicaba (no entraremos aqui en los
detalles del por qué), que dada una unidad de medida u y un segmento arbitrario g, siem-
pre se podia dividir # en n > 1 partes iguales, de manera que la n-ésima parte de « cupiese
exactamente un nimero m > 1 de veces en g, con m y n primos entre si (es decir, con n el
menor niimero posible). Entonces escribian los pitagéricos

m
R e e |
n
U ]
a_m
u n
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o bien

m
a=—u
n

que sc lee: “a es igual a m veces la n-ésima parte de . Por lo tanto, el problema de la
medida siempre tenfa solucién. El continuo quedaba as{ completamente aritmetizado (por
primera vez) sin excepciones ni patologias. Hoy dirfamos nosotros: todo segmento a €s

conmensurable con la unidad u.
Por suerte o por desgracia las cosas no eran tan bonitas ni mucho menos. Pero, antes

de nada, ;c6mo se podia encontrar esa nueva unidad, igual a la n-ésima parte de u, que
mide exactamente aa y a u? Pues usando el algoritmo geométrico de “antiphairesis” o de la
“resta mutua” o del “maximo comun divisor”: Se lleva el segmento més pequefio (suponga-
mos que es ¢l u ) sobre el mayor g, supongamos que cabe k; veces y sobra unresto r; < u, s€
lleva entonces r, sobre u; supongamos que cabe k; veces y sobra un resto 1, <1, etc.

a =k u+trn
u =k rtn
no o=kt

Como hemos dicho, la idea del continuo espacial de los pitagéricos implicaba que este
proceso algoritmico conducirfa siempre, en un niimero concreto y limitado de pasos, a un
resto ry. nulo, y ahf se terminaba el proceso; entonces el resto inmediato anterior r, era la
mayor de las partes iguales de u que media exactamente a a.

Hacia el afio —450, los mismos pitagéricos descubrirdn (que no es lo mismo que
demostrardn) que hay segmentos inconmensurables con cualquier unidad dada u; es decir,
segmentos b tales que

m
b+—u
n

cualesquiera que sean los niimeros naturales my n.

Tal descubrimiento debié hacerse, casi con toda seguridad, descubriendo un “mal
dfa” que, en ciertos casos, ¢l algoritmo de antiphairesis aplicado a b y a u era interminable
o indefinidamente largo, en el sentido preciso de que, después de cada etapa habia otra
posterior (de manera que los restos r, nunca se anularfan). La consecuencia inmediata era
el hecho casi inimaginable de que hubiera segmentos (jy muchisimos!) que no tenian
medida numérica ninguna jse dice pronto!
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La geometria, pues, no es aritmética.

Es bien sabido que, ante tan sorprendente comportamiento del continuo gspacial, los
griegos decidieron una separacion estricta y definitiva de la aritmética y la geometria. Y la
geometrfa serfa precisamente eso, lo que tenfa que ser: geometria pura, sin ndmeros.
Muchos matemdticos ignoran el hecho importante de que en los Elementos de Euclides,
por ejemplo, no se habla nunca, a lo largo de sus XIII libros, de la longitud de un segmen-
to, ni de dreas ni voltimenes en el sentido de su medida numérica.

Uno de los muchos aspectos importantes de este descubrimiento de los segmentos
inconmensurables, conecta con el pdrrafo 4 anterior.

Hemos dicho que los pitagéricos descubrieron la existencia de tales segmentos, pero

no pudieron demostrarla. Esto requiere seguramente alguna explicacion.
El descubrimiento (por primera vez) de que hay procesos interminables o indefinidamente
largos, puede llegar a verse con una claridad deslumbrante, pero ;cémo puedo convencer
de una manera l6gica, irrefutablemente, a alguien de que un proceso es indefinidamente
largo si de verdad lo es? Por su propia definicién, no puedo recorrerlo todo, de principio a
fin (por la contumaz y dura razén de que no hay tal fin) y comprobar de modo efectivo 'y
completo que es interminable. Una buena demostracion, ha de tener, por supuesto, su
comienzo, su desarro llo (todo lo largo que haga falta, eso si) y su final. Otra cosa serd otra
cosa, pero no una demostracion.

Los griegos le cogieron un respeto muy saludable a estos procesos indefinidamente
largos (exactamente como el de ir generando los niimeros naturales 0, 1, 2, 3,..., n,...) y algo
mds tarde aprenderfan a “cerrarlos en términos finitos”, de su adversario filoséfico Zenon,
por medio de las llamadas “demostraciones indirectas” o por “reduccién al absurdo”.

Volveremos més adelante a estos dramdticos procesos indefinidamente largos o inter-
minables. Obsérvese que evitamos cuidadosamente llamarlos simplemente “infinitos” o
“infinitamente largos”, porque es totalmente incorrecto llamarlos asi: nada tienen que ver
con ningun infinito actual o completo. S6lo podria admitirse esa incorreccién si tenemos
bien claro que la estamos cometiendo (jal contrario que en la ética, vaya!), pero mucho
mejor no hacerlo.

Terminaremos recordando las grandes dificultades que encontré el hombre durante
muchos siglos hasta llegar a medir la mayorfa de las magnitudes fisicas actuales: veloci-
dad, temperatura, luminosidad, energfa, fuerza, etc. En ese largo camino merece un recuer-
do especial el tratamiento de las cualidades o formas por N. Oresme en la segunda mitad
del siglo XIV. Volveremos sobre ello en el parrafo siguiente.

6. Funciones

Ante la pregunta por los orfgenes mds remotos de la idea de funcién, probablemente
muchos mateméticos contestarian que se trata de una idea decididamente moderna, desa-
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rrollada a lo largo de los siglos XVIII, XIX y XX, y de manera casi exclusiva en los domi-
nios del andlisis infinitesimal. Algunos sabrian que el primero en usar la palabra funcién
fue Leibniz a finales del siglo XVII (aunque en un sentido bastante distinto del que tendria
posteriormente jtambién es casualidad!).

Una vez mis, los verdaderos origenes de la idea hay que buscarlos mucho mds atrés.

Es bien sabido que las “funciones” mds antiguas que nos han llegado vienen dadas por
las numerosas tablas numéricas egipcias y (sobre todo) mesopotdmicas. Se trata de funcio-
nes muy rudimentarias, Iégicamente, ya que nos dan s6lo unos cuantos valores de la “varia-
ble” y los correspondientes de la “funcién”, de entre los infinitos posibles, dando grandes
saltos (la idea central, sin embargo, ya estd ahi bastante explicita). Este mismisimo “acci-
dente” inevitable en cualquier tabla, nos muestra ya un problema que va a ser permanente a
lo largo de toda la historia de la matematica: el de dar nombre a la funcién misma (como
objeto matemdtico distinto de unos y otros valores numéricos) por medio de una férmula
lingiiistica general que nos permita calcular algoritmicamente (jsi ello es posible!) sus
valores, o aproximaciones suficientes, uno por uno. Si este importante problema fuera
impracticablemente dificil o no tuviera solucién (como sabemos hoy que ocurre con la
mayoria de las funciones, las “no-computables™) entonces no hay escapatoria, la mejor y la
tinica solucién es la de nuestros viejos colegas mesopotdmicos: las tablas de valores.

Bien, pero incluso esas rudimentarias tablas numéricas representan ya un estadio rela-
tivamente sofisticado de la historia de la idea informal de funcién. jBasta con decir que ya
se practica sobre esas tablas hasta la “interpolacidn lineal” y todo!.

Mucho antes de que se iniciara en el progresivo control de los ndmeros y, por supues-
to, de cualquier intento de medida, el hombre primitivo no tuvo mds remedio que observar
(de una manera mds o0 menos consciente, eso lo remediard el paso del tiempo) que las cua-
lidades variables que se manifestaban en la realidad que lo rodeaba, que mencionamos en
el pdrrafo 3, no eran en absoluto “independientes” unas de otras. Entre algunas de ellas
habfa una relacién de dependencia muy clara. Por ejemplo, entre la intensidad de la luz a
lo largo del dfa y la intensidad del calor ambiental; entre el tamafio de los cuerpos y su
peso (con las, precisamente sorprendentes, excepciones a la regla general: cuerpos muy
grandes y muy ligeros o muy pequefios y muy pesados; dias luminosos y frios o noches
cdlidas), la distancia recorrida caminando y el tiempo necesario para ello, etc.

La mayoria de estas “dependencias” son simples correlaciones o dependencias “flo-
Jjas”, y no funciones en el sentido moderno, pero lo importante es que la semilla de la idea
estaba ya sembrada. Pero hay algo mds: mucho después de irse concretando las intuiciones
bdsicas anteriores, el hombre no pudo dejar de observar un tipo de “dependencia”, esta vez
muy estricta, de gran importancia para el futuro de la matemadtica. Esta vez si se trataba de
una funcién de verdad, y de las mds importantes: las proporcionalidades o “funciones linea-
les” ;Cudl es la importancia real de que dos magnitudes sean proporcionales? Pues, eviden-
temente, que se puede medir una de ellas midiendo la otra, incluso la medida serd la misma
si tomamos las unidades adecuadamente para que la constante de proporcionalidad sea 1.
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Bien, pues el hecho, por ejemplo, de que muchas tribus primitivas hayan “medido” la dis-
tancia recorrida en “dfas” o “lunas” (meses lunares) nos muestra una fuerte evidencia lin-
giifstica a favor de este temprano descubrimiento. Hay razones para pensar, incluso, que el
hombre pudo haber creido descubrir “falsas” proporcionalidades: tamafio y peso de cuerpos
como pedruscos y rocas; mucho mds tarde, didmetro y superficie de un circulo, etc. jEn el
primer caso al menos, contundentes experiencias lo pudieron sacar sin duda de su error!

La representacién de las funciones por tablas numéricas sobrevivird durante muchos
siglos en astronomia, mientras que la representacién puramente geométrica de la mayoria
de las cualidades variables, antes de que se consiguiera medirlas numéricamente (jlarga y
accidentada historia a su vez!) y se convirtieran asi en magnitudes, alcanza un grado de
generalidad sorprendente en la interesante teorfa de N. Oresme (1323-1382) de la latitud
de las formas, auténtica anticipacién excesivamente “moderna” para su €poca.

El andlisis de la idea de variable continua y de su manera de variar, llevado a cabo por
Newton y Leibniz (ver pdrrafo 8), asf como, de nuevo, de la dependencia mutua entre varias
variables, nos presenta, a finales del siglo XVII y comienzos del XVIII, como dominio de
funciones disponibles los polinomios, las fracciones racionales y las raices, ampliado recien-
temente por el prometedor invento de Newton, Gregory y Mercator de las series de potencias
o “polinomios de grado infinito”. A mediados del siglo XVIII, el gran Euler serd el responsa-
ble de tundamentar al fin (usando para ello las series de potencias de Newton) las funciones
trascendentes elementales: circulares y sus inversas, logaritmos y exponenciales.

Las funciones son el alimento del nuevo cdlculo infinitesimal durante los siglos
XVIII y XIX, y con la introduccién de nuevas funciones trascendentes en forma de inte-
grales, se ird extendiendo el campo del cdlculo hasta desembocar en el alta mar del andlisis
matemdtico de finales del siglo XIX.

7. Limites

En los orfgenes de la idea moderna de limite estd la de las aproximaciones sucesivas y
cada vez mejores de algo desconocido por cosas conocidas. No hay rastro alguno de un
proceso de este tipo antes del periodo cldsico de la matemdtica griega, que es donde apare-
ce, y el ejemplo prototipico (entre muchos otros que nos encontramos en Euclides y en
Arquimedes) es el de la cuadratura del circulo. Se trata de construir un poligono de la
misma extensién que un circulo dado.

Es inmediato que la sucesién P, de los poligopos regulares de n lados inscritos en un
circulo C van aproximéndose al circulo cada vez mejor segiin n va aumentando (por ejem-
plo, tomando n = 4, 8, 16,..., 2",...) pero... El pero, el gran pero, es que nunca agotan el cir-
culo C completamente. ;Qué se puede hacer? S6lo sabemos una cosa cierta: segln va
aumentando n, la diferencia C — P, va estando formada por segmentos circulares que son
cada vez mds pequefios, pero cada vez son mds. {Qué dominard “al final”, su pequefiez o
su ndmero descontrolado? Si es su nidmero el que se lleve el gato al agua, la aproximacién
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no llegard a ser muy buena, sino que tendrd un tope mdximo que no se podrd mejorar;
mientras que si es la pequefiez la dominante, entonces la aproximacién serd realmente
buena y superard cualquier diferencia de C posible.

Bueno, el problema no es trivial, y exigié el genio de un Eudoxo (c. —350) para
demostrar el Teorema de Exhauscion (Euclides X~1) que es el que nos garantiza que se
trata de un proceso de aproximacién realmente bueno. Este poderoso teorema, equivalente
al Axioma de Eudoxo-Arquimedes, abre la puerta grande al futuro cdlculo integral.

Los mismos problemas que el circulo plantearon todas las figuras curvilineas, planas
o espaciales, como cabfa esperar.

Después de algunas consideraciones interesantes pero demasiado vagas durante la
Edad Media y el Renacimiento, vuelve a surgir durante el siglo XVII la necesidad de una
idea de lfmite, de la mano de Fermat y de Newton, si bien en un contexto completamente
diferente que va a conducir al concepto de derivada de una funcién y que comentaremos en
el pérrafo 8 siguiente. Permitasenos solamente adelantar que la profunda idea dindmica de
Newton de las “razones tltimas” y las “razones primeras” se acercaba ya mucho a la intui-
cién bésica de la idea de Ifmite. La definicién precisa (aunque no fuese su matematizacién
estricta) no podfa estar ya muy lejos en el futuro. Esta novedad de la interferencia en el pro-
ceso de las “fluxiones” de Newton y de las “diferenciales” de Leibniz, tan fecundas, iba a
retrasar un poco la evolucién de la idea de 1imite hasta comienzos de la segunda mitad del
siglo XVIII, con D’ Alembert y su articulo sobre Limite en la “Enciclopedia” de Diderot.

La definicién de D’ Alembert es ya pricticamente idéntica a la moderna, pero tiene
una dificultad importante: es descriptiva e informal, y con ella no era posible demostrar
verdaderos teoremas sobre limites.

Lo demds es ya historia moderna, en la que no vamos a entrar. A lo largo del siglo
XIX (Cauchy, Bolzano, Weierstrass, Dedekind) se terminard de poner a punto la vieja y
escurridiza idea de lfmite, matematizada “definitivamente” y lista para ser utilizada en la
fundamentacién de los conceptos bdsicos del andlisis.

Hay un aspecto histérico de la idea de lfmite, muy importante para su entendimiento
correcto y, por lo tanto, para su ensefianza. permitasenos indicarlo muy brevemente, sin
entrar en la discusién de su importancia. El peligroso “rodillo” igualitario-pedagégico
hace suponer que limites como los cuatro elementales siguientes

1
lim—=0
H—oo 11

2
lim no existe

=l x —

lim A(P,)=A(C)
lim (1 + —1—) =e
n—roo n
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son “la misma cosa”.Craso error conceptual. En los dos primeros casos el uso de los l{mi-
tes puede considerarse trivial o irrelevante, en el sentido de que no sirven para introducir o
crear ningtin objeto nuevo. Completamente distintos son los casos tercero y cuarto, en los
que precisamente el proceso del limite nos permite introducir objetos nuevos a partir de
otros ya conocidos: el drea del circulo C o el nimero irracional e. La fecundidad de la idea
de limite radica, claro estd, en esta capacidad creativa. Cuando los matemadticos han nece-
sitado un objeto, ndmero, funcién etc. del que no disponian, que no lo habfa, vamos, nor-
malmente lo han creado a partir de otros ya conocidos por un proceso de “paso al lfmite”.

8. La derivada

Como es bien sabido, los antecedentes remotos del cédlculo integral se encuentran en
los problemas de cuadraturas de figuras curvilineas en la matemética griega. Utilizando el
Teorema de Exhauscién (ya mencionado) de Eudoxo, Euclides y Arqufmedes consiguen
grandes éxitos, y todo ello en un marco puramente geométrico.

La idea de la derivada, en cambio, estd totalmente ausente de la matemética griega,
en la que los problemas de tangentes a curvas se tratan sélo en casos sencillos (circunfe-
rencias, cOnicas y espirales), y caracterizando la tangente por condiciones ajenas a la futu-
ra idea de la derivada. La unica lejana anticipacién a ésta puede rastrearse en los proble-
mas filoséficos del cambio o movimiento en general, al considerar la rapidez (para
nosotros “velocidad”) del cambio en algo que estd cambiando. Y esta va a ser ya la intui-
ci6én bdsica subyacente siempre en la idea de derivada, hasta su formalizacién por Bolzano
y Cauchy a comienzos del siglo XIX.

El inventor moderno de la deivada, en su sentido matemdtico, es Fermat, en su méto-
do para hallar mdximos y minimos y tangentes a curvas. En Fermat queda muy clara ya la
cuestién de la “rapidez de variacién”, a pesar de que el lenguaje, muy geométrico atn,
oculta algo la idea bdsica. Menos de 40 afios mds tarde, serd Newton el encargado de intro-
ducir directamente la derivada como un concepto primitivo que representa la velocidad de
variacién o fluxiénx de una variable continua o fluente x. Con la profunda intuici6n de un
gran fisico, Newton considera una variable continua cualquiera o fluente, como variando
con el tiempo, y su velocidad de variaci6én en un instante dado es su fluxién (la cual es, por
cierto, a su vex, otra fluente).

Dos dificultades se le plantean a Newton con sus fluxiones. La primera es la de que,
al ser en este caso la fluente tiempo privilegiada por un tratamiento especial, siendo aque-
1la cuyo “cambio” rige el de todas las demds, ;cudl serd la fluxién o velocidad de variacién
del tiempo? Podria tomdrsela convencionalmente como la unidad constante (ja pesar de
que, como todo el mundo sabe, el tiempo pasa mucho més lentamente cuando uno espera
el autobus que cuando uno va en un taxi a “perder” un tren o un avién!). En cualquier caso,
Newton no encuentra ninguna dificultad en “demostrar” que, en nuestro simbolismo actual
para la derivada, si y = f(x) entonces
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O
dx X

La segunda dificultad es de un tipo menos técnico y mas filoséfico. El sentido critico
de Newton no puede sentirse satisfecho con todo lo anterior. ;Qué es realmente esa veloci-
dad instantdnea? (jPiénsese en la fuerte paradoja de que la velocidad instantdnea sea una
velocidad que nunca lleva un mévil que se mueva con movimiento no uniforme! Es muy
fuerte constatar esto, jcomo para descreer en toda la fisica, sf sefior!).

Newton trata de explicdrnoslo por medio de sus ideas de las razones dltimas y de las
razones primeras, también insatisfactorias ellas desde un punto de vista 16gico, pero en
cambio cargadas de un sélido significado intuitivo que apunta ya directamente a la idea
formal de limite.

Si Ax y Ay se anulan simultdneamente, Newton considerar4 la velocidad instantdnea
de y con respecto a x, como la razén dltima de las cantidades evanescentes Ax y Ay o,
alternativamente, como la razén primera de las cantidades nascentes Ax y Ay. Es decir, ala
dltima (primera) razén posible Ay/Ax “justamente antes” de que Ax y Ay se “desvanezcan”
y se hagan las dos cero (“justamente después” de surgir Ax y Ay de cero a valores no
nulos). La futura caracterizacién “indirecta” (¢ — 9) de la idea de limite est4 servida de una
manera intuitivamente luminosa.

El concepto “discretizador” de la diferencial de una variable, de Leibniz, con su faci-
lisimo algoritmo de célculo, y la sencilla y tentadora relacién

)
f(x)—dx

(jtambién insatisfactoria de arriba abajo, en sus origenes!) arrinconard a la derivada de
Fermat y Newton précticamente durante todo el siglo XVIII A finales de siglo reaparece-
r4 con Lagrange y adoptard su nombre actual, para instalarse, desde Cauchy y Bolzano, de
una manera definitiva en el andlisis de los siglos XIX y XX.
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Abstract

In this paper we are going to present an original material for the
teaching of the Geometry, which name is ”"El Geoplano Aureo”. This
study has been made because of previous research on pentagonal’s con-
structions by using folding paper. We are going also 27 programs at
MAPLE V related to each figure in this study.

1 Introduccidn.

La idea del “geoplano dureo” surge como consecuencia de una investi-
gacién realizada en el afio 1989 sobre “El Pentagono” con motivo de presen-
tarla al Premio de la Academia Canaria de Ciencias (La Laguna, Tenerife,
Islas Canarias, ESPANA). En la citada investigacién, uno de los capitulos se
ha dedicado a la construccién de pentdgonos, tanto convexos como céncavos,
mediante plegados de papel.

Como se sabe, en la literatura habitual sobre el tema existen dos
métodos conocidos para la construccién de pentigonos regulares haciendo
uso de la papiroflexia:

a) - El del nudo de la corbata, y

b) - El método basado en la seccién durea de un segmento,

pero no existia, al menos en los textos consultados no encontramos un
método que generara todo tipo de pentdgonos mediante plegamientos de pa-
pel; en este trabajo expondremos las lineas generales de un método original

*Departamento de Andlisis Matematico
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para generar una amplia gama de pentagonos: céncavos, convexos, regulares,
singulares, etc., y usaremos el paquete informatico MAPLEV para progra-
mar todas las figuras que se representarin (incluiremos en el Anexo 4 los
programas de estas figuras).

Antes de comenzar recordemos brevemente los métodos clasicos:

1.1 Plegamiento del nudo de la corbata.

El plegamiento denominado “nudo de corbata” es original de Urbano D’Aviso
y fue divulgado por Eduard Lucas quien le dio el nombre con el que hoy lo
conocemos. Consiste sencillamente en tomar una tira de papel de bordes
paralelos y realizar con ella un nudo simple. Una vez el nudo bien plegado
y fruncido, y doblados los extremos sobrantes de la tira por AB y CD se
obtiene un Pentdgono regular (Figura 1).

FIGURA 1

...................
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1.2 Plegamiento basado en la seccién aurea

El segundo de los plegamientos conocidos para obtener un pentdgono regu-
lar aparece en “Constructions geometriques” (E. Fourrey, Paris, 1924) y se
obtiene por aplicacién del método constructivo de la seccién durea (Figura
2).

Para conseguir por este tipo de plegamiento un Pentdgono regular uti-
lizaremos una hoja cuadrada de papel cuyo lado OM serd la diagonal del
mismo.!

Nuestro objetivo, en un principio, serd determinar el punto J, de la nota al
pie de pégina, y con la finalidad de que los pliegues auxiliares que tendremos
que realizar para encontrarlo no se superpongan con los pliegues posteriores,
supondremos la hoja de papel prolongada en un rectangulo OMNU de igual
base que el cuadrado inicial OMFG y de lado menor la mitad del lado del
cuadrado.

Formemos el pliegue diagonal UM, se toma MN sobre UM con lo que el
punto N se superpone con el K (hemos realizado as el pliegue MH). Se dobla
UN sobre UM (pliegue UL) y con ello conseguimos que el punto J’ de UN
que viene a coincidir con K, divida a este segmento (UN) en media y extrema
razon.

Nétese que esta construccién reproduce el trazado cldsico de la seccién
durea de un segmento (véase [2] y [3]). El punto J se obtiene sin mds que
levantar una perpendicular por J’ e intersecar con OM. En este momento
podemos afirmar que OJ es el lado del Pentdgono cuya diagonal es OM. Sélo
nos resta centrarlo y determinar el resto de los vértices. Para ello procedere-
mos de la siguiente manera :

Construimos la mediatriz RS de OM. Acto seguido fijamos B, punto medio
de JM, y la distancia BM se toma en OA. AB es el lado del Pentdgono y RS
es un eje de simetria.

A continuacién tomamos AB a partir de A, y formamos AC mediante el
plegamiento AT, después tomamos AC a partir de C de forma que A incida

'Recordemos en este punto que el lado de un pentigono regular es el segmento
mayor, OJ, que se obtiene al dividir la diagonal OM=CD en “media y extrema
razén”. (Figura 2) (Véase [2]).
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sobre RS en un cierto punto E de esa mediatriz (pliegue CV). D se determina
trazando una paralelaa OM por C. Los puntos A, B, C, D y E son los vértices
del Pentdgono buscado (Figura 2).

F o T G

- '//
e
A

///

R i

K
/ FIGURA 2
7

c

2 Plegamientos romboidales.

El procedimiento original que nosotros proponemos consiste, en sfntesis, en
lo siguiente:

Si elegimos un paralelogramo arbitrario, no equilitero y no equidngulo ,
es decir, un romboide (en particular podria ser rectdngulo, e incluso cuadrado
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o rombo) podemos definir, fundamentalmente, dos tipos de plegamientos:

2.1 Plegamientos del Tipo-A:
Son plegamientos tales que los vértices correspondientes a sus
angulos agudos se superpongan.

2.2 Plegamientos del Tipo-B:

Son plegamientos tales que los vértices correspondientes a sus
angulos obtusos se superpongan.

3 Plegamientos del Tipo-A.

Como puede constatarse en las Figuras 3, 4 y 5 al realizar con un romboide
arbitrario un “plegamiento” del Tipo-A se obtienen, en todos los casos, PEN-

TAGONOS CONVEXOS.

FIGURA 3

FIGURA 4
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Por otra parte sabemos que un romboide siempre se genera mediante
la unién de dos trapecios simétricos respecto del punto medio de uno de
sus lados no paralelos; por esa razén el Pentdgono Convexo que se obtiene
por un plegamiento romboidal del Tipo-A se define como “La figura unién
del trapecio de la derecha con el simétrico respecto de e, del trapecio de la
izquierda” donde e es la perpendicular a la diagonal mayor del Romboide de
partida por el punto de corte de sus diagonales (el pliegue obtenido es un
segmento que pertenece al eje de simetria e).

Las diagonales del Pentdgono P, (ABCDE), obtenido por un “plegamien-
to” del Tipo-A, determinan un Pentagono Interior, P, (A’B’C’D’E’) (Fig.
6). Este P, es congruente con el Pentigono P; (JKGHM) que se define en el
Trapecio Izquierdo de generacién del Romboide de la siguiente forma: La dia-
gonal LC del Trapecio Izquierdo corta a la diagonal mayor del Romboide en
M. La prolongacién del segmento BM nos permite encontrar H; una paralela
a e (0o a BC ) por L determinan K y G, y por iltimo, la interseccién de las
diagonales IC y F B definen J (Fig. 6).

FIGURA &

50

h

No es dificil comprobar, geométricamente, que los Pentdgonos P, y P,
no son, en general, regulares; de igual manera se comprueba que no existe
siempre semejanza entre ellos (basta verificar las diferentes amplitudes de los
dngulos correspondientes, a los vértices M y E, por ejemplo).

Ahora bien, si el romboide de partida es un ROMBOIDE AU-
REO (Figura 7) el Pentidgono obtenido mediante un plegamiento
del Tipo-A es regular (Figura 8) y los PENTAGONOS CONVEXOS
P,Py P,; seran regulares y en consecuencia semejantes (Fig. 9). 2

\ FIGURA 7

\ FIGURA 8

2Un romboide es dureo si sus lados son z+y, e y con ﬁ =¢,(¢= 1-%@ = numero
de oro) y tal que sus dngulos agudos miden 72 grados sexsagesimales [la razén entre

los lados del mismo es ¢? puesto que %l =f+l=9¢+1= $? ]
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FIGURA 9

En este caso, se demuestra analitica o sintéticamente, que la razén de
semejanza entre P, y P, es —¢% (véase Apéndice 3) siendo el centro de la
misma el punto interseccién de las alturas, o centro de gravedad de P,.

De igual forma puede demostrarse que entre el Pentdgono del Trapecio de

la Izquierda, PJ;, y el P, existe una semejanza de centro el punto A y razén
#? (véase Apendice, Tabla ).

3.1 Construccién del pentdgono equidngulo.

Basdndonos en las consideraciones del apartado anterior podemos concluir lo
siguiente :

Para construir un Pentdgono Regular mediante un ”plegado
de papel” se recorta un Romboide Aureo y se realiza con él un
plegamiento del Tipo-A; el P, obtenido es regular.?

°En la TABLA 1II del Apéndice hemos definido los vértices de la Figura 9 en
funcién del lado menor del romboide dureo y del nimero de oro o .
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3.2 Suceslones asociadas.

Para finalizar con estos plegamientos del Tipo-A digamos que si se realizan
un cierto nimero de pruebas, con romboides arbitrarios de altura constante,
y vamos disminuyendo la longitud de la base, poco a poco, hasta que la
“sucesién® de romboides tienda a rombo, se constata que mientras los P,
tienen como caso limite un tridngulo, los P, van degenerando hacia segmento.
Por otra parte, si vamos aumentando la longitud de la base, los P, conservan
forma de pentdgono y la sucesién de los P, tiende a deltoide o trapezoide
bisosceles.

4 Plegamientos del Tipo-B.

Dependiendo de las longitudes de los lados y de la amplitud de los dngulos
del romboide elegido los “plegamientos del Tipo-B* unas veces originaran
pentdgonos céncavos, otras trapecios y otras pentigonos convexos. La figura,
obtenida, sea cual sea, se definird como “la figura unién del trapecio de la
izquierda con el simétrico, respecto de €’, del trapecio de la derecha“, donde
e’ es la perpendicular a la diagonal menor del romboide de partida por el
punto de corte de ambas diagonales (el pliegue realizado es un segmento del
eje e’).

Si recurrimos a la Fig. 10 y realizamos sucesivos “plegamientos del Tipo-
B“ con la sucesién de romboides ABCD, ABC’D’, ABC”D”, ... |,
hasta que nos aproximemos al rombo ABEF, observamos que las figuras
obtenidas por los mencionados plegamientos son, en un principio, pentagonos
céncavos (y que las intersecciones de sus cuatro diagonales interiores gen-
eran deltoides), tendiendo estos pentdgonos, a medida que avanzamos en al
sucesion, a trapecio (cosa que habrd sucedido cuando el “pliegue“ sea pa-
ralelo al lado AB), y en este caso, la interseccién de sus dos diagonales (del
trapecio) seria, evidentemente, un punto.

En este apartado, convendria considerar el punto medio de la base mayor
del trapecio obtenido por el plegamiento del Tipo-B, como un vértice, dege-
nerado, de un pentdgono que habria dejado de ser cdncavo para convertirse en
convexo: el trapecio seria, justo, la “figura de paso* de concavidad
a convexidad.
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Si continuamos el proceso se observa que de los “plegamientos del Tipo-
B* siguientes, se obtienen pentdgonos convexos y sus diagonales generaran,
igualmente, pentdgonos convexos.

Cuando en la “sucesion“ de romboides nos vayamos acercando a rombo,
Figura 10, los correspondientes plegamientos proporcionaran pentagonos con-
vexos, ya proximos a tridngulos, y los pentdgonos determinados por las dia-
gonales se irdn degenerando hasta convertirse, en el limite, en un segmento.

Finalmente, al realizar el “plegamiento® del rombo se obtiene un tridngulo
isdsceles, y su base sera, precisamente, el segmento en el que habran degene-
rado los pentdgonos convexos interiores de los plegamientos correspondientes.

Nota: Para comprobar las afirmaciones de este apartado, realicense varias
fotocopias de la Fig. 10 y recértense algunos romboides significativos. Los
plegamientos del Tipo-B y los dibujos de las diagonales correspondientes
corroboraran lo antedicho.

Pentagonos céncavos

Trapecio

Pentagonos convexos

Triangulo isosceles
FIGURA 10
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5 Geoplanos Tipo-Aureo.

Si se elige una pareja de romboides iguales, arbitrarios, y se superponen entre-
cruzandose de tal forma que los vértices agudos de ambos queden “unidos*
dos a dos, se obtendrd la Fig. 11. (Se obtiene la Fig. 12 si se eligen dos
rectangulos iguales, que podrian ser folios, [un rectdngulo es un caso “singu-
lar“ de romboide]). Si trazamos el eje de simetria que une los puntos A y B, la
Fig. 11 queda dividida en dos pentagonos semejantes (y congruentes), cada
uno de los cuales coincidird, exactamente, con el pentagono que se habria
generado por un plegamiento del Tipo-A con cada uno de los romboides de
partida por separado.

FIGURA 11

FIGURA 12

55



Estas Figuras 11, 12, y otras muchas andlogas que se pueden construir |
ficilmente, tienen verdadera importancia a la hora de ensefiar Geometria
Elemental. Obsérvese que si se dibujan las diagonales de los dos pentagonos
que las conforman, Figura 13, pueden extraerse una gran variedad de figuras,
unas semejantes y otras no: poligonos estrellados de cinco puntas, triangulos,
cuadrildteros (paralelogramos, trapecios y trapezoides), pentagonos,.....

FIGURA 13

Todo ello nos sugiere la idea de disefiar diversos geoplanos originales, que |
hemos denominado Geoplanos Tipo-Aureo; bastaria con realizar las Figuras
12, 13,..., sobre una madera plana y “clavar tachuelas en cada punto de inter-
seccién de las diagonales de los pentdgonos; con eldsticos se irdn contruyendo
las figuras geométricas aludidas.
A continuacién presentamos tres ejemplos de estos geoplanos y algunas
figuras sombreadas en ellos (Figura 14). P
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GEOPLANOS TIPO AUREO

& X200

FIGURA 14
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6 El Geop]ano Aureo. poligonos estrellados,..., dureos (Véase: Apéndice 1). La Figura 16 nos

’ suministra una idea del mismo. Ademas en la TABLA III del Apéndice puede
Definicién. Un geoplano Tipo-Aureo que esté generado por dos ROM- verse cada uno de los vértices de nuestro Geoplano en funcién del lado menor
BOIDES AUREOS lo denominaremos GEOPLANO AUREO (Figura 15). del romboide y de ¢.

Este GEOPLANO AUREO se podria enriquecer si lo complementamos
con los dos decagonos correspondientes a cada uno de los pentagonos que lo
definen (Figura 17) y todo ello representado dentro de un rectangulo dureo
(Figura 18).

FIGURA 15

FIGURA 17

GEOPLANO AUREO

B FIGURA 16 D |

Un Geoplano de este tipo se caracteriza por su cualidad durea, es decir:
con él se podrén realizar una gran variedad de figuras dureas (calificadas
de esa manera por estar todas ellas relacionadas con el nimero de oro ¢:
triangulos, trapecios, rombos, romboides, deltoides, pentdgonos, Figura 18
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Si dibujamos sobre madera esta tltima figura, y colocamos tachuelas en
cada uno de los vértices e intersecciones de la misma, obtendremos un ” mate-
rial diddctico” de interés geométrico por las diversas connotaciones dureas
que conlleva.4

7 Caracteristicas.

7.1 Reproductividad.

Una de las propiedades mds acentuadas de este Geoplano Aureo es su repro-
ductividad. Deigual manera que el pentigono regular y el poligono estrellado
regular de cinco puntas son figuras dureas que se reproducen indefinidamente
hacia los macro y micromundos (prolongando lados o trazando diagonales),
un Geoplano Aureo puede considerarse sumergido “muchas veces“ dentro
de otro Geoplano Aureo concreto, y éste tltimo pertenecer a su vez a un
“Super-Geoplano Aureo“ (Fig. 19).

FIGURA 19

Algunas ideas relacionadas con este trabajo fueron presentadas en Abril de 1990,
en un taller en el aula, con motivo de las Il Jornadas Didacticas de la Universidad
de las Palmas de Gran Canaria celebradas en homenaje al Profesor D. José Mar-
tel. Igualmente, en el ICME-7 (Julio de 1992) celebrado en Quebec (Canadd) se
presentaron tres Posters con las ideas bésica de este articulo.

60

7.2 Utilidad
7.2.1 Preplantilla del dodecaedro.

Si representamos los 10 geoplanos dureos (simples) siguiendo el proceso inj-
ciado en la Figura 19 obtenemos la Figura 20 y consecuentemente la Figura
21 que define la "preplantilla” del dodecaedro

FIGURA 20

FIGURA 21
El hecho de denominarla preplantilla del dodecaedro estriba en que habra

que modificarla posteriormente para que con ella se pueda construir el sélido
mencionado.
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Para su representacion grifica con MAPLE V hemos cofeccionado los
programas nimeros 20 y 21 (Apéndice 4) dando, esqueméaticamente, los si-
guientes pasos:

1) A las raices quintas de la unidad las hemos multiplicado
por # para obtener los vértices de un pentigono semejante al
regular, pero homotéticamente "més pequeiio”.

2) Seguidamente el pentdgono resultante se ha trasladado se-
gln los vectores

%ei(zmT”),m =1,.,5.

para asi obtener los sies pentagonos de la derecha.
3) Los pentdgonos de la izquierda se obtienen trasladando el
pentagono

#ei(”s“%),k =0,..,4,

segln los vectores:
2mm

(=4,0) + 555+ m = 1,5,

Asi pues para dibujar esta ”preplantilla” hemos trasladado a lengiiaje
MAPLE V (véase Apéndice 4, programa 20) la expresién matemdtica si-
guiente:

{36059 + L8k = 0,4} m=0,.,4}U

(=,0) + 155 4m) 4 Lei(3=+m) k — o 4lm=0,.. 4
5 3

7.2.2 Plantilla del dodecaedro (Método I).
La Figura 22 representa la PLANTILLA DEL DODECAEDRO
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FIGURA 22

Para dibujarla con MAPLE V bastard modificar el programa nimero 20,
en el sentido de "trasladar” los seis pentdgonos de la derecha de la Figura 20
mediante el vector

(0,- 3%

La expresién matematica para la plantilla del dedecaedro quedaria como
sigue:

{{(0,—@) + %ei("’T’r) + q}—zei(%T"),k = 0,...,4} m= O,...,4} u
{{(—¢,0) +1e(PERm) L (554 = g, ...,4} m =0, ...,4}

7.2.3 Plantilla del dodecaedro (Método II).

Otro método para construir la plantilla del dodecaedro vendria dado por la

secuencia siguiente:

1) Las raices quintas de la unidad se giran un angulo de 18
grados sexagesimales ({5) de donde se obtienen los vértices del
pentdgono de la derecha de la Figura 24, es decir:

e"(&gﬁ’L%),k =0,..,4.




Nétese que este pentdgono regular estari centrado en el origen de coor-
denadas.

2) Se contruye un segundo pentigono regular resultante de
girar el del apartado anterior 180 grados y trasladarlo segin el

vector (— \/3 ) se obtiene asi el pentdgono de la izquierda
de la Flgura 24: sus vértices quedarian definidos por:

(-3/3=6,8) + 555455+ k= 0,..,4

Nétese que este segundo pentdgono estarfa centrado, precisamente, en el
punto

(__

3) A partir de cada uno de los pentdgonos regulares anteriores
se construyen sus seis pentdgonos homotéticos de razén ¢2 (para
cada uno de ellos) y situados adecuadamente.

L]

3-¢,%)

FIGURA 23
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FIGURA 24

La expresién matemdtica completa, y que ha sido utilizada para progra-
mar las figuras 23 y 24, (véase Apendice 4, programa 23) es la siguiente:

{{ie (g +q}ze(%+%>,k:0,...,4}m=0,...,4}u

m’ )+ 1 z((il";s)£+1|') + zlk_ei(%T"'f'lLo"rW),k- — O’_._,;l} m = O, ,4} ;

e

NIOJ

7.2.4 Otras figuras.

A partir de las consideraciones de los parrafos anteriores, el lector podra cons-
truir otro tipo de figuras provistas de cierta armonia por estar relacionadas
con ¢; como ejemplos presentamos las figuras 25, 26 y 27.
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8 Apéndice.

8.1 Figuras aureas.

y

X

N

&

X {3 <& =

X+y
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En todos los casos se verifica: L =¢= 5‘?@
Ademds, para la estrella durea se tiene: % =

2>|3>
|
[
m|z>
Qw
I
©

8.2 Tablas.
8.2.1 Tabla I.

Tabla de las razones trigonométricas mds usuales utilizadas en este trabajo.
(En funcién del nimero dureo ¢ —ﬂ/—)

L[ 9°=g5 [18°=7 [ 36°=F [ se°=Tf [72°=% [ 108°=7F |

VEIVER I 4 3¢ ¢ \/9+2 b+2
sen 7 2 2 2 2 2

\/2+ He |l Jot2 ¢ 3= $=1 1-¢
cos 2 Z 2 2 2 2

8.2.2 Tabla II.

Vértices de la Figura 9 en funcién de ¢.

(£ representa el lado menor del "romboide 4ureo”, o lo que es lo mismo
del pentigono equidngulo, Pg, generado por el plegamiento del Tipo A del
romboide)

LA | B [ ¢ |

I (0,0) [ Clp—11,0) ] (£,0) |
I D I E | F |
[ (£4,0) L (%0  T(EBs+1,5/F+2) |
I G | H | |

i°,5v19+3) | (§.4v6+2) | f6-1.5/8+2)
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Observacién: De la tabla anterior, y teniendo presente la Figura 9, se
desprende que la razén de semejanza entre Pp y Pg es ¢? lo que puede
comprobarse computando algunas razones:

ﬂ_iﬁ_¢2

AC = 0 =

AD _ ¢ _ ¢4 _ _¢? ¢2
AB T 1(¢-1) ~ ¢(¢-1) ~ #-¢ ¢>+1 ¢

De esta manera podemos concluir que entre Pp y Pg existe una semejanza
de centro A y razén ¢2, o lo que es lo mismo, que existe una aplicacién PA
definida de la forma siguiente:

®ag2: T — 7 donde Pp — 4 42(Pp)=Pg.

8.2.3 Tabla III.

Vértices de la Figura 16 en funcién de ¢.

I A | B I C [
(0,9 (v3-6.-%) | (§v26+3,-4)
[ D [ & | F I
(%v 5+7,-2) [ (tvig¥3,0) | 4vIT6+7. %)
& I H [ |
(%w—&%) (v3-o%

8.3 Demostracién usando MAPLE V.

Demostracién de que: ¢, _ (P) = P, donde gy _1 : 7 — ™ es una

semejanza de centro "el centro de gravedad de P,” y razén —¢—2
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Abstract

An experience with seventeen years old pupils using a Computer Algebra System
(CAS) is described. Several selected examples from differents subjects, that are mathema-
tized towards a unique mathematical expression, are treated through their analysis, grap-
hing and solving with a CAS.

1. Introduccion

Es claro que el aprendizaje significativo de contenidos matemdticos no puede relegar-
se al simple cdlculo. Debe entrar en los procesos de generalizaci6én y concrecion que con-
forman todo el proceso matematico.

Hay circunstancias en las que una vez adquiridos los procedimientos por ¢l alumno,
la reiteracién de un procedimiento se hace necesaria como medio para cubrir otros objeti-
vos. Tal puede ser el caso de cdlculo de limites o del célculo de derivadas en diversos luga-
res de la fisica o de la geometrfa. Otras veces es aconsejable repetir un mismo procedi-
miento para lograr sacar una conclusién que generalice diversas situaciones.

El ordenador permite rescatar parte del tiempo dedicado a estos menesteres. En el pri-
mer caso porque es mds rdpido y seguro, al tiempo que clarifica el contenido que se desea
estudiar sin que se vea cubierto por el aparato de cdlculo empleado. En el segundo porque
es un medio para resolver en breve espacio de tiempo muchos problemas andlogos pero
con pardmetros diferentes que ayuden a que ¢l modelo matemdtico se desprenda de las
experiencias realizadas con mayor facilidad y en menor tiempo.

Finalmente y sobre todo permite, dentro del 4mbito del quehacer del alumno, técnicas
de trabajo, de descubrimiento, de establecimiento de conclusiones que son complicadas o
poco rentables, cuando no imposibles, sin su ayuda.
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En el uso de los ordenadores en el aula puede aparecer un sesgo: la sobrada atencién
a la herramienta, volviendo a caer en el defecto que tratamos de evitar, dedicando tiempo
excesivo ahora al conocimiento de los medios informdticos. Por ello, creemos que el uso
de programas de matemdticas en Secundaria ha de tener como caracteristica el que el
conocimiento del medio no sea un objetivo en si, entendiendo, de todas formas, que sus
contenidos especificos han de tener un desarrollo suficiente como para no entorpecer los
fines que pretenda la matemdtica. Desde luego un desarrollo mayor del estudio de la herra-
mienta prestard mayores posibilidades, aunque a la larga, terminard en un esfuerzo no ren-
table. El equilibrio lo ha de buscar el profesor.

La experiencia que se describe a continuacién intenta ser un reflejo de lo apuntado
anteriormente. En ella el modelo matemético se extrae del anélisis de un ejemplo concreto.
Se estudia someramente el modelo y se buscan otros ejemplos que puedan reflejarse en el
mismo, analiz4ndose con el ordenador. Con el mismo medio se resuelven problemas en el
modelo construido y finalmente se aplican a nuevas situaciones en diversos contextos.

Creemos por otro lado que la experiencia podria ser, al mismo tiempo, un paradigma
de aplicacién del principio de unidad en la ensefianza secundaria, propiciado sustancial-
mente en este caso por el uso de medios informadticos.

2. Descripcion

La experiencia ha consistido en el estudio contextual de la funcién exponencial nega-
tiva. Hemos tomado diversas situaciones pertenecientes a distintas dreas de conocimiento
y se ha estudiado el fenémeno comiin de decremento de algunas poblaciones que lo hacen
con la ley “disminuir cada unidad de tiempo en un nimero proporcional a la poblacién que
quede en el momento”.

Después de una pequefia introduccién a partir del ejemplo del decremento del poder
adquisitivo por una inflacién constante, se han utilizado textos extraidos de Farmacologfa,
Fisiologfa, Ecologfa, Quimica, Fisica y Bibliometria, en los que una magnitud disminuye
segln una exponencial negativa; se han estudiado las gréficas de los fendmenos y se han
resuelto problemas en ellos. Hemos intentado una metodologia de descubrimiento dirigido.

3. Objetivos

— Conocer casos de la exponencial negativa y detectarlos en distintos contextos.

— Representar la funcién que se obtiene de los casos anteriores, describir sus caracte-
risticas y obtener datos de la misma.

— Resolver problemas algebraicos a partir de las ecuaciones que se pueden obtener en
distintos casos concretos, devolviendo los resultados en el contexto del problema.
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— Conocer y valorar las matemdticas como lenguaje comiin expresivo de fendmenos

de distinto enunciado ocurridos en distintos contextos y perienecientes a diferentes

4reas del conocimiento. ‘ o
_ Mostrar al alumnado la matemdticas como herramienta para resolver problemas

concretos e interpretar los resultados obtenidos.

4. Alumnos y medios

El Instituto de Educacién Secundaria Rodriguez-Moiiino estd situado en una barriada

de nivel social heterogéneo, aunque entre sus alumnos predomina la clase social y cultural

media-alta. ‘
La experiencia se realiz6 con alumnos de la asig _
de calificaciones académicas algo superior a la media del Instituto. g
Se han prestado a la misma 54 alumnos de tercero de BUP, todos d.ehla opel )n.'de
ciencias, utilizando el horario de la EATP de informatica. El programa utilizado ha sido
1 3, ver, 3.13. ,
DERE;Plcrcem parte de los alumnos habian trabajado un dfa con DERIVE en cl'asfe ij
matemdticas y otros ocho tenian una ligera iniciaci6n al uso del programa por’sy.f pm cs;a.r
de fisica. El resto no conocfan DERIVE, pero todos tienen dos cursos de utilizacién de
amas de ordenador. .
OtrosSper(::g;:macon un aula de ordenadores heterogéneos (386 o superior salvp uno) sufi-
ciente como para que en todos los grupos los alumnos puedan trabajar en parejas.

natura de informdtica, con una media

5. Diseiio del trabajo

El nivel de conocimientos de la herramienta necesario para el des.arrollu de la unidad se
a de trabajo previa que inicia a los comandos editar, representar, reﬁ.{.l}-
ver y aproximar con los contenidos mfmimos para el d‘esa]-m]lt) dg] ‘r?s’m dc‘ la chch}en‘LLj a(;

Luego se pasé a ver la siguiente hoja de trabajo, de 11dq1115|uun dc, c?u enidos :
matematicas mediante los siguientes ejemplos, ademds del de introduccidn citado que s¢
construy6 a partir de 1a inflaci6n constante.

consigui6 con una hoj

5.1. Absorcién de un farmaco

En este apartado los alumnos deducen la expresién de la exponencial negativa en

general,

y =ce™"
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a partir de un andlisis del suceso citado y del paso al limite cuando el ndmero de divisiones
del tiempo tiende a infinito, que resuelven con DERIVE. Utilizan el comando representar
de DERIVE para dibujar en la pantalla diversas graficas cambiando ¢ y r y obtener, final-
mente, las caracterfsticas de la funcién que se estd estudiando.

5.2. Eliminacién de un fairmaco

En este apartado se refuerzan los contenidos anteriores mediante la aplicacién por el
alumno del comando de representacién de grdficas a este nuevo caso, muy parecido al
ejemplo precedente.

5.3. Pervivencia de muchas especies de animales

Si la mortalidad es muy elevada en los individuos j6venes de una especie, caso muy
frecuente en la naturaleza, la pervivencia de un grupo se puede representar satisfactoria-
mente por una exponencial inversa,

N, = Noe_”

donde r se obtiene experimentalmente. Por ejemplo, para la melospiza melodia se determi-
na que es 0.43,

Los alumnos utilizan este ejemplo para resolver cinco problemas, ahora algebraicos,
con datos de una poblacién de pdjaros y de un hayedo. Reciben una sugerencia sobre un
procedimiento de resolucién, mds extensa en los primeros problemas que en los dltimos,
algo mds complicados éstos dentro de la sencillez. Se introduce con un ejemplo el semipe-
riodo de desintegracién, que se vera en el siguiente apartado.

5.4. Desintegracién de un elemento radiactivo

La desintegracién es proporcional al nimero de dtomos en una proporcién constante
que se llama constante de desintegracién y se representa por A.

Ahora se resuelven problemas tanto de representacién gréfica como algebraicos. Se
introduce el semiperiodo de desintegracién y se resuelve un problema tipico del C-14.

5.5. La informacién cientifica
Algunos de los estudios realizados sobre la influencia de la antigiiedad de un texto

cientifico en la demanda que del mismo se hace, por ejemplo, en las bibliotecas, indican
que nuevamente nos encontramos con una exponencial negativa si se obvia el primer afio,
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que puede ser atipico. Ello se utiliza para resolver nuevamente problemas, debiendo el
alumno extraer los datos, que no se expresan directamente.

6. Desarrollo

Se informé a los alumnos de que las tres sesiones eran una experiencia, de los objeti-
vos de la misma y de que al final se evaluarfan sus conocimientos con una prueba. Los
alumnos se mostraron dispuestos a colaborar y se agruparon por parejas, en casi todos los
casos coincidentes con las que tenfan en clase de informdtica

En la primera sesién se entregd la hoja previa, que los alumnos hicieron sin demasia-
dos problemas en un tiempo de 50 minutos de media. No se detectaron diferencias depen-
diendo de la experiencia previa con el programa. El profesor apenas intervino.

La segunda hoja (para dos sesiones), a peticién de los alumnos se hizo en dos horas
consecutivas. Al final de la misma se observaron sintomas de cansancio (no de abandono
del trabajo) en algunos alumnos.

En el transcurso de la sesién se detectaron algunas dificultades: un buen nimero de
alumnos no entendfan bien las preguntas basadas en la interpretacion geométrica de la
derivada y la mayoria no entendfan las preguntas sobre la derivada segunda. Por otra parte
la adaptacién del modelo a datos reales originé desconcierto en algunos alumnos, que no
comprendfan c6mo podia obtenerse como resultado un nimero decimal cuando se trataba
de seres vivos, por ejemplo.

En todo momento el clima de Ia clase fue distendido y entre los alumnos hubo un
claro clima de colaboraci6én y trabajo en equipo. Solamente un grupo de dos alumnos se
salté algunos ejercicios de la hoja de trabajo y otro no se adapté a ella, intentando por su
cuenta ampliar sus conocimientos sobre el programa. '

Las intervenciones del profesor a demanda de los alumnos que solicitaban alguna
aclaracién fueron més abundantes en esta sesién que en la preparatoria. La velocidad de
trabajo de los alumnos presenta una mayor dispersién que en la sesién precedente. No
hubo ningdn caso de grupo que se perdiera en el trabajo.

7. Evaluacion

7.1. Diseifio

Se han evaluado el grado de logro de los objetivos de conocimiento y de actitudes, la
marcha del proceso y los medios (hojas de trabajo, ordenadores y programa) y el grado de
satisfaccién de los alumnos mediante una pregunta indirecta. El profesor hace finalmente

algunas consideraciones.
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— Evaluacion de los objetivos:
* De adquisicién de conocimientos por los alumnos.
Se repartieron tres cuestiones, precedidas de la siguiente introduccién:

a) Enla primera intentards resumir algunos aspectos generales de la funcién que has
estado estudiando.

b) Luego deberds resolver ejercicios sencillos a partir de un texto, del que habrés de
obtener los datos.

c) Fmalmf:r.)te haréis un resumen de un pdrrafo de un texto, intentando describir
matemadticamente una situacién.

En la primera se le pregunt6 sobre las caracteristicas de la funcién que acababan de
estudfar. .En la segunda se les proponfa que, a partir de un texto de Fisiologfa donde se
estudlalsm notacién matemadtica la eliminacién de un gas inerte del pulmén, encontrasen
los pardmetros que definen la funci6n, la representaran y resolviesen alglin’sencillo pro-
blema algebraico. En la tercera parte, més dificil tanto por el contenido y expresién del
tg)fto como por ser pregunta abierta, aunque se hace en equipo, se propone la interpreta-
cién de una pdgina de electricidad. ’ i

* Otros objetivos

Se pregur}té por escrito a cada alumno si se habian alcanzado los objetivos que pre-
tende la cxperleqcia mediante una encuesta cerrada. También se les pregunt6 su opinién
sobre lfx .proporcu’m de teorfa y prictica que a su juicio se deberfa emplear en clase de
matematicas y sobre la utilizacién de sistemas de cémputo algebraico u otros programas
de ordenador en clase, igualmente en pregunta cerrada. Proe

— De los medios

t Sl(?]amente una pregunta se hizo al alumnado. Se les pidi6 que expresasen simplemen-
e, utilizando preferentemente calificativos las ventajas e inconvenientes del programa
para el desarrollo de las sesiones.

7.2. Resultado

5 La evaluac.lon de adquisicién de contenidos arrojé unos resultados dispares en fun-
cion de la cuestién. La primera cuestién fue contestada por la mayorfa de los alumnos. La
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correlacién de la calificacién con otras prucbas de matemdticas fue normal (0.65). En
cuanto a las otras cuestiones, las contestaciones correctas se circunscribieron a alumnos
con buenas calificaciones. Los alumnos expresaron que habria sido necesario extenderse
algo més en los ejercicios propuestos.

Por 1o que respecta a la consecucion de los objetivos actitudinales las contestaciones
son claras. La mayor parte de los alumnos (89%) consideran que el objetivo de valorar las
matemadticas como lenguaje comin a muchas otras ciencias se ha alcanzado, quedando
mis claro después de las sesiones. El porcentaje desciende al 65% al preguntar si con las
clases tenidas quedaba mds claro que antes que las matematicas tienen un interés préctico.
En ningiin caso se niegan las actitudes que se han evaluado: el resto de las respuestas indi-
can que ya habfan adquirido estas actitudes en clases anteriores.

En cuanto a la proporcién de tiempo dedicado a la teorfa, la mayor parte (59%) de los
alumnos opinan que las matemdticas en Secundaria deberfan ser una equilibrada mezcla de
razonamiento abstracto y de aplicaciones a problemas coneretos. Un 84% piensan que el
ordenador es util en la clase de matemdticas y el 14% restante que todas las clases de
mateméticas deberfan hacerse con ordenador.

La evaluacién de los medios se ha circunscrito a preguntar calificativos sobre el pro-
grama y muestra un resultado altamente positivo para el sistema de c6mputo algebraico
utilizado. Sintetizando las contestaciones podriamos decir que son:

Répido, claro, sencillo, FACH], DUBNO vvuveervcresmieimsisssssbssbssinsaassmsssssisisssisassasess 30
Se gana en tiempo Y SegUIIAAd ..o 7
Hemos comprendido conceptos que no tenfamos claro antes. .....ovverveienininins 3
Se obtiene una mejor idea de 10s problemas ... 3
Ayuda a razonar, a memorizar, a concretar 4

5

IIIVEELIAO +revinsrvenssraessesserarrionmansssnsssessssasiberseissbamsss s sbae st

En cuanto a los aspectos negativos la respuesta mis frecuente es que ninguno. Algu-
nos alumnos (todos los del ordenador més antiguo) se quejaban de alguna lentitud en las
cas. Pero lo que mds 1lama la atenci6n es el miedo a que su excesivo

representaciones grafi
de la capacidad de razonamiento, que tienen seis

uso impida el céleulo y el desarrollo

alumnos.
Finalmente, a la pregunta si desearfan desarrollar otro tema d

contesta afirmativamente. Seis alumnos afiaden “si se puede”.

e forma andloga, el 86%

8. Conclusiones

s logros de objetivos acti-

La experiencia hay que considerarla positiva en cuanto a lo
ademds objetivos no pre-

tudinales, medios, ambiente de trabajo y motivacién. Se logran
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VIStoS €n algunos alumn()s, que aClaI‘an ]OS COl’ltemeS pIeVlOS de matematicas. La adqulSl-
p ?

cion de C()lltellld()S Or 1()S lelllllllOS puede COnSldelalSC ”()”“al y su COIIelaClé“ con laS

(,clllilcaCI()lleS de matematicas ta]ll])lé]l. Clee“l()s que esta adqulSlCIOIl de COlltellldOS debe

pCtSn{‘iarSE con El aumento del tlf:mpc dEdl:adC a las apllca:iones T
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Resefia de libros y revistas

E. GRAHAM, J. S. BERRY, A. I. P. WAKINS (editores): Mathematical Activities with DERI-
VE. Chartwell-Bratt, 1997. 210 paginas (inglés).

Nos encontramos ante una excelente recopilacion de articulos (veintidos) de diferen-
tes autores. Estdn todos enfocados a la realizacién de actividades con DERIVE para la
clase de Matemiticas. DERIVE es uno de los Sistemas de Computo Algebraico (SCA)
mds utilizados en la actualidad.

Cada uno de ellos comienza con un resumen inicial, seguido de una descripcién de
las actividades propuestas y un desarrollo pormenorizado de las mismas. La mayor parte
de ellos proceden de articulos presentados en congresos internacionales sobre DERIVE,
aunque se ha desarrollado su componente de aplicacion en el aula y se han estructurado de
modo similar.

No hay una homogeneidad en el nivel de los temas tratados. Ello, a mi modo de ver,
no es un defecto sino una virtud del libro, al haberse podido seleccionar los temas con total
libertad por su adecuacion a ser tratados con DERIVE y no estar constrefiida tal eleccion
por una adecuacién curricular (en todo caso dependiente del pais de aplicacion).

No obstante, la mayorfa de ellos son utilizables en los tltimos cursos de las Ensenan-
zas Medias, aunque s¢ cubrirfan temas desde los primeros cursos de las mismas hasta pri-
mer curso de Universidad. Por ejemplo hay tres articulos de autores espaiioles y son profe-
sores de Escuelas Universitarias.

Muchos de los articulos tratan cuestiones muy trilladas, como la utilizacién de
SCA en la ensefianza de lemas como limites, desarrollos de Taylor, ceros de un polino-
mio,... (lo cual no limita en modo alguno su interés) y también otros mucho menos fre-
cuentes, como Mecdnica, modelizacién de problemas, vectores en R, fractales...

Finalmente seiialar que el libro no contiene disquete, pero s¢ pueden obtener de
forma gratuita los programas pidiéndolos por e-mail 0 enviando un disquete en blanco a
uno de los editores.

Un libro, pues, de recomendada lectura (jy aplicacién en el aula!) para aquellos pro-
fesores deseosos de introducir 0 ensayar la introduccién de DERIVE como auxiliar en la

enseiianza de la Matemdtica.

E. Roanes L.ozano

T. ETCHELLS, J. BERRY: Learning Numerical Analysis through DERIVE. Chartwell-Bratt,
1997. 239 paginas (inglés).
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Este es un libro de muy agradable lectura de introduccién al Andlisis Numérico usan-
do como herramienta el ordenador. Esta integracién supone una gran ventaja sobre la ya
habitual de realizar ejercicios con calculadora.

En ensefianza secundaria en Gran Bretafia se estudia An4lisis Numérico en Secunda-
ria como parte del GCE Advanced Level. Segin los autores se cubren en este libro los
contenidos de un curso bdsico. Entiendo que el nivel del libro corresponderia al del tltimo
afio de ensefianza preuniversitaria o primer afio de ensefianza universitaria.

Se le supone al lector cierto grado de manejo del programa DERIVE (solamente se
incluyen al final unos resumen de comandos para DERIVE para DOS y el nuevo DERIVE
para Windows). No obstante lo claro y detallado del texto permite al lector no experto en
DERIVE realizar los ejemplos con el ordenador sin dificultad.

El primer tema estd dedicado a sucesiones recurrentes (aprovechando el comando
ITERATES). Ejercicios bien elegidos van ilustrando el desarrollo del tema (hasta llegar a
soluciones analfticas y mal condicionamiento).

El segundo estd dedicado a la aproximacién de raices. Se tratan los métodos de bisec-
cidn, interpolacién lineal e iterativos.

El tercero estd dedicado a la aproximacién de funciones por polinomios (desarrollos
de Taylor, polinomios interpoladores de Lagrange) y estudio de Ia longitud de curvas.

El cuarto estd dedicado al andlisis del error cometido en algunos de los procesos estu-
diados hasta aqui.

Los temas quinto y sexto estdn dedicados, respectivamente, a la diferenciacién e inte-
gracién numéricas (métodos de los trapecios, de los rectdngulos, regla de Simpson...).

En el dltimo tema (séptimo) se introducen las ecuaciones diferenciales.

Es importante hacer notar que el uso de DERIVE no est4 limitado al de calculadora
algebraico/numérica, sino que se explotan continuamente sus posibilidades gréficas.

Acaba el libro con la solucién de los ejercicios propuestos. En resumen: un trabajo muy
pensado y recomendable, que puede utilizarse en el aula de un modo global o selectivo.

E. Roanes Lozano

JOHN BERRY, JOHN MONAGHAN (editores): The State of Computer Algebra in Mathematics
Education. Chartwell-Bratt, 1997. 216 péginas (inglés).

Se trata de un resumen del Simposio Internacional sobre Sistemas de Cémputo Alge-
braico en Educacién Matemdtica, celebrado en Hawai en 1995.

Los autores de los restimenes de las comunicaciones que incluye son lideres en la
ensefianza de Matematicas con apoyo de SCA, procedentes de once pafses. Entre ellos, el
prestigioso profesor austriaco Mag. Josef Béhm, autor de un articulo publicado en el
nimero 39 de este Boletin. En cuanto al nivel, abarca un amplio espectro sobre ensefianza
de Matemdticas para alumnos de entre 14 y 21 afios.
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En este libro se trata con profundidad el problema de la r_evisién dehla enseﬁ.anzz'l_y
aprendizaje de las Matemiticas en cursos orientados a Ma{emmlcns‘. Ingemcfr‘os y CICI:I!.I[I—
cos, como consecuencia de la aparicién de los CAS. como Derive, l?rlat-:synlu. M.apicf,
Mathcad, Mathematica, MathView, TI-92. Ests dividido en cinco partes. La primera c*:ll.
dedicada al curriculum en la era de los CAS. Aunque el uso dcl CAS en educamép mate-
maética estd en sus albores, se reconoce que son muchos los prnfcso_res que ya han integra-
do el uso de CAS en sus asignaturas. Se trata de responder a cuestiones ’esencmle:s‘zlll rej-
pecto, como las siguientes: jqué lugar deben ocupar los algoritmos? ;qué reurd?nm:’lén e
cuestiones a tratar conviene? ;qué extension en el curri:_:ulum es deseable o posible? S

La segunda parle trata sobre igualdad de oportumflzfdes para todos los z;l:mnos. e
reconoce que aunque el acceso a losSCAS es hoy tan fécil como a una calculadora, unos

isponen de un sistema CAS y otros no,
alumzzstgrlzgra parte se dedica el desarrollo de ma{aria} soporte escrito para uso (?e. CAS en
Educacién Matemética, tratando de responder a cuestiones como las siguientes: ;por qué
usamos CAS en Educacién Matemdtica?, ;se ayuda a los alumnos s6lamente usando
CAS?, ;qué tipo de usos puede darse a dicho material Sonrte escrito? - .

En la cuarta parte se trata sobre estrategias convenientes para atraer a mas pr{u‘(‘:sores
a usar CAS en sus clases, facilitando su iniciacién al uso de estos sisternas y al acceso a
N » desarrolladas por los més expertos en su uso.

Worlliisnhf: t;uinta parte se trgta la cuesti6n de jcomo afecta el uso de CAS a que los estu-
i iendan? '
dlam;lsoe::gropugna en el libro una revolucién en los programas como cmnse;cuencuzj Flfe 12:
aparicién de los CAS, sino mds bien una evolucién los mismos a medida que se van difun

diendo los CAS entre profesores y alumnos y en la sociedad, en general.

E. Roanes Macias

TERENCE ETCHELLS, MARK HUNTER, JOHN MONAGHAN, STEFANO Pozzi, ANDREW Romm:c‘r:
Mathematical Activities with Computer Algebra (a photocopiable resource book).
Chartwell-Bratt, 1997. 128 paginas (inglés).

Este libro de actividades nace de la creencia, basa(.ia en la préct_ica, de qui_hay
muchos modos en los que los sistemas de computo algcbralce’})uedfm mejorar l'a en,\.(,ncslm-
za de Matemdticas y de que algunas ideas sobre ‘;‘wurkseets (hojas de trabajo) pueden

ofesores a apreciar los referidos modos. .
aYUdaIljaz l‘gflc?rli(shcets” estgn desarrolladas en estilo general, sip gcﬁirse aun dcter.m:lnad’n
sistema de cémputo algebraico, por dos razones: para evitar enfatizar en.la' ;.wra tcuu.).og': ]z:
de apretar esta o aquella tecla para conseguir un resultado y porque tales sistemas mejors
constantemente, cambiando la sintaxis y apareciendo nuevos sistemas. .

El libro contiene 23 “woorksheets™ relativas a ocho 'f"lrcas de’trabajo. Sobre func.1,c>nzs,
graficas y célculo hay cuatro “worksheets”: multiplicacién de lineas rectas, ecuacion de
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una tangente, funciones de tasacién y fdbricacién de mosaicos periédicos. Sobre diferen-
ciacién y optimizacién hay seis: visualizacién de funciones y derivadas, aproximacién a la
funcién derivada, disefio de gréficas, poblacién y polucién, cono de volumen maximo y
optimizacion de costos de transporte. Sobre integracién hay cuatro: drea bajo una curva,
dreas encerradas, una funcién cuya derivada es ella misma y disefio de vasos de vino.
Sobre sucesiones y series hay dos, el limite de una sucesién y visualizacién de aproxima-
ciones de Taylor. Sobre vectores y matrices hay otras dos: visualizacién de transformacio-
nes matriciales y grupos sanguineos. Sobre mecénica hay tres: movimiento circular, balan-
ceo con seguridad y no volviendo atrds. Ademds, hay una sobre trigonometrfa, titulada
modelando la funcién seno, y otra sobre métodos numéricos, titulada resolviendo ecuacio-
nes con tangentes.

Cada una de estas 23 actividades contiene una hoja de trabajo fotocopiable para el
estudiante, una hoja de ayuda fotocopiable para el estudiante, notas detalladas para el pro-
fesor, soluciones y una orientacién para facilitar su implementacién sobre un sistema de
cémputo algebraico. Algunas de ellas contienen ademas’ sugerencias que invitan a exten-
der el trabajo. Su nivel de dificultad es variable, con objeto de mostrar su utilidad en dis-
tintos niveles de ensefianza.

Termina el libro con la descripcién de una lista de comandos dtiles para implementar
estas “worksheets” en los sistemas de cémputo algebraico de mds difusién en Educacién
Matemdtica en la actualidad: Derive (vesién 3), MathPlus/Theorist (versién 2), Maple V
(release 4), TI-92, Mathematica (versién 2) y Macsyma (versién 2).

E. Roanes Macias

Boletin SEIEM de la Sociedad Espaiiola de Investigacion en Educacion Matemdtica.

Acaba de salir el nimero 1 del Boletin de esta Sociedad.
Editores: Luis Rico y Eduardo Lacasta.

Dpto. de Didactica de la Matemdtica.

Universidad de Granada.

Revista de la Asociacion de Usuarios de DERIVE.

Acaba de salir el niimero 1 de la revista DELTA de la “Asociacién Espafiola de Usua-
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Problemas propuestos

Problemas propuestos
en la V OLIMPIADA MATEMATICA RIOPLATENSE
celebrada en Costa Rica en septiembre de 1996

Problema n° 1: '
Dada una familia C de circulos del mismo radio R, que cubre completamente el plano

(es decir, todo punto del plano pertenece al menos a un circulo de la familia), demuestre
que existen dos circulos de la familia tales que la distancia entre sus centros s menor o

igual que RV3.

Problema n° 2:
Un cuadrado mégico es una tabla

an | Gn | din | Qu

dy | O | G2z | G2

as | Gy | An | Gu

as | Qg2 | Qa3 | Gaa

en la cual figuran todos los nimeros naturales del 1 al 16 y tal que:

o todas las filas tienen la misma suma s
(S =a; + ap + ain + as para i=1,2,3,4 ),
« todas las columnas tienen la misma suma s
(S = ay; + ay + ay + as para i= 1,2,3,4 ) y
+ ambas diagonales tienen la misma suma s
(S =a,+ap+an+au=0ay+axn+an + a4|).
Se sabe que ax = 1y ax = 2. Calcule du.

Problema n° 3: '
Los ntmeros reales x, y, z, distintos dos a dos, satisfacen
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=24y, =24z 22=2+x

Halle los posibles valores de x2+ y2+ z2.

Problema n° 4:

Sea S la circunferencia de centro O y radio R, y sean A, A’ dos puntos diametralmente
opuestos en S. Sea P el punto medio de OA’ y [ una recta que pasa por P, distinta de AA’ y
de la perpendicular a AA’. Sean B'y C los puntos de interseccién de [ con y sea M el punto
medio de BC.

a) Sea H el pie de la altura desde A en el tridngulo ABC. Sea D el punto de intersec-
cién de la recta A’M con AH. Determine el lugar geométrico de los puntos D al
variar /.

b) Larecta AM intersecta a OD en I Pruebe que 201 = ID y determine el lugar geo-
métrico de los puntos [ al variar /.

Problema n° 5:

Se dispone de un tablero de n filas y 4 columnas, y de fichas de color blanco, amarillo
y celes?e. El jugador A coloca cuatro fichas en la primera fila del tablero y las tapa para
que el jugador B no las conozca. ;Cémo debe hacer el jugador B para llenar el minimo
niimero de filas con fichas que le aseguren que en alguna de las filas tendrd al menos tres
aciertos?

(Nota: Un acierto del jugador B se produce cuando coloca una ficha del mismo color
y en la misma columna en que lo hizo A).

Problema n° 6:
Halle todos los enteros k para los cuales existe una funcién f: N — Z que satisface:

(i)  f(1995) = 1996.
(ii))  flxy) = fix) + Ry) + kf(m,,) para todos los naturales x, y, donde m,, denota el

maximo comiin divisor de los nimeros x, y.

Nota:N=1{1,2,3,..} yZ={..,-2,-1,0,1,2, ..}.
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Problemas resueltos

Problema 6° (BOLETIN N.° 30)
Dados tres puntos no alineados, M,N,P, sabemos que M y N son puntos medios de

dos lados de un tridngulo y que P es el punto de interseccién de las alturas de dicho tridn-
gulo. Construir el tridngulo.

Solucién:

Sea ABC el tridngulo pedido y M,N,P, los puntos dados. Tomando P, simétrico de P
respecto a M, se deduce que el cuadrildtero APBP’ es paralelogramo, porque las diagona-
les se cortan en sus puntos medios. Luego AP’ es paralela a BP y por tanto perpendicular
al lado AC. Asi, el dngulo P’AN es recto y el vértice A pertenece a la circunferencia de
didgmetro P’N. Con razonamiento an4logo se deduce que también pertenece a la circunfe-
rencia de didmetro P’ M, siendo P” el simétrico de P respecto a N. Es inmediato que A
pertenece también a la perpendicular a MN trazada por P. Con todo ello, se deducen estas

dos construcciones:
1) Se halla P, simétrico de P respecto a M.
2) Se traza la circunferencia de didmetro P’N.
3) Se traza por P la perpendicular a MN.
O bien, después de 1) y 2) se pasa a

3’) Se traza la circunferencia de didmetro P"M.
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Las intersecciones de 2) y 3) o de 2) y 3’) dan el vértice A y sus simétricos respecto a
M y N son los B y C correspondientes.

Discusién:

Al ser un problema de segundo grado, puede tener dos soluciones, una o ninguna,
seglin sean las posiciones de los datos iniciales.Llamamos 7 a la perpendicular por P al
segmento MN,

Si el punto P es interior a la banda determinada por las perpendiculares en los extre-
mos del segmento M y N hay dos soluciones, porque los puntos P* y N se encuentran en
distintos semiplanos de los determinados por 7; por tanto, la recta 3) es secante a la circun-
ferencia 2).

Si 7 pasa por M, la circunferencia 2) pasa por M y P’ coincide con A; el tridngulo
ABC es rectangulo en B.

Si & corta al segmento en la prolongacién de éste (fig. 2) la condicién para que exista
solucién es que el radio de la circunferencia de didmetro P’N, sea mayor que la distancia
del centro a m.Esa condicién se traduce en la figura por OW < OP’. Poniendo PS = 4, MS
=5, y MN = d, teniendo en cuenta que OW es la base media del trapecio STP’N y OP’ la
hipotenusa del tridngulo rectdngulo P"HO, se llega a 2s(s + a) < (d/2)%. Se puede hacer la
siguiente traduccién grafica: la diagonal del cuadrado cuyo lado sea la media proporcional
de s y s + a, ha de ser menor que la mitad de la distancia PS, condicién comprobable fécil-
mente con la regla y el compés.

Alberto Aizpiin

Problema 2° (BOLETIN N.° 35)

Sea ABC un tridngulo acutdngulo y D un punto en su interior tal que AC.BD =
AD.BCy < ADB =< ACB + 90°.
a) Calcule el valor de la razén

AB.CD
ACBD

b) Demuestre que las tangentes en C a las circunferencias circunscritas a los tridngu-
los ACD y BCD son perpendiculares
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Solucion:

Como es habitual , designaremos por a, b, ¢, a los lados del tridngulo dado, opuestos,
respectivamente, a los vértices A, B, C. Determinacién del punto D: la primera condicién
dada se puede escribir

DA _CA_b
DB CB a

y D pertencce a la circunferencia lugar de los puntos cuya relacién de distancias a los pun-
tos fijos A y B es una constante dada. Ademds, por la segunda condicién, D pertenece al
arco capaz del 4ngulo C + 90 construido sobre el segmento AB. Uno y otro lugares son
secantes y el punto D existe.

Demostracion b):

Basta hacer una inversién de polo C y poyencia CD = k. Sea A’ el inverso de Ay B’
el inverso de B. Como D es inverso de s{ mismo, las rectas DA’ y DB’ son inversas, res-
pectivamente, de las circunferencias F, y F,. Por las propiedades de la inversién las rectas
AB y A’B’ son antiparelelas en el dngulo BCA, lo que significa ang(CAB) =A =
ang(CB’A"). Igualmente, BD y B’D son antiparalelas en el dngulo BCD , luego ang(CDB)
= ang(CB’D). Restando miembro a miembro las dos igualdades resulta ang(BD’A’) =
ang(CDB) — A. Del mismo modo se llega a ang(DA’B’) = ang(CDA) — B y sumando estas
dos tltimas igualdades se obtiene ang(DB’A’) + ang(DA'B’) = ang(CDB) + ang(CDA) —
A - B . Pero ang(CDB) + ang(CDA) = 360 — ang(ADB) = 270 — C. Por tanto , queda
ang(DB’A’) + ang(DA'B’) = 270 — (A + B + C) = 90. Eso significa que el tridngulo A’'DB’
es rectangulo en D y, como la inversién conserva los dngulos , Fi y F, son ortogonales.

Calculo a):
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Las propiedades de la inversién permiten escribir

, k k
DA’=DA - : DB’=DB- . A'B’= )
CD.CA CD.CB’ it CA.CB
que, por ser k = CD quedan en
, D
DA=DA- 24, pp=PB. Ap-.cp
b a ab

de donde sale

(DA')? = (DB’Y’ = (_Déj ’ (%) = 2(%)2
b a a

En el tridngulo rectdngulo A’DB’, es

2 2
o) o2
ba a

es decir,

Por tanto la relacién pedida es

Alberto Aizpin

Problema 9° (BOLETIN N.° 32)

' l_‘En un tridngulo equildtero ABC cuyo lado tiene longitud 2 se inscribe la circunferen-
cial,
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a) Demostrar que para todo punto P de " la suma de los cuadrados de sus distancias a

los vértices A,By Ces 5.
b) Demostrar que para todo punto P de " es posible construir un tridngulo cuyos lados

tienen las longitudes de los segmentos AP, BP y CP, y que su drea es T

x il . =]
8 c

Solucién:

a) En la figura designaremos por r la longitud,conocida, del radio de T'. Tomando H
como origen de coordenadas, son A(0; 3r), B(-1; 0), C(1; 0), P(x; y). Las coordenadas de
P cumplen x2 + y* —2ry = 0. (D).

Con ello, son PA2 = x? + (y = 3r? = —4ry +9r* =—4ry + 3

PB2=(x+12+y2=2ry+ 1+2x (I)
PC?=(x-12+y*=2ry+1-2x
Sumando miembro a miembro y teniendo en cuenta (I) y el valor de 7, se llegaa S =35.

b) Por la simetrfa de la figura basta estudiar el caso de que P recorra el arco QM, en
el que el segmento de mayor longitud es PB y el de menor es PA. Las coordenadas de P
cumplen las condiciones 0 <x < 1/2;2r>y> (3r)/2 ademds de la ecuacién (I).

Eso supone las limitaciones

r<PA<1:Tr<PB<3r; 1SPC<ATr

que hacen, en todo caso, PB < PA + PC.
Para calcular el 4rea que se pide, pongamos PA = a, PB = b, PC =¢, ang (b;c)y=oy
llamemos S el 4rea pedida. Serd S = (b.c.sen 0) : 2. Como a? = b? + ¢ — 2bc.cos o, serd
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» b +e* —a? :
senZOL:l—coszoc:]_(___—J

2be
y por tanto
52 4b*c? —(b* + ' —d* )
16
Teniendo en cuenta (IT) y (I), resulta
#o3
16

Alberto Aizpin

Problema 11° (BOLETIN N.° 39)

Un subconjunto A C M =(1,2,3,.., 10, 11} es majo si tiene la siguiente propiedad:

“Si2ke A entonces 2k-1e€ A y 2k+le A”.

(EI conjunto vacio y M son majos). ;Cuéntos subconjuntos majos tiene M?

Nota: La solucién publicada en el niimero 43 (p4g. 91) de este Boletin era incorrecta.
Damos a continuacién una vélida.

Solucién:

Contando los subconjuntos majos segiin el nimero de nimeros pares que a él perte-

nezcan (habida cuenta de que un conjunto con n elementos posee 2 subconjuntos), tene-
mos:

Con 0 ndmeros pares, 2% = 64 subconjuntos majos.
Con 1 nimero par, 5.2% = 80 subconjuntos majos.
Con 2 niimeros pares,
a) consecutivos, 4.2% = 32 subconjuntos majos.
b) no consecutivos, 6.22 = 24 subconjuntos majos.
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Con 3 niimeros pares, ‘ .
a) consecutivos, 3.2? = 12 subconjuntos majos.

b) dos de ellos consecutivos y el tercero no, _
6.2 = 12 subconjuntos majos.

€) no consecutivos 1.1 = 1 subconjunto majo.
Con 4 nlimeros pares, _ '
a) consecutivos, 2.2 = 4 subconjuntos majos.

b) tres de ellos consecutivos y el cuarto no, .
2.1 = 2 subconjuntos majos.

¢) sélo dos de ellos consecutivos, ‘
1.1 = 1 subconjunto majo.

Con 5 nimeros pares, 1 subconjunto majo (el propio M)

Resultando, en total 233 subconjuntos majos.

Miguel Amengual Covas
Cala Figuera
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Indice de soluciones publicadas

Niimero de Boletines en que aparecen las soluciones
de los problemas de nlimeros
Propuestos Procedentes d
eneln.® e 1.7 2 = | 4° 5.7 6.” 72 8" 1 9° 10,7
1 Varios 4 4 - = - - -
2 OMI-83-Paris 'S N S B R e e e e I
3 OME-f2-84 19 19 19 19 18 19 19 19 - C
4 OMI-84-Praga 5 5 6 5 6 14 - - - C
5 Varios 8 7 12 7 7 8 - - - - c
6 Varios 7 1] 16 - - - - - - C
7 OMI-85-Finlandia ol ol || o of - | | 2| Z|C¢
8 01-85-Bogotd 10 10 17 10 10 11 - - - - C
9 OME-f2-86/Varios 18 19 20 18 19 19 17 17 11 17 C
10 China/Australia 20 15 21 20 15 21 20 23 21 - 4
11 OME-f1-86/ 13 14 14 14 14 23 20 15 20 12 C
. 8}\4;%86-Varsovia 26 20 12 21 - - - - - - C
-87-Urug./OME-f1 16 14 14 17 15 17 15 15 1
13 OM_E-f‘2-87 20 21 21 21 21 2] - - —5 2—1 g
14 Varios 15 15 15 15 - - - - - - C
15 OMI-87-Cuba 18 18 18 21 21 21 - - - - C
16 OME-f1-87 22 22 21 18 22 22 22 22 - - C
17 OME-f2-88 25 23 23 23 23 23 - - - - C
18 OI-88-Peni 23 23 23 23 25 25 - - - - C
19 OMI-88-Australia 23 26 24 24 23 26 - - - - C
%(]) 8%5% -gg;Pumam 24 26 24 25 24 26 24 26 26 24 C
-f2- 24 27 24
01-89-Cuba 26 27 - 2—7 2—-7 2—4 2—7 Zj 2—7 2-6 g
22 OMI-89-R.FA./ 28 28 XX 28 29 30 30 30 30 3l
” 8posgcgones 31 30 29 - - - - - = - C
t posiciones 27 27 28 28 29 31 31 3 - -
24 OME-f1-90 30 31 31 30 31 30 30 3(1J - - g
25 OME-2/f1-90 34 31 29 29 31 32 32 32 32 33 o
26 OMI-90-China/ XX 44 45 32 44 44 32 32 XX 34
- 8&90-Valludolid XX XX - - - - - - -
E-f1-91 33 XX 33 33 XX 35 XX | X - -
28 OME-f2-91 32 32 XX | XX | 33 33 - _X - -
gg 8}\/[9[;91-Suecin 38 XX XX XX XX XX - - - -
-91-Argentina/ XX XX XX 33 38 46 XX
% | oMEDy Pl E | o ol alal 5
< -f2- 36 XX 36 36 36
B 8]\1\2{:‘.;2!9 I/PNS XX | XX | XX 35 34 X—X X—X X-X X_X 3—5
3 -92-MOSCU/ 35 XX | XX | xx
0OI-92-Venez./PNS 38 38 38 38 X—X X—X 3—8 3—-5 4—6 3—8
33 OME-f1-92/f(-92(v) XX XX XX XX XX 35 XX XX | XX XX
/PNS XX XX XX XX XX - - ~- - -
34 OME-f2-93 36 36 XX 36 36 36 - - ~ -
35 OMI-93-Tt1_qu./ XX XX XX XX XX XX XX XX | XX 39
01-93-Méjico/PNS XX | XX 39 39 | XX | XX - ~ - -
36 OME-f1-93/f1-93(v} XX | XX | XX 40 | XX | XX 40 | XX | XX 40
37 OME-[2-94/PNS 40 XX | XX | 40 | XX | XX 45 45 40 -
38 OMI-94-Hong-Kong XX 40 XX | XX | XX | XX - - - -
39 0I1-94-Brasil/OME- 43 XX | XX | XX | XX | XX 42 42 42 43
f1-94/1-94(v) 46 XX | XX | XX | XX | XX - ~ - -
40 OME-f2-95 42 XX | XX | 42 | XX | XX - - - -
41 OMI-95-Canad4 XX | XX | XX | XX | XX | XX - - -
42 0OI-95-Chile XX XX XX XX XX XX - - = -
OME-f1-95/PNS XX XX XX XX XX XX X XX | XX XX
43 OME-{-96/ XX 44 XX | XX | XX | XX - - - -
PNS XX | XX | XX | XX | xx | xx ~ - -
44 OMI-96-India/ XX | XX | XX | XX | xX | Xx - - -
5 | OL96-Cosuri X | x| X | 0 | |0 | x| x| x| %
-96-Costa Rica X XX | XX | XX XX XX | X
OME-96-f1 XX | XX | XX | Xx - - - —x X_X X_X

CLAVES: XX = Pendiente de publicacién; C = Completo; OME = Olimpiada Matemitica Espaiiola (fase 1 6 2);

= OL. Mat. Internac. OI = OL. Iberoamer. de Mat. OMR = Mat. Rioplatense. PNS = Propuesta por nuestros socios.
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INSTRUCCIONES PARA EL ENVIO DE ORIGINALES
PARA SU PUBLICACION EN EL BOLETIN

Por haber sido cambiado ¢! modo de impresién del boletin a partir del nimero 39, nos
vemos obligados a cambiar las normas de presentacién de originales, que deben enviarse
en papel y ademds también en disquete, del modo siguiente

Copias en papel (por duplicado)
Escritas con un procesador de texto en hojas DIN A-4. Si se utiliza LATEX, el formato
debe ser 17em % 12,8 cm en 11 puntos (para ser aprovechado directamente en la imprenta).
Los articulos comenzardn con el titulo, nombre de autores y referencia de su departa-

mento o institucién (como suelen aparecer en el boletin). .
Las figuras deben ser de buena calidad, incluidas en el lugar apropiado del texto en el

tamafio en que deben ser reproducidas. Ademds,si se desea, pueden volver a incluirse al

final en mayor tamao, para ser escaneadas.
Las soluciones de problemas deben comenzar indicando: “Problema nimero (Boletin

nimero)”, tal como suelen aparecer en el boletfn, y terminar con el nombre del autor de la

solucién de cada problema.
Las resefias de libros como suelen aparecer en el boletin, con el nombre del autor de

la resefia al final.

Copia en disquete

Se enviard un disquete formateado para PC compatible (DOS 3.x o superior), conte-
niendo dos archivos:

a) archivo del documento para el procesador de texto utilizado.

b) archivo del documento en c6digo ASCII

Este ltimo es el que mds probablemente utilizard la imprenta.
Si se desea, las figuras pueden incluirse en archivos de extensién TIF (en otro caso se

captardn por escaneado)

Envio
Todo ello se enviaré a la sede de nuestra Sociedad, que figura en la pdgina 2 de este
nimero del Boletin (no al apartado, que ya no estd operativo).

Seleccion de originales

Serdn revisados por profesionales del mundo académico, para decidir si se ajustan a
la linea general del boletin. Si se considera oportuno, se pedird a los autores que reduzcan
su extensién o hagan algunas modificaciones en su contenido.

RELACION DE OTROS ARTICULOS
QUE HAN SIDO ADMITIDOS PARA SER PUBLICADOS
EN PROXIMOS NUMEROS DE ESTE BOLETIN

— Una introducci6n a la ordenacién de polinomios y al célculo de bases de Groebner, por

Carlos Ramén Laca y Eugenio Roanes Lozano.
— Demostracién del teorema de Tales por métodos elementales, por Pedro Pescador Diaz.

— Una demostracién del teorema del coseno, por Juan Carlos Cortés L6pez.
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Como socio de la Sociedad Puig Adam de Profesores de Matemdticas, deseo
que me envien grauitamente los siguientes ndmeros atrasados del Boletin:

(sefialar con una X los que interesen)
3 4 34 35 37 38 39
O O 0O 0O O O O
40 41 42 43 44 45 46

L O I I B B

Envio adjuntos sellos para el franqueo (32 pts. por cada niimero del boletin).
Utilicen para el envio la direcci6én consignada en este recuadro:

Los ndmeros 1, 2, 5 al 33 y 36 est4n agotados.

Si desea acogerse a este ofrecimiento, recorte o copie este cupén y envielo a la:
Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Matematicas
Facultad de Educacién (despacho 3517)
Paseo Juan XXIII, s/n
Ciudad Universitaria
28040 Madrid
Tel. 394 62 48
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SOCIEDAD «PUIG ADAM» DE PROFESORES DE MATEMATICAS
BOLETIN DE INSCRIPCION

Dlreccmn DATLICUIAL 11rveoeensesiicrsiiisis st eb bbb bbb E S
Ciudad i mnsisnnismmasasnsmammanimianss COL° POSIAlL e asmmmsemmsnisn

CEntrO dE LFADAJO .v.vevivevevieererieieser sttt b e e b bbb bbb RO bR L R e bR e

SOLICITA EL INGRESO COMO SOCIO DE NUMERO DE LA SOCIEDAD.

Con esta feCha AUEOTIZO A1 BANCO ..ocvvveirecesisiiiieieiieisteiosionenssansssssasnsssmsesssssassiesssss sissaasiatsbiesisssissasissasans
Sucursal o Agencia ..........................

para que cargue en la CUENLA; .ovverennne Y AT [ i L aiviilh
los recibos de las cuotas correspondientes al curso 1996-97 y sxgu1entes

Fecha sisijiaceaviii A€ immnmmanmma de 1997

Fdo.:

La cuota anual est4 actualmente establecida en 5.000 pesetas (incluida la cuota federativa de 2.000 ptas.).
Remftanse ambas partes a

Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Matematicas. Facultad de Educacién (despacho 3517).
Tel. (91) 394 62 48. Paseo Juan XXIII, s/n. Ciudad Universitaria. 28040 Madrid.

Fecha iniacnsasmsnssanodamssioins BANCO: i mitiavsinisiiermissiitimmiisiiimsiniie
Sucursal o Agencia ... v BN Grsa R SR

RUEGO ABONEN con cargo a la cuenta: ............. [ [ | TN /.
los recibos de la cuota anual de la Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Matemdticas, hasta
nueva orden.
Les saluda atentamente:
Firmado:

Nombre y Apellidos ...
Nombre de 1a CUBIMA s simiiuteivicss sy aibiai i iiivsmassinsiaississs

95




SOCIEDAD «PUIG ADAM» DE PROFESORES DE MATEMATICAS
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domiciliado en ..
Ciudad ..o i, Cod.© Postal .

SOLICITA EL INGRESO COMO SOCIO DE NUMERO DE LA SOCIEDAD.

Con esta fecha autorizo al Banco ..o,
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los recibos de las cuotas correspondientes al curso 1996-97 y siguientes.

Fecha uiianzain virvrrieennennne. de 1997

La cuota anual est4 actualmente establecida en 5.000 pesetas (incluida la cuota federativa de 2.000 ptas.).
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Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Matemadticas. Facultad de Educacién (despacho 3517).
Tel. (91) 394 62 48. Paseo Juan XXIII, s/n. Ciudad Universitaria. 28040 Madrid.
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