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Convocatoria
de la Asamblea General Ordinaria
de 1997

Se convoca la Asamblea General Ordinaria de la Sociedad “Puig Adam” de Profeso-

JUNTA DIRECTIVA res de Matemdticas correspondiente a 1997 para el dia 26 de abril de 1997, en los locales
de la Facultad de CC. Matematicas de la Universidad Complutense de Madrid (edificio

nuevo), Ciudad Universitaria, a las 11:30 en primera convocatoria y a las 12:00 en segun-

Presidente: da, con el siguiente

JOSE JAVIER ETAYO GORDEJUELA

ORDEN DEL DIA
Vicepresidentes:
EUGENIO ROANES MACIAS (Madrid) 1. Lectura y aprobacion, si procede, del acta de la sesién anterior.
JUAN Bosco ROMERO MARQUEZ (Castilla-Leén) 2. Informe del Presidente sobre las.a)ctmdades de. l,a Sociedad
S H P (Castilla-La Mancha) 3. Informe del tesorero. Presentacién y aprobacién, en su caso, de las cuentas de
ALVADOR HERRERO PALLARDO astilla- ancha Mgreses y gastod
4, Elecci6n de nuevos cargos directivos.
Vocales: 5. Asuntos de tramite.
JULIO FERNANDEZ BIARGE (Redaccién de publicaciones) 6. Ruegos y preguntas.
JOSE VICENTE GARCIA SESTAFE (Relaciones Institucionales)
. i iall
EUGENIO ROANES LOZANO (Gestién de publicaciones) iiEsperamos tu asistencial!
MARTIN GARBAYO MORENO (Actividades y concursos)
Secretario:

FRANCISCO GONZALEZ REDONDO

Vicesecretario:
MIGUEL ANGEL GALLARDO ORTIZ

Tesorero:
ALBERTO AIZPUN LOPEZ

Bibliotecario:
JOAQUIN GONZALEZ GOMEZ



XV Concurso de Resolucion
de Problemas de Matematicas

convocado por

Sociedad “Puig Adam” de Profesores de Matemdticas
y Colegio de Doctores y Licenciados en Ciencias y en Filosofia y Letras

BASES

Primera: Podrén participar en el Concurso los alumnos de B.U.P.,, ES.O. y FP. en
tres niveles: a) Primer nivel: alumnos de 1° B.U.P,, 3° ES.O. y FP. I b) Segundo nivel:
alumnos de 2° B.U.P,, 4° E.S.O. y 1° de F.P. Il c) Tercer nivel: alumnos de 3° B.UP, 1°
Bachillerato y 2°y 3°de F.P. 11

Segunda: Las pruebas consistirdn en la resolucién de problemas (los mismos para
todos los concursantes de cada uno de los tres niveles) y se realizardn en Madrid, en un
solo dfa, el sabado 21 de junio de 1997 a partir de las 10 horas.

Tercera: Se concederdn diplomas, acompafiados de los premios correspondientes, a
los mejores de cada nivel.

Cuarta: Los Centros que deseen presentar a algunos de sus alumnos (hasta un maxi-
mo de seis) deberdn realizar la preinscripcion antes del dia 21 de Mayo de 1997, dirigién-
dose por carta al presidente de nuestra sociedad:

Prof. Javier Etayo Gordejuela
Departamento de Algebra
Facultad de Ciencias Matemdticas
Ciudad Universitaria
28040-Madrid

En esta preinscripcion no es preciso hacer constar los nombres de los alumnos selec-
cionados. Si algun centro desea presentar més de seis alumnos, debe solicitarlo antes de la
fecha mencionada anteriormente.

Quinta: Los centros entregardn a los alumnos que envien, credenciales individuales
en las que se haga constar que han sido seleccionados por su excepcional aprovechamien-

to en Matemadticas, asi como el curso en que cstdn matriculados en el aflo académico
1996-97.

NOTA IMPORTANTE: Los dos primeros clasificados de cada nivel estdn invitados
a participar en la VI Olimpiada Rioplatense, que estd previsto celebrar en diciembre de
1997 en la ciudad de Mendoza (Argentina). Ello en el supuesto de que se consigan becas
para pagar los billetes hasta Buenos Aires. De la pasada edicidn de la Olimpiada Riopla-
tense se hace una resefia mas adelante, en este mismo nimero del Boletin.



Luto por Pascual Ibarra

Si, estamos de luto, amigos. El que fuera fundador, primer Presidente y, mientras tuvo
fuerzas, alma de nuestra Sociedad nos ha dejado en los comienzos de este diciembre. Un
largo tiempo de sufrimiento progresivo que llegd a agotar su indomable resistencia le ha
llevado a encontrar ¢l supremo descanso y el premio eterno que podemos esperar para
quien supo vivir sus creencias y su religiosidad con la integridad y el rigor que puso en
todo cuanto de verdad sentia.

No estard de mds que esta Sociedad que €l principalmente cred llegue a homenajear
debidamente su memoria; pero hoy, forzado por la cercania de las fechas y porque en mi
retiro navidefio no me es factible, ni tampoco tendria sentido, intentar un acopio de datos
personales o biogréficos, Gnicamente sabré dedicar a nuestro grande y buen compafiero las
modestas palabras que me diclen nuestra vieja amistad y €l recuerdo de tantos puntos de
coincidencia entre su camino y el mfo. Largos caminos ambos.

El primero de esos encuentros, naturalmente, s el de nuestro mutuo conocimiento.
Debié de ser allé por el afio 60 cuando Julio Ferndndez Biarge me llamé para proponerme
participar en unos cursillos que se organizaban todos los afios para preparacién de profeso-
res de los institutos laborales entonces existentes. Julio habia intervenido en las ocasiones
anteriores pero aquel afio, y a dltima hora, fe habfan comprometido para examinar en las
mismas fechas en Guinea; de alguna revalida probablemente. La urgencia del caso y su
deseo de no producir ninguna perturbacién hizo que me recomendase —desconocido como
yo era— y me presentara al organizador de aquellos cursillos que era precisamente Pascual
Ibarra. Asi creo que nos conocimos. Por lo demds, el curso funcioné bien y me dejé un
excelente sabor; y nosotros desde entonces fuimos amigos.

Por insustancial y estrictamente personal que pueda parecer este episodio, se me per-
donar4 su evocacion por lo que a mi en particular me sugiere y pueda resultar de significa-
tivo a los demds. Es curioso en efecto que, por las vueltas que da la vida, figuramos en €l
Pascual, Biarge y yo mismo, los primeros que sucesivamente ocupamos la Presidencia de
la Sociedad “Puig Adam”. Pero, ademds, este mismo nombre tiene claras resonancias en la
vida de Pascual Ibarra. Sin la menor duda quiso él bautizar asi a nuestra Sociedad en
homenaje a quien para él fue maestro, inspirador y amigo. Don Pedro Puig Adam habfa
fallecido poco antes, en enero de aquel 1960, y atin podfamos rememorar las palabras que
le ofrendaron Ferndndez Biarge, con quien habfa convivido en el Instituto San Isidro, y
Pascual Ibarra, que sentia por él auténtica veneracién. Como colaborador suyo en la for-
macién de la ensefianza laboral que en aquellas fechas nos congregd, se trasladaba desde
su catedra en Valladolid, un Valladolid que a mi parecer quedd para siempre fuertemente
impreso en su alma cuando mds tarde pasé definitivamente a Madrid.

Aqui se entregé con el vigor y el impetu en él acostumbrados a su labor en la cdtedra
o en la Inspeccién de Ensefianza Media, en los programas de actualizacion de la ensefianza

de la Matemdtica o en la Escuela de Formacién del Profesorado, en actividades de la Real
Sociedad Matemadtica Espafiola, en ponencias para comisiones y comunicaciones a con-
gresos, en conferencias, articulos, lecciones y, de modo especial para nosotros, en formar y
consolidar nuestra Sociedad, ocupdndose de los menores detalles, desde los concursos de
problemas hasta este mismo Boletin, para el que solicitaba colaboraciones a sus colegas
cuando no era él mismo quicn entregaba sus propios trabajos. Asf hasla pasada su jubila-
cién en la que muchos de nosotros le acompafiamos. En unas u otras de esas lareas lo
hemos conocido casi todos y yo, en particular, he recorrido con él grandes (ramos de nues-
tro quehacer comtin.

Ahora que se nos ha ido, la imagen que a mf al menos me queda presenta distintas
notas, todas ellas sin embargo relacionadas. La primera, por ser seguramente para €l la
mds acusada, ya la hemos sefialado: su devocion por la figura y [a obra de su maestro, en la
vida y en la ensefianza, don Pedro Puig Adam. Honré su memoria en toda ocasién, nos
ilustraba con las actitudes, posturas y lecciones de €l recibidas, y fue €l su referencia y guia
constante en toda su actuacién. Tal demostracién de fidelidad, virtud admirable y méas en
tiempos en que no parece abundar demasiado, es, entre las que componfan su personalidad
y su cardcter, digna de figurar en un [ugar de privilegio.

Carécter el suyo, por otra parte, sélido y de gran fuerza y entereza. No era persona
versdtil ni que se dejase llevar de vaivenes. Habia abrazado unos principios muy bien fun-
damentados y los defendia incluso con vehemencia pero siempre, también, con argumen-
tos claros y bien construidos, haciendo compatible el respeto a los demds con la firmeza de
su posicién. Ello se reflejaba hasta en su porte exterior: para algunos casi la figura de un
militar. No ignoremos tampoco entre sus cualidades el culto a la amistad al que siempre
rindié tributo. Tocado ya por la enfermedad y por las limitaciones fisicas, seguia mante-
niendo una tertulia en la que compaiieros y amigos le dedicaban sus atenciones generosa-
mente correspondidas.

Dejo para el final la consideracién de la que fue su indiscutible vocacién: la ensefian-
za. A su servicio sacrificé otras dedicaciones. Me contaba una vez la posibilidad y aun
facilidad con que podria haberse hecho doctor, impulsado por compafieros suyos, como
Santald, que le ofrecié su direccion. “;Y para qué? -me explicaba- {Si a mi lo que me
gusta, lo que yo quiero, es dar clases de bachillerato!” Y, ciertamente, sus clases debieron
de ser estupendas. No podemos pensar de otro modo quienes le hemos escuchado en con-
ferencias y lecciones llenas de sugerencias, manteniendo sin pestafiear la atencion del
oyente. La eleccién de magnificos ejemplos ifustralivos, el establecimiento de insospecha-
das relaciones entre situaciones diversas, la progresiva y morosa elaboracidn del motivo
principal, convertian en un verdadero gozo sus explicaciones. La mano de su maestro aso-
maba seguramente por detrds sin despojarle pese a ello de toda su originalidad. Y lo
mismo ocurria con las lecciones y articulos que dio a la publicacidn. Afiddase a la consis-
tencia cientifica la correccidn y la elegancia literaria, tanto en la expresion oral como en la
escrita, para completar el retrato.



Un retrato que, desde luego, habrfa merecido mayor profundidad y un mejor intérpre-
te: sin duda lo serfa cualquiera de los que disfrutaron de su conocimiento y cercania.
Tengo la esperanza de que todos ellos, y mds que nadie su esposa y su hijo, sabrdn discul-
par la premura y la falta de serenidad con que he tenido que pergefiar este dibujo. Porque
todos estamos hoy de luto. Para todos ha sido un maestro, a todos nos ha ensefiado y nos
dejo tal leccion que seguiremos todavia aprendiendo de él. Seguro que le gustaria que ter-
minase aplicdndole algunas de las palabras que su venerado maestro dedicé a quien lo fue
suyo:

“La leccidn que nos dio no estd acabada. ;Y el corazén no olvida!”

José Javier Etayo
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Recuerdo de Gonzalo Sanchez Vazquez

En la crénica-resumen publicada en el Gltimo niimero de nuestro Boletin dando cuen-
ta de la celebracién en Sevilla del VIII [.C.M.E., sefialdbamos cudl fue la nola dominante
en el transcurso del encuentro : el sentir general de tristeza por la forzosa ausencia del Pre-
sidente del Comité Nacional y principal impulsor de la celebracién de aquel Congreso en
Sevilla, Gonzalo Sdanchez Vazquez, primer Presidente, también, de la Federacidn a la que
pertenece nuestra Sociedad. Cerrado ya el niimero llegd la noticia del fallecimiento del
Prof. Sdnchez Vazquez.

Todo aquel que tuvo la oportunidad de tratarle y conocerle mds alld del simple trato
superficial de las conversaciones profesionales accidentales, quedaba atraido por algo que
superaba la coincidencia de actividad docente. Fue un hombre de fortaleza interior poco
comun, que le permitié resistir humanamente situaciones muy adversas y vencer dificulta-
des vitales muchas veces fatales para otros. En nuestra opinién es esa faceta de lucha con-
tra las adversidades y el ejemplo de su entereza ante ellas lo que habrfa que destacar.

Pero también es cierto que esas son cuestiones que deben quedar, mejor, para la auto-
estima de cada uno y airearlas ante otros, a veces desconocidos, parece una intromision
indebida.

Hombre de extensa cultura, su aficién intelectual preferida fue el estudio de la Geo-
metria, muy especialmente de la métrica euclidea; sobre su significado y sobre su ensefian-
za en los distintos niveles de la educacién ha dejado muchos escritos e impartié muchos
cursos para el Profesorado.

Su labor docente se cumplié como Catedritico de Matemdticas de Institutos, y una
parte de ella la ejercicié en Venezuela, donde atin se recuerda su labor, como he tenido
oportunidad de comprobar. Fue al poco de su regreso a Espafia y una vez instalado defini-
tivamente en Sevilla, cuando supo conglomerar las inquictudes profesionales de muchos
de sus compaiietros para formar la Sociedad Andaluza de Profesores de Matemdticas
“Thales”, en 1981 , que acogié a todo Profesor de Matematicas desde la Escuela Maternal
hasta la Universidad, la que inmediatamente comenzd a organizar encuentros y cursos
tanto para Profesores de EGB como de Bachillerato y de Formacién Profesional.

Tres afios mds tarde aparecia el niimero 0 de la revista “Thales”, en cuya presentacion
pudo expresar algunas de las muchas ideas que fueron constantes para él. Por ejemplo:
“Nuestra revista no es, no quiere ser, el érgano elitista de un grupo minoritario de profesores,
por muy capacitado que sea, sino que quiere ser el marco de comunicacién y de expresion no
s6lo de nuestros socios, sino de todos los pofesores y grupos interesados en las cuestiones
did4cticas de las matemdticas, aunque no pertenezcan a nuestra Sociedad”. Y atin:

“Creemos que hay que llegar a crear una revista de gran calidad con las demds Socie-
dades y grupos de nuestro pais. Una revista ambiciosa que sea de y llegue a todos los pro-
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fesores de matemdlticas espafioles, porque, cn definitiva, los problemas de su ensefianza
son similares y tenemos el derecho y el deber de enriquecernos con las sugerencias, expe-
riencias e investigaciones de los demds.”

Esa misma idea de dar a conocer a todos el trabajo de todos fue la principal de las que
le llevaron a impulsar la creacién de la Federacién de Sociedades de Profesores de Mate-
madticas. Bajo su presidencia se llevaron a cabo en 1987 la redaccidn de Eslatutos y la con-
crecion de objetivos, en las que trabajaron las cuatro Sociedades con las que en principio
quedd formada la Federacion: Sociedad Andaluza “Thales”, Sociedad Aragonesa “P. Sdn-
chez Ciruelo”, Sociedad Canaria “Isaac Newlon y la nuestra, entonces Sociedad Castella-
na “Puig Adam”.

Y una vez consolidada la Federacién, animé a todos para trabajar en la consecucién
de algo que nunca habia tenido lugar en Espaiia; uno de los Congresos del I.C.M.E. Aun-
que se intentd, no pudo conseguirse en 1992 (que se celebré en Quebec), pero si en 1996
con el dltimo de Sevilla. Desde el primero, celebrado en Lyon en 1969, no habia vuelto ese
Congreso a un pafs latino.

Nombrado, como no podia ser menos, Presidente del Comité Nacional, tuvo que
abandonar los trabajos meses antes de la apertura del Congreso por causa de la enfermedad
que habria de ser final. Como si la vida hubiera tenido la mezquindad de negarle la dltima
satisfaccion. Sin embargo el afecto de todos los asistentes le acompafié en la sesion de
clausura con las miradas en una silla vacia.

Los que le conocimos le echaremos de menos.

Alberto Aizpiin

XI Olimpiada Ibero-Americana
de Matematicas
Costa Rica - 1996

La XI Olimpiada Ibero-americana de Matemdtica se celebrd en [a ciudad de San José
de Cosla Rica, en los dias 18 al 29 de septiembre de 1996, y como en el afio precedente, a
continuacién del Simposio Iberoamericano de Educacién Matematica en el Nivel Medio y
de la Reunién Anual del SIPROMA (Sociedad Iberoamericana para la Promocion de la
Matematica).

Los estudiantes parlicipantes quedaron alojados en las magnificas instalaciones de la
Escuela de Agricultura de la Regén Tropical Himeda, en Guapiles (provincia de Limén).

Las pruebas de la Olimpiada se rcalizaron los dias 24 y 25. Los cuatro alumnos espa-
fioles (escogidos por haber obtenido los mejores resultados en la XXXVII Olimpiada
Internacional de Matemdticas) fueron acompafiados por los profesores don Francisco
Bellot Rosado y don José V. Aymerich Miralles.

Se propusieron, como de costumbre, seis problemas, cuyos enunciados pueden verse
en la seccién de PROBLEMAS PROPUESTOS dc este Boletin, para resolverlos en dos
sesiones, de cuatro horas y media cada una. Tres de esos seis problemas fueron propuestos
por Espafia.

Tal como se acordd en la Olimpiada anterior, cada problema fue calificado con una
puntuacién de 0 a 7, como en la Internacional, por lo que cada alumno podia obtener un
mdximo de 42 puntos. La calificacién tuvo lugar el dfa 26 y el 27 se acordé conceder 6
medallas de oro (a partir de 34 puntos), 12 de plata (entre 26 y 33), 18 de bronce (entre 13
y 25) y 6 menciones honorificas a los estudiantes que, sin obtener medalla, resolvieron
completamente bien un problema.

Las medallas de oro fueron ganadas por un estudiante de cada uno de los seis paises:
Argentina, Uruguay, Chile, Colombia, México y Brasil.

Los cuatro estudiantes espafioles obtuvieron sendas medallas de bronce, con las si-
guientes puntuaciones:

Sergi ELIZALDE TORRENT: 24 puntos. MEDALLA DE BRONCE
(de Barcelona. Fue el primero en la XXXII O.M.E. Obtuvo Mencién honorifica en la
XXXVII O.M.1)

Antonio JARA DE LAS HERAS: 24 puntos. MEDALLA DE BRONCE
(de Jaén. Fue cuarto en la XXXII O.M.E.)
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Victor MARTINEZ DE ALBENIZ MARGALEZ: 23 puntos. MEDALLA DE
BRONCE
(de Barcelona. Fue sexto en la XXXII O.M.E.)

Fernando RAMBLA BARRENO: 20 puntos. MEDALLA DE BRONCE
(de Cddiz. Fue tercero en [a XXXII O.M.E.)

La Copa Puerto Rico, que premia al pafs con mayor progresién en las tltimas olim-
piadas, fue ganada por México. El acto de clausura se celebré en la E.AA.RT.H. el dia 28.

La préxima Olimpiada Iberoamericana tendrd lugar en Guadalajara (Jalisco, Méxi-
co),del I1 al 21 de septicmbre de 1997.

Podemos anunciar también que la XXXVIII Olimpiada Internacional de Matemdlicas
se celebrard en Argentina en el préximo mes de julio de 1997.

XXXIII Olimpiada Matemaética Espafiola

Primera fase - Madrid

Las pruebas de la PRIMERA FASE de la “XXX/III Olimpiada Matemdtica Espaiiola”
correspondientes al curso 1996-97 y a los distritos de Madrid, se han celebrado en los dias
29 y 30 de noviembre de 1996.

Esta Olimpiada estd organizada por la Real Sociedad Matemdtica Espariola, bajo el
patrocinio de la Subdireccion General de Becas y Ayudas al Estudio. Podian participar en
ella los alumnos matriculados en C.0O.U., en el tltimo curso de Formacidn Proflesional de
segundo grado, 2° curso del 2° ciclo de Bachillerato Experimental (Reforma), tercer curso
de B.U.P. y I°y 2° curso del bachillerato L.O.G.S.E. Excepcionalmente, otros de cursos
inferiores, si son avalados por sus profesores.

Como es sabido, esta Olimpiada se desarrolla en dos fases: la Primera tiene lugar en
los distintos distritos; este afio, tres de ellos corresponden a la Comunidad de Madrid, que
cuenta con cinco Universidades estatales, ademds de las privadas; los tres ganadores de
cada distrito son propuestos a la Subdireccién General de Becas y Ayudas al Estudio, a tra-
vés de la R.S.M.E., para la concesién de un premio en metdlico (este afio, de 50.000,
35.000 y 25.000 pesetas para los tres ganadores de cada Distrito) y son invitados a partici-
par en la Segunda Fase. Los mejores clasificados en ésta, ademds de recibir los premios
correspondientes, servirdn de base para formar los equipos que representardn a Espafia en
las préximas olimpiadas internacionales.

La mencionada Segunda Fase se realizard en Valencia los dias 6, 7 y 8 de marzo de
1997.

Como de costumbre, las pruebas se desarrollaron en dos sesiones de cuatro horas de
duracidn cada una, en las que se propusieron ocho problemas, cuyos enunciados pueden verse
en nuestra seccién de Problemas Propuestos de este mismo Boletin. Estos problemas son los
mismos que se propusieron simultdneamente en la mayor parte de los distritos espaifioles.

Las pruebas de los tres distritos que corresponden este afio a todas las universidades
de nuestra Comunidad, se realizaron conjuntamente, y a cllas concurrieron 129 alumnos
de los 144 inscritos, casi el doble que el afio anterior.

Cada problema se calificé con un mdximo de 10 puntos, por lo que habfa una posibi-
lidad tedrica de obtener 80 puntos. El nivel medio de preparacion de los asistentes fue
bastante bajo, debido a la presencia de un buen nimero de alumnos que mostraron desco-
nocer lo que son unas pruebas olimpicas, no consiguiendo ni un solo punto en los ocho
problemas. Unos pocos, no obstante, destacaron claramente sobre ese nivel medio.

Damos a continuacién los nombres de los alumnos premiados en los distritos de
Madrid A, B y C, ordenados por puntuaciones decrecientes:
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1°A  D. Miguel FADON PERLINES, de! C.0.U. del
I. B. “Cardenal Cisneros” de Madrid .....oooccevveivainniinsiiisinn. 35 puntos

1°B  D. Pablo ANGULO ARDOY, del C.O.U. del
I. B. “Cervantes”, de Madrid ..o 48 puntos

1°C D. Gerardo GARCIA DE BLAS, del C.O.U. del
Colegio “Buen Suceso” de Madrid ..o 42 puntos

2° A D.Miguel de la TORRE RODRIGUEZ, del C.O.U.
del I.B. “San Juan Bautista” de Madrid .....ccccoiiciiiiiiicninian 38 puntos

2°B Diia. Carolina ALONSO DIAZ, del C.0.U. del
L.B. “San Juan Bautista” de Madrid .........cceirerenronmimessessmnnrens 33 puntos

- 2°C  D.Angel NUNEZ MENCIAS, del C.0.U. del
I. B. “Avenida de los Toreros” de Madrid ......cccooocveereccvincininnnns 30 puntos

3°A  D. Nelo Alberto MAESTRE BLANCO, de 3°de B.U.P.
del Colegio “Retamar” de Madrid .........coovvvviiiivnenniinineininn 29 puntos

3°B D.Ilker ALMANDOZ GARCIA, del C.0.U. del
“Colegio Menesiano” de Madrid ......covvciiiciiiiiininiiiiininnens. 26 puntos

3°C D.Jorge GONZALO ALONSO, del C.0.U. del
Colegio “Los Sauces” de Madrid .......ccoovevrrnssesenrissssseresenen. 26 puntos

Debemos sefialar que los premiados D. Miguel FADON PERLINES y D. Angel
) NUNEZ MENCIAS, ya participaron en la O.M.E. anterior, siendo alumnos de 3° de
/ B.U.P. quedando clasificados, respectivamente, en los lugares 1° B y 2* C, por lo que
pudieron concurrir a la 2* fase.

El premiado D. Pablo ANGULO ARDOY, consigui6 el primer premio de nuestro
Concurso de Resolucién de Problemas, como alumno de 3° de B.U.P. en 1996 y el cuarto,
como alumno de 1°, en 1994. También D. Nelo Alberto Maestre Blanco, de 3° de B.U.P,,
obtuvo el 4° puesto en nuestro Concurso de 1996, como alumno de 2°. Los premiados en
: nuestros concursos anteriores D. Rail GARCIA MENA y D. Ifiaki ARMENDARIZ

7/ BENITEZ, quedaron dignamente clasificados en esta O.M.E., con 24 y 23 puntos, siendo

destacable que el dltimo participaba como alumno de 3° de B.U.P.

También este afio puede comprobarse que los Centros de procedencia de los alumnos
premiados son, en su mayorifa, los mismos que en los anteriores, lo que es prueba de que
en ellos se realiza una encomiable labor de estimulo y preparacion.
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Los problemas propuestos resultaron de desigual dificultad para los alumnos. No apa-
recieron soluciones aceptables de los problemas 7° y 8°, ni totalmente correctas del 3°.
Damos a continuacién las puntuaciones medias alcanzadas, en cada uno de los problemas
(el maximo era de 10 puntos), por todos los participantes y por los nueve premiados:

Problema n° 1° 2° 3° 4° 5° 6° 7° 8°
Puntuacién media
de todos: 0,5 0,7 0,7 1,5 0,7 2,2 0,1 0,5

de los premiados: 38 54 32 6,9 57 9,0 0,3 2.0

Nuestra enhorabuena a los premiados y a Jos profesores que los han preparado.



Olimpiadas Matematicas Argentinas

OLIMPIADA DE MAYO

Cuando en noviembre de 1994 se constiluye la Federacion Iberoamericana de Com-
peticiones Mateméticas, se propone como objetivo priorilario la convocatoria y organiza-
¢ién de una olimpiada que permita a los estudiantes mds jovenes de habla espaiola o por-
tugesa participar en una compelicién internacional con un nivel adecuado a su edad y
formacién. Dados los escasos recursos econdémicos de los pafses iberoamericanos, esta
olimpfada debia ser ademds de bajo costo.

Nace asf la Olimpfada de Mayo, que, al estilo de la Olimpiada de la Cuenca del Paci-
fico, se realiza por correspondencia. Tiene dos niveles:

— Primer Nivel, para estudiantes que cumplan 13 afios a partir del I de enero del afio
en que se celebra la Olimpiada.

— Segundo Nivel, para estudiantes que cumplan 15 afios a partir del 1 de enero del
afio en que se celebra la Olimpiada.

En su primera edicién, celebrada en mayo de 1995, participaron nueve paises. Este
nimero llegé a 13 en la II Olimpiada de Mayo, que tuvo lugar en mayo de 1996.

La organizacién de la Olimpfada de Mayo es la siguiente:

Un Coordinador Central, un Coordinador Auxiliar, un Delegado de cada pafs con parti-
cipacién, un Organizador Local (que puede coincidir con el Delegado del pais), un Comité
Olimpico, integrado por los Coordinadores Central y Auxiliar y hasta cinco miembros mas.

El Comité Olimpico designa anualmente una Comision de problemas, responsable de
proponer la prueba, que consiste, en cada nivel, en la resolucion por escrito de cinco pro-
blemas en un tiempo maximo de tres horas. La correccion se realiza en cada pafs, de acuer-
do con los criterios de evaluacién establecidos por la Comisién de problemas. Cada pro-
blema vale diez puntos.

El nimero de participantes no estd limitado, pero se consideran participantes oficiales
de cada pafs tinicamente a los diez mejores de cada nivel. Las calificaciones de los partici-
pantes oficiales son enviadas al Coordinador Central, junto con las pruebas completas del
primero, tercero y séptimo de cada nivel.

Los premios (Diplomas de Medalla de Oro, de Plata o de Bronce) se asignan de modo

que, en cada pafs:
— No haya mds de una Medalla de Oro.

— No haya mds de tres medallas, sumando los oros y las platas.
— No haya mds de sicte medallas en total.
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Ademds, se otorga Mencién de Honor a quienes oblengan diez puntos en algtin pro-
blema sin llegar a merecer Medalla.

El pasado afio, los ganadores de Medalla de Oro de ambos niveles fueron invitados a
participar en un Campamento Matemaltico, que tuvo lugar en Chapadmalal, junto a Mar
del Plata, sede de la préxima Olimpfada Internacional. Acudieron quince chicos de nueve
paises distintos, entre los que figuraban los espafioles

— Alberto Sudrez Real, de Salinas (Asturias) Medalla de Oro en el Primer Nivel, y
— Pablo José Mira Castello, de Agost (Alicante) , Medalla de Oro en el Segundo
Nivel.

La experiencia resulté cnormemente motivadora, y se repetird este afio: El 2° Campa-
mento de los Oros de Mayo reunird a los ganadores de 1997 en la Repiblica Argentina
entre los dfas 4 y 9 de agosto.

Existe el proyecto de organizar, como fase previa a la Olimpiada, a mediados de
marzo, un concurso que se pretende hacer masivo, con cincuenta cuestiones de opcién
muiltiple, que se resolverian durante una hora aproximadamente. Podrian inscribirse en él
Centros o clases completas —de 1°,2° y 3° de ESO o equivalentes— y serviria para seleccio-
nar a los concursantes de la fase final

La IIT Olimpiada de Mayo se celebrard en 1997 el dia 10 de Mayo.

V OLIMPIADA RIOPLATENSE

Impulsada por la Federacién Iberoamericana de Competiciones Matematicas, la
Olimpiada Rioplatense se realiza anualmente en el mes de diciembre en la Reptiblica
Argentina, y retne a jévenes iberoamericanos, previamente seleccionados a través de Con-
cursos reconocidos por la Federacidn y que se desarrollen en varios niveles.

Si bien en las tres primeras ediciones participaron tnicamente estudiantes argentinos
y uruguayos, a partir de 1995 se abre la invitacién a alumnos de otras nacionalidades, y en
la V Olimpiada, celebrada el pasado mes de diciembre en Puerto Iguazi (Argentina), han
tomado parte 64 estudiantes procedentes de siete paises iberoamericanos: Argentina, Bra-
sil, Colombia, Chile, Espafia, México y Uruguay. Sus edades oscilaban entre los 12 y los
18 aflos, y estaban distribuidos en cuatro niveles:

— Nivel A : estudiantes con menos de 8 afios de escolarizacidn,
~ Primer Nivel: estudiantes con 8-9 afios de escolarizacién.
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— Segundo Nivel: estudiantes con 10-11 afios de escolarizacion.
— Tercer Nivel: estudiantes con 12-13 afios de escolarizacion.

Como es habitual en las Olimpiadas, la competicidn es individual, y consiste, para
cada nivel, en la resolucién de seis problemas por escrito cn dos dias consecutivos - tres
problemas cada dfa - en un tiempo médximo de tres horas y media,

La correccion de las pruebas se realiza conjuntamente por el Jurado - integrado por
un méximo de tres Profesores de cada nacionalidad - sin que se agrupe en ningtin momen-
to a los estudiantes por paises. Se asigna | punto a cada problema bien resuelto, y s6lo
eventualmente medio punto a soluciones incompletas. Se intenta que, en cada nivel, apro-
ximadamente la mitad de los participantes resulten premiados, distribuyendo las Medallas
de Oro, Plata y Bronce en la proporcién aproximada 1:2:3. En la Ceremonia de Clausura y
entrega de premios no se hacen piiblicas las puntuaciones de ningln estudiante.

Los 24 problemas propuestos podrdn encontrarse en el proximo nimero de este Boletin.

La distribucién de medallas se recoge en la siguiente tabla:

NIVEL A NIVEL 1 NIVEL 2 NIVEL 3
ORO 2 | 2 1
PLATA 2 3 3 2
BRONCE 4 4 4 3

Los estudiantes espafioles invitados a participar, ganadores de la ultima edicion del
concurso de Resolucién de Problemas de nuestra Sociedad fueron los siguientes:

Carlos Domingo.
Ifiaki Armendariz.
Borja Guardiola.
Pablo Angulo.
Carolina Alonso.

Compitieron en los niveles Primero y Segundo, ya que en el momento de celebrarse
la Olimpfada ninguno de ellos tenia 12 afios completos de escolarizacién. Obtuvieron
Medalla de Bronce Carlos Domingo (Primer Nivel) y Pablo Angulo (Segundo Nivel)

En el Jurado se integraron las Profesoras Mercedes Sanchez y Marfa Gaspar, mientras
que Marco Castrillén, ganador en su momento del Concurso de la Puig Adam, y ex olfm-
pico medallista en la V Olimpiada Iberoamericana, acompaifié a los alumnos en calidad de
Profesor Tutor.
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Hay que agradecer a la Direccion General de Educacion de la Consejeria de Educa-
cién y Cultura de la Comunidad de Madrid su colaboracién, que ha hecho posible la pre-
sencia de los estudiantes y profesores madrilefios en esta Olimpiada.

Al innegable interés que las Olimpiadas tienen para quiencs en cllas participan, se
suma, en este caso, para los estudiantes espafioles, el hecho de que la Olimpiada Riopla-
tense les ha permitido participar en una Competicidn internacional en una edad mds tem-
prana de lo habitual, conviviendo y compartiendo experiencias con otros muchachos con
aficiones e inlereses similares a los suyos, muchos de los cuales han participado, con gran
éxito, en las ultimas Olimpfadas Internacional e Iberoamericana. Por todo ello, la expe-
riencia ha resultado tnica y enormemente motivadora.

La VI Olimpiada Rioplatense se celebrard en diciembre de 1997 en Mendoza (Argen-
tina). Nuestra sociedad estd invitada a participar. Merece la pena el esfuerzo necesario para
hacerla posible.
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14. Cualquier circunstancia no contemplada en esta convocatoria serd resuelta por el

I Concurso Iberoamericano furader
de Generacién de Problemas 15. La participacién en este Concurso supone la aceptacion de estas bases.
La Sede central de la O. E. I. en Espafia es la siguiente:
SIPROMA

¢/ Bravo Murillo, 38.
28015- MADRID.
Tels.: 59443 82/4442/4502/4622 /4682 /45 62

En la reunién anual del SIPROMA (Sociedad Iberoamericana para la Promocion de Fax: 594 32 86
la Matemadtica) celebrada en Costa Rica coincidiendo con la XI Olimpiada Iberoamericana e-mail; weboei@oei.es
se acordé convocar, conjuntamente con la O. E. 1. (Organizacién de Estados Iberoamerica- URL: http://www.oei.es/sipconc.htm

nos para la Educacién, la Ciencia y la Cultura) el “I Concurso Iberoamericano de genera-
¢ién de problemas de Matemadticas”, Las Bases son las siguientes:

1. Este Concurso pretende estimular la participacién de profesores, estudiantes y
publico en general en la generacidn de problemas originales de Matemdticas.

2. Cada persona puede enviar al concurso uno o més problemas.

3. Los problemas deben ser originales e inéditos y no lejanos al tipo de problemas de
la Olimpiada Iberoamericana.

4, Los problemas deben enviarse a alguna de las Sedes Regionales de la OEI, por
cualquier via de comunicacién (correo electrénico, fax, correo usual, courier, etc.) antes
del 15 de marzo de 1997, a “Concurso SIPROME - OEI”.

5. Los problemas han de ser confidenciales hasta su envio y el autor o autores se
comprometen a mantener la confidencialidad durante dos afios después de la fecha de cie-
rre de esta convocatoria.

6. El autor o autores dan su consentimiento para que la SIPROMA haga el uso que
maés le convenga de estos problemas.

7. Cada problema debe estar encabezado por el nombre de su creador, direccién pos-
tal, teléfono, fax y correo electrénico y debe llevar la solucién.

8. No se aceptaran problemas cuyos enunciados lleven datos que permitan identificar
al autor o autores.

9. Los idiomas oficiales de este concurso son espafiol y portugués.

10. Las decisiones del Jurado Internacional creado para este Concurso son inapela-
bles.

11. Se otorgard un primer premio de 1.000 US ddlares, un segundo premio de 500
U.S. délares y un tercero de 300 U.S. délares. A cada uno de los premiados se les otorgard
un diploma y una medalla. En caso de considerarlo conveniente, el Jurado otorgar4 tantas
menciones como sean necesarias. El Jurado podrd declarar vacante uno o més de estos pre-
mios.

12. Los miembros del Jurado no podrén participar en el Concurso.

13. El fallo del Jurado se dard a conocer en septiembre de 1997 durante la ceremonia
de clausura de la XII Olimpiada Iberoamericana de Matematica.
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Recensiones en Zentralblatt
Fiir Didaktik der Mathematik

Como ya anunciamos en nimeros anteriores de nuestro Boletin, la direccién de Zen-
tralblatt fiir Didaktikder Mathematik (ZDM) incluye en sus voltimenes la recensién de los
articulos publicados en nuestro Boletin, razén por la cual se publican actualmente con un
resumen en inglés.

Nos complace dar cuenta de las nuevas recensiones aparecidas, para conocimiento de
los autores de los trabajos, y de todos nuestros socios.

#2399

#2400

#2512

#2678

#3147

#3236

#3239

RECENSIONES PUBLICADAS EN ZDM
VOL 28 (4) DE 1996

(seccion F60). Algunos problemas relacionados con los polinomios de
Lucas y Pell, por J. Bosco Romero y B. Herndndez Bermejo, Bol. Soc.
Puig Adam 42 (1996), pdgs. 12-27.

(seccion F60). La cuarta dimensidn: una alternativa al teorema de Fermat,
por J. Sanz Pascual, Bol. Soc. Puig Adam 42 (1996), pags. 65-74.

(seccion H60). Transformaciones lineales con sistemas de cémputo alge-
braico, por E. Roanes Lozano y E. Roanes Macfas, Bol. Soc. Puig Adam 42
(1996), pags. 28-46.

(seccion N10). Précticas de célculo numérico con Matlab, por C. Montes y
M. de los Angeles Navarro, Bol. Soc. Puig Adam 42 (1996), pags. 47-64.

RECENSIONES PUBLICADAS EN ZDM
VOL 28 (15) DE 1996

(seccion G40). Las mediatrices de un tridngulo y su relacién con las media-
nas, por J. B. Romero Mdrquez y M. Angeles Lopez, Bol. Soc. Puig Adam
43 (1996), pags. 78-83.

(seccién H40). Implementacién de un paquete de dibujo de grupos cristalo-
graficos planos, por M. Garbayo Moreno y E. Roanes Lozano, Bol. Soc.
Puig Adam 43 (1996), pdgs. 71-77.

(seccion H60). Estudio de transformaciones lineales de R3 con sistemas de
computo algebraico, por E. Roanes Lozano y E. Roanes Macias, Bol. Soc.
Puig Adam 43 (1996), pdgs. 40-60.

24

#3302

#3087

(seccion K20). Los elernos cuadrados mégicos, por C. Romo Santos, Bol.
Soc. Puig Adam 43 (1996), pags. 61-70.

(seccion F50). Procedimientos para lograr aproximaciones de distintos irra-
cionales algebraicos, por J. Peralta, Bol. Soc. Puig Adam 43 (1996), pags.
26-39.

Copias de las recensiones estdn en nuestra Sociedad, a disposicion de los interesados.
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Notas breves CONTESTADOR AUTOMATICO

Se recuerda que en nuestra sede existe un contestador automdtico conectado al teléfo-
no 394 62 48.

CALENDARIO MATEMATICO (Curso 96-97)

En la misma linea que los calendarios que posiblemente visteis en la revista SUMA
anterior al nimero 20 y en la misma que los calendarios que suelen aparecer en revistas
como Mathematics Teacher, y con la mayoria de [os problemas originales, o al menos sin
haber aparecido en otros calendarios, Floreal Garcfa Alcaine, del Centro de Profesores de
Castelldn, ha coordinado el trabajo de varios profesores de Matematicas —la mayorfa de la
Comunidad Valenciana— y, con la colaboracién de S.M., han editado un calendario en el
que, desde Septiembre del 96 a Junio del 97, aparecen unas 300 cuestiones, entre proble-
mas —la mayorfa— paradojas, datos histéricos, etc., que pueden conseguir que nuestros
alumnos —fundamentalmente los de secundaria— se animen a trabajar sobre matemadticas
que se salen algo de las rutinas de clase.

Aparte de la suerte que supone para nosotros, los profesores, tener un material con
estas caracteristicas, nuestros alumnos, si lo desean, pueden participar en un concurso a
nivel nacional que, apoyado en este calendario, han preparado los organizadores del
mismo.

Todos los miembros de la Sociedad Puig Adam podéis disponer de él, gratis, sin més
que solicitarlo por escrito a la direccién de nuestra sociedad.

Con esta nota, quiero animaros a que lo piddis, asf como agradecer a Floreal Garcfa
Alcaine su fantéstica disposicién a enviarnos el material en cuanto le fue solicitado y feli-
citarlo por su magnifico trabajo.

Joaquin Herndndez Gomez

A DONDE DIRIGIR LA CORRESPONDENCIA

Nuestro antiguo apartado estd fuera de servicio, por lo que se recuerda a nuestros
consocios, y a cualquier otra persona, que toda la correspondencia que desee enviarse a la
sociedad debe dirigirse a la sede de la misma:

Sociedad “Puig Adam” de Profesores de Matematicas
Facultad de Educacién (despacho 3517)

Paseo Juan XXIII, s/n.

Ciudad Universitaria

Madrid-28040
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Un algoritmo nuevo
para una aplicacién conocida

Leo Klingen

Bonn (Alemania)

Abstract

The currents that go across a network of n electric resistances can be
computed applying Kirchhoff’s laws. The resultant linear system has n
e_qllmtions and n unknowns, and it can easily be solved with the help of a
Computer Algebra System. Usually, to solve this linear system, anxn
matrix would be considered. Buf in this article, an approximate method
of resolution by iteration, that only needs to deal with a n-vector. is
described. Moreover, it can be implemented even on a prc)grammaxiﬁlt‘
pocket-caleulator. Its didactic interest is emphasized along the article.

Nota de los editores:

En nuestra seccién dedicada a colaboraciones de profesores extranjeros, conta-
mos en este nimero del Boletin con este articulo del Catedratico de Secundaria
aleman Dr. Leo Klingen. El mismo nos lo envié escrito en nuestro idioma (ha
ensefiado Matematicas en Sudamérica durante varios afios).

El prestigioso profesor Klingen estd muy interesado en el uso de Sistemas de
Cémputo Algebraico en Educacién Matematica. Fruto de esa dedicacidn es el libro
titulado ” Atlas mathematischer Bilder”, publicado por Addison-Wesley en 1996 (y
resenado en el nimero 44 de nuestro Boletin)

El redactor de este mimero del Boletin se ha encargado de subsanar los pequenos
errores ortograficos y sintdcticos de la versién original del articulo del profesor Klin-
gen, asi como de detallar algunas cuestiones del planteamiento electrotécnico del
problema, con objeto de facilitar su lectura a la mayorfa de nuestros socios, profe-
sores de Matemdticas (no de Fisica).

28

Introduccion

En principio, dos resistencias eléctricas pueden ser conectadas en serie
o en paralelo. De modo mas general, n resistencias pueden conectarse for-
mando una red (plana o incluso tridimensional) de nudos y mallas. Las in-
tensidades de corriente eléctrica que las atraviesan y las tensiones correspon-
dientes pueden ser calculadas aplicando las dos leyes de Kirchhof:

i) en cada nudo la suma de las corrientes orientadas es nula

ii) en cada malla cerrada la suma de las tensiones (calculadas segin la ley

de Ohm) es nula

Resulta as{ un sistema de ecuaciones lineales, que se resuelve aplicando los
métodos usuales del Algebra Lineal. Con ayuda de un Sistema de Computo
Algebraico las soluciones pueden ser calculadas de modo cémodo y rapido.

Si es n el ndmero de resistencias, ello requiere trabajar con una matriz de
n X n elementos. En este articulo se describe un nuevo método aproximado de
resolucién por iteracién, que sélo requiere trabajar con un n-vector y puede
ser implementado incluso en una calculadora de bolsillo programable.

La idea consiste en elegir una senda inicial, que conecte la entrada con la
salida de la red. Como situacién inicial, se supone que todas las resistencias
situadas en dicha senda inicial son recorridas por la misma intensidad de
corriente y por todas las demds resistencias no pasa corriente. Es claro que
en esta situacién se verifica la primera de las leyes de Kirchhoff.

A continuacién, se aplica la segunda ley de Kirchhoff a cada una de las
mallas, pero introduciendo una correccion en la corriente que atraviesa dicha
malla. Las correcciones previamente efectuadas influyen en las correcciones
siguientes, debido a que hay resistencias comunes a mas de una malla. Des-
pués de efectuar cada correccién en la corriente, sigue verificandose la ley ¢
de Kirchhoff en cada nudo.

Al terminar con la dltima malla, el proceso de iteracién comienza de
nuevo. El proceso es convergente, porque en cada paso de iteracién la co-
rreccién de corriente resulta ser una fraccién propia de la anterior (como
puede comprobarse), de modo que los valores absolutos de las correcciones
decrecen de manera mondtona.

Aunque la notacién del proceso general que describe estos hechos no es
cémoda, su aplicacién a casos concretos es muy sencilla, como se verd en los
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ejemplos que se proponen. Existen varias generalizaciones interesantes del
proceso, que también son ttiles en aplicaciones técnicas.

El interés didactico del proceso es doble. De una parte, la idea ha sido
tomada a partir de una situacién real del mundo de la Fisica. De otra parte,
se presta a realizar practicas escolares de comprobacién mediante experimen-
tos reales (y baratos) con pequefias resistencias de carbén.

1 El puente de Wheatstone

La conexién de resistencias mas simple, que no puede ser considerada

como conexion en paralelo o en serie, es el puente de Wheatstone, que aparece
en la figura 1.

Figura 1

Los electrotécnicos usan esta conexién para la medicién de resistencias,
inductancias y capacidades de componentes electrénicos, por comparacion.
De acuerdo con la figura 1, existe equilibrio en el puente (esto es, la corriente
i3, que pasa por la resistencia 73, es nula), si son iguales los potenciales en
los nudos A y B, lo cual ocurre si se verifica la relacién 71 : 74 = 72 : 75 en
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los valores de las otras resistencias.
Volviendo al caso general, al aplicar las leyes de Kirchhoff al puente de la
figura 1, se obtiene el sistema de ecuaciones siguiente

1143 —14=0
12—13—-15=0
i+ib=1 (1)

rl-11—-72-92—-73-13=0
r3-13+r4-14—-7r5-15=0

Las tres primeras ecuaciones se han obtenido aplicando la ley ¢ de Kirchhoff
a los nudos A, B y C, respectivamente (teniendo en cuenta el sentido de
corriente elegido en cada tramo). Se ha omitido la correspondiente al nudo
D, ya que daria una ecuacién linealmente dependiente de aquellas tres. Las
dos tltimas ecuaciones se han obtenido aplicando la ley i7 de Kirchhoff a las
mallas ABD y ABC, respectivamente (teniendo en cuenta los sentidos de las
corrientes).

El problema también admite otra interpretacién no eléctrica. En una
zona turistica de esqui hay 4 estaciones en alturas diferentes (nudos), conec-
tadas entre si por 5 pistas que soportan corrientes de turistas. Las leyes de
Kirchhoff se interpretan asi:

i) cada turista que llega a una estacion tiene que dejar la misma rdpidamen-
te, porque las estaciones son demasiado pequerias

i) en cada camino circular, donde la salida y el destino coinciden, no se
puede ganar altura, aunque las estaciones estén situadas en alturas diferen-
tes y las pistas tengan cambios de nivel positivos o negativos diferentes

Para resolver el sistema lineal (1), el matematico aplica su propio método.
Este sistema no homogéneo de ecuaciones lineales puede expresarse matri-
cialmente en la forma

donde
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1 0 1 -1 0 11 0
0 1 -1 0 -1 12 0
R=10 0 0 1 1 , v=|13 , w=| ¢
rl —r2 -1r3 0 0 14 0
0 0 r3 —r4 -—-rb 15 0
siendo su solucién
v=R1 w

Con ayuda de un Sistema de Computo Algebraico se obtiene comodamente
su solucién simbélica:

, i(r2(r3 + r4 + r5) 4 r375)

= r1(r3 + r4 + r5) + r2(r3 + r4 + r5) + r3(rd + r5)
. i(r1(r3 4+ rd + r5) 4+ r3r4)

12 = 1(r3 + rd + r5) + r2(r3 + r4 + 75) + r3(rd + r5)
. i(r1r5 — r2r4)

13 = 103+ rd 1 r5) + r2(r3 + r4 + 75) + r3(rd + rb)
. i(r1r5 + r2(r3 + r5) + r375)

= r1(r3 4 r4 + r6) + r2(r3 + r4 + r5) + r3(rd + r5)
i5 = i(r1(r3 + r4) + r4(r2 4 r3)

= 71(r3 + rd + rB) + r2(r3 + r4 + rb) + 3(rd + r5)

En la tercera igualdad se reconoce facilmente la condicién para el equilibrio
del puente (i3 = 0, si 7175 =r2.r4).
Si, en particular, para las resistencias se toman los valores
rl=1,r2=2,r3=9,rd=2,r5=4 (2)

se obtiene la solucién v = (2/3,1/3,0,2/3,1/3)i, como cabia esperar.
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2 Una segunda vision del puente de Wheatstone

El método anterior usa el algoritmo de diagonalizacién de Gauss (in-
version de la matriz), necesitando para, por ejemplo, una red de 100 resisten-
cias (es decir, en caso de 100 variables), una matriz de 10000 elementos. Es
cierto que muchos de esos elementos son nulos, pero los métodos especiales
para matrices con muchos ceros no suelen ser conocidos por los alumnos.

Vamos pues a aplicar al puente de Wheatstone el método de aproxi-
macién citado en la introduccién. Comenzamos eligiendo una senda inicial,
que conecte la entrada con la salida de la red. Como situacién inicial, se
supone que todas las resistencias situadas en dicha senda inicial son recorri-
das por la misma intensidad de corriente y por todas las demds resistencias
no pasa corriente. En la figura 2 se muestran esquemdticamente tres posibles
modos de elegir la senda inicial, entendiendo que la corriente fluye iinicamente
por las lineas de trazo continuo, no pasando corriente por las lineas de trazo
discontinuo.

¢

Figura 2

Notemos que en la situada a la derecha hay dos salidas de corriente.
Es claro que existen mds posibilidades para elegir la senda inicial, pero en
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cualquiera de ellas se verifica la primera de las leyes de Kirchhoff.

A continuacién, se aplica la segunda ley de Kirchhoff a cada una de las
mallas, pero introduciendo una correccién en la corriente que atraviesa dicha
malla. A partir de la cuarta ecuacién del sistema (1), relativa a la malla ABD
de la figura 1, introduciendo la correccién § en la corriente que atraviesa dicha
malla, se tiene

—(l =614+ (124624 (134+6)r3 =20

donde los signos que preceden a é vienen impuestos por los sentidos elegidos
en cada tramo para las corrientes (mds adelante se insistira el mecanismo de
eleccién de signos). De aqui resulta

1T — T2 — 4aTa
1+ re g

6=

(3)

Después de esta primera correccién, la ley i de Kirchhoff sigue siendo verifi-
cada en todos los nudos de esta primera malla ABD, segiin puede compro-
barse, mediante simple cdlculo mental o manual. De modo andlogo, a partir
de la quinta ecuacién del sistema (1), relativa a la malla ABC de la figura 1,
introduciendo la correccién é1 en la corriente que atraviesa dicha malla, se

obtiene : . )
1575 — 1303 — 1474

3+ 14 + 75 )
Notemos que la corriente ¢3 interviene tanto en la malla superior, AB D, como
en la inferior, ABC. Por ello, la corriente en el tramo AB es corregida dos
veces. Notemos que ahora la ley i1 de Kirchhoff es verificada en la malla ABC,
pero ya no en la ABD. En este estadio repetimos el mismo algoritmo de
nuevo. Se puede demostrar que las correcciones bajan con valores monétonos;
por eso termina el algoritmo.

A continuacién se explicita el algoritmo, para el caso en que la senda
inicial elegida sea la de la izquierda de la figura 2, al que corresponden las
siguientes intensidades de corriente (supuesto que es 1 la intensidad de co-
rriente total)

0l =

1:1 = 1,1;2 = 0,2.3 = 1,i4 :0,i5 =1

por lo que se introduce {1,0,1,0,1} como valor inicial del vector, v, de in-
tensidades de corriente. Por otra parte, para el caso en que los valores de las
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resistencias sean los indicados en (2), la correccién 6, calculada en (3), queda,
(i1 —2iy — 9i3)/12, por lo que se introduce (v[1] — 2 v[2] — 9 * v[3])/12 como
valor de é (nétese que v[1] es la componente 1 del vector v, de intensidades
de corriente, v[2] la componente 2, como valor de § (nétese que v[1] es la
componente 1 del vector intensidades, v[2] la componente 2, es decir 2, etc).
A continuacién, se han de tomar v[1] - 6, v[2] + 6, v[3] 4+ 6 como nuevos valores
respectivos de v[1], v[2] y v[3].

Por otra parte, para el caso en que los valores de las resistencias sean los
indicados en (2), la correccion 61, calculada en (4), queda (4i5 — 2iq — 943)/15,
por lo que se introduce (4 * v[5] — 2 * v[4] — 9 % v[3])/15 como valor de §1. A
continuacion, se han de tomar v[3] + 61, v[4] + §1,v[5] — 61 como nuevos va-
lores respectivos de v([3], v[4] y v[5], con lo que termina el proceso iterativo.

Se puede implementar el algoritmo en la pequeiia computadora TI-92.
Por razones de control, se ha elegido una construccién de tipo FOR para el
proceso iterativo (aunque, naturalmente, se puede preferir una construccién
de tipo UNTIL, usando el valor absoluto de una de las correcciones, o de
ambas correcciones):

tkorr()

:Prgm

{1,0,-1,0,1} — v

:Input " Zahl der Iterationen " n
:For i,1,n,1

- (v[1]-2%v[2]-9%[3]) /12 — &
:v[1]-6 — v[1]

: v[2]46 — v][2]

: V[3]+6 — v[3]

: (4*v[5]-2*v[4]-9*v[3])/15 — 61
D v[3]461 — v[3]

: v[4]+61 — v[4]

: v[5]-61 — v[5]

:EndFor

:D?sp {v[1].v[2],v[3]}

:Disp {v[4],v[5]}

:EndPrgm
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3 Generalizacién para una red grande

En contraposicién al método de Gauss, el nuevo algoritmo descrito opera
solamente con el vector de las intensidades de corriente, lo que permite tra-
bajar con redes mayores (con mas variables).

i/

o

5 \ A

Figura 3

La figura 3 muestra el caso de una red con 10 variables. Sus seis nudos
se han denotado A,B,C,D, E,F. Las lineas continuas muestran la senda
inicial elegida. De modo andlogo al indicado en el apartado 2, se puede
aplicar la ley i de Kirchhoff a los nudos A, B,C, D, E y la ley ii de Kirchhoff
a las mallas ABF,ACB,CDB,DEB, EF B, para obtener un sistema lineal
similar al (1), pero ahora con 10 ecuaciones y 10 incégnitas. Si, en particular,
se toman para las resistencias los valores siguientes

rl=1r2=2,r3=9,714=2,7r5=4

6 =05,r7=8,r18=1,r9=3,710=7
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la matriz R resulta ser

/1 0 1 -1 0 0 0 0 0 0
0 1 -1 0 -1 0 -1 0 1 0
o0 0 1 1 -1 0 0 0 0
0 -0 -0 0 0 1 1 -1 0 0

R0 0 0 0 0 0 0 1 -1 -1

=1 -2 =9 0 0 0 0 0 0 0
0 0 9 2 —4 0 0 0 0 0
0O 0 0 0 4 5 -8 0 0 0
o0 0 0 0 0 8 1 3 0
\0 2 0 0 0 0 0 0 -3 7)

A continuacién se muestran los resultados obtenidos, en primer lugar,
después de 20 iteraciones, y, luego, después de 25 iteraciones. Se puede asi,
observar experimentalmente la convergencia de este proceso de iteracién:

20

{.329811 .422975 -.05736}

{.272451 .005158 .279608}
{.178328 -.542064 -.29485 -.247214}
Zahl der lterationen

25

{.329789 .422991 -.057356}
{.272433 .005164 .279597}
{.178329 -.542074 -.294853 -.24722}

4 Sentido de las corrientes y otras consideraciones

En el ejemplo anterior, la orientacién de las corrientes fue elegida de
manera arbitraria. En consecuencia, los signos en las correcciones de las co-
rrientes también parecen poco sistematicos.

Para el caso de la red de la figura 4, se pueden elegir las orientaciones
sistemdticamente, de modo que aparezcan signos + en todas las correcciones.
Pero esto no es posible en otros casos, como, por ejemplo, para la red de la
figura 5, para la de la figura 3, o en caso de redes tridimensionales. Por
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tanto, no puede eludirse el tener que tomar signo —, cuando se encuentra
una orientacién en sentido contrario (comparar el programal).

Figura 4

Figura 5

Notemos también que en las redes planas se puede omitir la ecuacién
relativa a uno de los nudos y en las redes tridimensionales (por ejemplo, un
tetraedro de resistencias) se puede, ademds, omitir la ecuacién relativa a una
de las mallas.

Al efectuarlas correcciones, se garantiza asi la validez de la ley ¢ de Kirch-
hoff, ya que en una malla en cada de sus nudos entra y sale una lfnea. Natu-
ralmente se pueden automatizar las correcciones y usar un inico subprograma
para ellas. Asi se pueden resolver redes con 100 resistencias y atin mds con
una computadora de bolsillo. Para ello se define una funcién signum(), que
de valor cero para el argumento cero y resistencias negativas en casos de
orientacién contraria, lo que permite incluir todas las combinaciones de sig-
nos en un subprograma general.

La iteracion es convergente, no sélo cuando la caida de las tensiones en
las lineas es lineal (ley de Ohm), sino también cuando es cuadrdtica. Una
ley de aproximacién similar es aplicable a liquidos y gases fluyendo por tu-
berias. Por ello, los ingenieros pueden usar este algoritmo para la simulacién
de flujos en tuberias petroliferas. Asi, pueden estudiar las consecuencias que

acarrearia la puesta en servicio de nuevas tuberfas, al ser incorporadas a las
redes de tubos ya existentes, sin necesidad de llegar a remover tierra para
realizar su instalacién. Ahora bien, en este caso cuadrético (no lineal) es pre-
ciso tener en cuenta la orientacién del flujo, mediante una funcién signum()
adicional, ya que un sélo signo ” — 7 se pierde al elevar al cuadrado. En esos
casos varias entradas y varias salidas son frecuentes, como ocurre en el caso
de la red eléctrica de la siguiente figura 6.

D

)/ /u\\"?\

4 N\
'

Figura 6

En estos casos, de varias entradas y salidas, se puede también aplicar
el principio de superposicién de Helmholtz, efectuando los calculos para dos
redes y sumando los resultados.

Desde un punto de vista estrictamente matematico, se puede probar
la. convergencia con otras relaciones de dependencia mdas generales que la
cuadrdtica, que, en principio, no tienen aplicacién en la Fisica o en la Técnica.
Por ejemplo, en caso de relaciones exponenciales, o incluso de estas combi-
nadas con relaciones cuadraticas.
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5 Apéndice

Presentamos finalmente el programa k! (Main program) con el subpro-
grama k(a,b,c,x,y,2), donde los valores paramétricos z,y,z significan los
valores de las resistencias en una malla triangular y los valores a,b,c los
indices de los conductores que toman parte en la misma. El programa prin-
cipal se refiere aquf al puente de Wheatstone. Para cada malla, es necesaria
una dnica llamada al subprograma.

k1()

:Prgm

+{1,0,-1,0,1} — s

:Input " Zahl der lterationen " ,h
:For ii,1,h,1

: k(1,2,3,-1,2,9)

: k(3,4,5,9,2,-4)

:EndFor

:Disp s[1],s[2],s[3]
:Disp s[4],s[5]
:EndPrgm

:k(a,b,c,x,y,2)

:Prgm

: -(x*s[a]+y*s[b+z*s[c])/(abs(x)+abs(y)+abs(z)) — d
. s[a]+d*sign(x) — s[a]

. s[b]+d*sign(y) — s[b]

: s[c]+d*sign(z) — s[c]

:EndPrgm

Zahl der Iterationen
20

666667

333333

.15309E-8

666667

.333333
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6 Conclusiones didacticas

Para los estudiantes, la comparacién de los métodos de Gauss y de itera-
cién es interesante. Por el método de Gauss se ha de resolver un sistema de
ecuaciones que implica trabajar con una matriz cuadrada n X n, mientras que
con el nuevo algoritmo de aproximacién iterativo aqui propuesto, solamente
el nimero de mallas es decisivo.

Adem3s, los alumnos pueden realizar experimentos reales construyendo
redes de resistencias de carbon. Se puede organizar el trabajo de preparar la
red, soldando con estafio, por grupos de alumnos, y terminar acumulando los
resultados obtenidos por los distintos grupos. Para tomar medidas, sin cortar
la red, es preferible medir las tensiones parciales, en vez de las intensidades
de corriente.

Hay alumnos que prefieren el trabajo de organizar la informacién, arre-
glando matrices redundantes de corrientes, mallas y nudos, con la posibilidad
de comprobar los datos mutuamente.

El objetivo fundamental es hacer entender que el descubrimiento mate-
matico de un hecho sometido a las leyes de la fisica es eficaz. La historia
de las matemadticas muestra muchos ejemplos famosos andlogos. Aqui hemos
presentado un ejemplo moderno.
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Abstract

T - -

1 Introduccién

Recientemente, los dos primeros autores han trabajado sobre diagnésis
de motores de induccién eléctricos (andlisis espectral de la corriente del es-
tator) y reduccién de vibracién y ruido de mdquinas eléctricas. En estas
dos cuestiones tienen lugar complicadas interacciones de los armdnicos espa-
ciales del campo magnético. En los modelos matematicos de estos fenémenos
aparece ([2],[6]) la siguiente ecuacién diferencial ordinaria de primer orden
con coeficientes trigonométricos

d
[ao + ay - cos(wt + az)] - 7 (t) =

[Bo + b1 - cos(wt + by)] - y(t) + ¢1 - cos(wit + ¢2) (1)

donde aq, a1, az, Bo,b1,b2,¢1,c2,w y wy son constantes reales, t es la variable
independiente (tiempo) e y = y(t) es la funcién.

En [3] se da el método general mediante una aproximacién a la solucién
general del problema de Cauchy, consistente en la ecuacién (1) y la condicién
inicial por la que se asigna un valor a la funcién en el instante inicial ¢ = 0.
La integral general describe las componentes transitorias de las corrientes
eléctricas. En este articulo nos ocupamos de la determinacién de las compo-
nentes estacionarias. Ello significa que hemos de considerar integrales par-
ticulares de la ecuacién (1).

Los dos iultimos autores, habituales trabajadores en cuestiones de Apli-
caciones de Matematica Computacional, se han ocupado de automatizar la

The study of levels of vibration and noise of electrical induction
motors leads to mathematical models in which appears an ordinary dif-
ferential equation of first order with trigonometric coefficients. It can
be replaced by an infinite system of differential equations with constant
coefficients. A method which produces an analytic expression appro-
ximating the exact solution is described. This expression is a sum and
its components are determined by the solution of a system of linear
algebraic equations, which is solved with the help of a computer algebra . ., , o
system. En adelante, manejamos la ecuacién (1) en la linea de sustituirla por un

sistema infinito de ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes.

En este propdsito, expresamos todos los cosenos por funciones exponen-

resolucién del sistema de ecuaciones algebraicas lineales a que conduce la
solucién aproximada de (1), descrita en este articulo, utilizando para ello un
sistema de cémputo algebraico.

2 Eliminacion de los coeficientes trigonométricos

*e-mail: amarlew@math.put.poznan.pl
te-mail: amarlew@math.put.poznan.pl
Ye-mail: eroanes@eucmos.sim.ucm.es
Ye-mail: eroanes@eucmos.sim.ucm.es

42 43



ciales y denotamos

1 1, 1
@ = g e By = §b1 el = 3¢ Lo

donde j es la unidad imaginaria (j := v/—1). La conjungacién convierte a
estas cantidades en a_1, f-1 ¥y 7—1, respectivamente. Esta es la razén por
la cual nuestra ecuacién se convierte en la siguiente

. d
(00 + a1t + a_ge™¥t). ay(t) =

(Bo+ B1e?™" + B_1e73%) - y(t) + ¢o (2)
donde .
co 1= 1671 + 1IN, (3)
Para cualquier nimero entero, n, definimos
¢n = co €™ g = go - ™ (4)

donde yo := y(t).
Ahora hacemos uso de la relacién

d d

eJPWt . ayo = &Iyp - JW Up o (5)

la cual es cierta para p € {—1,0,1}, y escribimos de nuevo la ecuacién (2) en
la forma

—1dt3/—1 odtyo aldtyl .
(B-1 = jwa_1)y-1 + Boyo + (B1 + jwoa)y1 + co (6)

La relacién (5) puede ser extendida para cualesquiera valores enteros de los
pardmetros n y s:

d

el Eys = :ﬁyn+s = JNW * Ynts- (")

Multiplicando ambos miembros de la ecuacién (6) por et y teniendo en
cuenta (7), obtenemos el sistema infinito formado por las ecuaciones

Pn-1Yn—-1+ bnyn + Vny1Ynt1 = €0 , n=..,-2,-1,0,1,2,...  (8)

donde
= oy (=)o b = a0 () v = e (=) =B
Un 1= 0 i Jnw -1; Op 1= Qg p Jnw 0 Vn 1= a1-{ Jnw 1

El sistema de ecuaciones diferenciales (8) es lo que buscadbamos en esta parte.

3 Determinaciéon de una aproximacion de la solu-
cion particular

Las férmulas (3) y (4) dicen que los términos libres en el sistema (8) son

de la forma
Cn = ,ylej(wl +nw)t + 7le—j(w1—nw)t_

Ello prueba que ¢_,, = €, y conduce a la idea acerca de la expresién de la
integral particular. Esa es la razén que nos hace suponer que tal integral sea
de la forma

o]
W)= Y (a4, ittt 9)
n=-—0oo

Con objeto de determinar las amplitudes complejas Y,,, remitimos al principio
de superposicién, que es bien conocido en electrotecnia tedrica (ver [1, pag
94], por ejemplo). Este teorema permite analizar circuitos complicados de
lineas eléctricas mediante tratamiento separado de respuestas individuales
(voltajes o intensidades de corriente) producidas por cada fuente indepen-

diente actuando sdla.
Comencemos con la amplitud Yy correspondiente a la pulsacién w;. Para
nuestro propdsito, suponemos que la tdnica funcién forzada es ¢, no habiendo
ninguna otra fuente activa. En consecuencia, la ecuacién (8) toma la forma

Un—1Yn—1 + Un¥n + Wnt1¥nt1 = 71671,,0 (10)
donde
Un 1= Ja_1(w1 —nw)—P_1; vn = Jag(wr —nw)—Po; wp i= jar(wr —nw)—

¥ 6« es la funcién delta de Kronecker.
Las ecuaciones (10) forman un sistema tridiagonal infinito. En este sis-
tema todas las variables ¥, son auxiliares, excepto yo = Yp.
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El razonamiento indicado anteriormente sigue siendo valido para una am-
plitud arbitraria Y, correspondiente a la pulsacién w; + nw. Ello nos lleva al
sistema

Ustn—-1Yn—1 T Vstn¥n + Wetnt1Ynt1 = 7163+n,0 (11)

En el sistema s-ésimo todas las cantidades y, son auxiliares, excepto yo =
Y (s=..,-2,-1,0,1,2,...).

Observemos que cada uno de los sistemas (11) tiene la misma matriz
infinita de coeficientes. Dos sistemas sucesivos cualesquiera, el s-ésimo y el
(s+1)-ésimo, difieren sélo en el cambio por 1 de todas las filas de esta matriz
tridiagonal infinita. Un cambio similar se verifica en sus términos libres. En
otras palabras, dos sistemas (8) cualesquiera sélo difieren en los nombres de
las incégnitas. Esta observacién lleva a la conclusién de que las amplitudes
Y, satisfacen el sistema formado por las ecuaciones

W_(n—1)Yn-1 +v_nYn+u_(n+1)Yn+1 =Y1bppo,n=..-2,-1,0,1,2,... (12)

Es este un sistema tridiagonal infinito de ecuaciones algebraicas lineales con
coeficientes constantes. Lo reducimos a un sistema finito, suponiendo que
Y, = 0 para n < —m y n > m, siendo m un nimero natural fijo arbitraria-
mente elegido. Por tanto, no buscamos la solucién exacta de la forma (9),
contentandonos con la aproximacién de 2m + 1 términos:

y(t) = i [Ynej(w1+nw)t+?'ne—j(w1+nw)t]

En la préctica, el grado de esta aproximacién (esto es el truncamiento de
error) ha de ser controlado.

4 Calculos practicos

El sistema de cero-sucesiones del motor trifasico de induccién de jaula de
ardilla es satisfecho por las relaciones [4]:

4
dt
Ps = Lsis + M - cos3(wt + @o) - tr; ¥r = Lriy + M - cos3(wt + ¢o) - is

d
Ys = —Rsts + Upy - cos(wlt + 7), Eilbr = —Ryi, (13)
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donde 9, , ¥, e i, 1, son los flujos concatenados y las intensidades de corriente
del estator (s) y del rotor (r), Rs, Ry y Ls, L, las resistencias y las inductancias
del estator (s) y del rotor (r), con devanado o arrollamiento de fase, M el valor
maximo de la inductancia mutua entre el estator y el rotor, con devanado
o arrollamiento de fase, w la velocidad del rotor, U,,,w;,7 el maximo valor,
la frecuencia angular y la fase inicial del voltaje de arranque, ¢g la posicién
angular del rotor en relacién con el estator en el instante inicial ¢ = 0.
Encontramos las componentes estacionarias de la corriente del estator,
ts, y de la corriente del rotor, ¢,, por medio del método presentado en este
articulo. Por ejemplo, las soluciones de la forma (9) son ahora las series

)
Ys = Z [06” . ej(w1+6nw)t + Ty, - e—j(w1+6nw)t]

n=—oo

b= Y [ponca- PO L g qmilatonl] (1)

n=—0oo

El sistema resolvente de ecuaciones algebraicas lineales (11) toma ahora la
forma:

—
—
~—
e
e
—

0 0 0 0O 0 0 0 P—9 0

0 Cs A D_g O 0 0O 0 o0 0 06 0

0 0 C_3 B_3 D_3 0 0 0 0 0 pP-3 0

0 0 0 Co Ao Do 0 0 0 0 oo | | U

0 0 0 0 C3 B3 D3 0 0 0 P3 - 0

0 0 0 0 0 Ce A Dg 0 0 o 0

0 0 0 0 0 0 Cog By Dg O P9 0
\ / \ ../ \.)
(15)

donde

,1 T
U =5 mel? . M = -2-Me’3¢°

C = M’j(wl +kw) , Ag:= Lsj(w + kw) + R,
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By = Lyj(wy + kw) + By , Dy i= M j(wy + kw).

Si hacemos p, = o, = 0 para |¢| > 15, reducimos el sistema (15). La solucién
de este sistema estd formada por los valores p_15,0_12,p-9,....., P9, 012, P15.
Los médulos de estos valores determinan las longitudes de las barras mostra-
das en las figuras 1 y 2.

1.0 1.0
0.8 a3l 5.8+ b)
0.6 0.6
0.47 0.4
0.2 l 0.21 |
N I P S
100 400 7?00 fIHz] 50 100 150 200f[Hz]
Figura 1

Concretamente, la figura 1 muestra el espectro de componentes de la
corriente del estator, para velocidades del rotor w = w; (fig 1 a) y w = 0.2w,
(fig 1 b), mientras que la figura 2 muestra el espectro de componentes de la

corriente del rotor, para velocidades del rotor w = wy (fig 2 a) y w = 0.2w,
(fig 2 b).

ir ir
0.6 0.6
a) b)
0.4 0.4
0.21 0.2
! | [ | I . + L
100 400 700 fILHz] 50 100 150 200f[H=z1
Figura 2
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Esas barras han sido dibujadas correspondiendo a las frecuencias (wy +
6nw)/(27) en caso de corriente de estator y (w1 + (6n — 3)w]/(27) en caso de
corriente de rotor.

En la figura 3 se representan las componentes del espectro de componentes
del par electromagnético, para velocidades del rotor w = wy (fig 3 a), w =
0.6w1 (fig 3 b), w=0.4w7 (fig3c)yw=02w (fig3d).

0.5 0.5

0. 44 a) 0.4 b)

0.37 0.371

0.2 0.2

0.1 | | 0.11 | I |

| | _ _ 6.0 A | .

0'oo 200 400 600 fHz] 200 400 flHz]

0.4 0.47"
c) d)

0.37 0.37

0.2 0.2

0.1 | | 0.1

IO 1 U 1 O N N I B B .

° 0o 100 200 300 flHz] 100 200 flHz]
Figura 3

Los célculos han sido hechos para un motor de induccién de jaula de
ardilla trifasico, trabajando con los siguientes valores: potencia: 5.5kw de
potencia, voltaje de 380V, frecuencia de 50H z; resistencias: R, = 0.799,
R, = 0.11Q; inductancias: L; = 0.0217H, L, = 0.00228 H; valor miximo de
inductancia mutua: M = 0.00586H.

El par constituye una propiedad importante de un motor; su par pulsato-
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rio informa acerca de la intensidad de vibraciones electromagnéticas. El par
estd relacionado con las corrientes i, e i, mediante la férmula [4]:

m=-=3p-M - is-i, - sin3(wt + ¢o)

donde p es el nimero par polar del motor. En el ejemplo ilustrado en la
figura 3 su valor era 2p = 4.

5 Automatizacion de calculos

Para resolver el sistema lineal (15) es aconsejable ayudarse de un sistema
de computo automatico. Vamos aquf a describir como hacerlo con ayuda del
sistema Maple (release 4). Por brevedad, nos limitaremos al caso de sélo tres
variables.

Comenzamos asignando los valores de U’y M', que notamos, respectiva-
mente Uu y Mm (por no admitir el sistema la notacién ”prima”), asi como
los valores de C, Ak, B, Dk, que por ser funciones de la variable entera k,
los notamos C(k), A(k), B(k), E(k), respectivamente (se ha sustituido D por
E, por ser D variable reservada en Maple):

> Uu:=(1/2)*U[m]*exp(I*gamma);
Uu := % el
> Mm:=(1/2)*M*exp(I*3*phi[0]);
Mm = %* M % 3o
> C:=k-> Mm*I*(omega[1]+k*omega);
C:=k — IMm(w; + kw)
> A:=k-> L[s]*I*(omega[1]+k*omega)+R[s];

A=k - IL,(w1 + kw) + R,
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> B:=k-> L[r]*I*(omega[1]+k*omega)+R[r];
B:=k — IL(w + ko) + R,
> E:=k-> conjugate(Mm)*I*(omega[1]+k*omega);
E :=k — IMm(w; + kw)

Supuesto cargado el paquete linalg de Maple, definimos la matriz cuadrada
y la matriz columna del segundo miembro de (15), que notamos respec-
tivamente mat3 y vec3, y aplicamos el comando linsolve para resolver au-
tomdticamente el sistema, en caso de tres incégnitas:

> mat3:=matrix([[B(-3),E(-3),0],[C(0),A(0),E(0)].[0,C(3), B(3)]]):
> vec3:=vector({[0,Uu,0}):

> linsolve(mat3,vec3);

[ 1 IM%2(-0,+30) (%1 +31L 0 +R) U, "
"2

, %3 ’
(-%1+3IL 0-R)(%1+3IL o+R)U, "
%3 :
1 IM%2 (0, +30) (-%1+31L0-R)U, e(”)]
B %3
%l =1L o,
%2 = e(“%)

%3 =~IM%20, M%2L, -M%20, M%2R +9IM%2 0, M%2L, o’ +21L, 0L

+4L,0 LR -18IL 0 L o*~21L 0,R +2R L' 0, ~4IR,L o, R,
—18R,L 0*~2R R’

En caso de cinco incégnitas, se opera de modo similar (el resultado se omite
por brevedad):
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> mat5:=matrix([[A(-6),E(-6),0,0,0], [C(-3),B(-3),E(-3),0,0],[0,C(0),A(0),
E(0),01,[0,0,C(3), B(3),E(3)1.10,0,0,C(6). A(6)]]):

> vech:=vector([[0,0,Uu,0,0]):

> linsolve(mat5,vec5);

6 Conclusiones

El método descrito en este articulo conduce a una expresién analitica que
aproxima la solucién exacta de la ecuacién (1). Esta expresién es una suma
cuyas componentes se determinan resolviendo un sistema de ecuaciones li-
neales. El nimero de componentes que forman esta suma y, en consecuencia,
la calidad de la aproximacién depende del niimero de ecuaciones del sistema,
(al aumentar este nimero, se consigue més precisién). Gracias a la forma
anaftica de la aproximacién, el ingeniero puede observar, de modo directo,
la influencia de varios pardmetros constructivos sobre las amplitudes y fre-
cuencias de las corrientes y el par. Ello mejora significativamente el proceso
de disefio orientado a construir motores eléctricos con mejores parametros de
explotacién (esto es, con mds bajos niveles de vibracién y ruido).
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Una demostracion del Teorema de Tales

Ricardo Moreno Castillo

LE.S. Gregorio Marafdn
Dpto. Andlisis Matemdtico
Universidad Complutense de Madrid

Abstract

In this note it’s given a demonstration of the Fundamental Theorem of Similarity of
Triangles and, in short, of Tales’ Theorem, based on Pitagoras’ Theorem. This demonstra-
tion avoids any boring consideration about irrationals.

En esta nota se demuestra el teorema fundamental de semejanza de tridngulos y, en
definitiva, del teorema de Tales, basdndose en el teorema de Pitdgoras (*). Como éste se
puede demostrar sin utilizar proporciones (como se hace en los Elementos), la demostra-
cién que damos aqui evita toda consideracidn acerca de magnitudes inconmensurables.

Sea un tridngulo rectdngulo ABC con lados a, by ¢. Trazamos una recta paralelaa b y
tenemos el tridngulo EBD (figura 1). Se trata de demostrar que ABC' y EBD son semejantes.

B
am
cp
D
bn E
c F A
Figura |

(*) La conveniencia de buscar una demostracién de este tipo me fue sugerida por mi compaiie-
ro Méximo Anzola.
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Sean am, bn y cp los lados de EBD, y aplicando el teorema de Pitdgoras a ambos
tridngulos tenemos que:

Q2= b2+ 2 [1]
a?m? = b2n? + c2p? 2]

Trazamos ahora desde D una paralela al lado ¢ y se forma un nuevo tridngulo rectdn-
gulo FDC. Aplicando nuevamente el teorema de Pitdgoras, llegamos a la siguiente expre-
sion:

(a—am)?=(b-bn)?+(c—-cp)?
que, desarrollados los cuadrados y hechas las simplificaciones pertinentes, se convierte en:
a’lm="bn+clp [3]
La condicién de compatibilidad de | [], 2] y [3] es:
| | I

m n pl=0
v

m2  n?2  p?
El primer miembro es el determinante de Vandermonde, que sélo puede ser nulo si
son iguales dos de los tres ntimeros m, n, p. Ahora de [2] se sigue que m = n = p. Conse-
cuentemente ABC y EBD son semejantes.
Si el tridngulo ABC no es rectdngulo, el teorema se demuestra descomponiéndolo en
dos tridngulos que sf lo sean, como se ve en la figura 2.

~

\

Figura 2
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Solucion de algunas ecuaciones diofanticas
por métodos elementales

Juan-Bosco Romero Marquez

1.B. Isabel de Castilla de Avila

Abstract

We solve the diophantine equation y* — x¥ = k(yz — x%), where X, y, z, k are positive
integers with X # y = z, and others like it, using only elementary methods. Other diophan-
tine equations of exponential or algebraic type are solved by use of harmonic-geometric-
arithmetic-quadratic-contraharmonic mean inequalities.

Introduccion

En este articulo presentamos la resolucién de algunas ecuaciones diofdnticas en ente-
ros positivos de tipo algebraico y exponencial, utilizando para elio, los dos siguientes
resultados elementales :

1) Six ey son dos nlimeros naturales positivos, tales que, y — x> 1, entonces entre
ellos, sélo hay un nimero finito de nimeros naturales. (Para un estudio de esta propiedad,
ver [1]y [28]).

2) El teorema de las medias arménica-geométrica-aritmética-cuadrdtica-contraarmé-
nica de dos niimeros reales positivos: Si 0 < a < b, donde @ y b son niimeros reales positi-
vos, entonces

2ab T a+b < [a2+b2  ql+h?
<yfab < —— b
a+b 14 2 \/ 2 = a+b <

La demostracién de este resultado se hace de forma elemental por un célculo alge-
braico directo. Para ver otras demostraciones y otros significados geométricos y las pro-
piedades sobre las medias mirar, 1], [2], [3], [6] y [7].
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Observaciones

Algunas de las ecuaciones diofdnticas que resolvemos y proponemos en la dltima
seccion de este trabajo, es claro que, se podrdn resolver quizds, por otros métodos también
sencillos. He aqui una de las grandezas mds nobles y grandes de libertad que tiene, el pen-
sar, el razonar y el resolver problemas. Otro tanto sucede, a la hora de probar o de refutar
las conjeturas sobre las intuiciones que dan origen a las cuestiones, en forma de proposi-
ciones y teoremas o de contragjemplos que se suscitan y se plantean sobre los distintos
entes de la Matemdtica. También, en la resolucién de alguna ecuacion diofdntica por el
método de las medias pudieran aparecer soluciones enteras negativas o racionales no espe-
radas de acuerdo con la técnica empleada. Habrd que hacer luego un andlisis cuidadoso del
significado algebraico y geométrico de estas soluciones.

Por ejemplo, al resolver la ecuacién diofdntica y3 = x(x + 1) (x + 5) en enteros positi-
vos por el método basado en los principios 1) y 2) anteriores, aparecen como posibles
soluciones, x = -5/6, que nos da solucién para y, en la ecuacién propuesta; y la solucién
racional, x = 1/3, y = 4/3, como se puede comprobar. También, estudiad, los puntos imagi-
narios que pueda poseer la curva algebraica definida por la ecuacién dada.

1. Resultados

En esta seccion daremos los resultados principales de nuestro articulo, y los resulta-
dos previos en los que nos basamos.
Comenzamos, con estos tltimos, enunciando los siguientes lemas:

Lema I -Si x es un nimero real positivo, entonces 1 + x < e,

Demostracion.~Estudiar la monotonfa de la funcién continua y diferenciable, definida por
fix)=e*—1—ux, parax=0.

Lema 2 —Si x es un entero positivo, entonces:

a) 2x+1<2r  (xz3)
by 2 <2 (x=4

Demostracion.—La parte a) del lema se prueba por induccidn, y la parte b) se deduce de a).
Ahora, vamos a dar la demostracion del resultado principal.

Teorema 3 —La ecuacion diofdntica
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Yo =k = 5 1]

donde k, x, y, z son enteros posilivos y x =y # z, no tiene solucién cuando k > [, pero, si
k=1 las unicas soluciones son (2,3, 1) y (3,2, ).

Demostracion=Si (x, y, z) satisface | 1 |, podemos suponer por la simetria entre las incdgni-
tas x € y que y >.x, y pongamos y = x + f dondc ¢ = | es un entero. Usando | 1] y el lema |,
obtenemos

5 R X 1 e t
0<k (.!.-HI) X _ D ——l<(—) L
sl x5 X
que implica necesariamente e/x> 1 y por fo tanto x =1 6 x=2. Six = I, la ecuacion | ] se
reduce a
y=l=k(=1)=k@=1)@—T+y "2+, +y+1) 2]

y por tanto y = 1 es una solucién (para todo z = 1), pero esla posibilidad es excluida por Ja
condicién y = x. Si y> |, la ecuacion |2] da

l=k(ys-l+y:-2+ . +y+ 1)

que es imposible para todo z = 1 cuando & > [, pero para k = 1 esto implica z = 1, que se
excluye de nuevo por la condicién x = z. Si x = 2, la ecuacion | 1] se reduce a

y2 =2V = k(y= - 27) 13]

Como por hipétesis y > x = 2, entonces y= — 2= > 0 para todos los enleros positivos z.
Por el lema 2(b) aplicado a [3], implica y =< 3. Asi y = 3, y [3] se convierte k(3% — 27) =

32-23 = |, que es imposible para todo z = 1, cuando k> 1, pero, si k= 1 deducimos que z = 1.
Por consiguiente, las dnicas soluciones posibles de [1] cuando & = 1 son (2,3, 1) y
(3,2, 1), mientras que para k> I, [ 1] no tiene soluciones.

Observacién~Con un razonamiento analogo probamos que las tnicas soluciones (x, y, z)
positivas de la ecuacion x¥<—y*<=1,(x>y)son (2,1, 1)y (3,2, ).

58

2 Algunos enunciados de problemas sobre ecuaciones diofanticas

En la siguiente seccion damos diferentes ejemplos de ecuaciones diofédnticas con
soluciones en enteros positivos y que, para resolverlas empleamos el conocido teorema de
la medias armonica-geométrica-aritmética-cuadrdtica-contraarmdénica, ya citado en la in-
troduccion de este trabajo, en la forma parlicular siguiente:

. a+b
Lema4.—-a) Si0<a< b, entonces a<Vab < < b.
b) Si0<a<b<c,entonces a < Jabc<u+—c < C.

Para generalizar este resultado para mds variables, ver [6] y [7].
Ejemplos.—Las siguientes ecuaciones diofdnticas no tienen solucién (x, y) para naturales
x,y>1:

a) 2+9=4y,

b) 3 =x(x+2) (x+4).

c) 3x+y)+xy=u2+y2 parax, y>0.

Resolvamos a): x2 = (2%)2 - 32 = (2V - 3) (2¥ + 3), por lo tanto (cuando y > 1) al aplicarlec el
lema 4 , obtenemos

2~V—3<x<% (2" =3) + (2" + 3)| =2,

de aqui x =2V ~2 6 x =2" - |. Como de a) se deduce que x debe ser impar, tenemos por
ello que, x =2 — 1; pero entonces (2¥ — 1)2 + 9 =4Yda 10 = 2%*!, que es imposible.

Observacion: Un andlogo razonamiento permite llegar a las mismas conclusiones sobre
las soluciones en naturales posilivos de las siguientes ecuaciones diofdnticas:

4 1=4 W+ 1=4, 2-4 =],
b) Tenemos que si | < x, y, entonces

B<x(x+2) (x+4) =y
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y por lo tanto por el lema 4

pr— x+ (x R o
x<y:\’.rE_.t'+2)(.r+—i_}<l+“+2]+“+ ]=x+2.

3

deaqui y = x+ 1. Entonces (x+ 1)3 =x (x + 2) (x +4) y operando llegamos a 3x2 + 5x— 1 =0,
que es una ecuacion polindmica que no tiene soluciones enteras,

¢) Supongamos que, 0 <.x <y, por simetria es una solucion de la ecuacidn que esta-
mos considerando. Tenemos entonces los siguientes casos:

1. Si x =y, entonces de 3(x + y) +xy = x2 + y2 obtenemos, 6x + x2 = 2x2, y por lo
tanto, 6x = x2. De aqui, x = y = 6, que es una de las soluciones buscadas.

2. Si0<x <y, es olra posible solucién de c), entonces por el teorema de las medias
armonica-geométrica-aritmética-cuadratica-contraarménica, podemos escribir

xy  x2+y? 2xy
x+y  x+y > X+y

De aqui, llegamos a

xy 2xy
3> m,yporlotan106> Ty > x> 0.

Esto tltimo implica que los valores posibles para x, sonx=1,2,3,4,5.

Probando con cada uno de los valores obtenidos antes para x, en la ecuacion ¢) llega-
mos a que sélo para x = 3, tenemos una nueva solucién entera para la ecuacion dada.

Por consiguiente, y de la simetrfa que hay entre las incognitas x, y, tenemos que las
soluciones de la ecuacién ¢) son : (3, 6), (6, 3), (6, 6).

Otros ejercicios a resolver son los siguientes:

Utilizando el teorema de las medias arménica-geométrica-aritmética-cuadrélica-con-
traarmdnica, encontrar las soluciones en naturales positivos de las siguientes ecuaciones
diofanticas:

+ ’2 2
a) X y+\/xy=x2iyy FRPY Ll

2 2

60

b) \/;x-;yz 2xy /x2;y2

X+y
¢) 2(x+y) +xy=ux%+y2, donde x, y> 0.

Nota~En el libro [16] de A. Faisant, y cuyo titulo es L’equation diophantine du
second degré, se encuentra de forma detallada y completa la resolucién de las ecuaciones
diofanticas de segundo grado, usando las técnicas algebraicas propias y potentes de la teo-
ria de los niimeros tales como las siguientes: las formas binarias y los médulos, las frac-
ciones continuas, los numeros algebraicos, los cuerpos cuadraticos reales ¢ imaginarios, ¢l
ntimero de clases de ellos, los ideales de los cuerpos cuadriticos y otros topicos.

Observacion.—Los libros [4], 5], 81,191, [10],[11], etc., son excelentes. Tratan sobre
la teorfa de niimeros, y en especial, se trata con detalle el tépico de las ecuaciones diofédn-
ticas. Asf, por ejemplo, en [4], Chapter 5, Some Diophantine equations, pp. 212-296, tenc-
mos los teoremas siguienles, enlre otros:

I. Los teoremas de Mordell, Lutz-Nagell y Mazur para las curvas elipticas con coefi-
cientes enteros con relacion a las propiedades algebraicas que tiene el grupo asociado a
todos los puntos racionales de una curva eliptica.

2. El teorema de Legendre para las soluciones enteras de cénicas. Uno de los proble-
mas interesantes y dificiles es: caracterizar y hallar todas las soluciones enteras de una
cdnica. Por ejemplo: la ecuacidn dioféntica x2 + y2 = 3, no tiene soluciones enteras. Mien-
tras que, la ecuacién diofdntica x2 + y2 = 1 tiene entre sus soluciones enteras x = y = 1.

3.—Teorema de Faltings.—Sea f{x, y) un polinomio con coeficientes racionales que es
irreducible sobre el cuerpo de los niimeros complejos. Si la curva C/(Cl) tiene género g > I,
entonces ¢l conjunto C;(Q) de sus puntos racionales sobre la curva es a lo més finito.

También se exponen resultados sobre las ecuaciones diofanticas de tipo cuadritico y
ctibico, algunas de las cuales pueden ser tratada por los métodos elementales expuestos
aqui, para ver si tienen o no soluciones. En el caso afirmativo de haber alguna solucién
racional de estas ecuaciones proceder por el método usual, de la cuerda-tangente a través
del haz de rectas que pasa por una de las soluciones de la ecuacién diofdntica dada vy asi
obtener las restantes soluciones.

En todos los casos en que la ecuacidn diofédntica dada sea de tipo algebraico polino-
mial, dada por la ecuacién P(x, y) = 0, donde P(x, y) es un polinomio con coeficientes
enteros. Entonces pasar esta curva al plano proyectivo. Luego, estudiad los posibles pun-
tos singulares de la curva si los tiene, y que estén a distancia finita y en el infinito. Final-
mente, calculad el género de la curva en la forma que es usual para hallar su posible para-
melrizacion.
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Ejemplos.

1) Resolver la ecuacién diofdntica x2 + y2 = 1.

2) Probar que la ecuacién ctibica de Fermat x3 + y3 = [, tiene sélo dos puntos racio-
nales, (1, 0) y (0, 1), como ya probd Euler.

3) Hallar las soluciones positivas de la ecuacién diofédntica (x2 + y2)2 = (x + y)3.

Algunas de las ecuaciones diofénticas que vamos a continuacién a proponer son difi-
ciles de resolver ya que, a veces, se requieren técnicas, ideas y razonamientos muy sofisti-
ficadas. Otras ecuaciones diofdnticas, sin embargo, como la ecuacién general de Catalan,
Xt —y" =1, conx, y my nenteros posilivos, esta pendiente todavia de hallar todas sus
soluciones. Se sabe por ejemplo, que la ecuacién particular y original de Catalan, 3* - 2¥ =1,
tiene las soluciones triviales: x=y = 1;y, x =2,y = 3, pero no se ha encontrado si tiene o
no més soluciones. Ver por ejemplo, [29]. Y la célebre ecuacion de Fermat, x" + y" = 2",
propuesta por €l, en el siglo XVII ha sido resuelta con teorfas muy complicadas, reciente-
mente, por A. Wiles.

Ejemplos —La resolucién de las siguientes ecuaciones diofdnticas son dificiles, tanto
por los razonamientos como por las técnicas algebraicas y geométricas especiales que se
emplean. Algunas de las que aqui proponemos resolver han sido publicadas como articu-
los de revistas especializadas de teorfa de nimeros. Ver [15].

1) Resolver la ecuacién dioféntica pitagérica x2 + y2 = 72,

2) Hallar las soluciones de la ecuacién dioféntica de Pell x2 —2y2 =1,

3) Utilizando el método del descenso de Fermat, probar que la ecuacién dioféntica
x4+ y* = 72 no tiene soluciones no triviales.

4) La ecuacion diofdntica 3y(y + 1) = x(x + 1) (2x + 1) tiene como tinicas soluciones
positivas (x, y) = (1, 1), (5, 10), (6, 13), (85, 645).

5) Selberg, ha probado que la ecuacién diofdntica x* — y3 = 1 no tiene solucién.

6) Mordell ha demostrado que las tnicas soluciones posibles para la ecuacién dio-
fantica x(x + 1) (x + 2) = y(y + 1) son aquellas en las que lax =-2,-1,0, 1, 5.

7) Euler demostré que la tinica solucién de ecuacion diofdnticax2—y3 =1, es x =3,
y=2.

8) Hallar todos los tridngulos cuyos lados, medianas y dreas sean niimeros naturales.

9) Hallar todos los cuadrildteros tales que sus lados, sus diagonales y dreas sean
nimeros naturales.

10) Hallar las longitudes de los lados de un tridangulo rectdngulo para que el radio
inscrito sea un nimero racional.
11) Hallar las dimensiones que ha de tener una caja para que sus lados, las diagona-

les de sus caras y la diagonal principal sean todos niimeros naturales.
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12) Resolver las siguientes ecuaciones diofanticas:

a) x2-2y2=—1; b) B-23=-1; ¢) s4-2yt=-].

Para todos estos problemas, ver [15].

Ver [11] y otros libros citados en la bibliografia para encontrar numerosos ejemplos y
cuestiones tedricas sobre las interesantes propiedades de las curvas elipticas.

Mirar también las revistas especializadas que existen sobre la Teoria de los Niimeros.

Los paquetes que hay para ordenador en los que se tratan los diferentes procedimien-
tos y algoritmos algebraicos para la resolucién de los diversos tdpicos de la Teorfa de
Nimeros.

Por ultimo, consultar los libros y monografias que existen sobre la Teoria de los

Ndmeros.

3. Conclusiones y comentarios

Creemos que parte de este trabajo puede ser utilizado en el perfeccionamiento y en la
actualizacién del profesorado de la ensefianza secundaria, como una incitacidn, provoca-
cién e invitacidn al profesorado a estudiar la apasionante y la interesante, pero dificil, teo-
rfa elemental de niimeros que es bella, hermosa y sorprendente y con una historia llena de
episodios emocionantes. La teorfa de los nilimeros puede servir también al profesorado
para espolearle a ser intuitivo, creativo e imaginativo en el aula. Y asimismo hacerle recor-
dar conocimientos que, posiblemente, alguna vez, estudié y ahora quiera rememorar. Por
todo ello, el profesor necesita a través de la innovacion en la clase embarcarse en la mara-
villosa y en la diffcil aventura de la creacién e investigacién de los problemas, y de las
conjeturas que se le ocurra a él, como aquellas otras propuestas por otros.

Necesita, de la ayuda y de la propuesta de temas apropiados en la clase, en los semi-
narios de perfeccionamiento, etc., para saberlos usar en las dosis adecuadas la investiga-
cién en el aula, que se susciten esos temas. Esta aventura apasionante de descubrir, de
resolver problemas y de demostrar o refutar conjeturas sera para él y para sus alumnos un
reto que se convierte en una meta educativa diffcil de conseguir. Si se logra, el profesor,
aunque sea parcialmente, habrd puesto en alguno de sus alumnos una semilla que germina-
rd y dard buenos frutos. Porque ha utilizado el mejor y el més noble y sublime de los recur-
sos metodoldgicos y diddcticos: la intucicién, la creacidn, la imaginacién e investigacion,
que sirven para entusiasmar, embelesar y dar ejemplo a sus alumnos en el aula, de lo que
€s un matematico. Y asf, la enseflanza, el aprendizaje y la educacién matemdtica que tras-
mite a sus alumnos, tendrd en todos los tiempos y en todos los niveles educativos una gran
calidad. También, pensamos que algunos tépicos sobre las ecuaciones diofdnticas senci-
llas, pueden ser explicadas, adaptdndolas, metodolégica y diddcticamente, tanto a los
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alumnos de Ja ESO, como a los alumnos del nuevo Bachilleralo. En esto consiste el noble,
cl dilicil, el grandioso y genuino arte de cnsefar las Malemadticas a los alumnos: intentar
cnsefiar en el aula que lo que es dificil sc puede hacer con arle malemdtico lo mds Ficil
posible para [a mayoria.

Agradecimientos —El aulor de este articulo de cardcler elemental agradece de forma
entrafiable, al Profesor G. Gerrish, de England, por todas las sugerencias y las ayudas que
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Reseiia de libros

ToNY GARDINER: Mathematical Challenge. Cambridge University Press, 1996

Los concursos de matemadticas con prucbas de eleccion mdltiple, sobre todo para
alumnos con edades parecidas a los nuestros de Secundaria, cada dia tienen mds segui-
dores. Es posible que una de las razones sea que la estructura de la prueba permita que
una participacién de decenas o centenares de miles de estudiantes no requiera una gran
cantidad de personas para la correccién de las mismas, en tanto que un lector éptico, o
simplemente unas pocas personas, sea suficicnte. Por otra parte, puede ocurrir también
que, al ser pruebas cortas, los estudiantes las vean mds asequibles y esto les anime a par-
ticipar. En cualquier caso, son ya en muchos paises donde se celebran pruecbas asi. Una
de las mds presligiosas revistas del mundo sobre resolucién de problemas, la canadiense
Crux Mathemalticorum, publica ininterrumpidamente, desde enero de 1995, todos los
meses, una prueba de este lipo —para alumnos menores de 15 6 16 afios— celebrada de
alglin pafs. La Editorial Euler, en algunos libros de su coleccién “La Tortuga de Aqui-
les”, intenta dar a conocer en Espafia los AHSME, unos concursos de matemdticas con
prucbas de eleccién miiltiple que se celebran desde hace casi 50 afios ~comenzaron en
1950~ en EE.UU.

El libro que cito en esta recension —Mathematical Challenge— contiene los United
Kingdom School Mathematical Challenge Papers, concursos que tienen lugar en ¢l Reino
Unido, desde 1988, y que ya arrastran a unos 300.000 estudiantes de mds de 3.000 institu-
tos, en edades comprendidas entre los 11 y 15 afios.

Aunque este concurso estd disefiado para el 35% de los alumnos de mds alto rendi-
miento, dentro de esta edad, la mayoria de las cuestiones son accesibles (con alguna modi-
ficacion en algunas) a otros grupos de alumnos de estas edades y muchas de ellas son difi-
ciles para alumnos de mayor edad.

Cada concurso consiste en 25 cuesliones a resolver en | hora.,

El libro, de 137 pdginas, consta de dos partes: la seccién A contiene 10s seis primeros
concursos, celebrados entre 1988 y 1993, asi como la lista de las respueslas correclas en
cada uno de ellos. Al final de cada prueba aparece la esladistica de los resultados seguida
de un breve, pero muy rico, comentario sobre los mismos. Esla estadistica puede sernos
dtil si queremos comparar el nivel de nuestros alumnos con los del Reino Unido.

La seccion B contiene cuarenta y dos pruebas, de diez cuestiones cada una, totalmen-
te andlogas a las de los concursos, junto a las listas correspondientes a las respuestas
correctas. En total, pues, en el libro se pueden encontrar unas seiscientas cuestiones, en las
que no encontramos casi ninguna cuya resolucién sea consecuencia de aplicar directamen-
te alguna rutina de célculo.
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Yo vengo trabajando ¢l material de este libro, durante ¢l presente curso, un dia a la
semana, en la asignatura de Taller de Matemadticas, en 3° de ESO, y pucdo asegurar que
mis cstudiantes, ademds de engancharse a eslas cuesliones que se salen de las rutinas usua-
les, disfrulan mds, y, sobre todo, piensan mds, que con las cuestiones que normalmente les
planteo en la asignatura de Matematicas. .

Para terminar, y como muestra de alguna de las cuestiones que aparccen en el libro,

he aquf algunas:

» ;Cudl es el mayor resto que se puede obtener al dividir un ndmero de dos cifras por
lasuma de éstas? A 9; B 13; C 15, D 16; E 17. ‘ )
¢ Un instituto tiene 657 alumnos. De ellos, hay 384 cntre 4° de ESO y cursos mas
altos y 376 entrc 4° de ESO y cursos mds bajos. ;Cudntos alumnos hay en 4° de
ESO? A 8; B 103; C 113; D 273; E28l. ,

e En la foto de final de Curso de un instituto, los 630 alumnos cstdn ordenados en
filas. Si cada fila conlicne 3 estudiantes menos que la que estd encima, ;qué name-
ro de filas, de las siguienles, no es posible que haya? A3; B4; C5; D 6, E7.

Pedido a Cambridge University Press resulta mds baralo que los libros espafioles de
tamatiio parecido y lo envian en poco mds de un mes.

Joaquin Hernandez Goméz.

ROGER B. NELSEN: Exercises in Visual Thinking. Classroom Resource Materials. Number 1.
Mathematical Association of America.

En una coleccién que se propone aportar trabajos para su utilizacién'inmediata.en el
aula, Classroom resource materials, la Mathematical Association of America ha pul?llcado
este libro con la idea de proporcionar, a los profesores fundamentalmente, un material con
un enfoque poco habitual de presentar las ideas mateméticas. ' ' §

Muchos matemdlticos estardn de acuerdo en que las “demostraciones sin palabl‘?S no
son demostraciones en el sentido estricto pero, como se observa en este libfo, sor'l/d|bu‘|os
o diagramas que ayudan al lector a ver por qué es cierta una determinada afirmacion o por
dénde debe empezar si quiere probarla. '

Mientras que en algunas puede aparecer una o dos ecuaciones que sirven de ayuda, el
énfasis se hace claramente en el aspecto visual que puede servir para estimular ¢l pensa-
miento matemdtico. . .

En el libro podemos encontrar demostraciones sin palabras de la 'c.ln,tlgua China, de
los griegos, de la India del siglo XII, incluso una sobre ¢l teorema de Pitdgoras de James

81




Garfield, que fue presidente de los EE.UU., aunque la mayorfa son relativamente recientes
y han aparecido en Mathematics Magazine y The College Mathematics Journal, dos de las
revistas de la Mathematical Association of America. Estdn ordenadas, por temas, en seis
capitulos: Geometria y Algebra, Trigonometria, Cdlculo y Geometrfa Analitica, Suma de
enteros positivos, Sucesiones y series y un capitulo final con problemas de todo tipo.

El libro consta de 144 pdginas, en cada una, una demostracién sin palabras, mds cinco
péginas al final donde aparece la resefia bibliogréfica de la que estd extraida cada una de
las 144 demostraciones. Por supuesto, la dificultad del Inglés en el que estd escrito —dada
la naturaleza del libro— es nula.

Joaquin Hernandez Gémez
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Problemas propuestos

Problemas propuestos )
en la XI OLIMPIADA IBEROAMERICANA DE MATEMATICAS
celebrada en Costa Rica en septiembre de 1996

Problema n° 1:
Sea n un nimero natural. Un cubo de arista # puede ser dividido en 1996 cubos cuyas
aristas son también niimeros naturales. Determine el menor valor posible de n.

Problema n° 2:

Sea M el punto medio de la mediana AD del tridngulo ABC (D pertenece al lado
BC).La recta BM corta al lado AC en el punto N. Demuestre que AB es tangente a la cir-
cunferencia ciscunscrita al triangulo NBC si, y solamente si, se verifica la igualdad

BM _ (BO)?
MN  (BNy

Problema n° 3:

Tenemos un tablero cuadriculado de &2 — k + 1 filas y k2 — k + 1 columnas, donde k =
p+ 1y pes un nimero primo. Para cada primo p, dé un método para distribuir nimeros 0
y 1, un niimero en cada casilla del tablero, de modo que en cada fila haya exactamente k
nimeros 0 y ademds no haya ningtn rectdngulo de lados paralelos a los lados del tablero
con ntiimeros O en sus cuatro vértices.

Problema n° 4:
Dado un niimero natural n = 2, considere todas las fracciones de la forma 1/ab , donde
a y b son nlimeros naturales, primos entre si y tales que

a<bsn
a+b>n.

Demuestre que para cada # la suma de estas fracciones es 1/2.

&3



Problema n° 5:

Tres fichas A, By C estdn situadas una en cada vértice de un tridngulo equildtero de
lado n. Se ha dividido el tridngulo en tridngulos equildteros de lado |, tal como muestra la
figura en el caso n = 3. Inicialmente todas las lineas de la figura estdn pintadas de azul. Las
fichas se desplazan por las lineas, pintando de rojo su trayectoria, de acuerdo con las dos

reglas siguientes:

(i) Primero se mueve A, después B, después C, después A y asi sucesivamente, por
turnos. En cada turno, cada ficha recorre exactamente un lado de un triangulito,
de un extremo al otro.

(i) Ninguna ficha puede recorrer un lado de un triangulito que ya esté pintado de
rojo; pero puede descansar en un extremo pintado, incluso si hay otra ficha espe-
rando alli su turno.

B A

Demuestre que para todo n> 0 es posible pintar de rojo todos los lados de los triangu-
litos.

Problema n° 6:
Se tienen n puntos distintos Ay, ... , A, en el plano y a cada punto A; se ha asignado un

ntimero real ; distinto de cero, de manera que (A;A)? = A; + A; para todos los i, jcon i =/ .
Demuestre que

(a) n<4

(b) Sin=4,entonces L S

Lo
7\’] }\‘2 )\‘3 )\'4
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Problemas propuestos
en la I FASE DE LA OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA
en la mayor parte de los distritos,
en noviembre de 1996

Problema n°®7; (1°de la O.M.E.)

Demostrar que todo nimero complejo no nulo se puede escribir como suma de otros
dos cuya diferencia y cuyo cociente sean imaginarios puros.

Problema n° 8: (2°de la O.M.E.)

Se considera una circunferencia de centro O, radio r y un punto P exterior. Se trazan
cuerdas AB paralelas a OP.

a) Demostrar que PA2 + PB? es constante.
b) Hallar la longitud de la cuerda AB que hace méxima el drea del tridngulo ABP.

Problema n°9: (3°de la O.M.E.)
Seis musicos participan en un festival de musica. En cada concierto, algunos de esos

musicos tocan y los demds escuchan. ;Cudl es el minimo nimero de conciertos necesario
para que pueda suceder que cada musico haya escuchado a cada uno de los ofros?

Problema n° 10: (4° de la O.M.E.)

La suma de dos de las raices de la ecuacion
=503 +(@a+dx—a=0

es igual a 4. Determinar ¢l valorde a .

Problema n° 11: (5° de la O.M.E.)

Sia, b, ¢ son nimeros reales positivos, demostrar la desigualdad
A2+b2+c2—ab-—bc-caz3(b-c)(a-b).

¢ Cudndo se verifica la igualdad?
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Problema n° 12: (6° de la O.M.E.)

. Enciontrar, razonadamente, todos los ndmeros naturales # tales que 12 tenga solamen-
te cifras impares.

Problema n° 13: (7° de la O.M.E.)

En el tridngulo rectangulo ABC (rectdngulo en A), AD es la altura. Las bisectrices de
ABD y ADB se cortan en I, , mien tras que las bisectrices de ACD y ADC se cortan en I,.

Calcular los dngulos agudos del tridngulo ABC, sabiendo que la suma de las distancias de
I, e Ialaaltura AD esigual a BC/4.

Problema n° 14: (8° de la O.M.E.)

. }?ara cada ndmero real x, representamos con [x| el mayor enlero menor o i gual que x,
Definimos

= [l\/nﬁl]

. a) F’orma una tabla de los valores de g(n) para | < n < 25. Examinando la tabla. con-
Jetura cudles serén los valores de n para los cuales g(n) < gn+1). ’

‘ b) Demuestra la conjetura, es decir determina razonadamente todos 10s enteros posi-
tivos tales que g(n) > g(n + 1).
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Problemas resueltos

Problema 3° (BOLETIN N.° 26)

Hallense todos los nimeros enteros n> | tales que (2" + 1)/n2 es un entero.

Solucion:

Como 2" + | es impar, si n2 es divisor suyo, n ha de ser impar. Sea n un entero igual o
mayor que 3 que verifica la propiedad de que n? divide a 2" + 1, y sea p el menor nimero
primo de la descomposicién de n. Serd entonces p = 3 y p divisor de 2"+ [,0sea2"=-1
(mdd. p).

Si hay tal nimero n, sea i el menor niimero natural tal que 2/ = —1 (méd. p). Por el teo-
rema de Fermat, 2P"! = 1 (méd. p) y las potencias de 2 de exponentes 1 a p — | daran todos
los restos posibles (mGd. p), por lo que si i es el menor exponente para el que el resto es
p — | (congruente con—1),serd i <p - 1.

Supongamos ahora n = ki + r,con 0 s r s i — 1, con lo que 2" = 2¢+ 2" = (=Dk e 2"
(méd. p).

Si k es impar, 2" = (=1) * 2" (m&d. p) y como 2" = (1) (m6d. p) serd 2" =1 (mdd. p).
Veamos que ha de serr=0:si r> 0, entonces i =r+d, col | sd<i,2/=2r"+2/ =1
(méd. p), pero esto da 24 = —1, lo que contradice la eleccién de i. Por tanto, n = ki. Como §
es divisor de n y menor que p (que era el menor divisor primo de n), sera i = |. Entonces, p
es divisorde 2+ 1,0seap=3.

Seaahoran=3* «d,conk=1ym.c.d.(d 3)=1.Vamos a probar que k= 1. Para ello,
supongamos que k = 2; como n? dividea 2" + 1, 3%k dividiraa 3= 1"+ l;pero3 - 1Y+ 1 =
= (1) 032 (D) + 324 4 (CDFI(D) 38 4 (C1F2(,) 3824 4 (}) < 3n =3k o d
— (D) +324 (D) 3R (SDRR(0) « 3L+ (") +3"yaquees(]) +3

= 35 = 3k1+ 4). Obviamente, 3**2 divide a (3 — 1) + 1, pues si k = 2, k + 2 < 2k. Por tanto,
3442 dividird a 38 o d — (8) « 32+ ..+ (=DFI(,2)) « 3%, observando que el exponente

kel
de3en % ('}) « 3i(=1Y es mayor que k + 1, con lo que 32 dividirfa a 3**!, lo que es absur-
‘

do; asi que 1 = 3d. Por fin, vamos a ver que d = 1. Si d> 1, sea g el menor primo de la des-
composicién de d; como m.cd. (d,3) = I, serd g = 5 y como g ha de ser divisor de 2!,
serd 2" = -1 (mdd. q); sea ahora j el menor niimero que haga que 2/ = -1 (méd. g); como
antes, utilizando el teorema de Fermat, 29-! = 1 (méd. g), se obtiene que j<g -1y también
igual que antes, se deduce que j divide a 7.
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. Como’n =3d,conm.cd.(3,d)=1yj<g-1,sededucej=16,=3.La congruencia
2{ = -1 (méd. ¢) da entonces que g divide 3 o que ¢ divide a 9, por lo que g = 3, en contra-
diccion con la desigualdad g = 5 deducida antes. ’

Conclusién: Sin> 1, n2 dividea2" + 1 s6losin=3

M. Mercedes Sinchez Benito (Alcorcén)

Problema 7° (BOLETIN N.° 37)

Demostrar que para todo # natural, n2(n2 + 11) es miltiplo de 12.

Solucidn:

Basta probar que el niimero dado, al que llamaremos N, es multi plo de 3 y también de 4.

1) Si n es miltiplo de 3, N también lo es. Si n es de la forma 3k + |
i ) K 0 3k — 1, resulta
n?+1=@kx1)2+11=942 £ 6k + 12, que es mdltiplo de 3.

. 2) Si nes par, n? es miltiplo de 4. Si n es impar, n2 + 11 = 2k + 1)2 + 1 que es mdil-
tiplo de 4. ’

Luego en todo caso, N es midltiplo de 12.

Alberto Aizpiin

Problema 8° (BOLETIN N.° 37)

Hay n cajas de cerillas situadas en fila india. Si el doble del ndmero de cerillas de la
caja nu 4 i i j i
\j , umero k més el nimero de cerillas de la(s) caja(s) contiguas es ("}\‘,') parak=1,2, .., n,
¢(Cudntas cerillas tiene cada caja?
Solucién:
La relacién fundamental entre niimeros combinatorios se expresa por:

() +(0) = (%)

88

v

Esa misma relacién, aplicada a cada uno de los sumandos del primer miembro, da
()= (=07 &)
Sustituidos estos dos valores en la igualdad primera, resulta,
2 + (3) + (28) = (1),

que es precisamente la condicién del enunciado. Por tanto, la caja nimero & tiene (’A':;) ;

Las cajas 1.", 2.7, ... k", ..., n", tienen, respectivamente, |, (”Tl)’ (”;'), ,,,,,,,(’A{j),...,l cerillas.

Alberto Aizpin

Problema 1° (BOLETIN N.° 39)

Se dice que un ndmeron natural n es “sensato” si existe un entero r, con 1 <r<n -1,
tal que la representacion de n en base r tiene todas sus cifras iguales. Por ejemplo, 62 y 15
son sensatos, ya que 62 es 222 en base 5y 15 es 33 en base 4. Demostrar que 1993 no es
sensato pero 1994 sf lo es.

Solucion:

Si la cifra que se repite es a el nimero n ha de ser de la forma n = a(r? +r-l 4 L+ D).
Como 1993 es primo serfa a = 1y 1992 = 7 +rr-! + ... + r, por lo que la base r habria de
ser un divisor de 1992 distinto de 1 y de 1992; se comprueba que ninguno de ellos con-
viene.

Para 1994: la descomposicién en factores primos es 1994 = 2 x 997, luego la cifra
queserepiteoes 1 oes2. Paraa=2,scllegaa997=r + ..+ .. +r+lyr debe ser uno
de los divisores de 996 distintos de 1. Se comprueba que solamente 996 cumple la condi-
cién. Asi, 1994 se escribe 22 en base 996.

Alberto Aizpiin
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Problema 9° (BOLETIN N.° 44)
Seaa;= (" )(4), Vk=1,2,..,n.

Demuestra que la media aritmética de los a;, Vi = 1, 2, ..., es un niimero entero.

Solucion:

Fijado n ,Ja media aritmética de los correspondientes a; es 1 2Za,conk=1,2,..,n
n
Demostraremos que a; es multiplo de n para todos esos valores de k y por tanto la media es

la suma de los enteros QHL
nn=-1)(n-=-2)...(n—k+2) . nn-1)n=-2)..n—k+1)
k- D! k!
nn=1Dm=-2)..(n=-k+2) m-Dn-2)..(n—-k+1)
k1 ' k- 1)! oh

Esa, = ,lo que es lo mis-

mo que a; =

El producto del segundo miembro es un entero, porque a; lo es. Pero la segunda frac-
cién también es un entero, porque el numerador es el producto de (k — 1) enteros consecu-
tivos y por tanto es multiplo de (k— 1)!. Asi que la primera fraccién también es un entero y
a,. es de la forma ABn, con A y B enteros.

Alberto Aizpin
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Indice de soluciones publicadas

Propuestos

Nimero de Boletines en que aparecen las soluciones
de los problemas de nimeros

enelne Lirocedentes,de 1o | 20| a0 | ar | s |60 | 7| 80 | 92 | 100
| Varios 4 4 - - - - - - - C
2 OMI[-B3-Paris 3 3 3 4 4 4 - - - = (&
3 OME-[2-544 19 19 19 19 18 19 19 19 - - C
4 OML-84-Pragn 5 5 6 5 6 14 - - - - C
5 Varios 8 7 12 7 bl 8 - - - G
6 Varios 7 7 16 - - - - - - C
7 OMI[-85-Finlandia 9 9 16 16 9 9 - - - - C
8 O1-85-Bogoti 10 10 17 10 10 Inl - - - - C
9 OM E-F2-86/Varios 18 19 20 18 19 19 17 17 11 17 C
10 ChinafAustealia 20 15 21 20 15 21 20 23 21 - (G
11 OME-T]-86/ 13 14 14 14 14 23 20 15 20 12 C
OMI-H6-Varsovin 26 20 12 21 - - - - - - C
12 O1-87-Urug JOME-T| 16 14 14 17 15 17 15 15 15 21 C
13 OME-T2-87 20 21 21 21 21 21 - - - - C
14 Varios 15 15 15 15 - - - - - - C
15 OML-B7-Cubu 18 18 18 21 21 21 - - - - C
16 OME-{1-87 22 22 21 18 22 22 22 22 - - C
17 OME-2-88 25 23 23 23 23 23 - - - - C
18 O1-88-Perti 23 23 23 23 25 25 - - - - C
19 OMI-88-Australin 23 26 24 24 23 26 - - -~ - C
20 OME-T1-88/Putnam 24 26 24 25 24 26 24 26 26 24 (G
21 OME-2-8% 24 27 24 27 27 24 27 25 27 26 (C
O1-89-Cuba 26 27 - - - - - - - - C
22 OMI-89-R.FAL 28 28 XX 28 29 30 30 30 30 31
Oposiciones 31 30 29 - - - - - - - C
23 Oposiciones 27 27 28 28 29 31 31 30 - - C
24 OME-T1-90 30 31 31 30 31 30 30 31 - - C
25 OME-1271-90 34 31 29 29 31 32 32 32 32 33 C
26 OMI-90-Chinn/ 32 44 XX 32 44 44 XX 32 XX 34
O-90-Valladatid XX | XX - - - - - - - -
27 OME-1-91 33 XX 33 33 XX 35 XX XX - -
28 OME-12-91 32 32 XX XX 33 33 - - — -
29 OMI1-91-Suecia 38 XX | XX | XX | XX | XX - - - -
30 O1-91 -Argentiny/ XX XX XX 33 38 XX XX 33 33 33
-1 33 34 34 34 - - - - - -
31 ! 36 XX 36 36 36 XX XX XX | XX 35
OME-[1-21/PNS XX XX XX 35 34 - - - - -
32 O-92-MOSC LY 35 XX XX XX XX XX 38 35 XX 38
O1-92-Venez /PNS 38 38 38 38 - - - - - -
33 OME-F1-92/11-92(v) XX XX XX XX XX 35 XX XX XX XX
IPNS XX | XX | XX | XX | XX - - - - -
34 OME-2-93 36 36 XX 36 36 36 - - - -
35 CMI-93-Turg/ XX XX XX XX XX XX XX XX | XX 39
01-:93-Metjico/PNS XX | XX 39 39 XX | XX - - - -
36 OME-1-93/f1-93{v) XX | XX | XX 40 XX | XX 40 XX | XX 40
37 OME-2-94/PNS 40 XX XX 40 XX XX 45 45 40 -
38 OMI-94-Hong-Kong XX 40 XX XX XX XX - - - -
39 OF-94-Brasil/OME- 43 XX XX XX XX XX 42 4?2 42 43
F1-94/11-94(v) 43 XX XX XX XX XX - - - -
40 OME-12-95 42 XX | XX 42 XX | XX - =
41 OMI-95-Canpdi XX | XX | XX | XX | XX | XX - - -
4?2 O1-95.Chile XX XX XX XX XX XX - - - -
OME-[1-95/PNS XX XX XX XX XX XX X XX | XX XX
43 OME-[-96/ XX 44 XX XX XX XX - - - -
PNS XX | XX | XX | XX | XX | XX - - -
44 OMI1-96- ndial XX | XX | XX | XX | XX | XX - - -
PNS XX | XX 45 XX | XX | XX - - -

CLAVES: XX = Pendiente de publicacién; C = Completo; OME = Olimpiada Matemdtica Espaiiola (fase 1 6 2);

= Ol. Mat, [nternac. Ol = Ol Iberoamer. de Mat. PNS = Propuesla por nuestros socios.

OMI
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INSTRUCCIONES PARA EL ENVIO DE ORIGINALES
PARA SU PUBLICACION EN EL BOLETIN

Por haber sido cambiado el modo de impresidn del boletin a partir del nimero 39, nos
vemos obligados a cambiar las normas de presentacién de originales, que deben enviarse
en papel y ademds también en disquete, del modo siguiente

Copias en papel (por duplicado)

Escritas con un procesador de texto en hojas DIN A-4. Si se utiliza LATEX, el formato
debe ser 17cm x 12,8 cm en 11 puntos (para ser aprovechado directamente en la imprenta).

Los articulos comenzardn con el titulo, nombre de autores y referencia de su departa-
mento o institucién (como suelen aparecer en el boletin).

Las figuras deben ser de buena calidad, incluidas en el lugar apropiado del texto en el
tamaiio en que deben ser reproducidas. Ademds,si se desea, pueden volver a incluirse al
final en mayor tamafio, para ser escaneadas.

Las soluciones de problemas deben comenzar indicando: “Problema niimero (Boletin
niimero)”, tal como suelen aparecer en el boletin, y terminar con el nombre del autor de la
solucién de cada problema.

Las resefias de libros como suelen aparecer en el boletin, con el nombre del autor de
la resefia al final.

Copia en disquete

Se enviard un disquete formateado para PC compatible (DOS 3.x o superior), conte-
niendo dos archivos:

a) archivo del documento para el procesador de texto utilizado.
b) archivo del documento en cédigo ASCII

Este dltimo es el que mds probablemente utilizard la imprenta.

Si se desea, las figuras pueden incluirse en archivos de extensién TIF (en otro caso se
captarén por escaneado)
Envio

Todo ello se enviard a la sede de nuestra Sociedad, que figura en la p4gina 2 de este
ntimero del Boletin (no al apartado, que ya no est4 operativo).

Seleccion de originales
Serdn revisados por profesionales del mundo académico, para decidir si se ajustan a

la linea general del boletin. Si se considera oportuno, se pediré a los autores que reduzcan
su extension o hagan algunas modificaciones en su contenido.
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RELACION DE OTROS ARTICULOS
QUE HAN SIDO ADMITIDOS PARA SER PUBLICADOS
EN PROXIMOS NUMEROS DE ESTE BOLETIN

— Una introduccién a la ordenacién de polinomios y al cilculo de bases de Groebner, por

Carlos Ramén Laca y Eugenio Roanes Lozano.
— La historia de la Matemadtica como recurso didéctico (continuacién), por Mariano Mar-

tinez Pérez.
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Como socio de la Sociedad Puig Adam de Profesores de Matemdticas, deseo
que me envien grauitamente los siguientes ntimeros atrasados del Boletin:

(sefialar con una X los que interesen)

0O o o o0 O o
40 41 42 43 44 45
1 O O O 0O 0O

Envio adjuntos sellos para el franqueo.
Utilicen para el envio la direccidn consignada en este recuadro:

Los niimeros 1,2, 5 al 33 y 36 estdn agotados.

Si desea acogerse a este ofrecimiento, recorte o copie este cupén y envielo a la:
Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Matematicas
Facultad de Educacion (despacho 3517)
Paseo Juan XXIII, s/n
Ciudad Universitaria
28040 Madrid
Tel. 394 62 48

94

SOCIEDAD «PUIG ADAM» DE PROFESORES DE MATEMATICAS
BOLETIN DE INSCRIPCION

Direccién particular
L@ TG T KOO RSP O ST
Centro de trabajo

SOLICITA EL INGRESO COMO SOCIO DE NUMERO DE LA SOCIEDAD.

Con esta fecha aULOFZO al BANCO .iuviernrcriiiie i et s
SuCUrsal 0 AZENCIA woviiviiirvr e
DITECCION A& 12 IMESIIA vereeveeeiaeeeesinserareresesseesestesas e sebsasseres e s ss s ebe s s e s s e bbb LSS

para que cargue en la cuenta: ............. /
los recibos de las cuotas correspondientes al curso 1996-97 y siguientes.

Fecha ....coocivciiiiiennnns de svimsrsnniasiesias de 1997

Fdo.:

La cuota anual estd actualmente establecida en 5.000 pesetas (incluida Ja cuota federativa de 2.000 ptas.).
Remitanse ambas partes a

Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Matematicas. Facultad de Educacién (despacho 3517).
Tel. (91) 394 62 48. Paseo Juan XXIII, s/n. Ciudad Universitaria. 28040 Madrid.

Sucursal 0 AZENCIA .o €11 yememanssmrrpemsmssisEOARRFOLR GRS

DITECCION A& ESLA «vvvrivisiesinssieeasuisseeeasiesasassst b b esb s neeas S bbb SRS ST a a0

RUEGO ABONEN con cargo a la cuenta: ............ Do [ s /.
los recibos de la cuota anual de la Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Matematicas, hasta
nueva orden.
Les saluda atentamente:
Firmado:

Nombre y APellidos ...covvireimirinec s
INOMDBIE de 18 CUCIIEA ..oiovviivreerreeneeessarnnnerreersesss e ameirnare s bbb b sh s




SOCIEDAD «PUIG ADAM» DIE PROFESORES DE MATEMATICAS
BOLITIIN DE INSCRIPCION (CENTROS)

COMQ:zmtit v ervveene i csbtiommacrsivaars. del Cenlro
domiciliad® en ... e T e

Ciudacdt ., crvereneenns COAL POStl s

SOLICITA EL INGRESO COMO SOCIO DENUMERO DI

Con esla lecha aULOTTZO Al BANCO i it s s sssssssessssarsessssssseesesssensereenes
Sucursal o Agencia
Di TON de-1a MISIA &eeveeeieinieoe BRI T T T e VN ol vam et e e nermeEETr P TAL T SSR

pari

abicrta al nombre: o SRR
los recibos de las cuotas co e al curso 1996-97 entes.

Feeha i, de de 1997

Lacuota anual estid actualmente establecida en 5,000 pesetas (ineluida Ta cuota federativa de 2.000 plas.).
Remitanse ambas partes a

Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Matemiiticas, Facullad de Educacion (despacho 3517).
Tel. (91) 394 62 48. Pasco Juan XXIII, s/n. Ciudad Universitaria. 28040 Madrid.

Sucursal O AZCNCIHL vt s essnas

DHIECCION de 8L ... sisssmssssiiiivs s v s i ras s sa s

RUEGO ABONEN con cargo a la cuenla: ........... o / / /.
los recibos de la cuota anual de la Socicdad «Puig Adam» de Profesores de Matemilicas, hasla
nueva orden.
[es saluda atentamente:
Iirmado:

Nombre:y APEIllOs ...u..... oo i s i s T davis i i adlas

NOMDIC AE T CUCTIL wiiiii sttt sesess e e e sre s e assesreerseen s aeses




