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XIV Concurso de Resolucion de Problemas
de Matematicas

El XIV Concurso de Resolucién de Problemas, convocado por nuestra Sociedad y
por el Colegio de Doctores y Licenciados en Ciencias y en Filosoffa y Letras, se celebrd
en la mafiana del sabado 23 de Junio de 1996 en los locales de la Facultad de Ciencias
Matematicas de la Universidad Complutense de Madrid.

Concurrieron a €l 105 participantes, algunos mds que el afio anterior, pero menos
que en los precedentes. Varios de ellos procedian de Comunidades Auténomas distintas
de la de Madrid. La mayoria cursaban el B.U.P., pero también habfa alumnos de la
E.S.O. e incluso alguno de F.P. y concursaron distribuidos en tres niveles, segtn estable-
cian las normas de la convocatoria.

Como otros afios, se propusieron cuatro problemas a los alumnos de cada nivel,
para que los resolviesen en dos tandas de hora y media cada una. Cada problema se cali-
ficaba de 0 a 10 puntos. A continuacién de esta crénica damos sus enunciados, con datos
estadisticos que retlejan sus dificultades relativas.

La entrega de premios y diplomas se hizo en un acto muy concurrido y entrafiable,
que se celebré en los antiguos locales de la Escuela Universitaria de Formacién del Pro-
fesorado de E.G.B. «Pablo Montesino».

El Presidente pronuncié unas breves palabras de felicitacion a todos los participan-
tes, especialmente a los premiados, y a‘os profesores y centros que los han preparado y
de agradecimiento a la firma «Coca-Cola» que un afio mds ha costeado la mayor parte de
los premios entregados, asf ¢omo al Calegio de Doctores y Licenciados y a la editorial
Euler que los enriquecieron con-valiosos libros y a las autoridades que han cedido ama-
blemente los locales para la celebracién de los actos.

Estos han sido los alumnos premiados en cada nivel:

NIVEL 1

1. D. Carlos DOMINGO MAS, de [.°de B.U.P.
del I. B. de Requena (Valencia)
2. D.Oscar MORENO DIAZ, de 1.°de B.U.P.
del Colegio N.“ S8.“ de Loreto (Madrid)
3. D.Alvaro NAVARRO TOVAR, de 1.°de B.U.P.
del Colegio del Prado (Madrid)
4. D.Roberto Carlos BARRERA MORIANA, de 1.°de B.U.P.
del Colegio Joyfe (Madrid)
5. Diia. Maria GARCIA CERDENO, de 3.°de E.S.O.
del I. B. San Juan Bautista (Madrid)



NIVEL 11

D. Inaki ARMENDARIZ BENITEZ, de 2.°de B.U.P.

o, del I. B. Avda. de los Toreros (Madrid)

D. Borja GUARDIOLA DEL CORRAL, de 2.° de B.U.P.

del Colegio del Prado (Madrid)

3. D.Jesiis CARNICERO GOMEZ, de 2.°de B.U.P.
del Colegio del Prado (Madrid)

4. D. Nelo Alberto MAESTRE BLANCO, de 2.° de B.U.P.
del Colegio Retamar (Madrid)

5. D. Sergio MARTIN AHIJADO, de 2.°de B.U.P.

del Colegio San Viator (Madrid)

b2

NIVEL III

1. D.Pablo ANGULO ARDOY, de 3.°de B.U.P.
del I. B. Cervantes (Madrid)
2. Dna. Carolina ALONSO DIAZ, de 3.°de B.U.P.
del I. B. San Juan Bautista (Madrid)
3. D.Raul GARCIA MENA, de 3.°de B.U.P.
del I. B. Garcia Moliner (Coslada)
4. D.Daniel DONAIRE HOYAS, de 3.°de B.U.P.
del Colegio Corazon de Maria (Zamora)
5. D. Teodoro SEOANE AMADO, de 3.°de B.U.P.
del Colegio del Prado (Madrid)

Debemos resaltar que el premiado en primer lugar del Nivel III, D. Pablo Angulo
Ardoy, obtuvo ese puesto destacado resolviendo totalmente los cuatro problemas pro-
puestos, obteniendo asi 13 puntos més que cualquier otro de cualquier nivel; en 1994
participé también en nuestro Concurso, en el Nivel I, obteniendo entonces el 4.° premio.

y Sefialaremos también que Inaki Armendiriz Benilez y Borja Guardiola del Corral,
pﬁAero y segundo del Nivel II, ocuparon ¢sos mismos puestos en el Nivel I, en nuestro
Concurso de 1995, que Ratl Garcia Mena obtuvo el 5.° premio del Nivel IT en 1995 y
que Teodoro Seoane Amado quedé en 4.° lugar del Nivel II en 1995 y en 2.° lugar de
Nivel I en 1994, confirmando asf todos ellos una trayectoria muy prometedora para el
futuro.

También debemos resaltar la sistemdtica repeticién, afio tras afio, de éxitos obteni-
dos por alumnos de los mismos centros, lo que prueba la tenaz y eficaz labor formativa
de algunos de sus profesores, a los que queremos felicitar.

Damos a continuacién los enunciados de los problemas propuestos en este con-
curso, sefialando, para cada uno, las calificaciones medias obtenidas por la totalidad de
los participantes y por los premiados de cada nivel.

PRIMER NIVEL

PROBLEMA 1.%:

Hallar el 4rea sombreada, siendo 1 el lado del cuadrado.

Puntuacién media de todos: 2,7; de los 5 premiados: 9,6.

PROBLEMA 2.°:

Si entre los pares ordenados de la forma (a,b), donde a y b son nimeros reales, se
define la operacién

(a,b)* (c,d) = (ac + bd,ad + bc)

entonces, al operar (a,b) con (0,1) resulta (a,b), es decir, (1,0) resulta ser el elemento
neutro, segin se comprueba inmediatamente. Se dice que el par (x,y) es simétrico de
(a,b), si al operarlos resulta el neutro (1,0). Razonar cudles son los pares que no poseen
simétrico y describir el conjunto de puntos del plano cuyas coordenadas son los pares
ordenados de nimeros reales que no poseen simétrico respecto de esta operacion.

Puntuacion media de todos: 0,4; de los 5 premiados: 2,8.

PROBLEMA 3.°:

(Cudl es la anchura minima que debe tener un pasillo para que una mesa rectangular
de 2 m por 1 m, con cuatro patas bajo sus vértices, pueda apoyar una de sus patas en
cualquier punto del suelo, quedando en posicién horizontal?

Puntuacion media de todos: 0,4; de los 5 premiados: 1,2.



PROBLEMA 4.°:

Hallar todas las ternas (im,n,p) de nimeros mayores que 2, tales que:

l+;_;:1
m n p

Puntuacion media de todos: 3,2; de los 5 premiados: 7,8.

SEGUNDO NIVEL
PROBLEMA 1.°:
Un hexdgono regular tiene su lado de 1 m. Hallar el 4rea de un cuadrado inscrito en
¢l (es decir, con sus cuatro vértices situados en los lados de aquel) que tenga los lados

paralelos a otros dos del hexdgono.

Puntuacion media de todos: 1,9; de los 5 premiados: 7,8.

PROBLEMA 2.°:

Al escribir un ntiimero de 4, 5 6 6 cifras, es frecuente utilizar un punto tras las unida-
des de millar, para separar las tres dltimas. En Matemdticas, pude resultar desancoscja-
ble, por el riesgo de confundir el nimero asi escrito con un producto indicado de dos
ndmeros. Demostrar que en ningdn caso se da la circunstancia de que el nimero repre-
sentado en la forma antedicha tenga el mismo valor que el producto indicado que resulta
de la otra interpretacion.

Puntuacion media de todos: 3,1, de los 5 premiados: 6,6.

PROBLEMA 3.°:
Sean ¢, y ¢, dos circunferencias del espacio, contenidas en planos distintos, con un
punto comun T, tales que las rectas tangentes en T a ambas, son la misma recta ¢. Razo-

nar si existe, o no existe, una superficie esférica que contenga a ambas circunferencias.

Puntuacion media de todos: 0,7; de los 5 premiados: 2,4.

PROBLEMA 4.°:

Probar que el cubo de todo nimero natural se puede expresar como diferencia de
dos cuadrados, tales que al menos uno de ellos es multiplo de 9.

Puntuacion media de todos: 0,7; de los 5 premiados: 3,0.

TERCER NIVEL

PROBLEMA 1.°:

Se construye un recipiente cénico cerrado, con un semicirculo de 4 dm de radio de
ldmina delgada para la superficie lateral y un circulo de 4 dm de didmetro para la base.
¢Cudnto mide la arista del mayor cubo (exaedro regular) que puede estar contenido en su
interior, con una cara apoyada en la base?

Puntuacion media de todos: 1,2; de los 5 premiados: 5,8.

PROBLEMA 2.°:

En la fraccion F (m,n) = ~— m 'y n son enteros positivos distintos y

m mayor que 7.
Demostrar:
1.°) Para que F resulte reducible es necesario que se cumpla
m—n> 1024,
2.°) Para que F sea irreducible es suficiente que se cumpla
m< 1001 y n < 1001.

Puntuacion media de todos: 0,6; de los 5 premiados: 3,2.



PROBLEMA 3.°:

Determinar los posibles pares de nimeros reales r y £, que verifican simultdnea-
mente todas las condiciones siguientes:

0<r<1,0<t<,r+t-2rt-1=0.

Puntuacién media de todos: 4,9; de los 5 premiados: 7,8.

PROBLEMA 4.:

Juan da a Pedro un ndmero escrito en un sistema de numeracién de base menor que
9, en el que todas las cifras son menores que 3, pero Pedro cree que se trata de un
ndmero escrito en el sistema de numaracién decimal, por lo que comete un error.
Sabiendo que este error es 15861, jcudl era la base del sistema en que Juan escribié ¢l

nimero?

Puntuacion media de todos: 1,1; de los 5 premiados: 5,8.
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XXXVII Olimpiada Internacional de Matemaéticas
India 1996

La XXXVII Olimpiada Matematica Internacional (O.M.I.) se celebré en Bombay,
en el mes de julio de 1996.

Las pruebas se realizaron los dias 10 y 11. Se propusieron, como de costumbre, seis
problemas, cuyos enunciados pueden verse en la seccién de Problemas Propuestos de
este nimero del Boletin. Se realizaron en dos sesiones, de cuatro horas y media cada una.

Cada problema fue calificado con una puntuacién de 0 a 7 puntos, por lo que cada
alumno podia obtener un maximo de 42 puntos. Los problemas seleccionados fueron
dificiles. Los 42 puntos sélo fueron alcanzados por un estudiante, el rumano Ciprian
Manolescu. Las medallas de oro se concedieron a los 35 estudiantes que obtuvieron
entre 28 y 42 puntos, las de plata a los 76 estudiantes que obtuvieron entre 20 y 27 pun-
tos, y las de bronce a los 99 estudiantes que obtuvieron entre 12 y 19 puntos. Hubo ade-
mds 22 estudiantes que recibieron Mencién Honorifica (M.H.), por haber resuelto bien
un problema (7 puntos), sin recibir medalla.

Participaron en esta XXXVII O.M.L 420 alumnos de 75 paifses, ya que algunos de
estos presentaron menos de los seis alumnos permitidos. Por paises, ocuparon los tres
primeros puestos Rumania, U.S.A. y Hungria.

Los representantes espafioles tuvieron una actuacién discreta, peor que la del afio
anterior, obteniendo dnicamente una Mencion Honorifica. Estos fueron sus resultados:

Sergi Elizalde Torrent, de Barcelona ..............c.ccoveevernne. [1 puntos M.H.
(Primer clasificado en la XXXII O.M.E.)

Fernando Rambla Barreno, de Cadiz ..........ocovvvvveviiinniin. 10 puntos
(Tercer clasificado en la XXXII O.M.E.)

Victor Martinez de Albeniz Margalez, de Barcelona......., 10 puntos
(Sexto clasificado en la XXXII O.M.E.)

Antonio Jara de las Heras, de Jaén .....c..co.ooovvviivevvvivnvennnins 6 puntos
(Cuarto clasificado en la XXXII O.M.E.)

Patricia Sebastian Celorrio, de Zaragoza.............cccooeenis 5 puntos
(Quinto clasificado en la XXXII O.M.E.)

Tomas Palacios Gutierrez, de Madrid......c..cooovvvvvvvecenennn.. 2 puntos

(Segundo clasificado en la XXXII O.M.E.)

(Como en convocatorias anteriores, el orden de puntuacién obtenida en la O.M.I. no
coincide con el obtenido en la O.M.E.).

Estos datos han sido facilitados por el Jefe de la Delegacién Espafiola, profesor
Francisco Bellot Rosado.
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INDICE DE NOTICIAS SOBRE OLIMPIADAS MATEMATICAS
Y CONCURSOS DE PROBLEMAS
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CONCURSO DE RESOLUCION DE PROBLEMAS DE NUESTRA SOCIEDAD

nim. (ano) Convocado en Boletin Croénica/enunciados
1 (1983) 1 2, pag. 11
II (1984) 3 4, pdg.7
111 (1985) 5 7, pég. 3
v (1986) 9 10, pdg.5
VvV (1987) 13 15, pag. 3
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XIv (1996) 42 44, pég. 5

OLIMPIADA IBEROAMERICANA DE MATEMATICAS

Croénica y enunciados

nam. (afo) Lugar P
en boletin nim.
I (1986) Colombia 8, pags.11y83
II (1987) Paraguay 12, pags.3y 75
III (1988) Perd 18, pdgs.5y 73
v (1989) Cuba 21, pédgs.11y63
v (1990) Espaiia (Valladolid) 26, pégs.13y73
VI (1991) Argentina 30, pags. 15y 65
VII (1992) Venezuela 32, pags. 11y71
VIII (1993) Meéjico 35, pags.5y 65
IX (1994) Brasil 39, pdgs.11y85
IX (1995) Chile 42, pags.8y 8l

OLIMPIADA MATEMATICA INTERNACIONAL

Croénica y enunciados

CONCURSO DE RESOLUCION DE PROBLEMAS DE NUESTRA SOCIEDAD

nuam. (afio) 1 fase (distritos) 2 fase (final)
XX (1984) — — 3, pag. 77
XXI (1985) 5, pédgs.8y9 5, pags.8y 10
XXl (1986) 8, pag.>5 9, pags. 15y 75
XXIII (1986-87) 11, pdgs.3y87 13, pags. 9y 83
XXIV (1987-88) 16, pédgs.7y 70 17, péags. 7y 71
XXV (1988-89) 20, pags. 13y 79 21, pégs.7y6l
XXVI (1989-90) 24, pags. 11y 67 25, péags.9y 73
XXVII (1990-91) 27, pigs. 7y 77 28, pags. 17y 79
XXVIIl (1991-92) 30, pags. 19y 67 31, péags. 11y 8l
XXIX (1992-93) 33, pdgs.5y71 34, pags. 17y 71
XXX (1993-94) 36, pdags.9y 75 37, pdgs. 13y 109
XXXI1 (1994-95) 39, pégs. 12y 86 40, pégs. 16y 75
XXX11 (1995-96) 42, péags.9y82 43, pégs. 8y 87
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nim. (aio) Lugar A
en boletin nam.
XXV (1983) Parfs 2, pég. 15
XXV (1984) Praga 4, pdg. 67
XXVI (1985) Helsinski 7, pdgs.9y 89
XXV (1986) Varsovia 10, pag. 11y 11, pag. 89
XXVIII (1987) Cuba 15, pdgs.9y 73
XXIX (1988) Australia 19, pégs. 23y 77
XXX (1989) Alemania (R.F.A.) 22, pags.15y73
XXXI (1990) China 26, pags. 11y 71
XXXI1I (1991) Suecia 29, péags. 11y 79
XXXIII (1992) Rusia 32, pags.9y69
XXXIV (1993) Turquia 35, pags.3y63
XXXV (1994) Hong-Kong 38, pags.%9y79
XXXVI (1995) Canadd 41, pags.9y 87
XXXVII (1996) India 44, pags. 11y 79
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Notas breves

RECENSIONES DE NUESTRO BOLETIN EN
ZENTRALBLATT FUR DIDAKTIK DER MATHEMATIK

Como anunciamos oportunamente, la direccién de Zentralblatt fiir Didaktik der
Mathematik ha aceptado incluir en sus volimenes la recensién de los articulos publica-
dos en nuestro Boletin, razén por la cual se publican actualmente con un resumen en
inglés.

Las primeras recensiones han aparecido ya, y nos complace dar en este lugar las
referencias de las publicadas hasta el momento, para conocimiento de los autores de los
trabajos, y de todos nuestros socios. Han sido publicadas en el nidmero 2 de 1996, dltimo
del que tenemos noticia, y corresponden a nuestro Boletin n.° 41. Son Ias tres siguientes:

#1190 (seccién G95). Geometrfa computacional: la geometria contra-reloj,
M. Abellanas, Bol. Soc. Puig Adam 41, pdgs. 11-32.

#1228  (seccién I123). Imagen mental de los estudiantes de bachillerato sobre el
concepto de funcién, M.D. de Prada Vicente, Bol. Soc. Puig Adam 41,
pdgs. 59-76.

#1235  (seccién 125). Harmonics and periodic functions: a computer-aided path to
introduce Fourier analysis, M.T. Galiza y M. Mascareli, Bol. Soc. Puig
Adam 41, pdgs. 33-49.

Continuaremos dando cuenta de las que vayan apareciendo sucesivamente. Los inte-
resados en alguna de ellas pueden dirigirse a la Sociedad en demanda de copias.

CONTESTADOR AUTOMATICO

Segtn lo acordado en nuestra Ultima Asamblea, se ha ubicado en nuestra sede un
contestador automatico conectado al teléfono 394 6248.

NOTA NECROLOGICA

Después de cerrar este nimero, la Junta Directiva ha tenido noticia del fallecimiento
del Presidente de la Federacién de Sociedades Matematicas, prof. Gonzalo Sdnchez Viz-
quez. Deseamos expresar, en nombre de todos los miembros de la Sociedad, nuestro mas
sentido pésamie.
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Triangulacion de la superficie esférica

Julio Fernandez Biarge

E.T.S. de Ingenieros Navales.
Universidad Politécnica de Madrid

Several classical triangle partitions of the spherical surface are reviewed in con-
nection to the finite elements method. These are taken as the basis to generate sucessive
decompositions through a computer code that is outlined in this note.

En muchas tareas relacionadas con el método de elementos finitos se requiere des-
componer la superficie esférica en un gran nimero de elementos triangulares, de modo
que cada tridngulo esférico pueda tener comtn con otro un lado, un vértice o nada.

En cualquier descomposicién de ese tipo, llamaremos vértices (de la descomposi-
cién) a los puntos que son vértices de varios de los tridngulos esféricos, aristas a los
lados de esos tridngulos (cada arista es un lado comin a dos tridngulos) y caras a los
tridngulos. El nimero de aristas que concurren en un vértice, 1o llamaremos orden de
éste. Si los tridngulos que tienen un vértice comun, tienen en €l dngulos iguales, diremos
que el vértice es regular.

Al ser las caras triangulares, si hay ¢ de ellas, el nimero a de aristas serd a = 3 ¢/2,
por lo que el niimero de caras ha de ser necesariamente par. En todo lo que sigue supon-
dremos ¢ = 2n (n igual a la mitad del ndmero de caras), con lo que a = 3n. Por el teorema
de Euler, el nimero v de vértices serd a — ¢ + 2, o sea, en definitiva

c=2n, a=3n v=n+2 [1]

1. Descomposiciones con vértices regulares y caras iguales

Si todas las caras son tridngulos esféricos iguales, habrd uno, dos o tres tipos de
dngulos de caras, seglin que éstas sean tridngulos equildteros, isésceles o escalenos. Si
hay vértices de la descomposicién de orden p, llamaremos o al ndmero de ellos, si hay
otros de un orden distinto g, llamaremos B a su niimero y si hay otros de un tercer orden
r, llamaremos v a su ndmero. También habrd uno, dos o tres tipos de aristas. Designare-
mos con o, ’o ¥ a los nimeros de aristas opuestas (en alguna cara) a un dngulo con
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vértice en un vértice de la descomposicién de orden p, de orden g o de orden r, respecti-
vamente. Evidentemente, segun [1],

0(+B+’Y:n+2, (Xp+[3q+yr=6ll, O(‘+B‘+'Y‘=3” 2]

Consideraremos separadamente los casos de tridngulos equildteros, isosceles o esca-
lenos.

1.1. Caso de tridngulos equilateros

Es bien sabido que la pretensién de conseguir una descomposicion en tridngulos
esféricos equildteros iguales solo tiene solucién para los casos correspondientes a los
poliedros regulares de caras triangulares inscritos en la superficie esférica: tetraedro,
octaedro e icosaedro. Los dngulos de los tridngulos equildteros esféricos son A = 27 /p,
con p=3,465,loque se resume en la tabla:

p A n caras | aristas | vérts. | caso " poliedro inscrito
3 120° 2: 4 6 4 A tetraedro regular
4 90° 4 8 12 6 B octaedro regular
5 72° 10 20 30 12 C icosaedro regular

La descomposicién del tipo C (icosaedro esférico) se representa en la figura 1.%

1.2. Caso de tridngulos isésceles

Podemos ser algo menos exigentes, buscando des-
composiciones en tridngulos isésceles (no equildteros)
iguales, de modo que todos los vértices de la descomposi-
cién sean regulares.

Como vamos a ver, las posibilidades de eleccién
también en este caso son bastante reducidas. Al ser isds-
celes las caras, habrd dos tipos de aristas y dos tipos de :
vértices. Sean A, B, B las medidas de los dngulos de cada s
cara, con A # B. Habra vértices donde concurran dngulos
A y vértices donde concurran dngulos B. Si los primeros
son de orden p, serd A = 27Up, y si los otros son de orden g, serd B = 2m/q, (conp 23, g
>3y p # g, para que el tridngulo no sea equildtero).

Figura 1
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El exceso esférico de cada tridngulo serd m(2/p + 4/g — 1), con lo que si hay 2n caras
en total, para que quede cubierta exactamente la superficie esférica, la suma de sus exce-
sos habra de ser 4w, o sea 2nw (2/p + 4/q — 1) = 4w, es decir,

n2/p+4/g-1)=2 (3]

Ademds, o serd igual a la mitad del nimero de caras, 2n, 0 sea &’ = n, y de [2] (con
v=r=% =0), obtenemos

a=[6-gn-29(p-q), B=Ip-6n+2pl(p~q), o' =n B =2n [4]

Por otra parte, en los vértices de orden ¢ concurren aristas de los dos tipos y habrdn
de estar situadas alternativamente de uno y otro (ya que dos aristas iguales siempre con-
curren formando un dngulo A), lo que exige que g sea par.

El caso g = 4 da lugar a una infinidad de soluciones (aunque de escaso interés), en
las que p = n, con n arbitrario (lo que evidentemente cumple [3]). Estas soluciones
corresponden a la divisién de la superficie terrestre mediante el ecuador y n semimeri-
dianos, lo que da lugar a 2n tridngulos birectangulos y birectiliteros, que cuando n es
grande resultan muy alargados, inadecuados para un problema de elementos finitos.
Agruparemos estas descomposiciones en un tipo designado con D ; si excluimos estos
casos, podemos suponer que es g = 6 (ya que ha de ser par).

Como el valor de la expresién entre paréntesis de [3] ha de ser positivo, tendrd que
ser 2/p > 1 -4/ 2 1/3, o sea p < 6, con lo que sélo quedan, para p, los posibles valores
3,4y 5. Ademds, hadeser4g>1-2/p=21-2/3=1/3, 1o que da g < 12, quedando
como Unicos valores posibles de ¢ (pares y excluido el 4), los 6, 8, y 10. Adem4s, supo-
niendo que sea g = 8, se tendraque 2/n + 1 = 2/p=4/g< 1/2, 0sea2/p 22/n + 1/2 > 1/2,
con lo que p < 4, o sea p = 3. Los tnicos pares (p,q) que quedan como posibles son
entonces (3,6), (4,6), (5,6), (3,8) y (3,10).

Los cuatro corresponden a descomposiciones existentes, cuyas caracteristicas se
reunen en la siguiente tabla:

p q A° B n c a v o B o’ B’ | caso
n 4 1360/n| 90° n 2n 3n | n+2 2 n n 2n D,
3 6 | 120°| 60° 6 12 18 8 4 4 6 12 13
4 6 90° | 60° 12 24 36 14 6 8 12 24 F
3 8 | 120° | 45° 12 24 36 14 8 6 12 24 G
5 6 72° | 60° 30 60 90 32 12 20 30 60 H
3 10 | 120° | 36° 30 60 90 32 20 12 30 60 I
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El caso E da lugar, uniendo con segmentos rectilineos sus vértices, a un poliedro
semiregular que es el tetraedro apuntado (es decir que se obtiene de un poliedro regular
afiadiendo pirdmides regulares de base en cada una de sus caras y de allura conveniente
para que su vértice esté sobre la superficie esférica circunscrita a él). Es dual del tetredro
truncado y tiene 12 caras triangulares.

El caso F da lugar andlogamente al cubo apuntado, dual del octaedro truncado, y el
G al octaedro apuntado, dual del cubo truncado. Ambos tienen 24 caras triangulares.

El caso H da lugar al dodecaedro apuntado, dual del icosaedro truncado y el I al ico-
saedro apuntado, dual del dodecaedro truncado. Ambos tienen 60 caras triangulares. El
caso H es el mds interesante, ya que sus caras son mds parecidas a tridngulos equildteros,
al tener cada una un dngulo de 72° y dos de 60°. Esta descomposicion se representa en la
figura 2.%.

1.3. Caso de triangulos escalenos

Sean A, B, C, los dngulos (distintos) de cada cara,
con A > B > C. Habrd vértices de la descomposicién de
tres tipos, seglin concurran en ellos dngulos A, B o C;
sean sus 6rdenes respectivos p, g y +, y el ndmero de ellos
o, B, y y respectivamente. Serd

2<p<g<r, (5]
A=2n/p, B=2n/lgq, C=2m/r.

Como cada cara tiene un solo dngulo y un solo lado
de cada tipo, serd Figura 2

c=2n=0p=Pg=vy =20 =2 =2y (6]

El exceso esférico de cada caraserd A+ B+ C—-n=2n(l/p + I/g+ 1/r—112) y
como la suma de los excesos para las 2n caras ha de ser 47, serd

p+1/g+1/r=112=1/n [7]
Obsérvese que siendo (segin [2]) o+ B + y=v =n + 2, de [6] se deduce [7].
Como en cada vértice han de concurrir aristas de dos tipos, alternativamente, el
orden de todos los vértices habrd de ser par. En virtud de ésto y de [5], se tendrd, por

tanto:

p24, g=26, r=8§ [8]
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Por otra parte, p no puede ser igual a 6 o mayor, ya que si lo fuese, de [7] se deduci-
ria 1/6 + 1/ + 1/r=1/22 1/n>0, 0 sea I/p + 1/r 2 1/2 - 1/6 = 1/3, lo que no es compati-
ble con [8]. Por tanto, ha de ser precisamente p = 4, con lo que [7] se convierte en

Vg+ 1/r=1/4+ U/n
Entonces, g no puede ser igual o mayor que 8, ya que si lo fuese, serfa
I/rz1/4-1/8 + 1/n > 1/8,
en contradiccién con [8]. Asf ha de ser precisamente ¢ = 6 y en consecuencia,
UVr=14-1/6+1/n>1/12,

con lo que los tnicos valores posibles para r son 8 y 10.
Quedan solamente dos tipos posibles de descomposiciones en triangulos escalenos igua-
les (con vértices regulares), cuyas caracteristicas podemos resumirlas en la siguiente tabla:

q r A B C n ¢ a v o B Y | caso
4 6 & [ 90° | 60° | 45° | 24 48 72 26 12 8 6 J

4 6 10 [ 90° | 60° | 36° | 60 | 120 | 180 | 62 30 20 12 K

El caso J, al trazar las cuerdas de sus aristas, da lugar a un poliedro de 48 caras
triangulares, que es el dual de uno semirregular (cubo-octaedro-truncado) de 48 vértices
y 72 aristas, con 26 caras (12 cuadradas, 8 exdgonales y 6 octogonales) que resulta de
truncar un cubo tanto por sus aristas como por sus vértices.

El caso K, de igual menera, da lugar a un poliedro de 120 caras, dual de uno semi-
rregular de 62 caras (30 cuadradas, 20 exagonales y 12 decagonales) que resulta de trun-
car un icosaedro tanto por sus aristas como por sus vértices.

En resumen, excluidas las infinitas descomposiciones del tipo D,, tan solo hemos
encontrado diez descomposiciones de la superticie esférica en tridngulos iguales, con vér-
tices regulares. Si queremos descomposiciones en mayor nimero de tridngulos, como
requicren normalmente las aplicaciones del método de los elementos finitos, habremos de
renunciar a que los triangulos sean todos iguales o a que todos los vértices sean regulares.

2. Generacion de descomposiciones sucesivas
Renunciando a que los vértices de la descomposicién sean regulares, se pueden

generar descomposiciones sucesivas, cada vez de mayor nimero de caras, no muy dife-
rentes de tridngulos equildteros, de manera que, mediante un programa de ordenador, se
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pucdan oblener, para cada una de ellas, la descripcion completa de cada uno de sus vél.‘-
tice, aristas y caras. El método més sencillo consiste en partir de una de las descomposi-
ciones representadas en las figuras 1.” 0 2.* y obtener nuevas «generaciones» descompo-
niendo cada cara triangular de la generacién anterior en cuatro tridngulos mediante los
arcos que unen los puntos medios de sus lados. 3
Si, por ejemplo se empieza con el icosaedro esférico de la figura 1.% la generacion
«cero», o de partida, tiene 20 caras equildteras, con dngulos de A = 72° y lados, cuya
medida, a = 63,434949°, se obtiene de la relacién (consecuencia de las formulas de Bessel):

cos (a/2) sen (A/2) = 1/2

Los arcos de circunferencia maxima que unen los puntos medios de los lados de una
cara, descomponen ésta en cuatro tridngulos, uno de ellos equildtero (de dngulos A’y
lados @’) y tres isésceles iguales (de dngulos ¢’,¢" y A'y lados al2, al2 'y a’), como se ve
en la figura 3.%

Si se tiene en cuenta que la circunferencia E
méxima que tiene sus polos en dos vértices opuestos
del icosaedro esférico, corta a 10 aristas del mismo
en sus puntos medios, quedando arcos iguales entre
ellas, resulta que @’ = 36° (décima parte de dicha cir-
cunferencia). Ademds el dngulo A’, que es el diedro
formado por dos circunferencias de las consideradas,
serd igual al arco que une sus polos, 0 sea A’ = a.

La primera descomposicion generada de esta
manera (1.* generacién) tiene 80 caras (20 eqildteras
y 60 isdsceles iguales), 120 aristas (60 de longitud o’
y 60 de longitud a/2) y 42 vértices (12 de orden S5y
30 de orden 6), y puede verse en la figura 4.%. En
cada nueva genera- Figura 3
cién, se cuadruplica el ndmero de caras, y segitn las
relaciones [1], la generacién m-ésima tendrd 20.4™
caras, 30.4™ aristas y 10.4™ + 2 vértices. Veinte de las
caras serdn triangulos equildteros y doce de los vérti-
ces serdn de 5.° orden y regulares (los mismos que los
del icosaedro inicial) y los restantes, de 6.° orden, pero
no regulares.

Si se parte de la descomposicion H (figura 2.%),
que tiene 60 caras (tridngulos isésceles iguales), 90
aristas (de dos longitudes) y 32 vértices, tras la m-
ésima generacién se obtiene una descomposicién con
Figura 4 60.4™ caras, 90.4™ aristas y 30.4™ + 2 vértices.
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2.1. Estructura del programa

Se ha desarrollado un programa, escrito en C, para llevar a cabo las sucesivas gene-
raciones; su eslructura es sencilla, aunque se alarga un poco por el deseo de que propor-
cione datos completos sobre los vértices, aristas y caras de la descomposicién resultante
y proporcione dibujos de la perspectiva deseada de ésta.

En este programa permite partir de las descomposiciones C o H y en él se define:

— Un vector de estructuras para albergar los vérlices que se van generando, defi-
nido cada uno por su latitud y su longitud «geograficas».

— Un veclor de estructuras para las aristas (no solo las de la dltima generacidn,
sino todas las que se ven generando), dando, para cada una, los ntimeros de los
vértices extremos, el nimero de la arista de anterior generacion sobre la que esta
(o -1 sino estd sobre otra), su amplitud en grados, el nimero del vértice que se
crea en su punto medio y los niimeros de las dos aristas en que queda descom-
puesta por ese punto medio (los tres ultimos solo se calculan al comenzar la
siguiente generacion).

— Un vector de estructuras para las caras (no sélo las de la ultima generacion),
dando para cada una los niimeros de los vértices y los ndmeros de las aristas que
constituyen los lados opuestos, asi como los valores de los tres dngulos.

Se reserva dindmicamente memoria para todos ellos (con un compilador de Trurbo
C, serd preciso utilizar punteros «huge») y se crean directamente los datos de la «genera-
cion 0 « correspondiente al icosaedro regular (con 12 vértices, 30 aristas y 20 caras) o al
dodecaedro apuntado (con 32 vértices, 90 aristas y 60 caras). Se aplica después, el
ndmero de veces preciso, el proceso de obtener una nueva generacion.

Este proceso se hace en dos fases: en la primera, para cada arista de la dltima gene-
racidn, se afiade su punto medio en el vector de vértices, y en el vector de aristas las dos
en que queda descompuesta por ese punto medio, completando los datos de la de partida.
En la segunda fase, para cada cara de la generacion anterior, se afiaden en el vector de
aristas las tres que unen los puntos medios de sus lados (calculando sus amplitudes), y se
afladen en el vector de caras las cuatro en que se descompone la de partida (s6lo hay que
calcular sus dngulos).

Los célculos pueden reducirse facilmente a la quinta parte, debido a la simetria de
orden 5 respecto a un eje de las descomposiciones. Podrian reducirse mas haciendo uso
de olras simetrias, pero no compensa hacerlo, pues se complica el algoritmo.

En cualquier PC moderno, se tarda mucho mds tiempo en dar por teclado en nimero
de generaciones, la direccidn de la proyeccién y el nivel de impresién deseados, que en
efectuar los cdlculos requeridos y presentar el dibujo (con eliminacién de partes ocultas).
En las figuras 5. y 6." se pueden ver las descomposiciones obtenidas mediante las gene-
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* 4.200 son escalenos, de 35 tipos diferentes (120 de cada tipo) de tridngulos cuyo
dngulo mayor varia entre 62,212° y 71,779° y el menor entre 54,090° y 59,639°,
con dreas entre 0,000181 y 0,000232.

El ndmero de aristas de esta descomposicién es de 7680, las mayores de 4,734° y
las menores de 3,965°.

Si se parte del dodecaedro apuntado, la 3.* generacién (figura 8.%) da lugar a 3840
caras de 36 tipos diferentes (8 tipos de isésceles con 60 caras cada uno) y 28 tipos de
escalenos con 120 caras cada uno). El mayor de los dngulos de las caras es de 72° y el
menor, de 54.091°. Las aristas son de 24 longitudes distintas, variando desde 4.672° a
5.498°. Las dreas de las caras (como fraccién de la superficie esférica) estdn entre
0.000252 y 0.000277.

Como se ve, en uno y otro caso, las caras de las descomposiciones obtenidas no dis-
crepan demasiado de ser tridngulos equildteros, ni son de dreas muy diferentes, por lo
que pueden resultar dtiles para una descomposicién en eclementos finitos.

Para generaciones posteriores a las consideradas, debe alterarse algo la estructura
del programa por las dificultades relativas al uso como indices de variables enteras cor-
tas (de 2 bytes) y por las limitaciones de la asignacién dindmica de memoria.
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Abstract

Friedmann equation plays a major role in mathematical physics. Its explicit. solution
is in general impossible in the most realistic cases. In this work this equation is slolvcld
for several scenarios by means of perturbation methods. When the exact solution 1s
known, the approximate solutions are scen to be its corresponding Taylor se1‘ie§, a'nd
thus convergent. These series solutions can reproduce in all cases the known qualitative
features of the solutions. The use of this technique always reduces the problem to the
solution of one particular Cauchy-Euler equation, which can then be considered as a
limit case associated to the Friedmann equation.

Introduccion
En un sistema de unidades adecuado [1], podemos escribir la ecuacién de Fried-

mann en forma general como:

(d_a)2 +k — Ad® =a*p(a) (1)
dt

donde a(0) = 0y 1 € |0, ]. Esta ccuacién fue introducida por Einstein [2] e indepen-
dientemente por Friedmann [3], y describe la evolucién temporal de un elemento de

* Este trabajo estd dedicado a mi colega y amiga entraiable Elena Sdnchez Badorrey,
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espacio aft), a medida que un universo relativista se expande o se contrae. En (1), &
es la curvatura del espacio-tiempo einsteniano y A es la conslante cosmoldgica (intro-
ducida por Einstein para permitir la existencia de soluciones eslacionarias en el
modelo). Por otra parte, p(a) es la densidad del universo, que escribiremos en la
forma

_ 1
pE-7
a4

donde el término a™* representa un universo compuesto Gnicamente por radiacién.
Segin se sabe actualmente, esta es una muy buena aproximacién, debido a la ani-
quilacién masiva materia-antimateria que tuvo lugar durante el primer microse-
gundo de vida del universo [4]. Es claro que la posibilidad de describir dindmica-
mente este proceso mediante una Gnica variable ¢ es debida a que se trata de
modelos cosmolégicos homogéneos e isétropos, es decir, la materia y/o la energia
se encuentran distribuidas uniformemente [5]. Como ¢s bien sabido hoy dia [6],
esta es una excelente aproximacién a escalas lo suficientemente grandes, mayores
que 10% m. De hecho, gran parte del interés actual de esta ecuacién se centra en su
utilidad como primera aproximacién, sencilla pero notablemente exacta, a modelos
mads refinados [6]. No obstante, no deja de sorprender la ausencia de expresiones
analiticas de las soluciones en la lileratura, salvo en los casos triviales (por ejem-
plo cuando A es nula). Esto es explicable a partir de la ubicuidad de los enfoques
puramente numéricos en el tratamiento actual de muchos problemas fisico-mate-
maticos.

Por otra parte, entre el estudio numérico y la resolucién directa de una ecuacién
(esto dltimo imposible en la mayor parte de los problemas reales) cabe la posibilidad
intermedia de construir soluciones explicitas aproximadas, mediante técnicas pertur-
bativas [7,8]. Esto ofrece la ventaja de disponer de expresiones simples, general-
mente ¢n series de polencias, que aproximan la solucién exacta en un intervalo
determinado. Para ello es necesario que en el problema que se estudia haya alguin
pardmetro muy pequefio o muy grande respecto al cual poder desarrollar en serie la
solucién. En nuestro caso (1) los parametros £ y A son mucho menores que 1. En
efecto:

» Tal y como sefiala Hawking [9], la velocidad de expansion del universo es aun
hoy en dfa muy préxima a la velocidad critica. Esto significa que la curvatura £ o

bien es cero o estd préxima a cero.
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« A es extraordinariamente pequefia [10]. En unidades del Sistema Internacional su
cota méxima establecida es de IAl £ 10733 m™.

Asf pues la ecuacién de Friedmann ofrece la posibilidad de obtener soluciones per-
turbativas explicitas a partir de dos constantes pequefias. En este articulo se construyen
las soluciones aproximadas utilizando los dos pardmetros de forma escalonada.
Siguiendo la norma en trabajos similares, se procederd hasta primer orden. Comenzamos
por el escenario més sencillo posible.

Caso I: Desarrollo en k (A =0)

Si como primera aproximacién al problema tomamos A = 0, la ecuacién (1)
queda:

(a*>+k)a*=1, (3)
donde & = da/dt. La solucién al problema no perturbado (k = 0) se obtiene
ficilmente: a(t,k = 0) = +/2¢t. Como | k |« 1, es posible desarrollar mediante
la siguiente expansion en serie de Maclaurin en k:

da(t, k)

a(t,k) = a(t,0) +k ——*| +O0(?) , (4)
dk k=0
Entonces podemos escribir:
a(t, k) = V2t + k&1 (1) + O(k?) (5)

Ahora basta sustituir esta expresién en (3), donde £;(2) es una funcién incognita.

Al hacer esta operacidn y agrupar los términos del mismo orden resulta:
V(& + V2 (V21 + VD)) k+ O(k*) =0 (6)

Por tanto la ecuacién serd cero orden a orden. Siigualamos a cero el término
de orden k llegamos a la siguiente ecuacién de tipo Cauchy-Euler [11]:

. 1 t3/2
t&1 + 551 = i (M
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La solucién general de esta ecuacidn es:

E1(t) = bt™Y/2 — Lk (8)
24/2

Debido a la condicién inicial a(0) = 0, £ no puede ser divergente para t — 0,
luego ha de ser b = 0. Por tanto:

t3/2

oG 9)

Asl obtenemos la aproximacién a primer orden:

&i(t) =~

3/2
a(t, k) = \/Q_t—k;W—FO(kz) (10)
Cualitativamente, esta ecuacién reproduce el comportamiento esperado de la
solucién exacta [12]. Asi, para k& < 0 (universo abierto), se tiene una expansién
indefinida, mientras que para & > 0 (universo cerrado) el universo se expande
hasta un tamafo maximo, tras lo cual la expansién se invierte y el universo se
contrae, hasta reducirse de nuevo a una singularidad.

En realidad, la ecuacién (3) puede resolverse explicitamente de forma ele-
mental. Al hacer esto se obtiene la solucién exacta:

a(t, k) = /2t — kt2 (11)

Si ahora desarrollamos en serie de Taylor queda:

kt s 2¢2
a(t, k) = V2t 1—?:\/% (1—%—’“3; +O(k3)) =

o] kt3/2 LZ t5/2 3
=VE -k — ok 1
WG 673 " (&%), (12)

donde vemos que la correccién que hemos obtenido se corresponde con el término

en k de esta serie. De hecho, en este caso no es dificil hacer teoria de perturba-
ciones a segundo orden para comprobar que efectivamente se obtiene el siguiente

término de la serie (12). Para ello planteamos el desarrollo:

/
a(t, k) = \/Q_t—k%+k2§z(t)+0(k3) (13)

Sustituyendo en (3) y simplificando se obtiene

Vit

5 (8v26: + t(16V2E> + 3t%%)) k* + O(k°) = 0 (14)
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Igualando a cero el coeficiente del orden dominante (k?), resulta una ecuacién
de Cauchy-Euler similar a la anterior:
3es5(2

: 1
tEo + 562 = —————lﬁﬂ (15)

La solucién general serd:
t5/2
16+/2

Por el mismo motivo, ahora &' = 0, con lo cual:
fa(t) = -0
TNV

Asi pues se llega a la siguiente expresion, valida a orden O(k?):

4372 £5/2
a(t, k) = V2t — k?—— + O(%®) (18)

—k—

2/2 162
que es precisamente el resultado obtenido en (12), como era de esperar. Notese
que esta serie converge para | kt/2 |< 1, esto es para < tr =| 2/k|. /Es este
un tiempo representativo fisicamente? Consideremos el caso & > 0 (universo
cerrado). La vida del universo en este caso es, a partir de (11), 2/k, es decir,

precisamente el radio de convergencia de nuestra serie perturbativa. En otras

fg(t) — b;t—1/2 . (16)

(17)

palabras, la serie es convergente para un tiempo varias veces superior a la edad
actual del universo. Por tanto la serie converge para tiempos suficientemente
largos desde el punto de vista fisico, como ha de ser para que los cdlculos tengan
sentido.

En este problema la solucién perturbativa no tiene mayor interés, dado que
la ecuacion se sabe resolver exactamente. Sin embargo, en la mayoria de las
ocasiones esto tltimo no es factible, y la inica posibilidad que queda es emplear

esta técnica. Este va a ser el caso a continuacién.

Caso II: Desarrollo en A

Si ya no hacemos A = 0 en (1), nuestro problema ahora se escribe como:
(@ +k — Aa®)a® =1 (19)

Vamos a buscar una solucién a orden 1 de modo anélogo al empleado en la

seccién anterior, esto es:

at, k, A) = a(t, A) = Xo(t) + Ar(t) + O(A%) (20)
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Sustituyendo en (19) y agrupando se obtiene:
(A3 + B)AZ — DA% = 2o(A% — 220dod; — 20 (k 4+ A2A* + O(A%) =0 (21)

) 0. 2
A orden A" tenemos que Ag es solucién de la ecuacién no perturbada (3). Dado

que la solucién que vamos a obtener es correcta hasta el orden O(A?) = O(k?)
podemos hacer: |
5 ( ) t3/2

o(t) = V2 — k—rz= + O(A?

VB~ ke + O(87) (22)
de forma consistente con (10). Sustituyendo ahora en el orden A! de (21) y

simplificando llegamos de nuevo a una ecuacién de Cauchy-Euler similar a las
anteriores:

: 1
Iy 5/2 -
| tA + 2)\1 = \/§t / (23)
La solucidn fisicamente aceptable en este caso es:
\/_§t5/2
3

(@) = (24)

Por tanto se encuentra que:
t3/2 \/5
a(t, k) = V2t — k— Y252 2
(t, k) 2\/§-+4A g U0, (25)
donde por O? se designa tanto a O(A?) como a O(k?). Por la teoria cualitativa
de ecuaciones diferenciales, se sabe [12] que para la solucién exacta de (19), en
el caso A # 0, pueden esperarse dos comportamientos estables:

e El universo es abierto y se expande muy rapidamente. Esto ocurre si y sélo
si A > 0y k es menor que un cierto valor umbral positivo que depende de

A, ie., para A >0y k < ko(A), donde ko(A) es una funcién estrictamente
creciente que verifica ko(0) = 0.

e El universo es cerrado, tanto para A < 0 y curvatura arbitraria como para

A>0y k> ko(A).

Es facil ver que, de hecho, la expresién (25) se ajusta a estos dos comportamien-

tos: si igualamos (25) a cero y excluimos la solucién trivial t = 0, llegamos a la
ecuacién:

54
4A A (26)
cuya solucidn es:

(27)
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De aqui se ve que el universo es ablerto si y sdlo sl

k<8\/§,A>0 (28)

en (25), en cuyo caso para tiempos grandes se expande a un ritmo rapido (pro-
porcional a t3/2), y es cerrado en cualquier otro caso.
Por otra parte, la ecuacién (19) en el caso especial k = 0 puede resolverse

explicitamente, con solucion:

a(t,k =0,A) = A"Y4sinh?(2VAL) , A >0 (29)
o bien . .
a(t, k= 0,A) = (—A)"}*sin*/?(2v/=At) , A <O (30)

Para tiempos grandes y A > 0, esta solucién representa una expansion muy
répida, a un ritmo exponencial:

A\/2_/4 exp(vV/At) , VAL > 1 (31)

a(t,k=0,A) ~

Este tipo de crecimiento acelerado se conoce como expansion inflacionaria del

universo. Podernos aproximar la raiz cuadrada del seno hiperbdlico del modo
siguiente:

3 2
sinh(:c):a;—l—%—{n.., = smhl/Z(:c):\/E(l—{—ﬁ—i-...) . (32)

donde hay convergencia para

z? ozt sinh(a)
- — = =——-1<1 (33)
1<3!+5!+... Tz <
Resolviendo numéricamente esta inecuacién obtenemos 0 < x < et =2.1773 .. :
(obviamente sélo vamos a estar interesados en valores no negativos de z). Si
ahora desarrollamos (29) de esta forma llegamos inmediatamente a:
V2

a(t, k= O,A) = \/E—F A?tslz -+ O(Az) , (34)

que no es mas que la expresién (25) evaluada para k = 0. La serie sera conver-

gente para

(35)

Si comparamos este tiempo con t; (Seccidn 2) vemos que

ty K|
>1, 36
& VA (36)

practicamente para cualquier valor no nulo de k, dada la extrema pequefiez de
A (Seccidn 1).

Por otra parte, podemos hacer una aproximacién parecida para el seno:

3 5 2
sin(:c):x—gl—+... = sinl/‘(m)z\/E(l—ﬁ-i—---) ) (37)
con convergencia para
z? ozt sin(a)

es decir, para 0 < # < 7. Aproximando (30) de esta forma se obtiene nueva-
mente la expresién (34), lo cual es consistente. Asi pues, vemos que (34) es
correcta con independencia del signo de A, como era de esperar. Ademads, en el
caso A < 0 el universo es cerrado, como se deduce de (30), y la expansién (37)

es de hecho vélida para toda la vida del mismo, esto es para tiempos:

™

—A

t<t_ = (39)
2
El andlisis anterior muestra que la solucién (25) es siempre vilida para
tiempos lo suficientemente largos, como es fisicamente necesario. Por tanto,
la solucién perturbativa (25) es consistente, reproduce el comportamiento es-
perado para este modelo y, cuando se cumple (28), fisicamente representa el
primer orden del fenémeno de expansién inflacionaria.

Conclusiones

Hemos visto que un problema bésico de la Cosmologia como es la ecuacién
de Friedmann es susceptible de resolverse perturbativamente mediante series
que son convergentes en radios significativos. Estas soluciones son consistentes
con otros calculos més simples y reproducen exactamente en todos los casos el
comportamiento dindmico esperado. Ademas, dado que se trata de soluciones
simples explicitas y polinémicas, pueden emplearse para realizar otros cdlculos
de tipo mas especifico, como pueden ser tiempos de vida, velocidades de ex-
pansién, aproximaciones a la constante de Hubble, etc., problemas estos en los
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cuales no nos hemos detenido, ya que 10 son significativos a la hora de perfilar
la idea fundamental de este articulo: que a menudo existen aproximaciones al-
ternativas a las puramente numéricas, estas dltimas de maés dificil interpretacion
fisica y matematica en general.

Por otra parte, tampoco se ha querido insistir de forma exhaustiva en todas
Jas posibilidades que caben para la ecnacién de Friedmann. Estas se centran
especialmente en la forma de la densidad p(a), que puede generalizarse, por
ciemplo, para incluir términos de materia (proporcior:ales a a~3). Sin duda.
una sistematizacion completa cae fuera de los propositos de este trabajo vy, al
igual que en el caso de las consideraciones hechas con anterioridad, tampoco
aportaria nada significativo a nivel conceptual, como el lector interesado podra
comprobar facilmente.

Los calculos anteriores muestran ademas que el problema perturbativo se
reduce en todos los casos a la resolucién de una misma ecuacién de Cauchy-

Euler: 1
t + —2_1/)1 =atf | (40)

donde (t) seriala funcion ineégnita del desarrollo correspondiente (por ejemplo,
& (1), £5(t) & A1(1) en los casos que hemos cotsiderado), ¥ ¥ A son ninieros
reales. En este sentido puede afirmarse de un modo un tanto informal que
esta ecuacién parece estar asociada a la de Iriedmann, de la cual constituiria,
en esencia, el caso limite correspondiente a las situaciones k — 0y A — 0. De
hecho, esta misma ecuacién aparece también en otros casos 1o considerados aqui,
como los que involucran la presencia de materia, que ya fueron mencionados. En
tal sentido, (40) parece ser una “ecuacién caracteristica” asociada a todos los
desarrollos perturbativos que surgen € relacién con la ecuacién de Friedmann,
aspecto este no comprendido en la actualidad y que mereceria ser estudiado en

el futuro.
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s sabido que el conjunto D,

hemos desarrollado, para
calcular el ideal y el filtro
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generados por un elemento dado, hallar los 4tomos y elementos maximales
del dlgebra de Boole, as{ como determinar aquellos elementos que poseen un
nimero dado de divisores primos.

Comenzaremos describiendo el algoritmo, para ocuparnos después de su
implementacién en Sistemas de Cémputo Algebraico. Tales sistemas ya
traen implementadas las operaciones maximo comun divisor y minimo comin
miltiplo, que son las operaciones del anillo booleano correspondiente a este
algebra de Boole.

Los niimeros primos mencionados pueden ser sustituidos por los elementos
irreducibles de un dominio de factorizacién tnjca (por ejemplo, polinomios
con coeficientes en un cuerpo), lo que permite extender la validez del algo-
ritmo descrito.

1. Conceptos previos

1.1 Definicién.- Dado un elemento, z, de un algebra de Boole, se llama
ideal (principal) generado por z al conjunto de elementos relacionados con z
(sus divisores, en nuestro caso). Analogamente, el filtro (principal) generado
por z es el conjunto de elementos tales que x esta relacionado con ellos (sus
multiplos, en nuestro caso).

1.2 Definicién- Los dtomos son los elementos minimales de la ordenacién.

1.3 Consecuencia.- En nuestro caso, los minimales (respect. maximales)
son los elementos con, exactamente, dos divisores: el 1 y él mismo, e.e., los
primos (respect. con exactamente dos miltiplos: él mismo y el supremo, V).

1.4 Ejemplo.- Sea N =2.3-5.7 = 210. La relacién de orden "ser divisor”

(usual), restringida al conjunto de divisores de 210, da lugar a un algebra de
Boole finita

Dayo = {1,2,3,5,7,6,10, 14,15, 21, 35, 30, 42, 70, 105, 210}

En el anillo de Boole correspondiente las operaciones son el m.c.d. Y m.c.m.
habituales.

Podemos caracterizar los elementos del conjunto segin su niimero de di-
visores primos:
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Infimo del reticulo: 1

Atomos (primos): 2,3,5,7

Productos de dos primos: 6,10,14,15,21,35

Elementos maximales (productos de tres primos): 30,42,70,105

Supremo del reticulo (producto de cuatro primos): 210
(obviamente, para que & sea divisor de y, es condicién necesaria que T sea
producto de un nimero menor o igual de primos que Y).

Por ejemplo, el ideal principal generado por 6 es {1,2,3,6} y el filtro
principal generado por 10 es {10, 30,70, 210}.

2. Ideas para elaborar el algoritmo

Consideremos un niimero natural producto de n primos, es decir, de la forma

N:pl *P2 st Pn
donde los p; son primos tales que p; #4 ppsij # k. Sus divisores son los
ndimeros de la forma

iy .o i 6 €{0,1}
Las n-tuplas de exponentes pueden identificarse con las aplicaciones de
{61,82,..,6n} en {0,1}. Por ser 2" el nimero de tales aplicaciones, N tendra

te, es claro que las aplicaciones citadas se pueden

9m divisores. Por otra par
tmero de cifras es menor o igual

‘dentificar con los nimeros binarios cuyo n

que n, esto es, con:

000..000
000..001
000..010
000..011
111...111

De este modo, los d
rales menores que 2* (incluido el cero)
en la ordenacién que induce tal identificacion.
divisores de N en la forma d; ; 0 < 1 <2 —1,

De acuerdo con esta notacién, si d; es el divisor de N
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ivisores de N son identificables con los ntimeros natu-
, pudiendose ordenar dichos divisores,
Ello permite denotar a los

= -Gl
d‘t - 1711[722...;),'51
tonce : . i
32:;;: ;:S 3 expéllc;ntz 6,1 ((jlel primo p;) puede obtenerse calculando (en base
: cociente de la divisién entera del niimero nat ; j
. , e ural ¢ 5—1
reduciéndolo médulo 2, seglin puede comprobarse. entre 2/-1, y

En adelante, por brevedad
, notaremos a;; ) .
del namero natural N. i &l exponente §; del divisor d,

3. Algoritmo

Entradas
Lista o conjunto ordenado de primos: P = [py, s, -, Pry Prg1s s Pr)

’ . Y9 ¥n n g see -
Nimero, n, de primos a considerar (para determinar N,= ;1 -p; e D)

3.1 Divisores primos de N

3.1.1: Inicializar PS como lista vacia.

3.1.2: Alojar en PS los n primeros elementos de P
Los elementos de P.S son los divisores primos de N .

3.2 Con.jl.lnto, Dy, de los 2" divisores de N

3.2.1: Inicializar L como lista vacia.

3.2£2:dPar.a g \./anando de 0 a 2" — 1 y j variando de 1 a n, hacer a;; igual al
resto de dividir entre 2 al cociente de la divisién entera de 7 — 1 ent;e 27 —1

3.2.3: Para i variand n_ ] ol¥
- 1ando de 0 a 2" — 1, alojar los productos [];_, p;” en la lista

Los elementos de L son los divisores de V.

3.3 Divisores primos del elemento z

2.3.1: Inicializar LD P como lista vacia.

3.3.2: Para h variando de 1 a la longi i

3. . gitud de la lista P.S, si el -
ésimo de PS es divisor de z, anadirlo a la lista LDP. sl clemento b
Los elementos de LD P son los divisores primos del elemento z.

3.4 Ideal generado por el elemento z

3.4.1: Inicializar LD como lista vacia.
3.4.2: Determinar la lista, LD P, de los divisores primos de 2 (como en 3.3)
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3.4.3: Hallar el conjunto de divisores de z (como en 3.2, pero sustituyendo

N por z,y L por LD). .
Los elementos de LD son los elementos del ideal generado por .

3.5 Atomos ’ 1
Los elementos de P.S son los dtomos del algebra de Boole.

3.6 Elementos maximales ' ’

3.6.1: Inicializar LM A como lista vacia. ’

3.6.9: Determinar la lista, PS, de tomos del algebra de.Boole. -
3.6.3: Para cada elemento, d, de la lista P S, hallar el cociente N/d y anadirlo
a la lista LM A.

Los elementos de LM A son los élementos maximales del dlgebra de Boole.

3.7 Filtro generado por el elemer}to x
3.7.1: Inicializar LD D como lista vacia. . . _
3.7.2: Para h variando de 1 a la longitud de la lista P.S, si el elemento A

33 estd en LDP, afiadirlo a la lista LDD.

ZS}YH;O ?jic[;ji;:r LAUX como lista vacia y alojar en ella a los elementos del
4lgebra generada por los elementos de la 1istf1 LDD (como en ’3.2). .
3.7.4: Inicializar LM como lista vacia y alojar en ella a los numeros que
obtienen multiplicando a @ por los elementos de LAUX.

Los elementos de LM son los elementos del filtro generado por z.

3.8 Elementos que tienen exactamente m divisores primos.
3.8.1: Inicializar LP como lista vacia. .
3.8.9: Para 7 variando de 1 a la longitud de la‘hsta. L, hacer:
3.8.2.1: hallar la suma, s, de los a;;, para ) varla.mdo del an.
3.8.2.2: si s = m, anadir el elemento correspondiente a 11.1 lista LP.
Los elementos de LP son los que tienen exactamente m divisores primos.

4. Tmplementacion
La implementacion la hemos efectuado en el Sistema de Cémputo Algebraico

Al 3 ORI lec-
Maple V.4. Omitimos, por brevedad, ¢l cédigo, que ofu,c,umfs a 1%35 1
: ' sdimi . Son los
tores interesados, pero comentamos los procedimientos utilizados. 5o
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siguientes:

genera(LIP): su entrada, LIP, es una lista de primos, siendo su salida la

lista LID (obtenida siguiendo 3.2), de todos los divisores del ndmero pro-
ducto de los elementos de LIP.

gene(n): su entrada, n, es un ndmero natural menor o igual que el ndmero

de primos de la lista P, siendo su salida la lista L (obtenida con genera), de
divisores de N.

divpri(z): su entrada, z, es un elemento del 4lgebra de Boole, siendo su
salida la lista LD P (obtenida siguiendo 3.3), de divisores primos de z .

ideal(z): su entrada, z, es un elemento del &lgebra de Boole, siendo su salida
la lista LD (obtenida siguiendo 3.4), de elementos del ideal de z .

filtro(z): su entrada, z, es un elemento del algebra de Boole, siendo su sa-
lida la lista LM (obtenida siguiendo 3.7), de elementos del filtro de z.

atomos(): su entrada es vacfa, siendo su salida la lista PS (obtenida si-
guiendo 3.5), de 4tomos del dlgebra de Boole.

maximales(): su entrada es vacia, siendo su salida la lista LM A (obtenida
siguiendo 3.6), de elementos maximales del algebra de Boole.

sonproductode(m): siu entrada, m, es un nimero natural menor o igual que
el numero de primos divisores de N, siendo su salida la lista LP (obtenida
siguiendo 3.8), de divisores del N que son producto de exactamente m primos.

5. Ejecucion del programa

Después de definir P, como lista, o como conjunto, de primos, se ha de
comenzar ejecutando gene(n) para generar el dlgebra de Boole. A conti-

nuacién, se pueden pedir, en ¢l orden que se desee, ideales, filtros,... como
en los siguientes ejemplos. :
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Cargar el programa:
[ > read( boolefin.map’):

5.1. Caso de ser N un producto de 5 niimeros primos

Denotar P a una lista de nimeros primos:
[> P:=[2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47].

Generar ¢l algebra de Boole que resulta a partir de los 5 primeros elementos dela lista P:
> gene(5);
Este Algebra de Boole consta de, 32, elementos:
1,2,3,6,5,10, 15,30, 7, 14, 21, 42, 35, 70, 105, 210, 11, 22, 33, 66, 55, 110, 165,330, 77,
154, 231, 462, 385, 770, 1155, 2310

Calcular el ideal que genera el elemento105:
> ideal (105);

Este ideal consta de, 8, elementos:
1,3,5, 15,7, 21,35, 105

Calcular el filtro que genera el elementol5:
> filtro(15);

Este filtro consta de, 8, elementos:
15, 30, '105, 210, 165, 330, 1155, 2310

Pedir los elementos maximales del algebra de Boole:
> maximales () ;

Este Algebra de Boole contiene, 5, maximales:
210, 330, 462, 770, 1155

Hallar los elementos que son producto de 3 primos:
" > sonproductode (3) ;

En este Algebra de Boole hay, 10, elementos
que son producto de, 3, primos:
30, 42, 70, 105, 66, 110, 165, 154, 231, 385
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5.2. Caso de ser N un producto de 7 nimeros primos

Generar el algebra de Boole que resulta a partir de los 7 primeros elementos de la misma
lista P, del apartado 5.1:

(> gene(7);

Este Algebra de Boole consta de, 128, elementos:

| 1,2,3,6,5,10,15,30,7, 14, 21, 42, 35, 70, 105, 210, 11, 22, 33, 66, 55, 110, 165, 330, 77,
154,231, 462, 385, 770, 1155, 2310, 13, 26, 39, 78, 65, 130, 195, 390, 91, 182, 273, 546, 455,
910, 1365, 2730, 143, 286, 429, 858, 715, 1430, 2145, 4290, 1001, 2002, 3003, 6006, 5005,
10010, 15015, 30030, 17, 34, 51, 102, 85, 170, 255, 510, 119, 238, 357, 714, 595, 1190, 1785,
3570, 187, 374, 561, 1122, 935, 1870, 2805, 5610, 1309, 2618, 3927, 7854, 6545, 13090,
19635, 39270, 221, 442, 663, 1326, 1105, 2210, 3315, 6630, 1547, 3094, 4641, 9282, 7735,

15470, 23205, 46410, 2431, 4862, 7293, 14586, 12155, 24310, 36465, 72930, 17017, 34034,
51051, 102102, 85085, 170170, 255255, 510510

Calcular el filtro que genera el elementol5:
(> filtro(15);
Este filtro consta de, 32, elementos:
13,30, 105, 210, 165, 330, 1155, 2310, 195, 390, 1365, 2730, 2145, 4290, 15015, 30030, 255,

510, 1785, 3570, 2805, 5610, 19635, 39270, 3315, 6630, 23205, 46410, 36465, 72930,
255255, 510510

Pedir los elementos maximales del algebra de Boole:
[ > maximales () ;

Este Algebra de Boole contiene, 7, maximales:
30030, 39270, 46410, 72930, 102102, 170170, 255255

Hallar los elementos que son producto de 5 primos:
!' > sonproductode (5) ;

i En este Algebra de Boole hay, 21, elementos

qie Son producto de, 5, primos:
| 2310, 2730, 4290, 6006, 10010, 15015, 3570, 5610, 7854, 13090, 19635, 6630, 9282, 15470,
I 23205. 14586. 24310, 36465. 34034, 51051. 85085
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5.3. Caso de ser N un producto de polinomios irreducibles en una variable

Denotar P a una lista de polinomios irreducibles en una variable, con coeficientes enteros:
L[> p:=[x,x"2+5%x-3,x-1 ,x+1,x+3,x"2+1]:

Generar el algebra de Boole que resulta a partir de los 4 primeros elementos de la lista P:
> gene(4);

Este Algebra de Boole consta de, 16, elementos:
1,x,x2+5x—3,x3+5x2—3x,x—1,x2—x,x3+4x2—8x+3,x4+4x3—8x2+3x,x+1,
x2+x,x3+6x2+2x—3,x4+6x3+2x2—3x,x2—l,xs—x,x4+5x3—4x2—5x+3,

x5+5x4—4x3—5x2+3x

Calcular el ideal que genera el elemento (x"3-x):
> ideal ((x"3-x));

Este ideal consta de, 8, elementos:

2 2 3
Lx,x-1,x -xx+1x +x,x2—l,x -X

Calcular el filtro que genera el elemento x+1:
> filtro(x+1l);

Este filtro consta de, 8, elementos:
x+1,x2+x,x3+6x2+2x—3,x4'+6x3+2x2-3x,x2—1,x3—x,x4+5x3—4x2—5x+3,

x5+5x4—4x3—5x2+3x

Pedir los elementos maximales del algebra de Boole:
[ > maximales ()

’ Este Algebra de Boole contiene, 4, maximales:

l

] x4+4x3—8x2+3x,x“+6x3+2x2—3x,x3—x,x‘+5x3—4x2—5x+3

Calcular los elementos que son producto de 2 irreducibles:
"> sonproductode(2) ;

| En este Algebra de Boole hay, 6, elementos
', que son producto de, 2, irreducibles:

| x3+5xz—3x,x2—x,x3+4x2—8x+3,x2+x,x3+6x2+2x—3,x2—1
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s, I
4 Caso de ser N un producto de polinomios irreducibles en varias variables

Den ) T .
[ e> oltja.r_P a una lista de polinomios irreducibles en varias variables con coeficientes racionales:
i=[xt+(2/5) *z, (4/3) *x-y,z*x-y,y"2-3/4,x+2"3,x*2+1] : ‘

Generar el algebra de Boole i i
e que resulta a partir de los 3 primeros elementos de la lista P:

Este Algebra de Boole consta de, 8, elementos:
l,x+gz ix—y ixz—x +i 2 ! 2 z
$%3 3 y 15zx—szy,zx—y,zx —xy+gz2x—;zy,
izx2—ixy— 2 %3
; ; yzx+y,3x z-

4
a2 2, 8., 8 2 2
Xy-x'yr+xy +— -— -~ =2y
; YH+gex 5V 2* 5zyx+szy
(_Jalcular el filtro que genera el elemento (4/3)x-y::

> filtro((4/3) *x-y) ; .

Este filtro consta de, 4, elementos:

A o 2 i 4
3 y’3x xy+ISZJC—Szy,3zx2—§xy_yzx+y2’

4, 4

B Ewm 2 8 8 2
Xz-"xX"y-x + 2,22 ) 2

3 3 YItxy T x 3YEE5e yx+gzy2

Calcular los elementos que son producto de 2 irreducibles:
> sonproductode (2) ; .

En este Algebra de Boole hay, 3, elementos

que son producto de, 2, irreducibles:
4 8 2
4, 8 2 2 4
X' -xy+—zx-— (= —Fx-= :
: Y 5 x 2N X xy+sz x—5zy,gzxz—gxy—yzx+y2

Calcular el mc.d. yel mc.m. de | lti

C .cd. .c.m. de los dos Ultimos elementos, de entre los

i ) tres que se acaban d

> ged(z*x"2-x*y+ (2/5) ¥z"2%x- (2/5) *z*y, (4/3)*z*x"2?(4/3 kyxk e obtenct
—y*zExtyn2) ; ey

zZx-y

> lom(z*x"2-x*y+ (2/5) ¥z72#x- (2/5) ¥z*y, (4/3) *z*x"2- (4/3) *xty

_Y*Z*X+YA2);

{ 4, 4 g

-3, _2.2 2 8 2
X z X'y—x 2, 2.2 ) 2
3 g ¥ YTV IRy A LN Ty zx =2 yx+gzy2
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6. Conclusiones

Con este articulo se pretenden dos objetivos. De una parte, ayudar a’quienes ut}llcen
estos modelos de dlgebras de Boole finitas a ahorrar el tiempo de los cdlculos ted19§os,
centrando la atencion en lo puramente conceptual. Y de otra p:n'llc, mostrar esta curiosa
codificacion de los divisores de un producto de primos, que permite ordenarlos.
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Una aplicacién geométrica
del método de los minimos cuadrados

Julio Benitez Lépez

Departamento de Matemdtica Aplicada
Universidad Politécnica de Valencia

Abstract

A general method to calculate the distance between two affine lineal varieties is

presented. It is based on least square technique. Moreover, a point in each variety, such
that the distance between them is minimal, is determinated.

En un curso de dlgebra lineal los estudiantes tienen que memorizar de-
masiadas férmulas para encontrar la distancia entre dos variedades lineales,
por ejemplo dos rectas paralelas, dos rectas que se cruzan, dos planos parale-
los, un punto y una recta, etc. No hay una férmula general para encontrar
estas distancias. Ademds, estas férmulas no nos proporcionan los puntos
de minima distancia. Veremos un método ficil, basado en el método de
minimos cuadrados, que nos dard la distancia entre dos variedades lineales
y los puntos de estas variedades que minimizan la distancia.

Comenzamos con una breve introduccién:

Si U es un subespacio vectorial de IR* y P es un punto de IR¥, la variedad
lineal pasando por P con subespacio soporte U es el siguiente conjunto:

P+U={P+u:ueclU}.
La distancia entre las dos variedades lineales P+ U y Q + V es
dP+U,Q+V)=inf{d(P+u,Q+v):uelUwveV}

Todavia no sabemos si este infimo existe, pero veremos que este infimo es
realmente un minimo y sabremos cémo encontrarlo.

Nuestro método esta basado en el teorema siguiente: ([[-T] Pagina 504)
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TEOREMA 1 Sea A una matrizn X m y b € R*. Si zop € R™ es una
solucién del sistema lineal AT Az = ATb (las Ecuaciones normales) entonces
) m
zo satisface ||Azo — bl < ||Az — bl| para todo z € R™.

Puede probarse que el sistema de las ecuaciones normales es siempre un
sistema compatible y tienen solucién tnica siy sélo si el rango de A es m.
([I-T] Pégina 507) ‘ '

Fl Teorema 1 se usa frecuentemente para resolver aproximadamente ?ls-
temas de ecuaciones lineales. El nimero ||Azo — b]| mide el error cc?lnetldo
en la aproximacién. En nuestro caso este nimero medird la dlstanaaventre
las dos variedades. Otro resultado que nos serd de utilidad es el siguiente:
([Q-R] Pégina 114)

TEOREMA 2 Sean P + U y Q@ + V dos variedades lineales. Entonces su
interseccion es no vacia st y solamente st PQ € U+ V.

Consideremos las ecuaciones paramétricas de las dos variedades lineales

P+U,Q+V.

P4+U : X =P+ Mu + Xt + -+ Anlin a
Q+V : Y=Q+mun + vzt -+ fmUm

Tenemos que encontrar X* € P+ U, Y" € Q@ + V tales que
(| X* —Y*| = inf{]|] X - Y|: XeP+UYeQ+ V1.

Para simplificar los cdlculos siguientes supongamos que P+UyQ+YV son
unidimensionales (dos rectas). Tenemos que minimizar [|[X — Y]|, donde
X e P+U,Y €@+ V. Porlo que hay que encontrar A%, u* € IR tales que

P+ A u—(Q+u )| <IP+iu—(Q+p)l  VYApeR (2)

Sean A = ( A ), A = ( /\** > y A la matriz cuyas columnas son u y

v. Entonces (2) puede escribirse

Y, Y 2
IAA® - PQI| < |AA = PO VA€ R (3)
Sabemoé que (3) tiene solucién por el Teorema 1, y esta solucién satisface
ATAA = ATPQ. (4)
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Por lo que, dadas dos variedades lineales siempre podremos encontrar dos
puntos, cada uno en una variedad, que minimizan la distancia entre ambas.
Podemos resolver (4) para encontrar A y u* y los puntos buscados son
X"=P+XNueY*=0Q + u"v.

Ademds podemos decir algo sobre la relacién geométrica entre estos pun-
tos y las variedades: Si desarrollamos (4) conseguimos

(u,u) (u,v) A" _ (P:Q, u) (5)
<uvv> <’U,'l)> —p (Pvi> ’
denotando (-,-) el producto interno usual. De (5) tenemos
(u, \*u — p™v — P_Q) = (v,A"u — p*v — PQ) = 0.
Por otra parte
Y*X*= X" =Y =P+ Au—(Q+p"v) = Nu—pu*v— PO.

Por lo que Y*X* es perpendicularayyav.

Los célculos precedentes se pueden generalizar sin ningin problema a
cualquier par de variedades lineales: Dadas las variedades lineales cuyas
ecuaciones paramétricas estan escritas en (1) no tenemos mds que definir

At
An
A:(ulv"'vun7v17"'avm) A=

—H1

—Hm
En general el vector que une los puntos de minima distancia es perpendicular

a los subespacios soporte.

Nos gustarfa cerrar este trabajo con dos simples notas y varios ejemplos:

1) El error cometido en la aproximacién es la distancia entre las dos
variedades. Si este error es cero el sistema AA = P—Q es compatible, por
lo que PQ € R(A) = U + V, siendo R(A) el subespacio generado por las
columnas de A. ([I-T] Pdgina 211). Como PQ € U+ V, por el Teorema 2, se
tiene (P +U)N(Q + V) # @. Por lo que si la distancia entre dos variedades
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lineales es 0 su interseccion es no vacia. Esta afirmacién no es cierta para conjuntos arbi-
trarios, por ejemplo una hipérbola y su asintota.

2) Las columnas de la matriz 4 son los vectores que generan U y V', por
lo que el rango de A es dim(U + V'), por otra parte, A tiene dim U + dim V
columnas. Como

dim¥U + dimV = dim(U + V) — dim(U N V),

si UNV = {0} entonces A tiene tantas columnas como su rango, por lo que
la solucién es unica. Y reciprocamente.

3) Sean las rectas

T (z,9,2) = (1,0,1) + A(0,2,0) AeR
s : (z,9,2) =(0,1,0) + u(1,0,0) peR

Obviamente las ecuaciones

(1,0,1) + A(0,2,0) = (0,1,0) + u(1,0,0)

0 1 -1
2 0 (_’\)= 1
00 H ~1

forman un sistema incompatible, pero si lo resolvemos por minimos cuadra-

dos:
(020) > o ( A)_(OQO) -
too){s o)\ -n too){ )

la solucién del ltimo sistema es A* = 1, 4* = 1. Por lo que los puntos que
minimizan la distancia son

X* = (1,0,1) + A%(0,2,0) = (1,1, 1
Y* =(0,1,0) + #*(1,0,0) = (1,1,0

La distancia entre las dos rectas es || X*V*| = 1.
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4) Proyeccién de un punto sobre una variedad. Sean ¢ un punto
y P+ U una variedad en IR™ de dimensién m. Queremos hallar la proyeccién
ortogonal de @@ sobre P + U.

Sean {u1,---,um} los vectores que generan U, que suponemos que for-
man un sistema ortonormal. Sea IIp;y(Q) la proyeccién ortogonal de @
sobre P+ U. Ip4+y(Q) debe cumplir

Opiv(Q) = P4+ Ajug + Ajuz + - -+ A%, Um.
Sean, de acuerdo con los parrafos precedentes,
A= (w1, um) A =], AT
Entonces la ecuacién que debe verificar A* es
ATAN = ATPQ
que desarrollindola obtenemos A = (u;, PQ), i = 1,---,m. Por tanto

pyv(Q) = P+ Y (uj, PQ)v;.

5=1

5) Distancia entre una recta y un hiperplano. Recordemos que un
hiperplano es una variedad de codimensién 1. Sean H un hiperplano y r
una recta en IR™*!. Sus ecuaciones paramétricas son

H : P4+ Xuy + dquz + -+ Apup

Q@+ pv

Si v no fuese combinacién lineal de uy,---,u,, entonces {v,uy, -+, u,} es
una base de IR"*! y por el Teorema 2 la distancia es 0.

Por tanto podemos suponer v = aju; + -+ + a,u, (a; € R), es decir,
las variedades son paralelas. Podemos suponer asimismo que los vectores
{u1,-++,un} forman un sistema ortogonal. Sean Q@ 4+ p*vy P+ 3°7_; Mu;
los puntos de la recta y el hiperplano que minimizan la distancia. Sabemos
a priori por la segunda nota que hay infinitas soluciones. Sean

n
A= (ug, e un, y o ogu) AT = (A, A, -7
J=1
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La ecuacion ATAA™ = AT P-Q desarrollada es

1 0 Sl 0 (07} )\'l' (ulv PQ)

o 1 - 0 oD As (uq, PQ

0 0 - 1 a A (un, PQ) _
ap oy ot O 23'1:1 a? =0 pRRN-T (u;, PQ)

se ve claramente que si multiplicamos la j-ésima ecuacion por &; y las
sumamos todas obtenemos la iltima, por 10_.que podemos ignorarla. De
las n primeras obtenemos A} = p*a; + (u;, PQ). Por lo que las soluciones

son @+ p*vy P+ i (pej + (uj,P_Q))uj. Ahora se ve que obtenemos
infinitas soluciones simplemente variando p*. Ademds tenemos

P+ (wa+{uj, PQYu; = P+u" Y ajuj+y_(us, PQyus = w'v+114(Q)
j=1 Jj=1 J=1
por lo que la distancia entre la recta y el hiperplano es
d(p*v+ Mp(Q),Q + p™v) = d(Ix(Q), Q)

de donde se ve que la distancia es independiente del valor de pu* y para
hallar esta distancia basta con hallar la distancia de un punto de la recta

(por ejemplo Q) al hiperplano.
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Abstract

We consider that it is desirable to include historical notes as a teaching aid in the
class of Mathematics. In this paper we develop this idea, using the collection of the
library of the El Escorial monastery (dating from the time of Felipe Il —XVII century—).

This library is considered one of the best of its kind in the world, There, treasures
that are fundamental to know the evolution of knowledge are accumulated.

«Quien esta hambre tuviere, venga a San
Lorenzo el Real, que entrambas necesida-
des remedia, la del cuerpo, con el manteni-
miento corporal, y la del dnima, con manjar
sobrenatural».

Introduccion

El Monasterio de El Escorial ha sido ampliamente estudiado desde la Historia del
Arte como paradigma de la arquitectura del Renacimiento espafiol, y desde la perspec-
tiva historiogrdfica como emblema de un reinado y de una época. Pero entendemos que
no ha sido puesto suficientemente en relacién con la evolucidn de la ciencia en Espafia y
mds concretamente con las Matemadticas. A este respecto hemos de sefialar dos excepcio-
nes: el magnifico trabajo de Juan Antonio Sdnchez Pérez en su obra Las matemdticas en
la Biblioteca de El Escorial, realizada en 1929 por encargo de la Academia de Matemé-
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ticas de Madrid, y la aportacién realizada desde el Seminario de Historia de la Matem4-
tica de la Facultad de Ciencias Matematicas de la Universidad Complutense de Madrid,
por Jesus Andrés Pascual en Presencia de la matemdtica en el Monasterio de «El Esco-
rial», realizada en 1991 con motivo del IV Centenario de la finalizacién de las obras del
Real Monasterio de San Lorenzo de El Escorial.

En Espafia disponemos de una de las mejores Bibliotecas del mundo, sélo supe-
rada por la biblioteca de El Vaticano, en la que s¢ acumulan tesoros fundamentales
para conocer la evolucién de todos los saberes y en definitiva la evolucién de la huma-
nidad.

Este articulo pretende hacer una somera aproximacion a la Biblioteca del Monaste-
rio de El Escorial, centrdndonos en los fondos relacionados con las Matemdticas, siendo
nuestro interés hacer ver que en los procesos de ensefianza-aprendizaje de las Matemati-
cas, los estudiantes, adquicren cantidades substanciales de matemdtica con gran detalle,
pero normalmente reciben poca informacién sobre sus orfgenes o sobre las motivaciones
que han conducido a su descubrimiento y su formalizacién.

Nosotros pensamos que es positivo para comprender mejor las Matematicas, incluir
en la Transposicién Diddctica, algunos aspectos histéricos y por consiguiente crear obje-
tos propios de enseflanza que no formen parte del Saber Sabio, pero si como una ayuda
didéctica.

Estamos seguros que esta visién histérica no corresponde Unicamente a los profeso-
res de Matemdticas, pero si que estos son parte importante, ya que a ellos corresponde
tomar la decision de cudndo, cémo y porqué se debe hacer esta inclusion.

Con este fin, partiremos del interés despertado por las Matemdticas en la Corte de
Felipe II; seguiremos haciendo un recorrido por la Biblioteca de la mano de las impre-
sionantes matronas que presiden la béveda, donde se simbolizan las Artes del Trivium y
Quatrivium, para finalizar, acercdndonos a algunas de las obras de los matemdticos mds
importantes de la Historia.

1. Las Matematicas en la Corte de Felipe I1

Felipe II fue un rey culto, con una profunda formacién humanistica y defensor a
ultranza de las teorfas de Raimundo Llull. Fue discipulo de uno de los matemdticos espa-
fioles mds prestigiosos de la primera mitad del siglo XVI, Juan Martinez Siliceo, quien
ejercié como catedrdtico en las universidades de Parfs y Salamanca gozando de la consi-
deracién internacional.

Junto al monarca, la personalidad de Juan de Herrera, que se incorporé a la corte en
1558, a la vuelta de su estancia en Italia donde entré en contacto con las preocupaciones
matemdticas que se estaban desarrollando por aquella época. En 1562 se puso al servicio
del arquitecto Juan Bautista de Toledo que habia sido encargado de la construccién de la
gran obra de Felipe II, el Monasterio del Escorial. A la muerte de Juan Bautista de
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Toledo en 1567, Juan Herrera asume la direccién de las obras, poniendo al servicio de su
ejecucion todos los conocimientos que habia adquirido en sus estancias en Flandes e Ita-
lia, asi como su ingenio en la elaboracién de mdquinas y grias que permitieron la termi-
nacion de las obras en 1572.

Aunque Juan de Herrera es més conocido como arquitecto que como matematico,
quiza porque no dejé escrita alguna obra especificamente matemdtica, lo cierto es que su
interés por esta ciencia asf como su conocimiento e investigacién en este campo, hicie-
ron que fuera reconocido como uno de los més insignes mateméticos espafioles del siglo
XVI, tanto por sus contempordneos como por los cronistas de la Ciencia espafiola en la
actualidad. El mismo consideraba las Matemdticas como base de su formacién, desarro-
llando su actividad como arquitecto en base a la Geometria, dando lugar a un estilo pro-
pio denominado «herreriano».

Por otra parte, el cardcter especulativo de la ciencia pura, tenia escasos cultivadores
en el Renacimiento espafiol a pesar de hacer un uso intensivo de ella. El mundo de las
matemadticas encontré en la navegacién y la guerra importantes campos de aplicacién
prdctica como fueron la cartogratia, ndutica y las ingenierfas naval y militar. Como escri-
bfa Pedro Simén Abril en 1589 «...de no aprenderse la matemdtica viene haber gran
falta de ingenieros en las cosas de la guerra, de pilotos para la navegacién y de arqui-
tectos para los edificios y fortificaciones».

Precisamente fue esta carencia de artilleros y de cartas de navegacidn fiables,
unido a la influencia de Juan Herrera como matemadtico, lo que dio lugar a la institu-
cionalizacién de la ensefianza de las matemdticas en Espaiia, credndose la Academia
de Matemdticas de Madrid a través de una Real Cédula de 31 de enero de 1584. Al
frente de la Academia se colocé al propio Juan Herrera, quien se encargaria de la ense-
flanza de la Arquitectura y de dirigir el trabajo del resto de profesores. Los maestros de
la recién creada Academia fueron los portugueses Juan Bautista Labafia, encargado de
«leer matemdticas», Luis Georgio encargado de las artes de la cartografia y Pedro
Ambrosio de Ondériz encargado de traducir del latin libros de Matemdticas de los cla-
sicos.

El proyecto de creacién de esta institucién habia nacido en 1582 en Lisboa, en un
viaje realizado por Felipe II con motivo de la adhesién de Portugal al imperio. En 1583
comenzd sus actividades la Academia y bajo su influjo aparecié el grupo de geémetras
espafioles constituidos por Molina, Falcé y Julio César Firrufino, todos ellos encabeza-
dos por Juan de Herrera [1].

Ademds de las matemdticas, las grandes cuestiones cientificas que entonces se dis-
cutian en Buropa, también encontraron eco en Espafia, optando en ocasiones por actitu-
des mds abiertas que en otros lugares. Sirva de ejemplo el apoyo de la Universidad de
Salamanca a la teoria heliocéntrica de Copérnico, mientras que en Paris, Zurich o
Turinga se prohibfa su ensefianza y discusién, dando muestras de la apertura de ideas, en
el aspecto cientifico, de la corte de Felipe I1.
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2. La Biblioteca del Monasterio de El Escorial

«A la derecha del zagudn de entrada al Patio de los Reyes se abre la puerta que
conduce a la Biblioteca, situada a la altura del tercer piso, y cuyas ventanas y balcones
corresponden al lado oeste, por la lonja, y al lado oriental, por el Patio de los Reyes.
Tiene una bella portada, cuyo centro ocupa la puerta, flanqueada por dos pedestales
con sus correspondientes columnas, sobre las que se desplaza el frontdn; este frontén
presenta una ldpida negra en la que, con tipos dorados, se fulmina excomunion contra
quienes saquen libros de la biblioteca». Ast nos describe el acceso a la Biblioteca Fede-
rico Carlos Sainz de Robles [2]. En su interior nos encontramos con un espléndido salén
de 54 por 9 metros y 10 de altura, con el pavimento de mdrmol gris y blanco y la béveda
de caiién con lunetos.

Las librerfas, de estilo toscano, fueron dibujadas por Juan de Herrera y ejecutadas
magistralmente por el italiano Giuseppe Flecha y los espafioles Gamboa, Serrano y
otros. En los materiales podemos encontrar una gran variedad de maderas, como 4cana,
caoba, ébano, cedro, naranjo, terebinto y nogal, ofreciendo un bello contraste de colores.
Los armarios se componen con tres, cuatro o seis columnas que corren sobre un cuerpo
bajo a modo de basamento, el cual, a su vez, sirve de apoyo para examinar los libros. El
friso del entablamento tiene encima un pequefio cuerpo rematado en los extremos y en
los ejes de las columnas con los tipicos obeliscos con bolas, todo ello dorado, dando un
significado de grandeza y majestuosidad a los libros que albergan. En su interior, los
libros estdn ordenados por materias y por tamafio, y dispuestos de forma muy original,
con el canto dorado hacia el exterior con lo que toda la estanterfa ofrece un aspecto sun-
tuoso, como cubierta de oro.

Como afirma Pascual (1991), la Biblioteca es la prueba concluyente de que en la
concepcidn de Felipe II y la ejecucién por su arquitecto Juan de Herrera, preside la idea
de perpetuar en El Escorial un culto especial a la Matemdtica, como parte integrante de
la cultura cientifica. Este culto salta a Ia vista en la simbologfa iconografica representada
en la béveda.

El simbolismo de los frescos que adornan la béveda de la Biblioteca, aparece ya
en su misma distribucién y estructura. Los mundos de la oracién y del estudio estdn
representados respectivamente por las alegorias de la Teologia y la Filosofia, y no es
casual que Ja primera de ellas ocupe el lugar contiguo al convento, justo enfrente del
lugar en que se halla la alegorfa de la Filosofia, que se encuentra en la parte del Cole-
gio. Se unen de esta forma el saber divino y el humano, las ciencias sagradas y las pro-
fanas.

Los frescos, obra de Peregrino Tibaldi, se completan con la representacién de las
Artes Liberales colocadas en el intrados de la béveda, junto a los personajes més
insignes que sobresalieron en cada una de ellas. En los flancos de cada tramo se
sitdan historias referentes a cada ciencia, seleccionadas por ser portadoras de un
doble sentido.
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La mayorfa de las ciencias estdn representadas por eruditos de la Antigiiedad cldsica
y las escenas que ilustran el friso provienen casi exclusivamente del dmbito pagano y
judio, seleccién que se atribuye a la colaboracién directa del humanista Arias Montano,
profundo conocedor de los textos antiguos y sagrados.

Vamos a detenernos en la iconografia de los frescos que plasman la preocupacién
por los dos saberes diferentes. Por una parte, un saber racionalista y humanista que ven-
dria simbolizado en la idea de las Artes Liberales, y en la representacién de los valores
del Trivium; y por otra, un saber esotérico y cientifico representado por la inclusidon de
cientificos, astrénomos y magos del Quatrivium.

2.1. La Filosofia

Coincidiendo con el frontispicio del testero de la pared, aparece la Filosofia por ser
considerada la madre de todas las ciencias y saberes humanos. Estd representada como
una joven matrona sentada ante un globo que simboliza su cardcter universal y poder ili-
mitado. Va acompafiada por Aristételes, Platén, Séneca y Sécrates, por considerarse los
mds importantes filésofos de la antigéedad clésica.

En el friso tenemos el tema de «La Escuela de Atenas», donde se representan las
dos tendencias mds importantes en que se dividen los filésofos atenienses: los estoicos
dirigidos por Cendn, que basaban sus principios en una moral austera y estricta, frente a
los Académicos con Sécrates a la cabeza, que encontraban en la frase «condcete a ti
mismo» su mads alto ideal.

La béveda se inicia con el «Trivium» o conjunto de las tres Artes Liberales relativas
a la elocuencia; la Gramitica, la Retdrica y la Dialéctica.

2.2. La Gramaitica

Esta primera Arte Liberal aparece como una gran matrona, sentada sobre nubes y
rodeada de nifios que llevan cartillas y libros. Ensefian en sus manos una corona de lau-
rel y unas disciplinas (1atigo) como simbolos del premio y del castigo, por ser ésta la
base del sistema educativo renacentista.

A los lados, bajo los lunetos con figuras de «ignudis» o jévenes desnudos, hay cua-
tro célebres gramaticos: a la derecha Marco Terencio Varrén y Sexto Pomponio, y a la
izquierda, Tiberio Donato y Antonio Nebrija.

En los frisos, debajo de la cornisa, puede verse «La Construccion de la Torre de
Babel» por los hijos de Noé, representando el momento del nacimiento de la Gramatica
por la confusién de lenguas y diferenciacién de idiomas.
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2.3. La Retorica

El arte del buen decir aparece representado por una matrona de elegantes vestiduras
que porta en una de sus manos ¢l caduceo del dios Mercurio, simbolo de la elocuencia
pagana. A su lado vemos un ledn que, seglin Sigéenza, significa que «con la fuerza del
buen hablar se amansan los dnimos mds feroces». En los lunetos encontramos. a la dere-
cha, a dos grandes oradores griegos: Isécrates y Deméstenes; frente a ellos, creando un
claro paralelismo, dos retéricos romanos: Cicerén y Quintiliano.

Los frisos contienen escenas relativas al poder de la palabra: Marco Tulio Cicerén
ante el senado romano, defendiendo a Cayo Ralirio a quien acusaban del crimen de esa
nacion. El arco resaltado se aprovecha para representar a cuatro importantes poetas de la
Antigiiedad cldsica: Homero y Pindaro de la tradicién griega; Virgilio y Horacio del
mundo latino.

2.4. La Dialéctica

El arte del Didlogo y la Discusién se simbolizan en una mujer que tiene los brazos
extendidos, con su mano derecha abierta simbolizando la capacidad de exponer un
supuesto, y su mano izquierda cerrada, significando la habilidad de poder resumir este
mismo planteamiento de forma concisa. Sobre su cabeza podemos ver dos cuernos, o
una media luna, que representan el dilema o argumento que parten de dos suposiciones
opuestas para llegar a una misma conclusién.

En el friso, «Zendn de Elea sefialando a sus discipulos las puertas de la verdad y de
la mentira». Se muestra la historia de Zendn Eleates, estableciendo el criterio de los sen-
tidos; para demostrarselo a sus discipulos se acerca a dos puertas en las que se lee VERI-
TAS, FALSITAS. Estd en actitud de tocarlas para demostrar que si la vista se ha enga-
fiado, el tacto desvanece la duda y pone de manifiesto la verdad.

Las restantes Artes Liberales se agrupan bajo el epigrafe de «Quatrivium» o cien-

cias relativas a la Matematica, y su estudio se inicia tras conseguir el dominio del «Tri-
Vium».

2.5, La Aritmética

Al igual que las anteriores Artes, estd simbolizada por una matrona rodeada de
nifios, ante los cuales estd calculando un problema, utilizando para su resolucién los
dedos de la mano. Representando a esta disciplina encontramos a Arquitas de Tarento y
Boecio a nuestra derecha, y Jorddn de Sajonia y Jenécrates Calcedonense en el lado
opuesto.
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Las escenas que aparecen en el friso son «Salomén y la reina de Saba». El sabio
rey de Israel explica todos los enigmas y cdlculos aritméticos que ha presentado la
Reina de Saba. Sobre la mesa encontramos una tabla con ndmeros, una balanza y una
vara de medir; y escritas en hebreo sobre las caidas del tapete que cubre la mesa, y
como si fueran dichas por Salomén, las palabras del Salmo: «Quoniam in nimero,
pondere et mensua», que significa: «Todo lo hizo el Sefior con ndmero, peso y
medida».

En el lado opuesto, figuran grupos de antiguos GIMNOSOFISTAS, haciendo calcu-
los matematicos en la arena llamados MENSAN SOLIS. Otros observan los niimeros
pares o impares de un tridfngulo que es comparado al alma racional, esperando poder
comprender por aquel cdlculo la naturaleza, potencias y afecciones del alma.

2.6. La Misica

También era considerada parte de la matemadtica, ya que, segtin demostré el filésofo
griego Pitarrosa, la base de los sonidos son los nimeros. Esta representada por una her-
mosa mujer, con un rostro que muestra serenidad y satisfaccién y que toca un laid de
siete cuerdas, recordandonos a la musa de la Musica Euterpe. Junto a ella un grupo de
nifios con instrumentos y partituras musicales, y un gran cisne, animal de Apolo, dios de
la musica, en actitud de cantar.

Bajo estas figuras tenemos la historia de David apaciguando con su arpa la célera
del rey Saul. Y enfrente «Orfeo y Eurfdice» representando el momento en que Orfeo con
su lira, adormece al perro Cancerbero, guardidn de los infiernos, para liberar a su amada
Euridice, que camina tras €l, y que habia sido robada por Plutén.

2.7. La Geometria

La parte mds noble de las Matemdticas aparece representada por una circunspecta y
ensimismada matrona, que mide con un compds una porcién de picos desiguales, rode-
ada de nifios con instrumentos matemdticos. Va acompafiada en los lunetos por Arqui-
medes y Juan de Monterregio a la derecha, y Aristarco de Samos y Abdelariz Alcabicio a
la izquierda.

En el friso, «Los sacerdotes egipcios dividiendo las tierras», operaciéon que tenfan
que realizar cada vez que el rio Nilo recuperaba su curso para as{ delimitar las lindes de
cada propiedad y devolver a cada colono el terreno que le correspondia proporcional-
mente. Los filésofos del antiguo Egipto, que eran también sacerdotes del pais, utilizaban
la geometria y métodos geométricos para medir las tierras que bordeaban el Nilo. El
renacimiento consideré a Egipto como el gran depdésito de sabidurfa antigua. A la
izquierda, «Arquimedes muerto por los romanos», ya que, al estar absorto y distraido en
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la solucién de un problema geométrico que tiene trazado en el suelo,. igpora a/los roma-
nos que tras rendir la ciudad de Siracusa le quitan la vida. “Junto al efglpcw Heron de Ale-
jandria, Arquimedes fue considerado como una de las .{:gurus. mas prominentes .dc !u
antigiiedad en el campo de la mecdnica, la diéptrica y la neumitica, ramas de la Clcnll:lél
clasticadas como magias naturales, y por consiguiente menos sospechosas a otras for-
mas de «magia».

2.8. La Astronomia

La tltima disciplina del Quatrivium se representa como una gran matrona sentada
sobre un globo y sosteniendo en sus brazos una esfera ce1‘e§te. En su mano derf:cha
lleva un compds, aludiendo a la Geometria de 1a que se auxilia para reah;ﬂar sus cdlcu-
los con objeto de determinar el movimiento de los astros. A su lado nifios portando
otros instrumentos de precisién y estudiando el curso de los astros.. En los nlCh.OS tene-
mos, a la derecha, a Alfonso X el Sabio y Ptolomeo; y a la izquierda, a Euclides y a
Juan Sacrobosco.

En los frisos situados bajo los lunetos encontramos a San Dionisio Areopajita y
Apoléfanes con el astrolabio observando el eclipse de sol el dia d.ella muerte de ‘]E-:Nll—
cristo. En el lado opuesto, el rey Ezequias, enfermo en cama, es visitado por el profeta
Isafas, anuncidndole que el Sefior le concede quince afios mds de vida, y como prueba de
ello le hace ver el retroceso del cuadrante solar.

2.9, La Teologia

El programa iconogréfico de la béveda termina con la alegoria de la Te'ologl’a, por
ser ciencia suprema de la revelacion. Aparece representada como una mujer joven y
aeraciada, ya que no admite corrupeion ni vejez, bajo un templo que simboliza la Iglesia
d:mdc ella tiene su trono y cétedra. Sobre su cabeza, sostenida por una aureola de ‘res-
plandores, aparece una corona, simhbolo de su superioridmliy rea.leza. En sus r‘nalnus tiene
la Biblia que muestra a los cuatro doctores de la Iglesia latina: San Jerénimo, San
Ambrosio, San Gregorio Magno y San Agustin.

En el friso aparece «El Concilio de Nicea», celebrado en esta ciuQad grie}ga en el
afio 325. En este Concilio Ecuménico presidido por el legado papal OS.IO de Cor@oba y
celebrado en presencia del emperador Constantino, se condené la dc/)ctrma de Arrio que
negaba la consubstancialidad del Padre y del Hijo, se declararon articulos de _Inllfe, bas‘e
de la Teologia Cristiana, y se proclamé y fij6 la oracién del Credo como profesion de fe
de los cristianos.
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3. Presencia de las Matematicas en la Biblioteca

La Biblioteca fue establecida por Felipe II en 1575 con la base de 4.000 volimenes
de su biblioteca particular, encomenddndose su custodia a los Padres Jer6nimos. Los
fondos se vieron aumentados por las aportaciones de bibliotecas particulares como las de
Don Diego de Mendoza, Ponce de Leén, Zurita, Paéz de Castro, Arias Montano y otros,
y con la adquisicién de la famosa biblioteca drabe de Muley Zidan.

En 1854 fue disuelta la comunidad de Jerénimos, estableciéndose una Corporacién
de Capellanes Reales en 1859 que fueron los nuevos encargados de la Biblioteca hasta la
cesién del Monasterio a los Padres Escolapios en 1872. Y desde 1885, los fondos se
encuentran bajo la custodia de los Reverendos Padres Agustinos.

La Biblioteca fue pasto de las llamas en 1671, acabando con mds de 4.000 manus-
critos y muchos impresos que eran ejemplares tnicos. Sufri el saqueo de las huestes de
Napoledn en 1809, desapareciendo libros de gran valor; y a pesar de estos avatares,
cuenta hoy con unos 40.000 impresos y cerca de 5.000 manuscritos.

De los fondos dedicados a las Matematicas, Sdnchez Pérez (1929) referencié 934
impresos, 106 manuscritos latinos o castellanos, 130 manuscritos drabes y 58 manuscri-
tos griegos. Nosotros vamos a dar cuenta de una pequefia muestra con los autores que
nos han parecido més significativos por sus aportaciones a la matemdtica.

Para empezar, hablaremos de uno de los mayores genios investigadores de la Histo-
ria: Arquimedes (287-212 a. de J.C.). En la Biblioteca se conservan traduccjones y
comentarios a sus obras de Eutocio y Federico Commandino de un valor extraordina-
rio, destacando las traducciones de los siguientes tratados: De sphaera et cilindro, Cir-
culi dimensio, De conoidibus et sphaeroidibus figuris, De lineis spiralibus, De aeque-
ponderantibus vel centra gravitatis planorum, De quadratura parabola y De Harenae
numero.

Existen numerosos manuscritos drabes entre los que destacamos las obras de
Abdala Abenjalil Benyusuf el Mardini, mds conocido como Gemaleddin, autor
muerto al comenzar el siglo XV, y de las que se conservan su Cuadrante astrondmico,
estructurado en XX capitulos y su Libro de Aritmética. También son dignos de sefialar
por su originalidad las obras de Abdelaziz Benabichamia (Abulfadl) con su obra Car-
men de Aritmética, y a Abdala Abenmohdmed Benhachach (Benelyasmin) que vivié
en la dltima mitad del siglo XII, con su Poema de Reglas de Aritmética. Los titulos
«Carmen» y «Poema» hacen referencia a trabajos breves y elementales puestos en verso.

Otro autor importantisimo fue Chéber Beneflah el Ixbili (Abumohamed). Cono-
cemos su obra Elementos astronémicos, a través de una traducidn latina que hizo
Gerardo de Cremona editada en 1534: Gebri filii Affla hispalensis astronomi vetustissimi

pariter et peritissimi, libri IX de Astronomia ante aliquot secula Arabice scripti, et per
Giriardum Cremonensem latinitate donati, nunc vero omnium primun in lucem editi.
Esta es una obra de gran valor histérico que va precedida de un tratado de Trigonomet-
ria, en el que critica mucho los métodos complicados de Ptolomeo y Menelao, demos-
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trando varias férmulas de modo original, dos de ellas muy 1mport;antes hlstorlca?ente,
pues eran desconocidas por Ptolomeo, Albatenio y Benyunus; la primera de esta; ormé-
las es la que hoy se conoce con el nombre de teorema de Chéber: cosB = cos b sen C,

: sena _ senb _ senc
i 14 éri ngulos; la segunda es = =
aplicada a los tridngulos estéricos rectang J g wenA senB sonC

que se deduce facilmente de las férmulas de Ptolomeo, pero que fue Chéber quien la

dedujo. '
JDe Savasorda la biblioteca dispone de su Liber Embadorum y la Astronomia

SahelgclllAr/IeL;:'Z;entacién del siglo XIII, hemos recogidg la Arithmeticae de Anicio Manélo
Torcuato Severino (Boecio), senador romano que vivi0 entre el 470 y 526,y cuya 0 IrIa
de dos libros se recoge en un manuscrito de un Cédice en pefrgam.mc‘).delr51g11<:iX'In.
Representativo de este siglo fue también Jordano Nt!nl()['alj!(!, I‘und’u.dmjdc t:l .h.;lu,lt l;;:j
cuya obra aparece ampliamente representada: O;m.xc.‘.-.f{a varia, L.-‘bcr ¢.z‘e I r‘nu.‘{.r f.‘.)lu.\, :
orica Planetarum, Numeris Datis, Arithmetica Decem, o su Libri D{-.'.-mfxrmrmn%.s,h .
Del siglo XIV destacaremos la Geometria de Thomas Bradwal.'dmo y dos o ra; de
Alberto de Sajonia: Questiones subtilisime in libro de celo et mundi y su Tractatus Pro-
PO””E’;Z’i’;lo XV aparece ampliamente repres;ntado con autores COmo Juan1 R;g;?nntog;
tano, divulgador de las Matemadticas en este siglo, de! que'se encuentran en :a '1M1(;73.S
las siguientes obras: Almagesto, De Triangulis Omntm?dt:v y la Tabulae Primi Mo ltl :
Nicolas de Cusa, De Cuadratura Circuli. Y Luca PaCl(:ll, con ¢l que se da‘ ;???0 a otra
época de las Matemaiticas. De este autor se conserva su .Snm..:mrx en la que aparccen mag-
nificos dibujos de Leonardo Da Vinchi, y De Divina proportione. o i
En el siglo XVI encontramos figuras como Ped.r:) Aplano/de cuya obra du.tgcamp
Astronomicum Caesarum, dedicada a Carlos V'y editada en latin en 1540. En su 1pter1or
podemos ver numerosas ldminas en colores y articuladas., resu'lt.ando verdaderos instru-
mentos astronémicos. En Instrumentum sinuum, seu primi mobilis, trata el uso, cgnsttruc-
cién y explicacién del Cuadrante Universal y presenta unas tablas de senos de minuto en
i ¢ 0a 90 grados. o
mmthﬁr?tisj este autgor aparecen otros igualmente importantes como .Copermco ¥ su
Revolutionibus, Alberto Durero con su obra [nstitutionen Geometrtcanfm y Nicola
Tartaglia que estudia el movimiento y la caida de los cuerpos. De este agtm (;\e,:stacamciz
las obras siguientes: General Trattato, Division de las Figuras e Inventione Novamen
Trovcl;l‘la's'iglo XVI fue especialmente brillante para lgs Matemaéticas en Espaﬁa,Lya q:jz
aparecieron grandes figuras cuyo trabajo fue reconocido en el resto de Europa. Los q
citaremos a continuacién son s6lo una pequefia muestra de todos ellf>_s.
Juan Pérez de Moya, nacido en Jaén en 1512, ensefid Meitf:matlcas en Salamanca’y
Madrid, siendo considerado por los historiadores de la Matematica como uno de los mds
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insignes matemdticos espafioles del siglo XVI. De su obra destacamos el Tratado de
Mathematicas que se divide en nueve libros. El primero expone la numeracién y las cua-
tro operaciones clementales con niimeros enteros, progresiones ¢ interés simple. El
segundo trata de los ntimeros fraccionarios y sus operaciones, completdndose con pro-
blemas del tipo: hallar tres nimeros cuadrados cuya suma sea también un ndmero cua-
drado. El tercer libro trata de «la regla de tres y compaiifas y testamentos o partijas, y
finezas de oro, y otras cosas tocantes al arte que dicen menor». El libro cuarto lo dedica
a la Geometria elemental. Los siguientes libros los dedica a la Artimética especulativa;
parte de la Aritmética tradicional haciendo una magnifica recopilacién; como capricho

aritmético explica el juego de la «Ritmimachia pitagérica», que es una especie de aje-
drez con nimeros.

De Gaspar de Texeda hemos seleccionado la Suma De Arithmetica practica y de
todas mercaderias con la horden de contadores, editado en Valladolid en 1546, Se trata
de un libro muy curioso en el que explica la numeracién en la cuenta castellana y en gua-
rismos; utiliza la U prolongada para indicar los millares, y la abreviatura q°s para separar
los cuentos o millones. Para la multiplicacién expone los siguientes métodos operatorios:
«por berricolo, castellucio, cruzeta, cuadrilatero, graticola, por capa o a la francesa y el
usado por Texeda». Trata ¢l célculo de la raiz cuadrada de los ntdmeros enteros, que
obtiene por el método antiguo de la torre de niimeros sobre el radicando, y hace la
prueba por 7 y por 9. Da el método de hallar la raiz propinquisima, es decir, con aproxi-

macién, y lo aplica a las raices cuadradas de 5, 7, 8, 9, 10, 13 y 29, y explica la regla
para hallar la raiz cidbica.

Julio César Firrufino desarrollé su actividad en la primera mitad del siglo XVII,
siendo catedrético en la Academia de Matemdticas de Madrid. En su obra El perfecto
artillero. Theorica y practica, dedica una pequeiia parte a exponer la regla para la
extraccién de raices cuadradas, de la que dice Sdnchez Pérez (1929) «...es més clara que

la que dan todos los matemadticos anteriores a él». La regla, con un ejemplo, es la
siguiente:

«Entendido que cosa sea raiz cuadrada, daremos una regla de muy pocos sabida,
para que de qualquiera numero que nos propusieren, le demos, o saquemos su raiz». El
ejemplo es la raiz de 524176; sefiala con puntos las cifras 2, 1y 6, ya que «... los tres
puntos nos dan a entender, que tantas letras ha de tener el numero que fuese raiz del
numero de que al presente la sacamos». En las raices inexactas advierte que «la sobra
nunca puede ser tanta, que se iguale al duplo de la raiz y mas la unidad, porque si lo
fuere, es argumento, que la raiz ha de ser menors.

Para finalizar, hablaremos de Juan de Herrera, de quien ya dijimos que no habfa
dejado ninguna obra de Matemdticas escrita. Sin embargo, existe un manuscrito con el
titulo Discurso del Sr. Juan de Herrera, aposentador mayor de S. M., sobre la figura

ciibica, en el que hace un estudio al estilo luliano, del hexaedro desde el punto de vista
filoséfico y matemdtico.
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Como (iltimo dato a destacar, diremos que entre lmiu:s cslgs Elus.u;:-:s j‘-m[“.h;:fi;:,:t?;-,
miticos, hubo una mujer que merecié 1--igu1-a[ entre las mas |mhh.',s.|}1u-n?j: :g()i s
espaiiola. Nos relerimos a Sor Maria de Jesus de Agreda, guc \r1\flu.w.c.-ll1j ] e h.”
De su obra se conserva en la Bihlioteca, el T,‘gz!f:fia de Ta mapa y d‘:f“_"‘;.{lj:l_, ’ ,‘N'r ',r'm:
orbes zelestiales; elemtales desde el zielo Impirio asta el zentro de h:' f.(,f-m,a_.\e”,g i
tado de la redondez de la Tierra y de los Abitadores de qu ¥ f.’.u ?Ime ‘e.n".\l:’ :.;)i:; mo- d,c ius
Gltima, un manuscrito en letra del siglo XVIL, presenta un lnt.elfz.mum, (rata
datos astronémicos sobre distancias del Sol y los planetas a la Tierra.
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Divisores de un nimero grande

Fernando Lis6n Martin

C.P. Lope de Vega de Parla (Madrid)

Abstract

The objetive of this article is to present two efficient methods in order to determine
the whole of divisors of a natural number. The first method is based on the definition of
divisor, while the second one (less intuitive but very much fast for big numbers), is

based on the fact that all divisors of a number are able to get multiplying by certain divi-
sors that we call «primary divisors».

0. Introduccion

A rafz de la aparicién en [3] de un comentario sobre los niimeros «amigos entre si»,
me parecié oportuno utilizar algunas parejas de estos niimeros para motivar a los alum-

nos en los procesos de aprendizaje de los conceptos propios de la divisibilidad, en los
primeros cursos de la E.S.O.

Para ello, me dispuse a elaborar en WIN-LOGO un programa que nos facilitara los
primeros nimeros «amigos entre si». La estrategia era sencilla:

1. Obtener la suma, Sv de divisores de un nimero N.
2. Obtener la suma, S, de divisores del nimero S,.
3. Si S, =N, imprimir en pantalla S, y S, = N.

4. Comprobar el siguiente nimero.

El objetivo del presente articulo es presentar dos algoritmos capaces de determinar
el conjunto de divisores de un nimero. El primero de ellos se basa en la definicién de
divisor, mientras que el segundo (menos intuitivo pero muchisimo mds rdpido con nime-
ros grandes), se basa en el hecho de que todos los divisores de un nimero se pueden

obtener multiplicando entre si los elementos de ciertos conjuntos de divisores que Ilama-
remos «divisores primarios».
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1. Divisores de un niimero

Comencemos recordando algunas definiciones y resultados bien conocidos, de los
que haremos uso.

Definicién 1

En el conjunto de los nimeros naturales, decimos que el niimero a es divisor del
ndmero b (escribimos alb), si existe un cierto nimero natural h, tal que a- = b.

Observacion 1
Sialby hestal que a-h = b, entonces klb.
Teorema 1

La relacidn «ser divisor» en el conjunto de los niimeros naturales, es una relacién de
orden parcial.

2. Conjunto de divisores de un niimero

Encontrar el conjunto formado por todos los nlimeros naturales que son divisores de
un ndmero natural dado, n, es un problema trivial: para cada nimero natural a < n, se
efectda la divisién n/a, si esta divisién es exacta, ¢ es divisor de n, y no lo es en caso
contrario.

El procedimiento descrito requiere dos mejoras urgentes:

a) Si no contamos al propio #, su dltimo divisor no puede ser mayor que n/2 (segun
la observacién 1), lo que permite economizar la mitad de las divisiones.

b) Si el nimero n no es par, entonces, por la propiedad transitiva, ningdn multiplo
de 2 puede ser divisor de n, por lo que, en este caso, los candidatos a divisores
de n s6lo hay que buscarlos entre los nimeros impares.

3. Algoritmo 1

A pesar de las mejoras descritas en el apartado anterior, este procedimiento, que la-
maremos algortimo 1, es extremadamente penoso para nimeros grandes, atin confiando
en la velocidad de cdlculo de los mds modernos ordenadores.
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Una posible implementacién en WIN-LOGO del algoritmo 1 es la siguiente:
Para divil :num
haz «listadiv []
divi0 1 :num
Fin
Para divi0O :a :num
Si:a> (:num/2) + 1 [Dev fr :listadiv :num]
Si Resto :num :a = 0 [haz «listadiv fr :listadiv :a]
Si Resto :num 2 = 0 [diviO :a + 1 :num] [divi0 :a + 2 :num]
Fin
4. Divisores primarios

Utilizando la propiedad reflexiva y la observacién 1, se concluye que, excepto el 1,
todo niimero natural » tiene al menos dos divisores: 1y n.

Definicién 2
Decimos que un nimero natural es un nimero primo cuando tiene sélo dos divisores.
Observacién 2

Si un nimero natural # no tiene ningtn divisor primo menor o igual que su raiz cua-
drada, entonces es primo, puesto que si tuviese un divisor d > ¥n, serfan =d - h y enton-
cesh<in,

Teorema 2

Cualquier ndmero natural se puede expresar como producto de nimeros primos de
forma tnica.

Teorema 3

Sin =pf!-ps2...-pfn esuna factorizacién prima de n, entonces:

i) Todos los productos pf" 'pfz 'p/,’” con b, < g, son divisores de n. Resulta

obvio aplicando la propiedad transitiva.
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ii) Todos los divisores de n son de la forma:

pf" -pﬁ’Z -p,'{" conb,<a;
Observacion 3
Si la descomposicién prima de n es:

n=pf'-p§?..-pin, se establecen los siguientes conjuntos, que llamaremos sub-

conjuntos de divisores primarios de n:

a ={p?, pl, pf, ... pf'}

o ={pd, pi, p?, ... p5')

cm = {pS pmy PRy s PRV}

Entonces, como caso particular del teorema 3, todos los divisores de n resultan de
realizar todas las multiplicaciones de m factores, en las que el primer factor pertenece a
Cv el segundo a C2, y sucesivamente, el m-ésimo a C_.

5. El algoritmo 2

Basdndose en la observacién 3, el algoritmo 2, que estableceremos a continuacion,
seguird los siguientes pasos:

1. Establecerd el conjunto de divisores primarios del nimero en forma de lista de
sublistas: [[C|] [C,]... [C, 1], si bien, eliminando las unidades para evitar elemen-
tos repetidos (procedimientos divil, divi2, divprimos, dprimos y terminar).
Ademds generar4 los nimeros primos que necesite (procedimientos hazprimos-
hasta y primon).

2. Efectuard todos los productos descritos en la observacién 3, procediendo como
se indica (procedimientos multi.v, multi.2 y multi.1):

[[C,]1[C,]... IC,]]
[[C,, C, C, x Cyl... [C, ]

[[C,,C,C, xC,, . C,.C xC,C,xC, C, xCxC,, .., C,xCyx..x C,]

m’

66

3. El te.rcer paso serd la ordenacidn de la caética lista que se obtiene en el punto
anterior (procedimientos ordena y menor).

Para multi.] :num :lista

Si Vacio? :lista [dev :num]

Dev Fr :num * Pri :lista multi.] :num MP :lista
Fin

Para ordena :lista

Si Vacio? :lista [dev []]

Haz «meno menor :lista

Dev Fr :meno ordena Elimina :meno :lista
Fin

Para menor :lista

Si Cuenta :lista = 1 [dev pri :lista]

Si Pri :lista < Pri MP :lista [dev menor fr pri :lista mp mp :lista]
Dev menor MP :lista

Fin

6. Comparacién de los dos algoritmos

La Tabla 1 recoge los tiempos reales, en segundos, invertidos por cada uno de los
algontmo; para establecer en la pantalla los conjuntos de divisores de todos los nimeros
comprendidos en los intervalos indicados.

TABLA 1
Intervalo Algoritmo 1 Algoritmo 2
2-250 80.08 144.68
251-500 196.3 190.92
501-750 311.87 214.43
751-1000 427.05 230.8
1001-1250 539.59 244.2
1251-1500 654.16 255.74
1501-1750 768.4 263.64
1751-2000 882.98 274.46
67



Como se aprecia, el algoritmo 1 es mds rdpido que el 2 para mir)neros pequen‘os,
pero la tendencia se invierte a favor del algoritmo 2 en cuan.to que el nimero a trlatall es
mayor que 300. Se observa también que, mientras que los tiempos yque empllea. el a %o-
ritmo 1 en los sucesivos intervalos aumentan muy rdpidamente, de 1orm)a casi lineal, los
tiempos empleados por el algoritmo 2 aumentan de una forma mucho mds suave.

Para divil :num
Dev ordena divi2 :num
Fin

Para divi2 :num
Dev PP 1 multi.v divprimos :num
Fin

Para divprimos :num

Haz «listadp [[]]

Haz «cont 0

dprimos :num :listaprimos
Dev :listadp

Fin

Para dprimos :num :listap . ‘

Si Vacio? :listap [dprimos :num hazprimoshasta (rc :num) + 20 ul :listaprimos alto]
Si'Y (Pri :listap) > (RC :num) :cont = O [terminar alto] . .

Si No Resto :num Pri :listap = O [haz «cont 0 si no vacio? ul :listadp [haz «listadp
pu [] :listadp dprimos :num mp :listap alto] [dprimos :num mp :listap alto]]

Haz «cont :cont + 1 . '

Si Cuenta :listadp > 1 [haz «listadp fr mu :listadp (lista pu

potencia pri :listap :cont ul :listadp)] [haz «listadp (lista pu

potencia pri :listap :cont ul :listadp)]

dprimos :num/Pri :listap :listap

Fin

Para terminar '

Si :num = 1 [si vacio? ul :listadp [haz «listadp mu :listadp alto]
[alto]] ‘ .

Si Vacio? Ul :listadp [haz «listadp pu (lista :num) mu :listadp]
[haz «listadp pu (lista :num) :listadp]

Fin
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Para hazprimoshasta :lim :primo

Si :primo > :lim [dev :listaprimos]

Si primon :primo + 2 :listaprimos [haz «listaprimos fr
listaprimos :primo + 2]

Dev hazprimoshasta :lim :primo + 2

Fin

Para primon :num :lista

Si Pri :lista > RC :num [dev «CIERTO]
SiResto :num Pri :lista = 0 [dev «<FALSO]
primon :num MP :lista

Fin

Para multi.v :lista
Si Cuenta :lista = 1 [dev pri :lista]

Dev multi.v (Fr (Lista multi.2 Pri :lista Pri MP :lista) MP MP :lista))
Fin

Para multi.2 :listal :lista2

Si Vacio? :listal [dev :lista2]

Dev (Fr multi.1 Pri :listal :lista2 multi.2 MP :listal :lista2)
Fin

7. Gestion eficaz de los niimeros primos y presentacién en pantalla

Los procedimientos que se listan a continuacién permiten una visualizacién en pan-
talla mds elegante y hacen que el programa sea totalmente transparente para el usuario,
que sélamente deberd ponerlo en marcha escribiendo: DIVISORES (y pulsando la tecla
INTRO).

Ademds estos procedimientos gestionan de manera eficaz la lista de ndmeros pri-
mos que el programa conoce;

1. Al arrancar divisores por vez primera, se genera una lista de divisores primos
formada por los nimeros 2 y 3.

2. Durante la ejecucién, como ya se vio, el procedimiento dprimos solicita de haz-
primoshasta los nimeros primos que va necesitando para poder factorizar el

" nimero.

3. Al salir de divisores la nueva lista de ndmeros primos se almacena en un archivo
llamado LISTA.LOG (en el directorio actual), y serd la lista utilizada en las
sesiones siguientes.
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Para divisores

PonTitulo «TEXTOS «Divisores
LimpiaVentana «TEXTOS

MV «TEXTOS

Si No Var? «listaprimos [Si No Archivo? «LISTA.LOG [haz «listapri

mos [2 3] [carga «lista]] .
PonProp «listaprimos «VARGRUPO «listas
divisores?2

PonCursor Fr 20 (Ul Cursor) + 3

Teclea [;Repetimos?]

Haz «resp LC

Si O :resp = «s :resp = «S [divisores alto]
BoArchivo «lista.log

Guarda «lista «listas

Fin

Para divisores2

PonCursor {2 1]

(Teclea [Escribe el nimero y pulsa INTRO:] Car 255)
Haz «resp LP

Si No Numero? :resp [novale]

Haz «resp Abs Entero :resp

Si :resp = 1 [novale]

PonCursor [10 3]

(Es [Entrada vélida:] :resp)

PonCursor [2 6] Teclea [Espera, por favor.]
Haz «a Reloj

Haz «list divil :resp

Haz «b Reloj

PonCursor [2 6} borron 20

PonCursor [2 6]

(Teclea [Div (] :resp [) = {1)

divisores3 :list

PonCursor Fr 40 (Ul Cursor) + 2

(Es [He tardado:] (:b — :a)/100 [segundos])
Fin

Para novale

PonL.T O

PonCursor [33 1] borron 40
PonCursor [10 3]
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Es [Entrada no valida]
divisores2
Fin

Para borron :t

Repite :t [teclea car 255]
Fin

Para divisores3 :lista
Si Vacfo? :lista [teclea «} alto]

Si (Pri Cursor) + (Cuenta Pri :lista) > 70 [poncursor fr 15 (ul cursor) + 1]

Si Cuenta :lista = 1 [teclea pri :lista] [ (teclea pri :lista «, car 255)]

divisores3 MP :lista
Fin

La importancia de esta gestién se pone de manifiesto en la Tabla 2, en la cual se
comparan los tiempos reales, en segundos, que necesita el algoritmo 2 para escribir la
lista de divisores de los nimeros expresados (obtenidos al azar) en dos situaciones dis-
tintas: en la primera (columna A), el programa comienza conociendo sélo los nimeros
primos 2 y 3; en la segunda (columna B), el programa comienza conociendo previamente

todos los nimeros primos que va a necesitar.

TABLA 2
Numero A B
153 292 1.92 1.05
527313 2.75 0.83
2923902 3.74 1.92
48 275 436 24.77 13.73

8. Una aplicacién: niimeros amigos entre si

Aunque obtener de una forma eficiente la lista de divisores de un ntimero grande es
suficientemente gratificante, se ofrece a continuacién el listado de procedimientos que
permiten identificar parejas de nimeros amigos entre s, para dar respuesta a la inquietud

planteada en la introduccidn de este articulo.

Ademds de los procedimientos siguientes, se utilizan también los propios del algo-
ritmo 2, execpto: divil, ordena y menor, ya que es innecesario ordenar una lista de

71




nimeros que van a ser sumados entre si (propiedades conmutativa y asociativa). Los
procedimientos amigos y amigos2, establecen la presentacion en pantalla, mientras que
los procedimientos amigo y sumar se encargan de los célculos.

El proceso determina también los niimeros perfectos (aquellos en los que la suma de
sus divisores propios es igual al mismo nimero), y que nosotros llamaremos «nimeros
egoistas», porque son amigos de s{ mismos (6, 28, 96,...).

Por dltimo, se hace notar que después de obtener la suma de los divisores propios
del nimero, sélo se continda si el nimero es abundante o egofsta (la suma de los diviso-
res propios del nimero es mayor o igual que el propio niimero).

Para amigos

PonTitulo «TEXTOS «Amigos
LimpiaVentana «TEXTOS

MV «TEXTOS

SiNo (Var? «listaprimos) [si archivo? «lista.log [carga «lista]
[haz «listaprimos [2 3]]]

PonProp «listaprimos «VARGRUPO «listas
amigos?2

BoArchivo «lista.log

Guarda «lista «listas

Fin

Para amigos2

PonCursor [2 1]

(Teclea [;Por qué nlimero empezamos?] Car 255)
Haz «resp LP

Si No Ndmero? :resp [novale]

Haz «resp Abs Entero :resp

Si:resp = 1 [novale]

PonCursor [10 3]

(Es [Entrada vdlida:] :resp)

PonCursor [2 6]

(Teclea [;Cada cudntos nimeros informo?] Car 255)
Haz «resp2 LP

Si No Nimero? :resp2 [novale]

Haz «resp Abs Entero :resp

LV «TEXTOS

amigo :resp :resp2

Fin
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Para amigo :a :b

si tecla? [alto]

SiResto:a:b=0[(es [* * * *] :a [* * * *])]
Haz «s1 (sumar divi2 :a) —:a

Si:sl < :a[amigo :a+ 1 :b alto]

Haz «s2 (sumar divi2 :s1) —:sl

Si:s2=:a[ (es:a«y :sl [son amigos entre s{]]
amigo:a+1:b

Fin

Para sumar :lista

Si Cuenta :lista = 2 [dev (pri :lista) + (ul :lista)]
Dev (Pri :lista) + sumar MP :lista

Fin

Algunos de los primeros niimeros «egoistas» son: 6, 28, 496, 8128.... Algunas pare-
Jas de nimeros «amigos entre sf» son: 220 y 284, 1184 y 1210, 2620 y 2924, 5020 y
5564, 6232 y 6368,...
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Resena de libros

JOHN D. BARROW: La trama oculta del Universo. (Contar, pensar, existir). Coleccién
Drakontos. Critica (Grijalbo Mondadori) Barcelona, 1966. 340 pdginas

El deleite que me ha producido la lectura esta obra me lleva a escribir esta recen-
sién, para que nuestros socios no se vean privados del placer de su lectura por simple
desconocimiento de su existencia.

El extrafio titulo de la versién espafiola se adopté ante la imposibildad de verter al
castellano el juego de palabras que encerraba el titulo original «P: in the sky», cuya pro-
nunciacién es similar a la de «pie in the sky» (un pastel en el cielo, que en castellano
equivale a «castillos en el aire»).

Su autor era ya conocido, especialmente por su libro «Teorias del Todo (Hacia una
explicacion fundamental del Universo)» publicado hace dos afios en la misma coleccién.

Precisamente el ultimo capitulo de éste llevaba el titulo «;Estd ‘pi’ realmente en el
cielo?» y el libro que comentamos hoy puede considerarse como un desarrollo de los
problemas planteados en él.

Se trata de un libro sobre las Mateméticas, sobre su creacién o descubrimiento por
parte de los matemdticos y sobre «la irrazonable efectividad de las Matematicas» para la
comprensién del mundo fisico. Aborda los problemas més profundos de la Filosofia de
las Matemadticas, que han conducido a planteamientos tan dispares como irreconciliables.

Ilustra estos temas con apasionantes relatos que nos muestran la historia de la evo-
lucidn de las ideas sobre la naturaleza de las Matemadticas, con especial referencia a los
papeles desempefiados por Cantor, Kronecker, Hilbert, Brouwer, Russel y Godel, asi
como el singular caso de Ramanujan.

El libro dedica un extenso capitulo, muy documentado, a la historia de la operacién
de contar, y a la de los distintos sistemas de numeracién, persiguiendo el momento histé-
rico en que unas y otras civilizaciones llegan a establecer el concepto de nimero, desli-
gado de los objetos a cuyas colecciones se aplica.

A lo largo del libro, siempre estd presente el problema de la existencia o no de los
«cielos platénicos», en especial referencia al mundo platénico de las matemdticas y el
tltimo capitulo estd explicitamente dedicado a este tema. Se estudian criticamente las
tdltimas aportaciones a este problema procedentes de los trabajos de Godel, Turing y de
Roger Penrose. El autor, no se mustra muy conforme con las tesis de este dltimo,
expuestas en su libro «La Nueva Mente del Emperador» (de lectura tan grata como
imprescindible, a mi entender), que son decididamente neo-platénicas. El libro est4 enri-
quecido con una divertida coleccién de citas de la mds diversa procedencia, que se inser-

tan precediendo a cada pérrafo.
J-F-B.
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LEo H. KLINGEN: Atlas Mathematischer Bilder, Addison-Wesley, Bonn, 1996, 224 pagi-
nas y un disquete HD de 3.5°.

En este libro se muestra de modo brillante como los Sistemas de Cémputo Alge-
braico pueden ser usados para ilustrar de modo intuitivo conceptos matemdticos muy
diversos, a través de imagen visual dindmica.

El libro es presentado en 12 capitulos cuyos titulos, muy diversos, que hacen pensar
en los temas tan variados a que hoy son aplicables estas técnicas: Matematica Elemental,
Cilculo Diferencial, Célculo Integral, Geometria, Anélisis numérico, Teor{a de niimeros,
Fractales, Teorfa de Funciones, Resolucién de Ecuaciones Diferenciales y Aplicaciones
Técnicas, Geometria Diferencial en dimensién dos y en dimension tres.

EI autor exhibe una acertada eleccién de conceptos, ejemplos, problemas y ejer-
cicios a los que aplicar estas técnicas. Los temas considerados son muy variados:

a) de cdlculo diferencial e integral: representacion de funciones en coordenadas
cartesianas, paramétricas y polares, desarrollos de Taylor, desarrollos en serie de
Fourier, aplicaciones ffsicas, sumas de Riemann, cdlculo de 4reas y volimenes
por integracién, funcién gamma,...

b) geométricos: construcciones, transformaciones euclideas, equiformes, afines y
proyectivas, configuraciones geoméltricas cldsicas, teoremas de Desargues, Pap-
pus, Pascal, Brianchon, Feuerbach, Morley,..., cuadricas, perspectiva caballera,
polidros regulares,....

¢) de aproximacicn: célculo de raices por biseccién, método de Newton, regula falsi
y teoremas de punto fijo, interpolacién por método de Lagrange y por splines,....

d) de teoria de nimeros: algoritmos de divisibilidad con interpretacion grifica,
expresiones irracionales y trascendentes,....

¢) de funciones de varible compleja: representacién grifica de varias funciones
usuales y su relacién con las transformaciones geométricas;

) de ecuaciones diferenciales: métodos de resolucidn, funciones de Bessel, trans-
formada de Laplace, aplicaciones fisicas;

g) de geometria diferencial elemental: representacién de evolutas y evolventes.

Los Sistemas de Cémputo Algebraico utilizados por el autor son DERIVE y Maple
V. El primero lo usa en la mayorfa de los ejemplos mds sencillos, por su mayor difusién
a nivel de ensefianza media. El segundo lo emplea cuando el problema exige mayor
potencia de célculo.

La presentacién es excelente, utilizando color en aquellas figuras en que la policro-
mfa ayuda a su interpretacién.

En principio el libro se ha editado en alemén, pero su calidad augura una pronta tra-
duccidn, al menos al inglés.

E. Roanes
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Resefia de Congresos

CELEBRACION EN SEVILLA DEL 8° .C.M.E.

Durante los dfas 14 a 21 de julio pasado se celebrd en Sevilia el.8° L.LCM.E. (Con-
greso Internacional para la Enseanza de las Matematicas) con asistencia de cerca~de cua-
tro mil congresistas y jornadas intensivas de trabajo desde primera hora de la mafiana.

La simple enunciacién de las secciones de que constaba el Congreso, aparte las
sesiones de apertura y clausura, da idea de su amplitud:

— Cuatro conferencias plenarias, una de ellas a cargo del Prof. Miguel de Guzm.é’n,
actual Presidente del ICMI, sobre «El papel del Matemitico en la Educacion
Matemadtica». B

— Ochenta conferencias sobre distintos aspectos de la enseflanza de 12}5 Materﬂnau-
cas, muchas de ellas seguidas de interesantes coloquios. Los Profs. es;zanoles
Balbuena, Fortuny, Luelmo, Pérez Ferndndez, Puig, Rico, J. Vicente Cérdoba,
fueron algunos de los ponentes. .

— Veintiséis grupos de trabajo, en los que se discuti6 durantg cuatro sesiones sobre
otros tantos temas relativos a la ensefianza de las Matematicas.

— Veintiséis Grupos Temiticos, que describieron la situacién actual de temas geperales.

— Se presentaron cerca de ochocientas comunicaciones breves,pr‘eselecmonadas
por un Comité dirigido por el Prof. Ricardo Luengo, actual Presidente Fie. nues-
tra Federacién. Esa misma Federacién organizé y mantuvo ochg actividades
permanentes, entre las que, a nuestro juicio, resulté especialmente interesante lla
Exposicién de Libros Antiguos de Matemdticas, no solameqte por la. ?xlraordx-
naria importancia bibliogrdfica del material presentado, sino tamblen/ por su
magnifica situacion. Todo ello corrié a cargo del Profesor Mariano Martinez (U.
Complutense), asiduo colaborador en nuestro Boletin.

Varios pafses presentaron y comentaron los aspectos principale§ de su 9}rganizamén
de la ensefianza de las Matematicas. Por parte de Espafia, como pais anhtrlon,' se orga-
nizé una Mesa Redonda especial con el titulo de « Matemdticos espafioles Qel glglo. XX»
en la que, con la coordinacién organizativa de nuestro Tesorero, Prof. Aizpin, Iuergn
glosadas las obras y figuras de los Profs. Zoel Garcfa de Galde.ano, Rey l?as/tor, Puig
Adam y Santald, realizadas, respectivamente por los Profs. Mariano Hormigén (U. de
Zaragoza), Luis Espafiol (U. de la Rioja), Mariano Martinez (U. Complutense) y J.L.
Vicente Cérdoba (U. de Sevilla).
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Descripcién de Proyectos (como el presentado por la U. de Granada bajo la direccién
del Prof. Luis Rico), talleres, otras exposiciones (de material diddctico, sobre unidades de
medida, Escultura, Fotografia, Textos, etc.) completaron las actividades abiertas a todos
los congresistas y muchas Organizaciones aprovecharon las fechas del Con greso para cele-
brar reuniones internacionales (ICMI, CIBEM, editores de revistas, competiciones y otras).

Toda esa actividad continua tuvo una organizacién perfecta. Horarios, salas, medios
audiovisuales, coloquios, intervinientes, tiempos de descanso, elc., se presentaron tal y
como estaban programados y anunciados, sin un solo fallo. Por eso resulta muy grato
felicitar desde aqui a los Comités organizadores, especialmente al comité local, presidido
por el Profesor Antonio Pérez Jiménez.

Y sin embargo, a pesar de la perfecta organizacién, a pesar de la extensa oferta de
trabajo ¢ informacion, el desarrollo del Congreso estuvo rodeado de tristeza, producida
por la forzosa ausencia del Presidente del Comité Nacional y primer Presidente de la
Federacion, Prof. Gonzalo Sénchez Vdzquez, quien venia trabajando con toda su ilusién
desde hace més de diez afios para que un ICME se celebrara en un pais de habla hispana
por primera vez y particularmente en Sevilla. Y aunque son muchas las personas que tra-
bajaron tan esforzada como eficazmente en su organizacién, éste pasado ICME deja
principalmente el recuerdo humano de Gonzalo Sdnchez, sobre todo por su ausencia . La
produjo una enfermedad que se nos aparece como una injusticia, precisamente por el
tiempo en que ha ocurrido.Ojald la supere y podamos contar de nuevo con €.

Alberto Aizpin

INTERNATIONAL DERIVE AND TI-92 CONFERENCE

Organizada por «The International Council for Computeralgebra in Matheduca-
tion», se celebrd los dias 2 al 6 de julio de 1966 en el Schloss Birlinghoven, situado en
las préximidades de Bonn (Alemania). Este palacio es la sede del GMD (centro alemadn
de investigacién en Matemdtica ¢ Informdtica). Al citado congreso asistieron cerca de
trescientos profesores de todo el mundo.

Las conferencias corrieron a cargo de prestigiosos profesores, investigadores en el
drea y autores, entre los que cabe destacar:

— Bruno Buchberger (Universidad de Linz).

— John Berry (director del International Derive Journal).

— Bert Waits (Universidad Ohio State).

— Benny Evans (autor de varios libros de Matematicas con Derive).
— Josef Bohm (director del Derive Newsletter).

— Bernhard Kutzler (Softwarehouse Europa y autor de varios libros de Matemdti-
cas con Derive).
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asistiendo también David Stoutemyer (Softwarehouse), uno de los creadores de Derive.
La direccién del encuentro corrié a cargo de la profesora Birbel Barzel, siendo
«chairman» de una de las sesiones el vocal de nuestra sociedad Eugenio Roanes Lozano.

II CONGRESO DE USUARIOS DE MAPLE

Organizado por el departamento de Algebra, Computacién, Geometria y Topologia
de 1a Universidad de Sevilla y por la empresa de software cientifico Add-Link, se cele-
bré los dias 24 y 25 de septiembre de 1966, en la Facultad de Matemdticas de dicha uni-
versidad. La reunién contempld:

— Conferencias plenarias por parte de reconocidos especialistas.
— Presentaci6n de trabajos.

— Exhibicién técnica.

— Exhibicién de publicaciones relacionadas con Maple V.

— Presentacién técnica de Add-Link Software Cientifico.

II ENCUENTRO DE ALGEBRA COMPUTACIONAL Y APLICACIONES

Organizado por el departamento de Algebra, Computacion, Geometria y Topologia
de la Universidad de Sevilla, se celebré los dias 26 y 27 de septiembre de 1966, en la
Facultad de Matemadticas de dicha universidad, siendo los temas de interés:

— Algebra Computacional.

— Meétodos efectivos en Algebra, Geometria, Topologfa y Andlisis.
— Calculo Cientffico via Métodos Simbélico-Numérico.

— Aplicaciones en Ciencia y Tecnologfa.

— Desarrollo de Software Simbdélico-Numérico.

— Complejidad de Algoritmos.

E. Roanes
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Problemas propuestos

Problemas propuestos
en la XXXVII OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICAS
celebrada en La India en Julio de 1996

Problema 1

Sea ABCD un tablero rectangular, con AB = 20 y BC = 12. El tablero se divide en
20 x 12 cuadrados unitarios. Sea r un entero positivo dado. Una ficha puede moverse de
un cuadrado a otro si y solo si la distancia entre los centros de los cuadrados es exacta-
mente vr. Se trata de hallar una sucesién de movimientos que lleve la ficha del cuadrado
que tiene el vértice A al cuadrado que tiene el vértice B.

a) Demostrar que €so no es posible si r es divisible por 2 6 por 3.

b) Demostrar que si es posible cuando r =73.
¢) (Es posible hallar tal sucesién de movimientos cuando » = 977

Problema 2

Sca P un punto interior al tridngulo ABC tal que

—_—— e

APB - ACB = APC - ABC

(igualdad entre. diferencias de dngulos). Sean D y E los incentros de los tridngulos APB
y APC, respectivamente. Demostrar que AP, BD y CE son concurrentes.

Problema 3

' Sea S = {.0,1,2,3, ...} el conjunto de los enteros no negativos. Hallar todas las fun-
ciones f, definidas en S y que toman sus valores en S, tales que

flm + fn)) = fifim) + fin)

cualesquiera que sean m, n € S.
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Problema 4

Sean a y b enteros estrictamente positivos tales que 15a + 16b y 16a — 15b son,
ambos, cuadrados de enteros estrictamente positivos. Determinar el menor valor posible
que puede tomar el menor de esos dos cuadrados.

Problema 5

Sea ABCDEF un hexdgono convexo tal que AB es paralelo a ED, BC paralelo.a FE
y CD paralelo a AF. Sean R,, R, y Ry, los radios de las circunferencias circunscritas a
los tridngulos FAB, BCD y DEF, respectivamente, y sea p el perimetro del hexédgono.
Probar que

RA+Rc+REZ%

Problema 6

Sean n, p ,q enteros positivos tales que n > p + g. Sean x;, x,, ..., X, enteros que
verifican las siguientes condiciones:
a) x,=x,=0. . .
b) Paracadai, 1 <i<n, se tiene que, 0 bien x;—x, , =p, o bien x;, —x,_ =—q.
Demostrar que existe una pareja (i,j) con i < J, (i,j) # (O,n), tal que x; = x,.
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Problemas propuestos por nuestros socios

Probleman.® 7:

En el espacio euclideo R*, consideremos el sélido

4 4
§: 3 [xi <1,y el hiperplano H:Y xi=0.

i=1 i=1

Halla la forma y dimensiones de:

1) La proyeccién ortogonal de S sobre H.
2) Laseccién de S por H.

(Propuesto por Joaquin Gémez Rey)

Problema n.° 8:

Cada cara de un dodecaedro nos da un punto hallando la interseccién de los cinco
planos que contienen a sus cinco caras contiguas. Uniendo adecuadamante estos doce

puntos obtenemos un icosaedro. Halla la razén entre las aristas de dichos dodecaedro e
icosaedro.

(Propuesto por Joaquin Gémez Rey)
Problema n.° 9:

Seaa =(kf 1)(1’:), Vk=1,2, .., n.

Demuestra que la media aritmética de los a,, Vn=1,2,... es un nimero entero.

(Propuesto por Joaquin Gémez Rey)
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Problema n.° 10:
En el espacio euclideo n-dimensional, consideremos el n-cubo. Halla el limite,
cuando # tiende a infinito, de la razén entre los volimenes de las esferas circunscrita

(pasando por todos los vértices) e inscrita (tangente a todas sus 2-caras).

(Propuesto por Joaquin Gémez Rey)

Problema n.° 11:

Sean g, b, ¢ niimeros reales no negativos y no mayores que 1.
Probar que Ye(l-abhy<Vl-a+V1i-b+V1-c -

(Propuesto por Juan-Bosco Romero Mdrquez)

Problema n.° 12:
Dada la cénica con centro C y focos F y F’, tomamos sobre ella un punto variable P.
Determinar el lugar geométrico de los baricentros, de los ortocentros, de los incentros y

de los circuncentros de todos los tridngulos PFF’.

(Propuesto por Juan-Bosco Romero Mdrquez)
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Problemas resueltos

PROBLEMA 1.° (BOLETIN N.° 26)

Se consideran en una circunferencia
dos cuerdas AB y CD que se cortan en el
punto E interior a la circunferencia. Sea
M un punto del segmento EB situado :
estrictamente entre B y E. La tangente a N
la circunferencia que pasa por D, E y M
en el punto E corta a las rectas BC, AC
en los puntos F, G respectivamente.

Si AM/AB = ¢, determinese EG/EF
en funcién de ¢.

Solucién:

Se une D con A, B y M. Siendo C/ﬁ: =D/E\G:I§/IT)y E/(i: =1\m, se tiene que
los tridngulos CEF y AMD son semejantes y por tanto, CE . MD = AM . EF.

—— el el e

Por otra parte, siendo ECG =MBD y CGE = CEF — GCE = EMD —~ MBD =BDM,
se tiene que los tridngulos CGE y BDM son semejantes y por tanto GE . MB = CE - MD.

Se concluye que GE-MB=AM.EFy GE_AM __ t-AB _ ¢
EF MB (1-1)-AB 1-¢

(Nota: Si el punto M estd entre A y E, se pueden intercambiar los papeles de A yB
por Fy Gy haciendo ¢’ = 1 — 1, se concluye, igual que antes,

EF _MB __* _l—tyG_E= t
GE AB 1-¢r ¢ EF (1-r)

M. Mercedes Sanchez Benito (Alcorcén)

PROBLEMA 2.° (BOLETIN N.° 26)

Se da un conjunto E de 2n — 1 (n = 3) puntos distintos sobre una circunferencia. Se
supone que exactamente k de los puntos dados se colorean en negro. Tal coloracién de &
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puntos es «buena» si existe al menos un par de puntos negros tal que el interior de uno
de los arcos formados por esos dos puntos contiene exactamente n puntos de E.

Hallese el minimo valor de & para el que toda coloracién de exactamente k puntos es
«buenay.,

Solucion:

Dos puntos se dicen «relacionados» si hay exactamente n puntos de E en uno de los
arcos entre ellos. Necesitamos determinar el menor & con la propiedad de que cualquiera
k puntos de E contiene al menos un par de puntos «relacionados». Uniendo cada par de
los puntos «relacionados» obtenemos un grafo G de grado 2 en cada vértice. G estd com-
puesto entonces de ciclos disjuntos. Hay dos casos:

(i) Si3nodivide a2n -1, entonces m.c.d. 2n~1,n+1)=mc.d 2n-1,3)=1
y G es un ciclo en s{ mismo.

(i) Si3dividea2n-1,entoncesmecd. 2n+1l,n+1)=mcd. 2n-1,3)=3y
hay 3 ciclos en G, cada uno de los cuales contiene (2n — 1)/3 vértices.
En el caso (i), el menor valor de k es
[@Qn-1)2]+1=n.
En el caso (ii), el menor valor de k es
3(R2n-1)3)2]1+1=n-1.

Por lo tanto, el menor valor de k es:

n, si2n — 1 no es multiplo de 3.

n—1,si2n -1 es miltiplo de 3.

M. Mercedes Sanchez Benito (Alcorcén)
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PROBLEMA 4.° (BOLETIN N.° 26)

Sea Q* el conjunto de los nimeros racionales estrictamente positivos. Constriyase
una funcién f: Q* — Q7 tal que

F =f®ly Vxye Q

Solucidén:

fesinyectiva, ya que si f(y) =f(y’) se deduce y =y’.

Paray = 1, f (xf (1)) = f (x), de donde (1) = 1. Para x = I se deduce que Vy € QF,
F(f3)) = 1y, y también que f (1f (f ())) = f (1/y) = Lf (), con lo que £ (3).f (1/y) = 1.

Si ponemos y = f (1/t), serd f (y) = f (f (1/t)) = t con lo que f (x.t) =f(xf ) =fx)y
=fOIf (1) = f (x).f .

Reciprocamente, cualquier funcién verificando Vx,t € Qt

(@) fGt)=Ff 1)
b) fEFO)=1x

resuelve la ecuacién funcional.

Una funcién f: Q* — Q* tal que satisfaga (a) puede ser construida definiéndola pri-
mero en los nimeros primos y luego extendiéndola aplicando (a) a la descomposicién en
factores primos (con exponentes enteros). Tal funcién satisface (b) si y sélo si satisface
(b) para cada primo.

Una posible construccién seria (siendo PysPyse-sPp- la sucesion de nimeros primos):
f(pj) = p;,, S1j es impar.
f(pj) = l/pj_1 sijes par.

Extendiéndola a Q, se tiene la funcién pedida.

M. Mercedes Sianchez Benito (Alcorcén)

PROBLEMA 5.° (BOLETIN N.° 26)

Dos personas A y B participan en un juego eligiendo alternativamente los niimeros
ny, n,,... de acuerdo con las siguientes reglas:

Al principio, se da un nimero natural ny > 1.
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Una vez conocido n,,, el jugador A puede escoger cualquier n,,,, € N tal que

< <

Myt S Ty
Después, el jugador B escoge un nimero Ny € Ntal que ny,, /n, . es una poten-
cia de un nimero primo con exponente entero estrictamente positivo.

El jugador A gana el juego si logra elegir el nimero 1990, y el jugador B gana el
juego si logra elegir el nitmero 1.

o

() ¢Para qué valores iniciales n; el jugador A puede asegurar su victoria?
(b) ;Para qué valores iniciales ny el jugador B puede asegurar su victoria?
(c) (Para qué valores iniciales n, puede cada jugador asegurar que el otro no

ganard?

Solucién:

Sea w el conjunto de los valores iniciales n, que aseguran la victoria de A. Veamos
el siguiente lema:

Supongamos {m, m+1,..., 1990} < ®, s < 1990 y s/p* > m, con pP" el mayor factor de
s tal que p es primo y r € N.

Entonces, todos los nimeros naturales nytales que 45 < ng<m pertenecen a .

Demostracién:

Empezando con n,, el jugador A toma n, = s. Entonces B tiene que elegir un
nimero natural n, con m < 1/p" < n, < s <1990. Como n,e o, el jugador A puede ganar
el juego después.

Debido a que 452 = 2025 > 1990, es evidente que todos los n, que cumplen
45 <ny <1990 estdn en @.

Tomando
m=45ys=420=22.3.5.7,
que satisfacen las hip6tesis del lema y
Y420 < 21 < 45,
se deduce que

(21,22,..., 44} c .
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Usandoellemaconm=21ys=168=23.3.7, {13, 14,..., 20} c o.

Param=13ys=105=3.5.7,{11,12} c .

Param=11ys=60=2%2.3.5,(8,9,10} cw.

Por tanto, {8, 9,..., 1990} c w.

Para n; > 1990, A puede escoger un n, natural tal que:

22.32<ny<2™ . 32 <t

y entonces tomar n, = 27! . 32,

Ahora, independientemente de la eleccién de B, 8 <n, < n,.

Después de un nimero finito de pasos, la situacién serd 8 < n,, < 1990 y concluimos
que para n, 2 8, A puede ganar.

Sea ahora n, < 5. Como el producto més pequefio de tres diferentes primos es

2.3.5=30> 57,

el jugador A tiene que tomar n, = p" . ¢*, donde p es primo, g es primo o 1, p>> ¢y
rz1,s 2 1. Entonces B puede elegir

m =g =n/p"<Vnm < no

Después de un nimero finito de pasos B conseguird n,, = 1 y gana.

Para ny=6 0o ny =7, A tiene que elegirn, =30=2.3.50n =42=2.3.7yB
tiene que elegir 6. Asf A y B van eligiendo alternativamente 30, 6, 30, 6,... evitando per-
der y llegando a un empate.

Por consiguiente:

Sil<ny<5,B ganael juego.

Si6<n,<7, Ay B pueden impedir que gane el otro.

Si 8 <ny, A ganael juego.

M. Mercedes Sanchez Benito (Alcorcon)
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PROBLEMA 6.° (BOLETIN N.° 26)

Demuéstrese que existe un poligono convexo de 1990 lados con las propiedades
siguientes:

(i) Todos los dngulos son iguales.
(ii) Las longitudes de los 1990 lados son una permutacién de los ndmeros 12, 22,...,
19892, 19902,

Solucion:

Suponemos que el poligono A A A, .. A g de 1990 lados tiene las propiedades (i) y
(i1). Expresemos el vector A A | como un nimero complejo n, - e, donde = 2m/1990,
re {0, 1,..,1989} y se supone A1990 = A,. Entonces Mgy Bpsenns Ryggq deben ser una permu-
tacién de los nimeros 12, 22,..., 19902,

El problema puede ser reformulado como sigue:
Encontrar una permutacion (ny,...,,40) de los nimeros 12, 22,..., 19902, tal que

1989
z ”'r . el
r=0

Llamaremos, por conveniencia, a n, «peso». Supongamos un disco unidad apoyado
horizontalmente por un alfiler en su centro O.

El problema es: ;Cémo podemos colocar los pesos 12, 22,..., 19902 en la frontera del
disco sobre los puntos que dividen la circunferencia en arcos iguales para conseguir un
sistemna en equilibrio?

Para comenzar dividamos los 1990 pesos en 995 pares (12,22), (32,42),...,
(1989%,1990%) y pongamos cada par en los extremos finales de ciertos didmetros.

El problema se reduce entonces al siguiente: ;Cémo colocar 995 pesos: 3 = 22 — 12,
7=42-32,.,3979 = 1990% - 19892, en los puntos que dividen la circunferencia unidad
en 995 arcos iguales, para obtener un sistema equilibrado?

Sabemos que 995 = 5.199. Dividamos los 995 pesos en 199 grupos (3,7,11,15,19),
(23,27,31,35,39),..., (3963,3967,3971,3975,3979) y sea B = 21/199, y = 2n/5.

Denotamos por F, el pentdgono con vértices 1, e, €27, ¥, ¢*, y por F,_, el pentd-
gono ¢*P . F . Poniendo los 5 pesos del k+1 grupo en los vértices del pentdgono F,,
obtenemos el k+1 grupo de nimeros complejos:

(2k + 3)eB, (2k + T)elkB), (2k + 11)eikB+20, (2K + 15)eikB+3, (2K + 19)eikb+4n

donde k= 0,1,2,...,198.

&8

Observamos 1 + e/ +... + e*= 0, y podemos escribir la suma de nimeros complejos
del grupo k + 1 como Me™?, siendo 1 = 3 + 7e + 11e2¥ + 1537 + 19¢47. La suma total de
todos los 199 grupos de nimeros complejos es ) (1 + e +... + e!198) = 0,

Concluimos que existe un poligono de 1990 lados que cumple (i) y (ii).

Finalmente sefialamos que la solucién puede ser construida como sigue:

198 4
0= 3 (20k+4l+3)ei ¢B+m=
k=01=0
198 4
S S {10k +21 42 ~(10k + 2L + 1V e 6B+M =
{=0

_k=ﬂ
4
)3

0/=0m=0

98

:kg

(10k +2l+ m)zei B+ 1y + mn)

MN

Cuando k toma 0, 1,..., 148, [toma 0, 1, 2, 3, 4 y m toma 1, 2, la expresién
10k + 2/+ m toma 1, 2,..., 1990 y tomando cada valor exactamente una vez y la expresién

ef(kB +1y+mm) — e21!:i (10k + 3981 + 995m)/1990

toma los valores 1, ei®,..., e!98%® cada vez.

M. Mercedes Sanchez Benito (Alcorcén)

PROBLEMA 2 (BOLETIN 43)

Sea G el baricentro del tridngulo ABC. Demostrar que si AB + GC = AC + GB
entonces ABC es isdsceles.

Solucién:

El teorema de Stewart afirma que:

a (p* + mn) = bm + c*n siendo p la longitud del segmento AX (en este caso es una
mediana), m es la longitud de BX y n es la longitud de XC, donde a,b,c son los lados del
tridngulo.

Despejando p podemos calcular las longitudes de las medianas GC y GB, sabiendo
quem=n=al2:
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5.2 . 2 2
: 21h*
a) Longitud de mediana GC iZa;_c‘

b) Longitud de mediana GB M__

Sustituyendo estos valores en la hipétesis: AB + GC = AC + GB se tiene:

—ee S -
2 V2a2+2b"—c2 —pi2 V242 + 2¢2 - b

3 2 3 2

Operando llegamos a:

b+ ¢t — a2c? — a2b? + 6b2c? + 2aPbe — 4b3c — 4bc* =0

(b* + ¢ — a*c® — a?*b* + 4b*c* + 2a%be — 4hd¢ —dbe* =0

(b2 + ) (b + 2 — @) +4b%c* + 2a*be — 4b’c — dhe? = 0

(b2 + ¢2) (b* + 2 —a?) = 2be (b* + ¢ — a?) + 4b%ct = 2b%c - 2bc* =0
(b2 + ¢* — a®) (b* + ¢ —2bc) — 2be (b* + ¢* = 2bc) =0

(b + ¢*— @) (b —c)* = 2be (b—¢)* =0

(b—c)* (b*+c*—a*-2bc)=0

(b—cP((b-c)—a?)=0

luego:

(b — ¢)* = 0 entonces b = ¢, quedando probado

o bien

(b—c)-a*=0

entonces se tiene:

a, que no serfa un tridngulo
—a, que tampoco lo serfa.

a) b-c
b) b—c

il

Miguel Angel Vidal Martin
LE.S. Alonso de Madrigal (Avila)

90

Indice de soluciones publicadas

Niamero de Boletines en que aparecen las soluciones
Propuestos Procedentes de de los problemas de ndmeros
cneln.” | R 2% 3. 4.0 5. 6. AL 8. 9.0 10.°
1 Varios 4 4 - — — — — — — e C
2 OMI-83-Paris 3 3 3 4 4 4 — — = - C
3 OME-12-84 19 19 19 19 18 19 19 19 — — C
4 OMI-84-Praga 5 5 G 5 6 14 — — — - C
5 Varios 8 7 12 7 7 8 — — — — C
6 Varios 7 7 16 - — - - — - — C
7 OMI-85-Finlandia 9 9 16 16 9 9 — — — C
8 OI-85-Bogotd 10 10 17 10 10 11 - — — — (&
9 OME-12-86/Varios 18 19 20 18 19 19 17 17 I 17 C
10 Chiny/Austialia 20 15 21 20 15 21 20 23 21 — (&
11 OME-{1-86/ 13 14 14 14 14 23 20 15 20 12 C
OMI-86-Varsovia 26 20 12 21 — — — — — —_ C
12 0I1-87-Urug /OME-{1 16 14 14 17 15 17 LS 15 15 21 C
13 OME-{2-87 20 21 21 21 21 2] — — — C
14 Varios 15 15 15 15 — — — — — - C
15 OMI-87-Cuba 138 18 18 21 21 21 — - — - C
16 OME-{1-87 22 22 21 18 22 22 22 22 — — C
17 OME-{2-88 25 23 23 23 23 23 — —_ — — C
18 OI-88-Perd 23 23 23 23 25 25 — — — — C
19 OMI-88-Austalia 23 26 24 24 23 26 . — - — C
20 OME-{1-88/Putnam 24 26 24 25 24 26 24 26 26 24 C
21 OME-{2-89/ 24 27 24 27 27 24 27 25 27 26 C
OI-89-Cuba 26 27 — — — — — — — — @
22 OMI-89-R.F.A./ 28 28 XX 28 29 30 30 30 30 31
Oposiciones 31 30 29 — — — - — — — C
23 Oposiciones 27 27 28 28 29 31 31 30 — — (
24 OME-I1-90 30 31 31 30 31 30 30 31 — — C
25 OME-12/11-90 34 31 29 29 31 32 32 32 32 33 C
26 OMI-90-China/ 32 44 XX 32 44 44 XX 32 XX 34
0OI-90-Valladolid XX | XX - — — — — — —
27 OME-I1-91 33 XX 33 33 | XX 35 XX XX — —_
28 OME-12-91 32 32 XX XX | 33 33 - — —
29 OMI1-91-Succia 38 XX XX XX | XX XX — —_ —_ -
30 OI-91-Argentina/ XX | XX | XX 33 38 XX | XX 33 33 33
OME-I1-91 33 34 34 34 — — — — — —
31 OME-12-92/ 36 XX 36 36 36 XX | XX XX | XX as
OME-I1-91/PNS XX | XX | XX 35 34 — — — — —
32 OMI-92-Moscu/ 35 XX | XX XX | XX XX 38 a5 XX 38
0O1-92-Venez /PNS 38 38 38 38 — — — — — —
33 OME-I'1-92/1'1-92(v) XX | XX | XX XX [ XX 35 XX XX | XX | XX
/PNS XX | XX | XX XX | XX — — — — —
34 OME-[2-93 36 36 XX 36 36 36 — — — —
35 OMI-93-Tury/ XX | XX | XX XX | XX XX | XX XX | XX 39
01-93-M¢jico/PNS XX | XX 39 39 [ XX XX -— — — —
36 OME-I'1-93/11-93(v) XX XX XX 40 XX XX 40 XX 40 40
37 OME-12-94/PNS 41 XX | XX 4] XX XX | XX XX 41 -
38 OMI-94-Hong-Kong XX 40 XX XX | XX XX — — — ==
39 01-94-Biusil/OME- XX | XX | XX XX | XX XX 42 42 42 XX
I'1-94/11-94(v) XX | XX | XX XX | XX XX
40 OME-12-95 42 XX | XX 42 | XX XX — — — —
41 OMI-95-Cunadd XX | XX | XX XX | XX XX — — — —
42 OI-95-Chile XX | XX | XX XX | XX XX - — —
OME-[1-95/PNS XX | XX | XX XX | XX XX | XX XX | XX | XX
43 OME-{-96 XX 44 XX XX | XX XX — — — —
OME-(1-96/PNS XX XX XX XX | XX XX —- —
CLAVES: XX = Pendicnle de publicacidn; C = Completo; OME = Olimpiada Matemdtica Espaiiola (fase | 0 2); OMI

= Ol. MaL. Internac. Ol = OL Iberoamer, de Mat. PNS = Propucstos por nueslros socios,
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INSTRUCCIONES PARA EL ENVIO DE ORIGINALES
PARA SU PUBLICACION EN EL BOLETIN

Por haber sido cambiado el modo de impresién del Boletin a partir del nimero 39,
nos vemos obligados a cambiar las normas de presentacion de originales, que deben en-
viarse en papel y ademds también en disquete, del modo siguiente:

Copias en papel (por duplicado)

Escritas con un procesador de texto en hojas DIN A-4.

Los articulos comenzaran con el titulo, nombre de autores y referencia de su depar-
tamento o institucién e incluirdn un breve resumen en inglés.

Las figuras deben ser de buena calidad, incluidas en el lugar apropiado del texto en
el tamaiio en que deben ser reproducidas. Ademds, si se desea, pueden volver a incluirse
al final en mayor tamailo, para ser escaneadas.

Las soluciones de problemas deben comenzar indicando: «Problema nimero (Bole-
tin ndmero)», tal como suelen aparecer en el boletin, y terminar con el nombre del autor
de la solucién de cada problema.

Las resefias de libros como suelen aparecer en el boletin, con el nombre del autor

de la resefia al final.

Copia en disquete

Se enviard un disquete formateado para PC compatible (DOS 3. x o superior), con-
teniendo dos archivos:

a) archivo del documento para el procesador de texto utilizado

b) archivo del documento en c6digo ASCIL.

Este dltimo es el que mds probablemente utilizard la imprenta.

Si se desea, las figuras pueden incluirse en archivos de extensién TIF (en otro caso

se captardn por escaneado)

Seleccién de originales

Seran revisados por profesionales del mundo académico, para decidir si se ajustan a
la linea general del Boletin. Si se considera oportuno, se pedird a los autores que reduz-
can su extensién o hagan algunas modificaciones en su contenido.
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RELACION DE OTROS ARTICULOS
QUE HAN SIDO ADMITIDOS PARA SER PUBLICADOS
EN PROXIMOS NUMEROS DE ESTE BOLETIN

— Un algoritmo nuevo para una aplicacion conocida, por Leo H. Klingen.

— Una introduccién a la ordenacién de polinomios y al cdlculo de bases de Groeb-
ner, por Carlos Ramén Laca y Eugenio Roanes Lozano.

— Cilculo numérico de integrales particulares de ecuaciones diferenciales con co-
eficientes trigonométricos, por Adam Marlewski, Stanislav Rawicky y Eugenio
Roanes Lozano.

— La historia de la Matematica como recurso diddctico (continuacién), por Maria-
no Martinez Pérez.

— Soluciones de algunas ecuaciones diofdnticas por métodos elementales, por
Juan Bosco Romero Marquez.
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Co,mo socig de la Sociedad Puig Adam de Profesores de Matemiticas, deseo que
me envien gratuitamente los siguientes ndmeros atrasados del Boletin:

(sefialar con una X los que interesen)

3 4 35 37 38 39
L] [] L] ] [ L]
40 41 42 43 44

Envio adjuntos sellos para el franqueo.

Utilicen para el envio la direccién consignada en este recuadro:

Los ntimeros 1, 2, 5 al 34 y 36 est4n agotados.

Si desea acogerse a este ofrecimiento, recorte o copie este cupén y envielo a la:
Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Matematicas
Facultad de Educacién (despacho 3517)
Paseo Juan XXIII, s/n
Ciudad Universitaria
28040 Madrid
Telf. 394 62 48
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SOCIEDAD «PUIG ADAM» DE PROFESORES DE MATEMATICAS

BOLETIN DE INSCRIPCION
D, B B T S B O R SR Bl A e B Teléf.(..) smsmimnnmian:
DArecCion PATtiCUIAT, gopmumsserevssvsssmnmens e st s Ry S s A NS S AT SRR KPR
Ciudad s e R i R SRR Cod® Postalisi s
LT 11 (o R TN -1 o | o B OSSO

SOLICITA EL INGRESO COMO SOCIO DE NUMERO DE LA SOCIEDAD.

para que cargue en la cuenta:......... ey i, Lo /.
los recibos de las cuotas correspondientes al curso 1995-96 y siguientes.

 Sl<Te] 1V R ———————— Lo LS de 1995

La cuota anual estd actualmente establecida en 5.000 pesetas (incluida la cuota federativa de 2.000 ptas.).
Remitanse ambas partes a

Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Matematicas. Facultad de Educacién (despacho 3517).
Telf. (91) 394 62 48. Paseo Juan XXIII, s/n. Ciudad Universitaria, 28040 Madrid.

Fechaganmississnmmsmmnnsnmarmass BANCO: omss s mesini e
Sucursal 0 AZENCIA wisvirsisiassisussriussressserisnsmsssgsssyrevssgrsss =3+ OO
Direccitn de 85fa.........ovverrverenrriree st i e i i R R SR

RUEGO ABONEN con cargo a la cuenta:......... AR oo Feivossivmasvasaes /
los recibos de la cuota anual de la Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Mateméticas, hasta
nueva orden.
Les saluda atentamente:
Firmado:

Nombre y Apellidos ....cciioiiiiiiiiiiiiiniiiss s sssesseene
Nombre de 1 CUBNLA .iiiviiiviinireiimreeisimmrmsmnssrnrssssorsssersrsessnssnsarsnses
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SOCIEDAD «PUIG ADAM» DE PROFESORES DE MATEMATICAS
BOLETIN DE INSCRIPCION (CENTROS)

los recibos de las cuotas correspondientes al curso 1995-96 y siguientes.

Fecha .uiiiismmciiimne U8 e ——— de 1995

La cuota anual est4 actualmente establecida en 5.000 pesetas (incluida la cuota federativa de 2.000 ptas.).
Remitanse ambas partes a

Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Matematicas. Facultad de Educacién (despacho 3517).
Telf. (91) 394 62 48. Paseo Juan XXIII, s/n, Ciudad Universitaria. 28040 Madrid

Sucursal o Agencia
DirecciOn de E8ta....... oot sias s i o T a0 i e e mmsse e emsats st e seme e s ese e e

RUEGO ABONEN con cargo a la cuenta.......... Loverrnn T Livirvieinciininann, /
los recibos de la cuota anual de la Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Matemdticas, hasta
nueva orden.
Les saluda atentamente:
Firmado:

Nombre y APEllidos .....cvvvviuiieimieeesceiesiiresssssrersssessesses s seesson
DITECCION .vucuceos . cimiasin ssisassiisivsnsssssaliass sissiavnieness s sliada v il




