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Noticias sobre la Asamblea General Ordinaria
de 1996 de la Sociedad «Puig Adam»
de profesores de Matematicas

En la Facultad de Mateméticas de la U.C.M. sita en la Ciudad Universitaria, a las
doce horas del dfa veintisiete de abril de mil novecientos noventa y seis, en segunda con-
vocatoria, reunidos los miembros de la Sociedad, bajo la presidencia de D. Javier Etayo
Gordejuela, dio comienzo la Asamblea General Ordinaria de mil novecientos noventa y
seis. Justifica y excusa su ausencia el Tesorero, D. Alberto Aizpiin. Se desarrollé con
arreglo al siguiente orden del dfa:

Punto primero. Leclura y aprobacidn, si procede, del acta de la sesién anterior. Se
procede a la lectura del acta de la Asamblea anterior, que queda aprobada por unanimi-
dad tras modificar el Punto séptimo, sustituyendo «a) D. Joaquin Herndndez propone
enviar el Boletin al directorio de Zentralblatt fiir Didaktik der Mathematik. D. Juan
Bosco Romero Mdarquez amplfa esta iniciativa a otras instituciones», por «a) D. Juan
Bosco Romero Mdrquez propone enviar el Boletin al directorio de Zentralblatt fiir
Didaktik der Mathematik. D. Joaquin Herndndez amplia esta iniciativa a otras institucio-
nes».

Punto segundo. Informe del Presidente sobre las actividades de la Sociedad. El Pre-
sidente informa sobre las actividades realizadas y a realizar.

a) Se informa que estd previsto celebrar el XIV Concurso de Resolucién de Proble-
mas que convoca la Sociedad en colaboracién con el Colegio de Licenciados y el
patrocinio de la firma comercial Coca-Cola el 22 de junio de 1996 en aulas de la
Facultad de Matemdticas de la U.C.M. Las pruebas se realizaran por la mafiana y
la entrega de premios se efectuara por la tarde. Se informa, también, que los pro-
blemas y la relacién de premiados se publicardn en el Boletin de la Sociedad, y
se destaca que ya se han recibido algunas preinscripciones.

b) Se informa que desde la Asamblea General anterior han salido los nimeros 40, 41
y 42 del Boletin siguiendo el nuevo formato iniciado en el nimero 39. También
se apunta que hay muchos articulos pendientes de publicacién y que el envio, que
ahora estd en manos del propio impresor, se ha racionalizado notablemente. El
Presidente informa también de las gestiones realizadas con el Zentralblatt, cuyos
responsables han contestado afirmativamente a la peticién de la Sociedad con vis-
tas a que se incluyan referencias a los articulos publicados en nuestro Boletin.



¢) Se informa de que con el cambio de editores de la revista Suma la relacion con
éstos es mds fluida, aunque sigue pendiente el envio a los socios de dos nimeros
de SUMA pendientes, lo que hardn en cuanto reunan ejemplares suficientes.

d) Se informa de la participacion de miembros de la Sociedad en la Olimpiada
Matematica, en la que la préctica totalidad de los organizadores han sido miem-
bros de nuestra Sociedad. También se destacan los resultados de nuestros repre-
sentantes en la fase nacional. D. Joaquin Herndndez comenta los cambios efec-
tuados en la convocatoria, en la linea iniciada el afio anterior de flexibilizar los
requisitos. D. Victor Manuel Sanchez recuerda algunas de las decisiones en este
sentido y las vias por las que desde el Colegio de Licenciados se va a hacer
pliblica la convocatoria del Concurso, con ligeras modificaciones con respecto a
lo publicado en el Boletin, lo que facilitard las inscripciones. D. Eugenio Roanes
apunta que el impresor no pudo incluir a tiempo estas modificaciones en el
ntimero correspondiente del Boletin.

Punto tercero. Informe del Tesorero. Presentacién y aprobacidn, en su caso, de las
cuentas de ingresos y gastos. Excusada la ausencia del Tesorero, D. Alberto Aizptn, le
sustituye en sus funciones ¢l Secretario, D. Francisco Gonzdlez Redondo, quien distri-
buye entre los asistentes copias en las que se detallan los movimientos de tesorerfa de la
Sociedad: gastos, ingresos y saldo actual. Tras la explicacién detallada de los diferentes
conceptos el Informe queda aprobado por unanimidad.

Punto cuarto. Eleccién de nuevos cargos directivos, si procede. El Presidente
informa del cese en su puesto del Secretario por haber finalizado el periodo por el cual
fue elegido, proponiendo, en nombre de la Junta Directiva, su reeleccién, que queda
aprobada. Se solicita a los socios que se autorice a la Direccidn a realizar las gestiones
oportunas con la Bibliotecaria, Diia. Carmen Garcfa-Miguel, con vistas a confirmarla en
su cargo o a buscar un sustituto, a lo que queda autorizada.

Punto cinco. Asuntos de tramite. No hay.
Punto seis. Ruegos y preguntas.

a) D. Victor Manuel Sdnchez comenta algunos detalles acerca de la Olimpiada
Matematica Rioplatense, a la que asistié nuestra consocia Marfa Gaspar, ofre-
ciendo a la Biblioteca de la Sociedad un ejemplar del Boletin del Colegio de
Licenciados en el que se informa detalladamente sobre el tema. Apunta que en el
mes de mayo se celebrardnnuevas olimpiadas de la Federacion Iberoamericana.
También informa de que 1996)serd el dltimo afio en que la firma Coca-Cola par-
| ticipe en nuestro Concurso de Resolucién de Problemas, por lo cual solicita el
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respaldo de la Sociedad para iniciar la bisqueda de nuevos patrocinadores
Comenta, por otro lado, la necesidad de hacer una mayor difusién del Concurso..
D. Joaql.u’r} Herndndez informa que fueron ganadores de nuestro Concurso los
que participaron en la Olimpiada Iberoamericana. Se acuerda que se siga mante-
niendo esta relacién, informando explicitamente a los alumnos que participen en

el Concurso de la Sociedad que los ganadores podrén participar en la Olimpiada
Iberoamericana.

b

~—

c) D. Jgan Bosco Romero Mdrquez propone contactar con editoriales para que
publiquen los problemas propuestos en los diferentes Concursos, recordando
algunos libros sobre temas andlogos en los que su inclusién podria servir de pro-
Raganda. Por otro lado, pregunta si no serfa oportuno publicar una versién actua-
llzada~del indice de autores y articulos publicados en ¢l Boletin aparecido algu-
nos aq?s atrds, ante lo cual D.-Julio Ferndndez Biarge hace suya la propuesta.
También propone se-inicie el intercambio del Boletin con otras revistas semejan-
tes, tanto espafiolas como extranjeras, N

d) D. ’VJ’ctdr Manuel Sdnchez recuerda las gestiones que viene realizando desde ™
\ hace algin tiempo con vistas a publicar los problemas en un libro recopilatorio.

. Llegados a este punto, el Presidente levanta la sesién a las trece horas y treinta
minutos de la fecha arriba indicada. ==



XXXII Olimpiada Matematica Espafiola
Fase final

La fase final de la XXXII Olimpiada Matematica Espafiola se ha celebrado este afio
en Tarragona, durante los dfas 22, 23 y 24 de febrero. Se ha podido disfrutar de un exce-
lente ambiente, tanto en su versién cientifica como lddica. Vaya por delante nuestro
reconocimiento al Presidente del Comité Local Organizador, Manuel Sanromé, por su
buen hacer, su bien informar y su bien saber estar en cuantas ocasiones ha sido preciso. :

La recepcién tuvo lugar el dfa 22 en el Rectorado de la Universidad Rovira i Virgili
desde donde se desplazé tanto a concursantes como acompaiiantes a la que serfa residen-
cia durante los dias de concurso, la «Ciutat de Repés i de Vacances». S6lo se oyeron
halagos acerca de los apartamentos en que nos alojaron.

El dfa 23 por la mafiana, fuimos recibidos por el Exmo. Sr. Alcalde de Tarragona
en el Ayuntamiento de la ciudad. A continuacién el presidente del Comité Organizador
nos llevé de visita por la ciudad, haciéndonos revivir, con la intensidad de su relato, el
nacimiento y evolucién de la ciudad. La visita concluy6 en el rectorado de la Universi-
dad, donde la Olimpiada qued6 oficialmente inaugurada por el Mco. y Exmo. Sr. Rector
acompaifiado por la Ilma. Sra. Subdirectora Gral. de Becas del Ministerio de Educacion
y Ciencia, el Prof. Aroca, Presidente de 1a RSME vy el Prof. Xambo, presidente de la
SCM.

El viernes tarde y el sdbado mafiana se celebraron las sesiones de problemas, mien-
tras la organizaci6n obsequié a los acompafiantes con visitas a los lugares mds reconoci-
dos de la ciudad. Es de hacer notar la profusién de medios de comunicacién que se die-
ron cita al comienzo de la primera sesién de problemas.

El sdbado tarde qued6 libre para concursantes y acompafiantes, no as{ para los
miembros del Tribunal, que trabajando concienzudamente, consiguieron tener todo a
punto para la entrega de premios.

Ante la presencia de gran nimero de autoridades, se rindi6 antes de la entrega de
premios, un caluroso y sentido homenaje al Profesor Dou, uno de los mejores problemis-
tas espafioles de los dltimos tiempos.

Tras entregar los premios que la Subdireccién General de Becas ha otorgado a los
84 ganadores de la Primera Fase, presentes en esta Olimpiada, se procedié al reparto de
medallas a los ganadores de esta XXXII edici6n y que han recafdo en las siguientes per-
sonas:

Medalla de Oro:

Elizalde Torrent, Sergi 29 puntos (Barcelona)
Palacios Gutiérrez, Tomds 28 puntos (Madrid)
Rambla Barreno, Fernando 26 puntos (C4diz)
Jara de las Heras, Antonio 25 puntos (Jaén)
Sebastidn Celorrio, Patricia 20 puntos (Zaragoza)
Martinez de Albéniz, Victor 20 puntos (Barcelona)
Medalla de Plata:

Parkhoutik, Vera

Giieto de la Rosa, Edgar
Das Lépez, José Rodolfo
Silvestre Salas, Manuel
Tarafa Mate, Lluis
Selgas Buznego, Virginia

Medalla de Bronce:

Vela Aguilera, Raul

Sdez Domingo, Daniel

Moner Lépez, Pedro

Martinez Cerezo, Pablo
Caiiizo Rincén, José Alfredo
Ingelmo Benito, Miguel Angel

Los ganadores de las medallas de oro serdn nuestros representantes en la Olimpiada
Internacional que se celebrar4 este afio en la India.

No nos gustarfa acabar esta crénica sin hacer referencia al «seny» de los profesores
Grané y Xambo que colaboraron en todo cuanto hizo falta con total desinterés y sin rega-
teo de ningtin tipo de esfuerzo, todo ello salpicado con la fina ironfa de su buen saber
hacer. La categoria humana e intelectual del Prof. Aroca quedé patente una vez més.



Notas breves

NOTAS NECROLOGICAS

La Junta Directiva ha tenido conocimiento del fallecimiento de nuestro consocio
D. José Luis Aguirre Ruiz, de Villarcayo (Burgos). Deseamos expresar €n nombre de
todos los miembros de la Sociedad nuestro sentimiento de pesar por la pérdida de este
activo compafiero.

Después de cerrar este nimero, hemos tenido noticia del fallecimiento de la esposa
de nuestro Vicepresidente de Castilla-La Mancha, Salvador Herrero Pallardo, a quien
deseamos transmitir el pésame en nombre de todos los miembros de la Sociedad.

RED INTERNET

Esté en tramitacién la inclusién de una p4gina con informacién sobre nuestra Socie-
dad en el servidor del Ministerio de Educacién y Ciencia, gestionado por el Programa de
Nuevas Tecnologias de la Informacién y la Comunicacién. Este Programa estaba ads-
crito a la Direccién General de Renovacién Pedagégica, que ha sido suprimida por Real
Decreto del pasado dfa 10 de mayo, por lo que habrd que estar a la reorganizacién que
resulte.

De los avatares de este proyecto tendrédn cumplida informaci6n nuestros socios.

INCLUSION EN ZDM

Segtin se acordé en su momento en la Asamblea General de la Sociedad nos hemos
dirigido a los editores del Zentralblatt fér Didaktik der Mathematik, para la inclusién de
nuestro Boletin entre las revistas cuyos articulos son referenciados. La respuesta de esta
prestigiosa revista de referencia ha sido positiva, por lo que préximamente comenzarin a
aparecer en ella las correspondientes recensiones. Nos han solicitado que se publique un
resumen en inglés de los articulos que sean en castellano, politica que iniciamos en este
nimero.
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The Construction of Symmetrical Patterns Via
Iterated Transformations

Hans Schupp

Fachbereich Mathematik der Universitit des Saarlandes
Postfach 15 11 50, D-66041 Saarbriicken

Nota de los editores: Continuando con la seccién dedicada a colaboraciones de
prestigiosos profesores extranjeros, comenzada en nuestro Boletin nim. 39, publicamos
aqui este articulo del Prof. Dr. Hans Schupp de la Universidad de Saarbriiken (Alema-
nia). Ha sido profesor de «gymnasium». Ha participado en Formacién de Profesores. Ha
sido Presidente de la Sociedad Alemana de Diddctica de la Matemadtica. Su interés en
investigacién se centra en Diddctica de la Geometria y en Educacién Estadistica. Con su
equipo ha desarrollado una extensa coleccién de programas en lenguaje Pascal, encami-
nados a facilitar el descubrimiento y aprendizaje en temas geométricos y estadisticos. Es
uno de los profesores invitados a impartir una conferencia plenaria en el ICME 8.

1. Symmetry in mathematics

Symmetry respectively to symmetrize is a fundamental idea of science and mat-
hematics in general and of geometry in particular (s.[3],(4],[7],[8]). Why?

— The intention to produce new things from given ones in an both economical and
aesthetic manner has archetypal character. Dreyfus; Eisenberg (s.[1]) speak of
the «inburn desire of man to symmetrize». We - symmetrical beings ourselves -
are surrounded by natural and artificial symmetrical objects and are increasing
them steadily, in daily life, mathematics, science, engineering and arts.

— One can handle symmetry at rather different levels.

— Especially geometers have explored and used symmetry from ancient up to
recent times, from regular figures and solids up to fractals.

— How this is done (in geometry, group theory, combinatorics, probability theory
etc.) sheds light on mathematical thinking and behaving.

— There are close connections to other central ideas (in geometry: to tesselate, to
optimize, to zoom, to transform, to iterate).
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2. Deficits in the current treatment of symmetry in our schools
(at least in Germany)

‘We mention above all:

— The concept of symmetry is mostly restricted to axial and central symmetry, i.e.
to simple forms of involution symmetry.

— Spatial symmetry is totally neglected.

— There is a concentration on analytic to the disadvantage of synthetic characterization.

— The study of symmetrical figures predominates over their construction.

— The heuristic potential of the symmetry concept is not in the last exhausted.

3. Reasons for the discrepancy between scientific importance and
didactical relevance of symmetry

Why is symmetry —instead of being a guide line in mathematics instruction or at least
in its geometrical parts— reduced to simple types and to early grades of this instruction?

I shall concentrate on two possible reasons (there are more!, s.[5]).

One is the euclidean tradition (exactly said: the tradition of school courses in eucli-
dean geometry). Although the greece geometers delt intensively with symmetrical figu-
res and solids they didn’t build a symmetry concept. The word «symmetry» doesn’t even
appear in Euclid’s «Elements». One needs transformations to define symmetry; but
transformations were no mathetical entities at that time, from serious philosophical
objections. As a consequence explicit dealing with symmetry could enter the schools not
until the watering down of the euclidean course by a propedeutical precourse and only
within this first, preformal encounter with geometrical phenomena.

It’s true the «New Math» of the Sixties did establish transformation geometry in
school, but unfortunately neglected the strong interdependence between figure and trans-
formation that is constituent for symmetry and symmetrizing.

As a second reason we cite the difficulties to produce nontrivial symmetrical figures
by means of traditional media. It is laborious to construct say an interesting frieze pat-
tern with straightedge and compass, and ambitious to analyze such an ornament when no
constructions did precede.

4. A symmetry program

To overcome the above mentioned discrepancy we have developped a learnware,
that allows —we believe in a simple and convincing manner— to create symmetrical pat-
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terns by subduing an arbitrarely chosen figure (a motif) to the cyclic group of a noniden-
tical, otherwise also arbitrarely chosen transformation (in class-room language: by itera-
ting the transformation of a figure). The choices are done with menu or mouse, the trans-

formation works after simply having pushed the for the b-key (forward or backward
(inverse transformation)).

Examples:

a) Rotation symmetry (rosette symmetry, s. fig. 1)
motif: broken line
transformation: rotation (center = origin of the co’system)
The pattern is complete after n = 5 iterations.
More general:
If the measure of the rotation angle is £ € Q then n = _9-360 .
q ged (p; 360)

Surnetry by itarated rotation
rotation anglae = 72.0°

/’/
/

.

END OF THE PROGHAM - Continte with HBLANK KEVY !

Figure 1
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b) Translation symmetry (frieze symmetry, s. fig. 2)
motif: pentagon
transformation: translation The pattern cannot be completed (n = oo), but is «at
hand» (as a line is).

END OF THE PROGAANM - Continue with BLANK KEYI

Figure 2

c) Stretching symmetry (funnel symmetry, s. fig. 3)
motif: circle

transformation: central stretching (homothety)
n=— oo

d) Rotation-stretching symmetry (spiral symmetry, s. fig. 4)
motif: triangle
transformation: rotation-stretching
n = oco

14

Swnnatru by iterated central stratching
Etratching fhctor = 0,80

END OF THE PAOLGHAH - Cont inuo uith BLANK KEY|

Figure 3

Symnetry bu diterated rotat lon—stratching
rot, ansle = 15.09; mtr. factor = 0.96

END OF THE PHODGRAM = Lontindg uith BLANK K2y

Figure 4
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5. «Theory»

The theoretical background of our strategy is very simple and easily to work out. It
consists of a definition and a statement together with an important special case.

Definition: Let t be a (bijective, but non identical) transformation (in the euclidean
plane). Then a figur F (= nonempty subset of the set of all points of this plane) is called
t-symmetrical iff F* (:= (F)) = F.

Statement: Let M be a figure (motif) and t # id a transformation applied to it, M
the image of M after i iterations of t, M) the image of M after i iterations of t™! (the
invers transformation of t), and M© = M, then the overall figure (pattern) P = U M®
is t-symmetrical. e

Special case: If there is a (minimal) n € N* so that t* (=to to ..ol with n «fac-

n .
tors» t) = id, then the pattern consists of n images of the motif: P = 'U1 mM®.
1=
We have enlarged the usual school concept of symmetry (n =2) (of course without having
exhausted it) and have got an interesting and economic way of getting aftiliated patterns.

6. Free activities

But the decisive question is: What can the students do, what can they explore and
what can they really learn within this approach?

First of all notice that the actual designer is not the computer but its user. It is he who
chooses the type of the motif and its details as well as type and extent of the transformation.

That one always gets a symmetrical and therefore delightful pattern is a fascinating
observation and insight for the students. They likewise enjoy the —compared with tradi-
tional constructions— warranted degrees of freedom. What they do turns out to be more a
composition than a construction.

Our —till now not representative— experiences show, that —at first— the students
simply play with this charming tool, but very soon tend to experiment, to reflect and to
argue, in the sense of

«What happens if...7» (preview)
«Why did...happen?» (lookback)
«What must happen, so that...?» (planning).

Here some examples of what they have worked out.
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a) Role of the motif

The final symmetry does not at all depend on the motif but (surprisingly) only on the
chosen transformation. However the motif can influence the appearance of the pattern.

b) Ambiguity of the motif

Not only the chosen figure but each of its images could have served as motif. In
case of the rotation: Even each sector of the plane with the center as top and the rotat‘ion
ang].e as opening angle. (This fact explains comparatively simply why a square is divi-
ded in four congruent parts by each pair of perpendicular lines passing its center.)

c) Additional symmetries

. ,A.c1rc1e as motif for rotation symmetry leeds to a pattern, that has symmetries we
didn’t intend (s. fig. 5): There are not only the n fix-rotations but equally n fix-reflexions

of the pattern (for experts: Th : - . !
Why that? ( p e symmetry group is D, (dihedral) instead of C, (cyclic)).

Figure 5

First conjecture: Because the motif itself is already axi i I

: ial symmet . B

tangle ruins it (s. fig. 6). ’ ymmetrial. & simple ree
Fortunately the program allows a very simple alternation of the motif (you only

have to use the c(hange)-key), so that the pattern shows the above mentioned reflexion
symmetries. Thus we come to the

17



N

Figure 6

Second conjecture: There are n additional symmetry axes pas.sing the ?enter, iff the
motif itself has such an axis. This always holds, if we start with a line ora circle. .
Whether we verify this conjection depends on the age and the quality of the learning

group.
d) Subpatterns

In case of a finite n (= number of iterations needed to complete the pattern) take. a
nontrivial divisor d of n. In case of an infinite n take any d € N* (> 1). Then the motif,

Figure 7 (a)
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its d-th image (under ( and '), 2d-th image etc. form together a subpattern (of course as
we are in a subgroup of the cyclic group mentioned above).

Example: Take a house in fig. 2 (a circle in fig. 5) and each second image.

Likewise we get a subpattern when we start from a subset of the original motif. A
trivial remark, but with interesting consequences: As subsel we choose (he inlersection
of the original motif and its first image, then the intersection of the subsel and its lirst
Iwo images ecle., as long as further images exist and these intersections are nonempty.
Then we get a sequence of subpatterns, each within the former ones, in case of rotation
symmetry maximal n (s. fig.7 a),b)).

Figure 7 (b)

7. Guided activities
a) Symmetry as proof strategy
Two examples (for others s. 2D:

o) To show that the inner quatrangle in fig. 8 is a square (00 we remind that an ite-
rated rotation with the midpoint of the given square as center and angle 90° doesn’t
affect this square but turns each of the inner lines (from a corner to the midpoint of the
next side but one) into all others. As we have seen above (s. 6.¢)) their union must
surround a regular quadrangle, i.e. a square.

Compare this simple argument with the corresponding congruence proof. And
notice, that at least two generalizations seem reasonable: Instead of the square you can

19



Figure 8

start from a regular n-gon and get an inner regular n-gon. Instead of the midpoint you
can choose just any point on the next side but one if only the n ratios correspond.

B) Given the four sides of a trapezoid. Do construct it!
Iterated translation of a reflecting figure produces the solution triangle in a natural

manner (s. fig. 9).
ANAYAN

 J

Figure 9

b) Pattern analysis as simulation of pattern construction

around us is a fine example of an

The analysis of symmetric patterns in the world
goes into remarkable creations of

instruction that faces real life and —at the same fime—
cultural life, Unfortunately such an analysis can be pretty hard for a student (s. fig. 10).
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oAufzdj;isslir;gdsynthfelsis may help to reduce these difficulties. Analysis can be carried
imulated synthesis. Is it possible to create such a fi [ (wi i

' . gure myself (with
computer)? Through which motif and which transformation? ’ (it erwithout

Figure 10

c) Convergency and self-similarity

e Slymmetrlzmg by using similarity transformations can be a welcome opportunity to
¢ ualize convergency. Indeed: The distances between the center and the iterated images

a point outs@e form a convergent geometrical sequence (s. fig. 11, with a point as
motif and a rotation-stretching as transformation).

Figure 11
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What happens near the center? We use the z(oom)-key and notice: exactly the same:
d . ki (d = original distance, k = stretching factor < 1) turns into a @d-kKy=(@-d- -k
(a = zoom factor) = a’ - k' This may be the first encounter with self-similarity, still of
local nature, i.e. reduced to the environment of the center.

8. Outlook
a) Fractal symmetry

Our strategy «Symmetrizing via iterating» of course covers affine transformations
but doesn’t bring essentially new insights. Therefore we alter it.

Instead of one such transformation we take a set T = {H"tz?---?tr} of them. Image
x k ‘
M of the last image M® of the given motif M shall be the union jL-Jl Mj(') of all ima-

ges belonging to the single transformations t; To avoid an explosion of the M®, each ¢
shall be a contraction.

The fixpoint-theorem of Banach ensures the convergency of the sequence <M@>
with a limit figure M that is totally independent of M and T-symmetrical in the sense
TM®™) = M*,

Thus we see: Like each single transformation in the traditional geometry each set of
affine contractions has its own symmetry.

As we are now in fractal geometry, we speak of fractal symmetry. But we have a
significant difference: Now, not only the symmelry but even the final figure itself
doesn’t depend on the motif.

In fig. 12 we have characterized each contraction by a triangle (always the same)
and its image. This is comfortable, ensures the contraction quality and allows the direct
planning of the final fractal (s. fig, 13).

b) Spatial symmetry

The strategy of course holds for spatial figures and transformations. Of peculier
interest are those transformations (resp. symmetries) which are not direct prolongations
of plane transformations (reflexions, rotations, translations, stretchings) like cylindric or
conic screwings (s. fig. 14, 15).

Such patterns are not at all artificial; think at screws (for wood and for iron), spiral
staircases, screwdrivers etc.
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Figure 12

ltwratmcmt raction of a broksn 1ina
aitacatud ST

END OF THE

PROGAAH

— Dontinue uith BLANK KEY!

Figure 13
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Sumirtry by dtarated culindric ecroving
Twsot, langth = 0,05

rot . haasure = 4.00°;

............
......

EMD OF THE PROGANH - Continue with BLANK KEVI

Figure 14

Summatry by itorated conic scrauing :
rotipoas. = S5.00%; stre.fect. = 0,99; vec.la, =

0.08)

END DF THE PROGHAH - Cantinue udith HLANK KEY!

Figure 15
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9, Final remark

A broader and deeper understanding of symmetry as well as a better using and enjo-
ying of appropriate features are valuable goals of geometrical instruction. We are con-
vinced, that our program package and the underlying strategy provide an important help
to strive for these goals.

Readers who want to study and to use (and maybe to improve) the package (written
in PC-TURBO-PASCAL, containing both PAS- and EXE-Files) may have a free copy.
They should send a formatted disk to the author.
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Procedimientos para lograr aproximaciones
de distintos irracionales algebraicos

Javier Peralta

Universidad Auténoma de Madrid

Abstract:

This paper deals with the possibility of getting more familiar with some ;1Igchr1;.1c
: \ ne - .3 -1 1 3 3 Yy l-c e_
irrationals - those of the type pl/q, p, 4 N-{0, 1} - as a contribution (0 sulvt‘ng ll:.dcw—
vant didactic problem of the introduction of the real number. For this purpose, W e

H . ’ i o . . e = - ol . ‘L. i} c
lop some geometrical constructions and we display different convergent sequences
irrationals mentioned above.

1. Introduccién

1.1. Es bien sabido que la introduccion de los mimeros reales —.problli:ma d(lldaCtICO
importante sin duda, en la ensefianza de las matematicas—, ofrece serias dificulta ' es, que
i 111 ey 1T x @
conducen en muchos casos a que el alumno s¢ quede tinicamente con clertos axiomas y
1 1 - B w3 T 4y =1 > ; £ [)I'
propiedades de los mismos, sin llegar a su auténtica comprension. Ohlvm:m,nu,. llilll.:‘lil‘i
1 1 1 T & "o @ 10 age r ol sls | =
complicacion radica en los nimeros irracionales, cuya expresion decimal f.()l‘l‘xid tlc. il
nitas cifras no periédicas; razon suficiente para originar importantes conflictos, tal co n
m i istoriz g i erosas controversias
ha sucedido a lo largo de la historia, donde pueden encontrarse num
sobre el particular. . ) . - ‘
1.2. A nuestro juicio, la introduccién del nimero real exige bisicamente cumplir
los cuatro requisitos siguentes:

a) Mostrar la necesidad de ampliar el conjunto de' }os nimeros mcinnalcsi 1]ct que

suele hacerse patente presentando alguna ccuacion no resuhﬂlﬂ,c en 0, la. L?}n;.}

«2 -2 = 0. Ello obliga ademds a probar que Y2 (si la ecuaci6n propuesta es la
anterior) no puede expresarse como cociente de dos ({mcrns. ‘ .

b) Resaltar el hecho de que, aunque los nimeros 1‘11UIF)Il{l|CS C.\ilat{l «muytjupt.os»

" unos de otros (entre cada dos de ellos hay otro r;u:.lfmal ys por tanto, infinitos

racionales); en cambio, hay huecos en la representacién de los mismos sobre una

recta.
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¢) Tratar que el alumno se familiarice con los niimeros irracionales y no los con-
temple como algo inaccesible.
d) Una vez que se ha tomado conciencia de la existencia de los irracionales y se ha

tenido ocasién de manejar algunos de ellos, ya se puede definir el conjunto de
los nimeros reales.

1.3. La experiencia nos confirma, en cambio, que suele hacerse lo siguiente: dejar
constancia de la necesidad de la ampliacién de Q, probar que VY2 es irracional, hacer su
representacién sobre la recta, y tratar de dar una definicién o construccién formal de R.
Quedan por tanto en un segundo plano los dos aspectos que se indican a continuacién, y
a los que nos dedicaremos en este trabajo.

i) Larepresentacién y estudio de algtn irracional distinto de V2.

ii) La manipulacién de los irracionales mediante aproximaciones de los mismos a
partir de fracciones (las técnicas de aproximacién utilizadas casi siempre suelen redu-
cirse simplemente a encajar cada irracional en intervalos a cuyos extremos se les va afia-
diendo cada vez una nueva cifra decimal).

1.4. Esas son las razones que nos han animado ahora a presentar este articulo sobre
los irracionales de la forma p'd, p, q € N — {0,1}, para tratar de desmitificarlos y hacerlos
accesibles a los alumnos; en otros trabajos nos ocuparemos de irracionales de otros tipos.

El medio que emplearemos para ello serd fundamentalmente la utilizacién de sucesio-
nes de racionales convergentes a los irracionales indicados; no sélo para que quede cons-
tancia de la propiedad arquimediana de R, sino también para disponer de distintos mélodos
de aproximacién, lo que permitir4, a su vez, establecer comparaciones entre los mismos.

2. Unas construcciones geométricas elementales

2.1. La manera habitual de comprobar que Y2 tiene asignado un punto en la recta
suele realizarse construyendo un tridngulo rectdngulo isésceles de cateto 1, y girando
posteriormente la hipotenusa con origen el punto correspondiente a O (figura 1).

Figura 1
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Una vez demostrado ([2]) que v n es irracional si n es un ndmero natural que no sea
cuadrado perfecto, y reiterando la costruccién anterior, pueden asimismo .representarsée
en la recta los irracionales V3, Vs, Y6, etc., como se observa en las Figuras 2 y 3,

cuyas interpretaciones son obvias.

0 1 V2 V3 2 ; ]

Figura 2 Figura 3
2.2. También pueden idearse otros procedimientos elementales para obtener geo-

métricamente los irracionales anteriores. o
En primer lugar, para dibujar Y2 no es necesa-

H rio conocer el teorema de Pitdgoras, ya que l?asta

D S con hallar un segmento de longitud x que verifique:

i x2 = 2. Y ello puede lograrse mediante la construc-
cién de la figura 4, en la que se observa —por ejem-
plo, por plegado— que ¢l 4rea del cuadrado ABCD

X G

E 0

Vs
V B Y2 _— 17
A - | =
Figura 4 | 3 Vi3
A V1o

es el doble que la del cuadrado P
EFGH, de lado 1, por lo que x es el |

segmento buscado. 1 ; 1 1
Y en cuanto a la construccion
geométrica de los restantes irraciona- Figura 5

les mencionados, pueden concebirse ) .
otros métodos consistentes en el dibujo de determinadas cuadriculas, como la que aparec

en la figura 5, y que no creemos necesario comentar. El profesor podria presentar dicha
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cuadricula u otras similares, inicamente con las dimensiones de los lados de los rectangu-
los, e invitar a sus alumnos a la obtencidn de irracionales, mediante el trazado de diagona-
les y la utilizacién del teorema de Pitdgoras.

3. El par de nimeros «lado y diagonal»

3.1. Hay un procedimiento recursivo —probablemente el primero en la historia de la
matemadlica— para la determinacién de ﬁ, que ya aparece en los Elementos de Euclides,
consistente en la construccién del par de nimeros «lado y diagonal» ([3]), y que puede
presentarse a los alumnos de la siguiente forma.

Se dibuja un cuadrado de lado 1 + Y2 y, dentro del mismo, otro de lado 1, como
aparece en la figura 6. Se piden hallar las diagonales de ambos, con lo que se llega a que
D, = Y2 es la diagonal del cuadrado pequeiio, y
D,=2+ Y2 la del grande; por tanto, AB = 2. B 1+V2

Se dira entonces a los alumnos que inten-
ten repetir el ejercicio, suponiendo ahora que L.,

y D, son el lado y la diagonal del cuadrado

pequefio C, ; y que construyan después el cua- 142
drado grande C,. Se tienen:

D,=L¥2, L,=L+D, |

D,=L,¥2 =(L,+D)V2 =D, +L,V2)V2 =

= 2L, + D,; por lo que para construir C, hasta ! )
prolongar la diagonal OA, tomando AB = 2L, Figura 6
La diagonal OB nos permite dibujar C,.
3.2. Repitiendo el proceso con cuadrados C,, C,, ..., C, ..., se obtienen las expre-
siones:
Ln = Ln—I + Dn-l’ Dn = Dn-l + 2Ln-l (I)

Si se toma, por ejemplo, L, = 1, se tienen: D, =\/§, L,=1+ V2, D,=2+ \/-2_,
L,=3+ 2\/—2—, D,= 4 + 3\/52, ...; lo que conduce a:

V2 _24V2 _443V2 _10+72 = _y3 @)
I 1+92 3+22 7+5V2

3.3. Laidea del procedimiento descrito en el apartado anterior, servird para obtener
aproximaciones racionales de V2 .

Basta para ello con que tomemos dos unidades: la unidad-lado L,, y la unidad-dia-
gonal D1, y continuemos el proceso iterativamente a partir de las férmulas (1).
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Se tienen, por tanto:

L=1D = 1;L2=2,D2:3;L3=5,D3:7;L4: 12,D,=17; ...
Sea ahora la sucesién de término general t = D, /L estoes:

0= 11, 4= 312, t,= /5, t,= 17/12, t;= 41129, ... 3)

Se deducen entonces las subsucesiones (L) Y (t?'l)' que se a;?rox1man por d.efec‘tec;
y por exceso, respectivamente, a Y2 . Se observa tamblen que la primera subsucesion
mondtona creciente, y la segunda, mondlona decreciente. — o

Todo ello puede ser probado formalmente, si se desea, agnque la flggllt: elelsls(()) rde
obtener aproximaciones racionales de Y2, elaborar dichas conjeturas median

la calculadora, y profundizar en el concepto de limite de una suces1on.

3.4. Por no extendernos mds, en el presente trabajo no nos ocuparemos defl df:s.arro—
llo en fraccién continua de los irracionales cu.adrzit.if:os, cuyas z»'..ucesmncs de r:;,mzr(\j?
reducidas proporcionan otro método de aproximacion de los mlsmosa.aupq\iz ar;) >
mos resistirnos a decir que la sucesién que se obtiene por este procedimiento p ,

coincide conla (t) definida en (3), como puede verse en {41.

4. Generalizacién del método de los pitagoricos

4.1. En virtud de las relaciones (1), que ligaban las sucesiones (L} y D), (t,) pue-

de ser asimismo expresada por recurrencia. En efecto:

( _Dp _2La + Dn-i :% + oot
t Ln Ln—l + Dn—l 1+ tn-1
Por tanto, (t,) puede definirse si se desea, como
4).
tn—2+tn_l,[1=1 (4)
1 + tho

4.2. Como la sucesién (t ) tiene por limite V2, es.
dr el mismo limite; por lo que también puede consi

como:
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obvio que, asimismo l_a 2n) t.en-
derarse la sucesién (1)) definida

o 2lirna) o) ),

2 + th_y

para obtener aproximaciones racionales de V2.

Llegados a este punto, se les puede invitar a los alumnos a que establezcan compa-
raciones entre (¢ )y (T"). Para ello, se les pedird que calculen un cierto nimero de cada
una de las citadas sucesiones (8 ¢ 10, por ejemplo).

Llegaran sin dificultad a que, a diferencia de (t), (_tn), estd acotada inferiormente
por VY2, por lo que suministra aproximaciones racionales por exceso de dicho niimero.

Asimismo puede observarse que t2n = t2n, Y quetans = Z_ vn
(20+1

4.3. Hay, sin embargo, sucesiones mds generales que la (t,), de los pitagdricos —y
que pueden ser construidas con su misma idea geométrica— que son de utilidad para
aproximar V2 . Para obtenerlas se planteara la siguiente cuestién a los alumnos.

El método de los pitagéricos estaba basado, fundamentalmente, en la idea geométri-
cade que si L y D eran el lado y la diagonal, respectivamente, de un cuadrado, entonces
L’=L+DyD’=2L + D son también, a su vez, el lado y la diagonal de otro cuadrado.

Supongamos ahora que L y D tuvieran el significado que hemos dicho, ;serd posi-
ble que d = 2al. + bD fuera la diagonal de otro cuadrado cuyo lado 1 habria que averi-
guar?

Ello darfa lugar a:

d=2aL +bD =(2a + b¥2)L = 2(Y2a + b) L

y como debe ser d = Y21, se deduce que | = (ﬁa + b)L =aD + bL.

Se llegard por tanto, a que 1 = bL + aD y d = 2al. + bD son, respectivamente, ¢l lado
y la diagonal de otro cuadrado.

En consecuencia, si se toman las sucesiones (1) y (d,) definidas como:
Iy = bla<y + ady-y, dy = 2aly-) + bdy_

entonces la sucesién de término general u = d /I converge a V2, y sirve para hallar
aproximaciones de dicho ntimero.
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¢ -1 _ 2a + bun-1 - defi-
4.4. Si se prefiere, cOmo, d _ 2als-1 + bda-1 = n , (un) puede ser defi

ia asi . b + aun-1
nida por recurrencia ast: ln  Dlat + adht n

(M

2a + bun41 = 1

]

Up =
b + auy-1

Evidentemente debe ser a# 0 # b, yaque sia= 0, resulta la sucesion constante 1,y
sib=0, esu_=2/u_,,conloquese obtiene la sucesién 1,2, 1,2, ....
b n -

Ademés, a y b tienen que ser positivos, debido a la interpretacion geomdtrica lguq se
ha hecho anteriormente, y exigiremos que sean racionales, puesto qL:e nuestrgb ? ]itl(;/}()
es construir sucesiones racionales que converjan a Y2 . Asi pues, si Q"= {x € QIx ,

tiene que cumplirse que a, b e Q.

4.5. De todo lo anterior se deduce que u, > 0, V.n, pero no es posible 1’nfer1r.nue\;as
propicdades de (u,) independientes de a y b. En vxs_ta de ello, progedenlfle(tljzactlarnz:l1 gz
alumnos que estudiaran (u,) para algunos valo_res partlcula'res deayhb, ‘y>q e
extraer conclusiones de las mismas que pudieran, posteriormente, ser extrapola

sos mas generales. .
CagOS‘Por nooalargamos innecesariamente en estas lineas, omit.iremos esa f;ise de f:xp:;iietg:
tacion y de elaboracion de conjeturas, y pasaremos a la fase siguiente, endz} que l?:ces 31J-ia
ras ya sc encuentran formuladas. En concreto, probaremos que la condicion y

2_p? . e cero.
suficiente para que u sea menor que 2 es que (23 -b ) . (2 - un_1) sea menor qu

3 igui ivalencias:
En efecto, dado que 2a? - b? # 0, se cumplen las siguientes equ

(222 -1?) . (2-udi1)<0 222 - b°) < (28 - VP Jud > 4a” + dabuny + bl <

2
2a+ba1| _ 2

o) 2 LeT ) = < 2,
< 2B + dabuy_y + 280021 & (2a+burf < 2b +aua ) © (b + aunﬁl) o

como queriamos demostrar. ' . i X
Por tanto, si 2a% < b2, entonces es equivalente afirmar que v *> <2, 0queu, ;” < 2,

Vn;ysi2a?>blul<2 & u,,2>2,Va 2 .
: i2a2 < b? iene: i eoa en conse-

Como u, = 1< Y2, u22 < 2; luego si 2a% < b?, se tiene: l.]“ < 2. Se lleg ;
< b?, la sucesion (u ) estd acotada superiormente por Y2 . Ademis,

: D
cuencia a que si 2a’
; ,<2a+bu_;

o N
5 i G + a‘u
(u,) es mondtona creciente, ya que como u < Y2, también bu b
n.
estoes,u_,<(2a+ bu_)/(b+au, ), luegou, ,<u, A4
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Se concluye andlogamente que si 2a? > b?, (u, ) estd acotada inferiormente por V2,
y (u,,,,) estd acotada superiormente por Y2 . Ademas, (u,,) es monétona decreciente,
y (u,,,,), monétona creciente.

Tengamos en cuenta por tltimo que, evidentemente, la sucesién (t,) definida en (4)
es un caso particular de (u ) paraa=b=1.

4.6. A partir de la sucesién (T) definida en (5) que también tenfa por limite V2
puede ahora llegarse mediante un proceso parecido al anterior, a que (1, ) dada por:

’

_ s a _ (8)
u=_2bLa_un_],u]:2, a’,b,e ®+
2a’ 4+ b’uy-)

también converge a V2 .

De todas formas, ello no ofrece ningin interés, por ser esta sucesién del tipo de la
(u ) definida en (7), con a’ = b/2, b’ = a (salvo su primer término u,, lo que no afecta a
su lfmite T = ¥2). Que efectivamente converge a V2 puede probarse, asimismo, resol-
viendo la ecuacién u = (2b’ + 2a’u) / (2a’ + b’1) ; esto es, atendiendo unicamente a la
ley de recurrencia.

5. Extension a otros irracionales algebraicos

5.1. En este momento, puede plantearse a los alumnos si los métodos de aproxima-
cién de V2 podrian generalizarse a otros irracionales. O dicho con mds precision: si el
proceso de construccidn de la sucesion (u ) que tiende a 2, descrito anteriormente, podria
extenderse a otra sucesion convergente a Vp , siendop e N, p> 1, y tal que p no sea un

cuadrado perfecto. El paso siguiente consistird en ampliar el procedimiento a sucesiones
que tiendan a p'/a,

Para resolver el primero de los problemas propuestos, se recordarfa que (u,) ha sido
construida a partir de las sucesiones (1) y (d,) definidas en (6). Se trata, por tanto, de
introducir alguna modificacién en éstas para que proporcionen otra nueva sucesién que
converjaa VP , en lugarde a V2.

Surgird asi fécilmente que las nuevas sucesiones (I’ ) y (d’ ) deben ser definidas
como:

1,Il B b],n—l + ad,n—l’ d,n = pal,n_] i bd’n—l’ 1’1 = d’l = 1, a, be @+_
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A partir de las mismas, construiremos la de término general u’ = d”n /1, que, en
virtud de que (pal’ _, +bd’ )/ (O  + ad’ )= (pa+bu ) /(b +au’__), puede ser
expresada por:

).

u,n

bunet
_pat ol vy

b + au’n—[

i i imilares
5.2. Para demostrar que (0’ ) tiende a Vp , procederemos con rgzonamlentos simila
a los utilizados en 4.5, que no repetiremos. Nos limitaremos a enunciar los pasos a seguir.
Se prueba en primer lugar que:

U’"2< p& (paZ - b2) (p - u’n—lz) < O’

impli i ifi 2 < b? i6n (u’ ) es monétona
lo que implica que si se verifica que pa® < b2, entonces la suces;on (;1 D ’ ’
creciente y estd acotada superiormente por VD . Si, en cambio, pa? > b%, (u’, ) es mono-
i A i i ) 5 reciente
tona decreciente y estd acotada inferiormente por VP , y (u',,,,) €8 mo.nc.)t'ona cr y
estd acotada superiormente por p. Y con ello se agotan todas las posibilidades, pues es
obvio que pa? # b2

Se deduce, en consecuencia, que en cualquier caso (u’ ) es convergente, y su limite
u’ verificard: u’ = (pa + bu’) / (b + au’). De ello se concluye que u’ = Vp .

5.3. Llegamos ahora a una situacién en que es pertinente plantear a los alumr:/c:ls si
el proceso podria ser generalizado a la obtencién de sucesiones convergentes a p™=, p,
e e ici i6n del procedi-
Posiblemente sea mejor, para que puedan participar en la creacion el p
miento, decirles que primeramente resuelvan el problema en un caso part.lcular, para
generalizar posteriormente; es decir, que intenten circunscribirlo, en una primera tenta-
tiva, al caso de p'’3, por ejemplo. o . - 1 .
Para ello se les dard la siguiente indicacién: analizar con detenimiento el proce
mediante el cual se dedujo anteriormente que u’ = VP , y dejar que los alumnos reflexio-
e lusién al resolver
Se les debe conducir a que observen que se ha llegado a esa conclusion al res
la ecuacién u’ = (pa + bu’) / (b + au’); esto es, bu’ + au’? = pa + bu’. Y esto ha llevado a
que au’? = pa, de donde u’ = Vp . o
Planteada asi la cuestién, el alumno intentard ahora que le quede la ?cua010n au” = Pa,
lo que debe conducirles a u’ = (pa + bu’) / (b + aw’?); esto es, a considerar la sucesion:
> s 2
u =(pa+bw )/ (b+au ). - ) -
" Pasar de ghl’ al caso general, no debe ofrecer dificultades. Se llegard, por tanto, a
que si p, q € N—{0,1}, y p no es una potencia g-ésima de algin nimero natural, enton-
ces la sucesion (u”) definida como:
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" 10)
” ___]1ﬂ+bu n-1 L ( ’
n—

tiene por limite a p', y los sucesivos términos de (u” ) sirven para lograr aproximacio-
nes del mismo.

Se invitard posteriormente al alumno a que dé valores a p, q, ay b y obtenga distin-
tas sucesiones que tengan por limite p'/d, para lo cual, deberd hallar suficientes términos
de cada una de aquéllas, con ayuda de 1a calculadora.

6. Sucesion de rectangulos que «tienden a cuadrados»

6.1. La idea fundamental del procedimiento de los pitagéricos para lograr aproxi-
maciones de Y2 estd basada en que V2 es la diagonal de un cuadrado de lado unidad.
Ahora bien, hay otra interpretacién geométrica posible, por supuesto, el considerar que
Y2 es el lado de un cuadrado de 4rea 2 ([1D).

Esta Gltima idea va a guiarnos para obtener aproximaciones racionales de dicho
nimero irracional. Para ello basta con construir una sucesién de rectédngulos de 4drea 2 que
«tiendan» al cuadrado, es decir, cuyos lados se diferencien cada vez menos. Entonces, la
sucesion de las bases de los mismos (o de las alturas, si se prefiere) convergers a V2.

Sea v, = 1 la base del primer rectdngulo, cuya altura serd 2/v,. Elegimos entonces
como base del segundo rectdngulo la media aritmética de las dimensiones del primero:
v, = (v, + 2/v,)/2, y continuamos el proceso. Se tiene, por tanto, la sucesion:

% =l(vn—l n R ) vi = 1 (11);
2 v

n-|

estoes: v, =1,v,=3/2, vy =17/12, v, = 577/408, v, = 665857/470832, ...

6.2. Se puede llegar asimismo a esta sucesi6n utilizando el método de Newton apli-
cado a la funcién f(x) = x2 - 2.

Como es sabido, dicho procedimiento sirve para la aproximacién de rafces de una
ecuacién f(x) = 0, y consiste en sustituir el punto de interseccién de la curva y = f(x) con
el eje de abscisas, por el de su tangente y dicho eje. Para ello se considera la recurrencia
Vo=V =i )P (v ).

En nuestro caso, nos conduce a Va = Vn-|
v de (11). 2vn-1

v%_1 -2 L. .
, coincidente con la expresién de

6.3. La sucesién (v,), obtenida por cualquiera de los dos métodos, puede ser utilizada
para establecer conjeturas sobre la misma, una vez que sean hallados suficientes términos;
posteriormente, y dependiendo del curso al que nos estemos dirigiendo, deberdn ser probadas.
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Para demostrar la existencia de 1imite, se estudiardn su monotonia y acotacion.
2
Como (v _, — 2)2 2 0, Vn, se deduce que vp-1 + 2 >2V2va_1 , 0 lo que es lo
n- ]
i indi e todos los términos de (v ) (salvo el
mismo, que (v, +2/v,_)/22 Y2, lo que indica qu N
primero) estdn acotados inferiormente por V2.
Ademis, (v ) es monétona decreciente (si excluimos a v|), ya que como v,_,
b n ) .
2 < ue es lo mismo:
también 2v,_2 2 v, > + 2; esto es, v 2+ D/ Qv DSV, 0 lo q

v €v ,Yn#2 o o
' [;R;llt)th) ello se llega a que (v ) cs convergente, y su limite v verifica: v= (v +2/v) / 2,

lo que nos conduce a v = Y2, como era de esperar.

2>2,

6.4. Se pueden establecer ahora comparaciones entre (v) y (t), definida en (.4).

De la simple observacion de los seis u ocho primeros términos, parece co’nclun‘se ‘que
(v) converge a Y2 mas rapidamente que {IQ. Por ejemplo, v, = 577/408 = ? 414:_2(]6&(?,”
pr[(])porciona cinco decimales exactos de Y2, mientras que L = Hf;"!E = 1’416 h(‘)ln .\!.1]-
ministra dos; vy = 665857/470832 = 1’414213562... da nucve cifras exactas, cuando

’ s61o facihi ; etc.
t=41/29 = 1’413793103... s6lo facilita dos; e o )
i Es més, en un examen elemental, si se han calculado algunos términos masépuede
deducirse que (v ) es una subsucesién de (t,) 0, mas premsgmente, que v, = b, (12).
Para demostrarlo, primeramente se probard por induccién que:
13).
2 (
= _tﬂﬁ , Ym

{m

(2m

En efecto, t, = (42 +2) / (24); ¥ admitamos que t, = (t, 2 +2)/ (2t_'“)' Enton;es:
=2+ be) [ (1 bep) = 2+ 20, + 2+ )/ T+t + 2+t )=@+ 3,/ B+ L)
yn;;or la hipétesis de induccién se llega a que:

(14).
= 3tr2n_+ﬁ+_6

2m+2 =
2t?n + 6tm + 4

2
Ahora bien, 3t >+ 8(_+6=(4+4( + 62 +2(1+2t + t =02+ t )2+ 201+ )%
y2t 246t +4=2(1+t). 2+ ), y sustituyendo en (14):
m m m m

2 4 )
" 5 {-‘; J) +2 3
t _ 2 + l[‘n]‘- + 2[1 + lm_}_ = ]_+!.|I|— = tm+l & 2
S 21 + tm)- (2 + tm) ?(E‘_L‘D] 2tm+t
[

con lo que queda probado (13). . . 3
Y apartir de (13) se prueba (12), asimismo por induccion.
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En efecto, v =t Y si v, - L, entonces:

=13

Gl +2 _vi+2
2tyn-1 2Vn

ton = tp.on-1 =

=Vn+ |

con lo que queda demostrado.

7. Generalizacion de este dltimo procedimiento

7.1. Silos alumnos han asimilado las ideas expuestas en 6.1 para lograr aproximacio-
nes racionales de V2, posiblemente estén capacitados para extender este procedimiento al
célculo de ¥p , siendo p un nimero entero positivo que no sea cuadrado perfecto.

Todo consiste en construir una sucesién de rectdngulos de drea p que «tiendan a cuadra-
dos», y considerar las bases (o las alturas) de los mismos. Se tiene asf la sucesién (v’,) dada por:

15).
ve=v, o+ P\ v, =1 (15)
2 Vot

Dicha sucesién se deduce que estd acotada inferiormente por vp (salvo V') 'y que
tiene por limite ¥p , por lo que permite hallar aproximaciones del
mismo sin mds que tomar un niimero suficiente de términos de ella.

7.2. Para generalizar este método al cdlculo de p', se partird de la siguiente idea
geométrica.

Se van tomando en R? prismas g-dimensionales que se asemejen cada vez m4s a un
cubo g-dimensional de volumen p. Si partimos de v’ = 1 y hay q-1 aristas iguales a i
la arista restante medird p/v,”%"!, por lo que la arista de la figura prismdtica siguiente

deberd ser la media aritmética de las anteriores: v”, = [(q-1)v”, + p/v191)/q, y asi suce-
sivamente.

En consecuencia, si p, g e N — {0, 1} y p no es una potencia g-ésima de algtin
niimero natural, entonces (v” ) definida como:

16),
V”n =la((q_ l)v”n_] + p , V”I — 1 ( )

converge a p'/a.

8. Utilizacion de otras medias

8.1. En Ia construccién del procedimiento anterior ha sido utilizada la media aritmética,
en vista de lo cual se podria pensar el idear métodos similares con la ayuda de otras medias.
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La experiencia nos dice que el alumno conoce casi exclusivamente la media aritmé-
tica o, en el mejor de los casos, la media geométrica; pero que la mayoria de ellos ignora
(o ha olvidado) la existencia de la media armoénica y de la media cuadritica. Seria ésta
una buena ocasién para recordarlas.

Siay b son dos nimeros reales positivos distintos, y es por ejemplo 0<b<a,las
medias aritmética, geométrica, arménica y cuadratica son, respectivamente

X=(a+b)/2, x’ =Vab , X=2ab/(a+b), R=("+b)/2,

Podrfa entonces proponerse para familiarizarse con ellas, que se establecieran com-
paraciones entre a, b, X, X', X, y R. Se les puede indicar, por ejemplo, que las eleven al
cuadrado y luego las resten de dos en dos. Llegardn a lo siguiente:

%2 —b2=b2(3a+b)(a—b)/(a+Db)y’>0, x'2-%2=abla—b)*/(a+b)?>0,
Poxle=(a-bR 450, a2-%=@-b)/2>0, R¥-F=@-b?/4>0;

de donde se deduce que b< X <x’ <X <& <a.

8.2. Una vez recordados los conceptos de media aritmética, geométrica, arménica y
cuadritica, puede intentarse abordar el problema planteado al comienzo del apartado 8.1.
En concreto, se tratard de reemplazar la media aritmética de las dimensiones de los rec-
tdngulos por las otras medias.

Por desgracia, la utilizacién de la media geométrica no conduce a nada, pues

anern—l' 2 =ﬁ

Xn-1

La media cuadritica tampoco sirve para nuestros propdsitos, pues si se toma,

xn = V(x3-1 + (2/xn_1jzﬁ='\/x_ﬁ.-| +4/ V2.xn_1_

nos lleva a la sucesién x; = 1, x2 =V5/2, x3 = 1/2.¥41/5, ..., que, si bien tiene por limite

Y2, sin embargo no proporciona aproximaciones racionales suyas.

8.3. En cambio, s{ obtenemos una nueva sucesion de racionales convergentes a V2
si consideramos la media arménica de las dimensiones del rectdngulo.

En efecto, serd x, = 2/ (1/x | + X, /2); esto es, la sucesion (x) definida como:
X, = ax 12 + xzn_l), X, = 1; cuyos primeros érminos son: x, = 1, x,= 413, x, = 24/17,
x, = 816/577, xy= 941664/665857, ....

De la observacién de los términos de dicha sucesion, los propios alumnos pueden
deducir que esté acotada superiormente por Y2 y es mondtona creciente.

En efecto, como Y2 (x_, —2)* 20, serd 4x | < 2¥2 +2x2_, de donde se llega a que
4x 12 +x )< Y2 ;estoes, x < Y2, Vn. Y también que x —x_;=x_,(2— X2 )2 +x )20
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De todo ello se concluye que (x,) tiene un limite x, que verifica: x = 4x / (2 + x%); o
sea, X = 2, como era de esperar. ,

84 Ahora se pedird que se establezcan comparaciones entre esta sucesién (x ) y la
(v,) definida en (11), y se llegard por simple observacién a que x_=2/v si2<n < g
’ > n n N
Veamo; que dicha relacién se cumple Vn € N*, Para ello basta con demostrar los
dos puntos siguientes:
i) x,=2/v,.
Hagamos constar que tanto si se to
ma X, = 1 com = =
por la ley de recurrencia d 1 ! rminos de o or e
! cia de (x,), los restantes términos de la misma coincidirdn en cual-
quiera de .los.dos supuestos. Por tanto, no hay inconveniente en redefinir la sucesién (x )
como la siguiente: '

xo =l 22 (17)
n=——7— X| =
2 + x4
que slgguiré teniendo su mismo limite, y verifica que x, = 2/v,.
) x,_, =2/v_, implicaque x =2/v . 1
Enefecto, x =2/(1/x _, +x_ /12)=2/(v _ 2+ /v _) =2V, c.qd.

n’
8.5. Con razonamientos andlogos se llega también a que la sucesién:

X' = 2px’n-1  X1=p (18),

p+Xa
converge a Vp , siendop € N—{0,1}, p#m? Vm e N.
Y asimismo que (x”) definida por:

0 Pax’’n-1
X n=-——m—m—mom/1b>-— X,l :p (19)7
p(g-1) +x"1-1

tiene por limite p'4, donde p, g € N —{0,1}, p#m9, Vm e N.
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Estudio de transformaciones lineales de R3 con
Sistemas de Cémputo Algebraico

E. Roanes Macias y E. Roanes Lozano

Dpto. de Algebra. Universidad Complutense

The purpose of this article is to describe how Co‘mpute.r A{ge{arfz. Sysrte/jf”c;zgqﬁj
excellent tools to study linear trcmsformat‘r'm:\.?" (.p‘.'f.) in the '?-df’.”.(-ti.&mf:ﬂ‘g!:;,i.ﬁ.;;;jre m
space (including isometries, similarities and rgj'fmf:ffe-'.\'). .f;':l I.hme 5_‘\5&‘”::“; (:I;f i,‘;,;,{'”-(. ¢lo
develop a package that: a) calculates Emu,ges of points, h.\r,j.. r{.fpjm.f:s_; e ‘.qd} f:.“,.““m_
faces; b) obtains equations of L1. defined in synthetic mode; .() c {;'L\.{ .“"_ H. ;,; , ';;, “;;,,-Ch
“tes the product transformation of the ,-'JJ";{.'I'F'{}H\H"‘.’ {}(:;”}ﬁ:mgj;;f::‘;“::.\ ”u g

2 §ec ist of two lists of points is the tmage of the Jir: 3 5 the g
;;Ilte ;)(o(l;gi;;? l(ijrzers of a giv-fz;; list of poir.zts and I'f.\" :'mnge.. The th>-.r(f.lriplr;gut'::ez;;e!ge pac-
kage is fully explained. Finally, the practical and didactic interest are a .

Resumen

El estudio de transformaciones lineales en c‘I espacio a.i"fn. }‘enl‘ de‘ Lh[l;'tll’lh"tf:::lel:‘::z
(que incluyen los movimicntos, semejanzas y :.lﬁnulmlf-:s) se Iac11|lz} L‘?(‘triwrn ‘Il‘lii‘l 7 s
con los denominados Sistemas de Computo Algebraico. En csu.:s }-’mfﬁnmﬁ :,: Ehicncr
desarrollar un paquete quc automatice var%os procesos, ng uu-n‘ m‘ndln“ m;(“v?(:‘:r.idr.icus !
imdgenes de puntos, listas de puntos (p(lyllgcmules) y pl:!l{lil‘}ll:l.ll)h (‘L L]J p {l‘l‘;?’dcj';nidaq 0
supérficica algebraicas); calcular :t-:cuacm:.lcs dc‘r:r;uli:;‘-:::11!11.;{,:]1;|:§:m‘:2$ c,.:,g_ paréme;ros;

Jintético: clasificar ¢l tipo de transformacion lineal : ar sus
Ela(l)ldz:; 1\ ;Illtrc;r];(f)(l)l;‘rll‘;‘:ién prOdUE[O de las previamente ejecutadas o ﬁ‘u hl:w.c.f'hs‘a;lcz.llc;l;?irc :12-1
transformacion en que se corresponden dos listas de puntos li{ld&fb}. IL[E}IL-T(-.H 111-[?01110 r
mente las figuras original y final consideradas en ,un.a lrmm.fm,'m.uf;mn, in este
describe como conseguirlo y se trata su interés practico'y didéctico.

Introduccion

i i fnr 1 i6n tres
El objetivo de este articulo es estudiar en el espacio afin real de dimension

i es viene - expresio-
(abreviadamente 3D), las transformaciones cuyas ecuaciones vienen dadas por exp
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nes polinémicas de grado uno (lineales), denominadas por ello transformaciones lineales
(abreviadamente t.1.), con ayuda de Sistemas de Cémputo Algebraico.

Se comienza tratando como puede adaptarse el problema geométrico para ser imple-
mentado sobre un manipulador simbdélico (que es lo mds original del articulo). Después
se comenta nuestra implementacion y se muestra una hoja de trabajo o «worksheet», con
el propdsito de motivar al lector a interesarse por la incorporacién de estas tecnologias al
estudio de las t.I. y de otros problemas que se prestan a ello.

1. Ecuaciones de las t.1. del espacio afin 3D

Las transformaciones lineales son aquellas que hacen corresponder al punto de coor-
denadas (x, y, z), el punto de coordenadas (x’,y’,z’), dado por las ecuaciones lineales

X =ay+a x+a,y+a,7, y =aytaX+a,y+a,z, z =aptapX +asy +a,z (n

0, en notacién matricial (con objeto de aprovechar la posibilidad de operar matrices sim-
bélicas que tienen los sistemas de cémputo algebraico),

la a a
01 02 "3
X’=xA ; xX’=(1,x,y’.2") , x=(1,x,y,z) , A= 0 A % A 2
Al 0Oa_ a_a @)
21 S22 “m
Oa’ a~ a
31 “32 733

De entre ellas, las mds interesantes son las biyectivas, por ser las transformaciones pro-
pias del espacio alin, denominadas por ello afinidades, que constituyen el grupo afin 3D.

Un subgrupo importante de este es ¢l formado por las transformaciones lineales que
conservan la razon dc distancias entre puntos homélogos, las cuales conservan la forma
de las figuras, por lo que se denominan semejanzas y constituyen el grupo equiforme 3D.

Finalmente, el subgrupo mds importante del equiforme Jo contituyen las transforma-
ciones que conservan la distancia entre puntos homélogos, denominadas por ello isome-
trias, congruencias o movimientos, que forman el grupo euclideo 3D.

La posibilidad de multiplicar matrices simbdlicas, que tienen los sistemas de cém-
puto algebraico, facilita extraordinariamente la composicién de t.l. y, en consecuencia,
nos decide a utilizar notacién matricial en la adaptacién del problema geométrico para su
implementacién sobre un manipulador simbélico.

1.1, Ecuaciones de los movimientos directos 3D

En el espacio euclideo real de dimensi6n 3, existen tres tipos de movimientos direc-
los (que conservan el sentido): traslacion, rotacién (alrededor de un eje) y movimiento
helicoidal (rotacion seguido de traslacion de vector paralelo al eje de rotacion).
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Por simplicidad de cdlculo, se supondrd métrico el sistema de referencia, mientras

no se explicite lo contrario. ' ’ , )
La traslacion de vector v = (a, b, ¢), tiene por ecuaciones X’ = x +a, y =y + 0,
7’ =7 + ¢, 0 en notacién matricial

labec
1
X =xT() ; T) = 80?% 3)
0001

La rotacion de amplitud ¢ alrededor del eje z, tiene por ecuaciones: X’ =X - cos(@) +y - sen(®),
y’' =-x - sen() + y - cos(®), z’ = z, 0 en notacién matricial

1 0 0 O

, | 0 cos(p) sen(¢) O
X' =xG(@) ; G@) = | —sen(((g) cos(p) O
0 0 0 1

C)

Si el eje de rotacién es la recta que, pasando por el punto O, tiene la direccic’).n del vec’tor
v, entonces basta efectuar un cambio de sistema de referencia, al n}levo sistema X =
{O;w1, w2, w3}, donde w3 es el vector unitario en la direccién y sentido del v, wl es un
vector unitario paralelo al plano z = 0 y perpendicular al vector v,y w2 es el prgducto
vectorial de w3 por wl. Denotando pues B(O, v) a la matriz de dicho cambio de sistema
de referencia, la ecuacién matricial de tal rotacién resulta ser

x’ =x-B(O,v)" - G(9) - B(O,v) (5)

En particular, las rotaciones de amplitud dos rectos en el espacio afin 3D se deno-

minan simetrias axiales. . 5 )
En consecuencia, para el movimiento helicoidal consistente en la rotacién de ampli-

tud v alrededor de la recta que pasando por el punto O tiene la direccién del vector v,
seguido de la traslacién de vector v, resulta la ecuacién matricial

x’ =x - B(O, v)' - G(p) - B(O,v) - T(v) 6)

1.2. Ecuaciones de los movimientos inversos 3D
Como ya fue probado por Euler (1776), en ¢l espacio euclideo real de dimensién

tres, existen tres tipos de movimientos inversos (que cambian el sentido): r?ﬂexton (res-
pecto de un plano), reflexion con deslizamiento (reflexion seguida de traslacién de vector
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paralelo al plano de reflexién) y reflexidn rotatoria (reflexién seguida de rotacién de eje
perpendicular al plano de reflexién).

Como los dos dltimos son producto de otros movimientos m4s simples, es suficiente
considerar sélo reflexiones (junto con las traslaciones y rotaciones de 1.1), para generar
los tres tipos de movimientos inversos. Sin embargo, por su interés practico, es aconseja-
ble considerar separadamente la simetrfa central (respecto de un punto), aunque sea caso
particular de reflexién rotatoria (de amplitud dos rectos).

La simetrfa central de centro el origen del sistema de referencia tiene por ecuacio-

nes: x’ =-x,y’ =-y, z’ = -z, 0 en notacién matricial
1 0 0 0
y o . _10-1 0 0
X_XH’H_OO—IU (7
00 0-1

Si el centro de simetria es el punto O, de coordenadas (a,b,c), basta efectuar una
traslacion de ejes de coordenadas al nuevo origen O, con lo cual la ecuacién matricial de
tal simetria resulta ser

x’=x T(O)' H- T(O) (8)
donde Ty H son las matrices (3) y (7).
La reflexion respecto del plano z = 0 tiene por ecuaciones: x’ = x, y =y,2=-7,0
en notacién matricial
1 0 0 0
s _ 101 0 0
X'=xR 3 R=1p091 0 )
0 0 0-1

Siel plano de reflexién es el que, pasando por el punto O, es perpendicular al vector
v, entonces basta efectuar un cambio de sistema de referencia, andlogo al indicado en 1.1
para rotacién cuyo ¢je no es el z, de modo que, denotando, como allf, B(O,v) a la matriz
de cambio, la ecuacién matricial de tal reflexién resulta ser

X’ =x-BO,v)" - R B(O,v) (10)

1.3. Ecuaciones de las semejanzas 3D

Puesto que toda semejanza es producto de movimiento por homotecia, para generar
semejanzas es suficiente afiadir sélo las homotecias a las transformaciones bdsicas que
ya han sido tratadas anteriormente.
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La homotecia de razén k (k # 0) con centro el origen de coordenadas, tiene por
ecuaciones: X’ =x - k, y' =y -k, 27 =z -k, o en notacion matricial

x’ = xH(k) ; Hk) =

[Nl ple]
OO0

0
0
0 (1)
k

OO

Si el centro de homotecia es el punto O, basta efectuar una traslacién de ejes de coor-
denadas al nuevo origen O, con lo cual la ecuacién matricial de tal homotecia resulta ser

X =x - TO)" - Hk) - T(0) (12)

donde Ty H son las matrices (3) y (11).

1.4. Ecuaciones de las afinidades 3D

Las afinidades mds interesantes son las denominadas afinidades homglégicas, qu,e
poseen un plano de puntos invariantes (plano de la dfinidad). En una afinidad homolo-
gica, las rectas que pasan por cada punto, P,y su imagen, P’, son toda; /de la misma
direccién (direccion de la afinidad) y denotando P* al punto de interseccion de*la’ re:ta
PP’ con el plano de afinidad, es constante Ja razén de segmentos orientados P*P /P*P,
denominada caracteristica de la afinidad. . N

Puesto que las afinidades pueden generarse a partir_ de semejanzas y de afinidades
homolégicas, nos ocuparemos por ahora sélo de est.as tltimas.

Respecto de un sistema de referencia (no métrico, en genera.l), R ={0;wl,w2,0}, tal
que O sea un punto del plano de afinidad, wl y w2 paralelos a d1chp planoy d un/vgctor
de la direccién de afinidad, las ecuaciones de la afinidad homolégica de caracleristica k
sonx' =x,y=y,z2=z-k,0¢en notacién matricial

(13)

0
0
x’ = xM(k) ; Mk) = 1
0

OO
OO —O
OO QO

Denotando pues por v a un vector perpendicular al plano d? z}finidad (es (%ecir, per-
pendicular a w1y a w2), por d a un vector de la direccion de ahmdgq y por B (O‘,.v,_a) a
la matriz de cambio al sistema de referencia &, la ecuacién matricial de tal afinidad
homolégica (respecto del sistema de referencia canénico) resulta ser

X’ =x- B’ (0,v,0)" - M(k) - B'(O, v, 9) (14)
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1.5. Ecuaciones de las proyecciones 3D

Entre las tl. que no son biyectivas, la més interesante es la proyeccién sobre un
plano (plano de proyeccién) paralelamente a una recta fija, es decir, en una determinada
direccion (direccion de proyeccion), por lo que se la denomina proyeccién paralela.

Puesto que las t.1. pueden generarse a partir de afinidades y de proyecciones parale-
las, basta ocuparse de estas dltimas. En cuanto a su ecuacidn, basta tener en cuenta que

las proyecciones paralelas son las afinidades homolégicas de caracteristica de afinidad
cero.

2. Producto de t.l. en el espacio afin 3D: clasificacién

La determinacién de la matriz de la transformacién producto o composicién de
varias t.1. se reduce a un sencillo proceso recurrente. Siendo A la matriz producto de las
matrices de las t.l. previamente efectuadas y F la matriz de la dltima t.1. efectuada, su
producto, AF, serd la matriz de la transformacién producto de todas las t.I. efectuadas
(con el tinico prerrequisito de inicializar A como matriz unidad).

A continuacién se trata de caracterizar qué tipo de (1. es aquella cuya matriz es A.
La t1. (1) serd afinidad (es decir, biyectiva) si permite calcular x,y,z (dnicas), dadas
x’y’,z’, es decir, si y sélo si verifica det(A) # 0.

Por otra parte, para que una afinidad sea semejanza, es decir, para que se conserve
la razén de segmentos, es necesario y suficiente que los tres vectores fila de la submatriz
A*, menor complementario del elemento (1, 1) de la matriz A, tengan el mismo médulo
y sean ortogonales dos a dos.

Finalmente, para que la t.1. (1) sea una isomerria, es decir, para que conserve las
distancias, es necesario y suficiente que la submatriz A* sea ortogonal, es decir, que los
tres vectores fila de la submalriz A*, sean unitarios y ortogonales dos a dos. En conse-
cuencia, supuesto que (1) es una semejanza, para que sea isometria, es necesario y sufi-
ciente que sea igual a uno el valor absoluto del det(A*).

Una vez comprobado que la t.1. (1) es un movimiento, para decidir si el movimiento
conserva, o no, ¢l sentido en el plano, basta comprobar el signo de det(A*). Si es posi-
tivo, se trata de un movimiento directo, y si es negativo, de un movimiento inverso.

2.1. Clasificacion de movimientos directos 3D

En caso de movimiento directo, si la submatriz A* es la matriz unidad de orden 3,
entonces se trata de la traslacién de vector (ay,,2,,,8,,). Si, en particular, dicho vector es
nulo, la transformacion serd la identidad.
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Si, por el contrario, A* no es la matriz unidad, la transformacién puede ser rotacién
o movimiento helicoidal. Para distinguir ambas posibilidades, basta considerar ¢l subes-
pacio de puntos invariantes por (1), esto es, el subconjunto de puntos que satisfacen el
sistema lineal

(x,y,2) - (A*=I) = (-a,,,~2,,,2,) (15)

Si la solucién de este sistema es una variedad afin de dimensién 1 (una recta),
entonces se trata de una rotacion de eje dicha recta, y si es el conjunto vacio (esto es, si
el sistema es incompatible), entonces se trata de un movimiento helicoidal.

Caso de ser rotacidn, para calcular su amplitud, basta efectuar un cambio a un sis-
tema de referencia cuyo origen sea un punto del eje de rotacidn y cuyo tercer vector sea
de la direccién de dicho eje. Respecto de dicho sistema de referencia, la matriz de la
rotacién serd de la forma (4), siendo pues su amplitud el arco seno del elemento a,,, si
a,, 20, o el opuesto de dicho arco seno, sia;; <0.

Caso de ser movimiento helicoidal, para hallar la direccién de su eje, observemos
que los planos perpendiculares a dicho eje son paralelos a sus respectivas imdgenes.
Ademds, tales planos son los tinicos paralelos a sus imagenes (excepto si es de dos rectos
la amplitud de rotacidn, en cuyo caso son invariantes los planos que contienen al eje).

Para determinar tales planos paralelos a sus imdgenes, notemos que la imagen del
plano mx + ny + pz + ¢ = 0 en la transformacién (2) es el planom’x + n’y + p’z +q’ = 0,
tal que (q’,m’,n’,p’) = (q,m,n,p) - (AY)™! (donde A'es la traspuesta de A) y, en consecuen-
cia, para que ambos sean paralelos, es necesario y suficiente que (m,n,p) sea vector pro-
pio de la inversa de la submatriz A*,

Por tanto, interesard hallar un valor propio, A, de A*, que sea real y de multiplidad
uno (pues si es de dos rectos la amplitud de rotacidn, los planos invariantes que contie-
nen al eje corresponden a una subvariedad lineal de dimensién dos de vectores propios,
cuyo valor propio serfa pues de multiplicidad mayor que uno). Un vector propio (para A)
tendrd pues la direccién del eje del movimiento helicoidal.

Siendo u un vector unitario de dicha direccién, P un punto arbitrario y P’ su imagen
en el movimiento helicoidal, bastard proyectar el vector PP’ sobre u, para obtener el vec-
tor traslacién, v = (PP’ - uw)u, del movimiento helicoidal. Ahora, la matriz producto de A
por la de la inversa de dicha traslacién serd la matriz de rotacién (de dicho movimiento
helicoidal), cuya amplitud se halla como ya se indicé para caso de ser rotacion.

2.2. Clasificacion de movimientos inversos 3D

En caso de ser movimiento inverso, si la submatriz A* es la opuesta de la matriz uni-
dad de orden 3, entonces se trata de la simetria de centro el punto (a,, 12,al, /2, a4, 12).
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En otro caso y de acuerdo con lo indicado en 1.2, la transformacién puede ser refle-
Xién, reflexion rotatoria o reflexién con deslizamiento. Para distinguir estas posibilida-
des, basta considerar el subespacio de puntos invariantes por la t.1., es decir, la variedad
afin solucién de (15).

Si su dimensién es 2, se trata de una reflexidn respecto del plano solucién de dicho
sistema lineal.

Si existe un Unico punto invariante, O, se tratard de una reflexion rotatoria, cuyos
linicos planos paralelos a su imagen son los paralelos al plano de reflexién (de la refle-
xién rotatoria), esto es, los perpendiculares al eje de rotacién. Por tanto, la direccién del
eje de reflexién rotatoria puede determinarse (como ya se indicé en caso de movimiento
helicoidal) como vector propio para el valor propio real de multiplicidad 1 de A*-1.

Finalmente, si el sistema (15) es incompatible, esto es, si no existen puntos inva-
riantes, entonces se trata de una reflexidn con deslizamiento. Notemos que ahora los pla-
nos de direccién invariante son, no sélo los paralelos al plano de reflexidn, sino también
todos sus perpendiculares, lo que invalida el método usado en el caso anterior para deter-
minar la direccién perpendicular al plano de reflexién (de la reflexién rotatoria).

Ahora bien, es ficil verificar que ¢l punto medio del segmento de extremos un
punto cualquiera y su imagen en esta transformacién ha de estar en el plano de reflexién.
En consecuencia, basta considerar tres puntos no alineados, hallar sus imagenes y los
respectivos puntos medios, O, P, @, determinaran dicho plano de reflexidn (si los vecto-
res OP y OQ fueran linealmente dependientes, bastarfa sustituir uno de los tres puntos
iniciales por otro no coplanario con ellos).

La traslacion (de la reflexién con deslizamiento) es la que hace pasar de un punto
cualquiera del plano de reflexién a su imagen en la reflexién con deslizamiento.

2.3. Clasificacién de semejanzas 3D que no son isometrias

En caso de ser una semejanza propiamente dicha, si la submatriz A* es igual a la
matriz unidad de orden 3 multiplicada por un escalar, k, entonces se trata de la honiote-
cia de razén k, cuyo centro es el tnico punto invariante por la transformacién, que es la
solucién del sistema (15).

Por otra parte, es sabido que toda semejanza 3D de razén distinta de uno que no sea
homotecia, se reduce a una rotacion con dilatacién, esto es, a una rotacién alrededor de
un eje por una homotecia de centro un punto, O, de dicho eje, denominado centro de
semejanza, por ser el inico punto invariante por esta transformacién.

En consecuencia, O puede determinarse resolviendo el sistema (15). Ademds, la
matriz de la rotacién con dilatacién es producto de la matriz de una rotacién (cuyo deter-
minante es uno), por la matriz de una homotecia (cuyo determinante es el cubo de la
razén, k, de homotecia), luego k es la raiz ctbica real del determinante de la matriz de la
rotacién con dilatacién.
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Queda aiin por determinar la rotacién (de la rotacién con dilatacidn), pero esta con-
muta con la homotecia, luego al multiplicar la matriz de la rotacién con dilatacién por la
matriz de la homotecia de centro O y razén 1/k, resulta la matriz de nuestra rotacién,
cuyo eje y amplitud pueden ahora ser calculados como se indicé en el apartado 2.1.

2.4. Clasificacién de afinidades 3D que no son semejanzas

Se trata ahora de clasificar tales afinidades propiamente dichas, es decir, las que no
son semejanzas. Para ello, atenderemos a la dimensién de la subvariedad de puntos inva-
riantes de la afinidad, solucién de (15).

Si tal dimensién es dos, entonces la afinidad posee un plano de puntos invariantes, y
por tanto se trata de una afinidad homoldgica, cuyo plano es la solucién de (15). Para
determinar la direccién de afinidad, basta considerar un punto, P, no perteneciente a
dicho plano, y su imagen, P’, pues entonces la recta PP’ es de la direccién buscada. Si
PP’ corta a dicho plano en P*, entonces la caracteristica de afinidad serd la razén de
medidas de segmentos P*P’/P*P. Puede ocurrir que sea PP’ perpendicular al eje (caso de
afinidad ortogonal) o paralela a él (caso de afinidad especial).

Si el sistema (15) tiene por solucién una subvariedad de dimension uno, entonces la
afinidad posee una recta de puntos invariantes, y por tanto se trata de una gafinidad axial,
cuyo eje es la solucién del sistema (15). Si tiene solucién tnica, entonces la afinidad
posee un dnico punto invariante, y por tanto se trata de una afinidad central, cuyo centro
es la solucién del sistema (15). Finalmente, si el sistema (15) es incompatible, entonces
se trata de una afinidad sin puntos invariantes.

2.5. Planos dobles o invariantes

Especialmente en caso de ser afinidad, tiene interés determinar los planos invarian-
tes de la t.1., cuya direccién (vector perpendicular al plano) sera vector propio de A* (de
acuerdo con lo indicado en 2.1). Asi pues habremos de comenzar calculando los valores
propios reales de A*~!y, para cada uno de ellos, determinar una base del correspondiente
subespacio nulo. Los vectores asi hallados son las direcciones de planos de direccion
invariante, debiendo ahora ajustar el termino independiente de su ecuacién de modo que
el plano sea doble en la afinidad. Observemos que si ello se consigue independiente-
mente del valor de dicho termino independiente, se tendrd un haz de planos paralelos
invariantes. Y si el referido subespacio nulo es de dimensién dos, pueden resultar dos
planos secantes invariantes (procedentes de un valor propio comiin), en cuyo €aso son
invariantes todos los planos del haz que generan esos dos (notemos que, en una afinidad
que no sea semejanza, el subespacio propio de un autovalor no puede ser de dimensién
tres, ya que entonces se tratarfa de una homotecia).
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2.5. T.l del espacio afin 3D que no son afinidades

. En las transformaciones lineales que no son afinidades la dimensién del espacio
imagen es menor que la del espacio original (tres en nuestro caso). Para determinar el
espacio imagen pueden considerarse cuatro puntos no coplanarios, O,P,Q,M, para calcu-
lar sus respectivas imdgenes en la transformacién, O’,P’,{’,M’, siendo el espacio ima-
gen el subespacio afin

O’ + 1o B+ 08¢ + towm (1,8,1€R) (16)

y su dimensién el mdximo nimero de vectores linealmente independientes de entre los
tres que aparecen en (16).

. Como en casos anteriores, la solucién del sistema lineal (15) proporciona el subespa-
cio de puntos invariantes. Si resulta ser un plano, entonces la transformacién es una pro-
yeccidn paralela sobre dicho plano en una direccién que se calcula de modo similar a
como se determind la direccién de afinidad (en caso de afinidad homolégica). Si, en parti-
cular, tal direccién es perpendicular al plano imagen, se tratard de proyeccién ortogonal.

3. Descomposicion en producto de reflexiones y de simetrias axiales

Es sabido que todo movimiento puede descomponerse en producto finito de, a lo
mds, cuatro reflexiones, pudiendo elegir un punto por el que han de pasar algunos de los
planos de reflexién (restriccién a dimensién tres del teorema de Cartan-Dieudonne
[STI). En particular, si el movimiento es directo, también puede descomponerse en pro-
ducto de dos simetrias axiales, pudiendo elegirse un punto por el que ha de pasar uno de
los dos ejes. Vamos a ocuparnos del proceso constructivo de dichas descomposiciones.

3.1. Descomposicién de movimientos 3D en producto de reflexiones

La traslacién de vector v puede descomponerse en producto de dos reflexiones res-
pecto de planos, I, y I1,, ambos perpendiculares a v, uno de los cuales pasa por un
punto arbitrariamente elegido, P. Si I, pasa por P, entonces I1, pasa por el punto imagen
Qe P en la traslacion de vector (1/2)v. Y si I, pasa por P, entonces IT, pasa por el punto
imagen de P en la traslacién de vector (—1/2)v.

. La rotacién de eje e y amplitud @ puede descomponerse en producto de dos refle-
xiones respecto de planos, I1," y T1,’, que se cortan en e, uno de los cuales pasa por un
punto arbitrariamente elegido, P, no perteneciente a e. Si I1;” pasa por P, entonces IL,’
pasa por el punto imagen de P en la rotacién de eje e y amplitud ¢/2. Y si I1,” pasa pér
P, entonces I'l,” pasa por el punto imagen de P en la traslacién de vector -¢/2.
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Por ser el movimiento helicoidal de eje e producto de rotacién por traslacion, aquel
podra descomponerse en producto de dos pares de reflexiones, uno de ellos respecto de
planos que pasan por e y el otro respecto de planos perpendiculares al eje e, pudiendo
elegir un punto por ¢l que han de pasar un plano del primer par y otro del segundo par,
elegidos como se indicé anleriormente.

La reflexion con deslizamiento es producto de traslacién por reflexién respecto de
plano paralelo al vector traslacion. En consecuencia, aquella podrd descomponerse en
producto de un par de reflexiones respecto de planos paralelos (cuyo producto sea dicha
traslacién) por una tercera respecto de un plano perpendicular a aquellos (el de la citada
reflexién). Tal descomposicién puede hacerse eligiendo un punto arbitrario por el que ha
de pasar el primero (o el segundo) de los planos paralelos entre si, determinados del
modo anteriormente indicado para descomponer traslaciones.

La reflexion rotatoria es producto de rotacién alrededor de un eje por reflexion res-
pecto de un plano perpendicular a dicho eje. En consecuencia, aquella podrd descompo-
nerse en producto de dos reflexiones respecto de planos secantes por una tercera respecto
de un plano perpendicular a los dos anteriores, pudiendo eligirse un punto arbitrario por
el que ha de pasar el primero (o el segundo) de los dos primeros planos de refiexién,
determinados del modo anteriormente indicado para descomponer rotaciones.

Si, en particular, la rotacién de la reflexidn rotatoria es de amplitud dos rectos,
entonces la reflexién rotatoria degenera en simetria central. En consecuencia, una sime-
tria central es producto de (res reflexiones respecto de planos perpendiculares dos a dos.

Notemos que, aunque las reflexiones generan el grupo de los movimientos del
plano, tiene interés prdctico y diddctico seguir considerando como generadores de dicho
grupo a las traslaciones, rotaciones y reflexiones.

3.2. Descomposicion de movimientos directos 3D en producto de simetrias axiales

El producto de dos reflexiones respecto de planos ortogonales es una simetria axial
(rotacién de amplitud dos rectos). Este hecho puede ser utilizado para descomponer los
movimientos directos en producto de simetrias axiales, aprovechando lo indicado en 3.1.
Vamos a ocuparnos del proceso constructivo de tales descomposiciones.

De acuerdo con 3.1, Ia traslacion t de vector v es producto de dos reflexiones, r, y r,, res-
pecto de planos perpendiculares a v y tales que la distancia entre ellos sea la mitad del médulo
de v, pudiendo imponerse a uno de esos dos planos la condicién de pasar por un punto arbitra-
rio, P. Siendo ahora 1, la reflexion respecto de un plano que pase por Py sea paralelo a v

t=ror, =1, (1 1) - 1, = (1, - 1) - (T - T,) =5, -8,

donde s, =1, -1,y 8, =1, I, son simetrias axiales respecto de ejes ortogonales a v, con-
tenidos en un mismo plano paralelo a v y tal que la distancia entre ambos sea la mitad
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del médulo de v. Ademds, por pasar por P, tanto el plano de Iy, comoel der, (oel der,y),
pasard por P el eje de s, (0 el de s,).

De acuerdo con 3.1, la rotacion g de eje e y amplitud ¢ es producto de dos reflexio-
nes, r, y 1,, respecto de planos que pasan por e y tales que el rectilineo del diedro orien-
tado del primero al segundo plano sea la mitad de v, pudiendo imponerse a uno de esos
dos planos la condicién de pasar por un punto arbitrario, P. Siendo ahora 1, la reflexién
respecto del plano que pasa por Py es perpendicular al eje ¢, se tiene

=1 1, =1 (1g Tp) 1, = (1, " Tg) - (ry 1)) =55 - 5,

donde s, =r -1y y s, =T, 1, son simetrias axiales respecto de ejes secantes, que se cor-
tan en un punto del eje e y son perpendiculares a e, y tales que el dngulo del primero al
segundo sea ¢/2. Ademds, por pasar por P, tanto el plano de Iy como el de r (o de ry),
pasard por P el eje de s, (o de s,).

De acuerdo con 3.1, el movimiento helicoidal h de eje e es producto de la rotacién g de
amplitud @ y la traslacién t de vector v, cada una de las cuales es producto de un par de refle-
xiones, (r,,r,) y (ry.r,), pudiendo imponerse a uno de los dos planos de cada par la condicién
de pasar por un punto arbitrario, P. De acuerdo con esta notacién y teniendo en cuenta quer,
y Iy son reflexiones respecto de ejes perpendiculares y por tanto conmultan, se tiene

h=g~t=(rl-1‘2)~(1‘3-1‘4)=rl (T ), =1 (r3-r2)~r4:(rl~r3)-(1‘2-1‘4)=sI -8,
dondes =1, -1,y s, =1, - I, son simetrias axiales respeclo de ejes que se cruzan, siendo
¢ la perpendicular comtin a ambos, tales que el diedro orientado de arista e cuyas respec-
livas caras contienen a s, y s, tiene por rectilineo ¢/2, y tales que los puntos de intersec-
cién de e con los respectivos ejes de s, y s, son origen y extremo de un vector mitad del

v. Ademds, por pasar por P un plano de cada uno de los dos pares de planos antes cita-
dos, pasard por Pel eje de s, o el de s,

4. T.L en que se corresponden dos cuaternas de puntos

Sean P, P,, P, y P, cuatro puntos no coplanarios, de coordenadas respectivas
(xl,yl,z ) (xz,yz, 2) (x],yq, 3 Y (XY,2), y sean Q,, Q,, Q, y Q, cuatro puntos cuales-
quiera, de coordenadas respectivas (up,v,w), (uz, W,), (U, VW q) y (u,,v,,w,). Si estos
cuatro Gltimos puntos son las respectivas imdgenes de aquellos en la Lranstmmauon
lineal (2), entonces

(l,U],V],W ) = (laxl,yl,Z])A > (] 7u27v27W2) = (1,X25y2$Z2)A
(lvu’pv W';) (17X31Y3,Z3)A ; (1,U4,V4,W4) = (1,X4,)’47Z4)A
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y, en consecuencia,

| X Yy, z ju v w

lx1 yl z1 Iul vl w1

Q=PA ; P= 27272, Q= 2 2 2
|X3 )’3 Za qu Va W,

Z u v ow

lx4y44 |44 4

siendo invertible la matriz P, por ser no coplanarios los puntos P, P,, P, y P,, luego la
matriz A debe verificar A = P-'@Q, lo que permite determinar la matriz A de la (1. en que
tales puntos son homdlogos. Una vez calculada dicha matriz A, para determinar de qué
tipo de t.1. se trata, basta tener cn cuenta lo indicado en el apartado 2.

5. Implementacién

Las consideraciones geomélricas anteriormente indicadas, permiten implementar las t.].
sobre sistemas de cémputo algebraico. Nosotros hemos desarrollado una implementacién
sobre el sistema Maple V, cuya sintaxis pasamos a describir, para que sirva de modelo.

Para ejecutar una (ransformacién, se aplica el nombre abreviado de Ia misma (tres
letras) a sus entradas, que pueden introducirse de cualquiera de los modos usuales. Asf,
por ejemplo, para ejecutar una reflexién, puede hacerse de cualquiera de los modos
siguientes:

ref(punto_del_plano, vector_normal_al_plano);
ref(punto_original, punto_imagen);

ref(punto_del_plano, punto_del_plano, punto_del_plano);
ref(polinomio_ecuacion_del_planoy,

Para obtener la imagen de un objeto (punto, lista de puntos o polinomio), se afiade
una «_» al nombre de la transformacién y el objeto como tltimo elemento del argu-
menlo. Asi, para el primer modo:

ref_(punto_del_plano, vector_normal_al_plano, objeto);

El programa devuelve como salida la imagen en la reflexién. De manera andloga se
hace para traslaciones, rotaciones, simelrfas axiales, reflexiones, homotecias, afinidades
homolégicas y proyecciones paralelas, como se verd en la «worksheet». Notemos que la
descripcién del objeto imagen obtenido como «output», viene escrito en aritmética
cxacla. A veces, los valores obtenidos incluyen expresiones numéricas para las que no es
facil intuir su orden de magnitud. En tal caso, el programa permite convertir su salida
por pantalla (no los datos que se usen para célculos internos) al modo coma flotante
(aproximando el resultado).
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Para transformaciones definidas por sus ecuaciones, aplicamos el nombre abreviado
de la (ransformacidén a los polinomios que expresan las ecuaciones y, finalmente, al
objeto. Asf, por ejemplo, para efectuar la t.I. de ecuaciones x” =ax + by +cz +d, y’ = ex
+fy+gz+h z =mx+ny+pz+q:

lin(ax + by + ¢z + d, ex + fy + gz + h, mx + ny + pz + q);

Para t.1. definidas por dos objetos homélogos, aplicamos el nombre abreviado del
tipo de transformacién {(mov, sem, afi, lin) a ambos objetos en el orden apropiado. Asi,
para definir el movimiento que transforma el objeto obj1 en el obj2:

mov(objl, obj2);

Notemos gue, en cste UGltimo caso, nuestro programa compara las listas de puntos
objl y obj2, avisando si son de distinto ndmero de puntos. Ademds busca cn dichas listas
dos ternas de puntos homélogos. Si las encuentra, calcula la matriz de la transformacién
y finalmente compara los restantes puntos homdlogos, para avisar si hay algin par que
no se corresponda.

Por otra parte, el programa permite: i) clasificar la transformacién producto de
todas las ejecutadas desde que se inicializé por dltima vez; i) determinar la inversa de la
tltima transformacion ejecutada o del producto, iif) descomponer en reflexiones o en
simetrias axiales.

Las representaciones graficas se obtienen de modo similar al utilizado en nuestra
implementacién de la «Turtle Geometry» para Maple ({[RR1], [RR2], [RR3] o [RR4]). El
dibujo queda almacenado en una variable, que se inicializa como la lista vacia. En dicha
lista se almacenan valores en coma flotante, para aumentar la velocidad, mientras que los
célculos algebraicos se realizan en aritmélica exacta, de modo que no se produzcan erro-
res de acarreo y los valores numéricos solucidn sean correctos. En cualquier momento,
los dibujos almacenados en dicha lista pueden hacerse visibles en pantalla, realizando un
PLOT de la lista.

Esta concepcién permite dibujar sélo aquellos de los pasos intermedios que se
desee, asf como recuperar en cualquier momento la pantalla grafica previamente calcu-
lada. Se consiguen dibujar los objetos inicial e imagen de la dltima transformacién elec-
tuada o de la transformacién producto, indicando el mdximo valor representado para
para la coordenada (tomando el programa 3/4 de dicho valor, como valor mdximo repre-
sentable para las otras dos coordenadas).

A continuacién se presenta una hoja de trabajo o «worksheet» que muestra cjemplos
de como funcionan los operadores de cada uno de los tipos que se acaban de describir.
En ellos puede observarse la comodidad que supone la utilizacién de este tipo de progra-
mas.
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>

reflexiones.

>

>

EJEMPLO DE "WORKSHEET" DE TRANSFORMACIONES LINEALES 3D

Cargar el programa:
read ("lin3.map’):

EJEMPLO 1: Ejecutar dos simetrias centrales, componer y descomponer en

ini(); R
Se ha inicializado (para componer transformaciones y para dibujar).

EjeEutar la simetria central de centro el punto (0,0,1):
sim([0,0,1]);

Simetria central ejecutada.

>

> proCla();

sim([0,0,3]):

Clasificar el producto de las dos transformaciones anteriores:

proCla();
Transformacion producto:
Es la traslacion de vector, [0, 0, 4]

Descomponer en reflexiones dicho producto, de modo que pase por (0,0,1) el plaho 2:
desRefPro([0,0,1],2);

Se descompone en:
reflexion I de plano, z +1 =0

reflexion 2 de plano, z — 1 =0

EJEMPLO 2: Componer una rotacién y una traslacion y descomponer en semigiros.
ini):

Ejecu;tar la rotacion alrededor de la recta que pasa por el punto (0,0,0) y es paralela al
vector (0,0,1), de amplitud 90 grados:
rot([0,0,0],vector([0,0,1]),90):

Ejecutar la traslacion de vector (0,0,4):
tra(vector([0,0,4])):

Transformacion producto:
Es el movimiento helicoidal cuyo eje pasa por el punto, [0, 0, 0]
y tiene la direccion del vector, [0, 0, 1]
consistente en la rotacion de amplitud, 90, grados
(en sentido dextrosum respecto de dicho vector)

y la traslacion de vector, [0, 0, 4]

Descomponer en simetrias axiales ese producto, de modo que pase por (0,3,0) el eje 1: )

>

desAxiPro([0,3,01,1);
Se descompone en:
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simetria axial 1 de efe, x =0, y=3+31,2z=0

simetria axial 2 de eje, x = -%ﬁt,y=%ﬁ1, z=2

EJEMPLO 3. Aplicar a una lista de puntos una reflexién y un semigiro, y dibujar.
ini():

\")

Denotar objl a una lista de puntds:
Obj1 :=[[21'2'0]-[3|'2101|[2,'2s1]’[21'2l°]l[2|'1 10]’[2,'1 !111[21-2!1]]:

\Y

Denotar obj2 a su imagen en la reflexion respect(; del plano de ecuacion y-1=0
obj2:=ref_(y-1,0bj1);
obj2 =[[2,4,0],[3,4,0},[2,4,1],[2,4,0],[2,3,0],{2,3,1], (2,4, 1]]

v

Apl-icar a obj2 la simetria axial cuyo eje pasa por (0,4,0) y es paralelo al vector (1,0,0):
axi_([0,4,0],vector([1,0,0]),");

[[2,4,0],[3,4,0]1,[2,4,-1],[2,4,0],[2,5,0],[2, 5, -1 1, [2,4,-11]
proCla();

\Y

v

Transformacion producto:
Es la reflexion con deslizamiento consistente en la
reflexion respecto del plano, z =0

y la raslacion de vector, [0, 6, 0], (paralelo al plano)

~ Dibujar los objetos inicial y final de transformacién poducto en el
ortoedrocaja(3,5,2)={(X,Y,Z)|-3<X<3,-5<Y<5,-2<Z<2}
> dibPro(3,5,2);

Nota: Ia figura de la izquierda est4 encima de z=0 y la de la derecha debajo.
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EJEMPLO 4: Dar dos listas de puntos y hallar el movimiento que pasa de una a otra.
> ini():

> ob1:=[[0,0,0],[1,0,0],[1,1,0,[0,0,1]1:

> ob2:=[[0,0,2],[0,1,2],[-1,1,21,[0,0,1]1]:

__Ejec_utar el movimiento queﬁa de obl a ob2:
> mov(ob1,0b2);
Movimiento que transforma el primer argumento en el segundo:
Es la reflexion rotatoria consistente en la reflexion de plano:
z—-1=0
y la rotacion cuyo eje pasa por el punto, [0, 0, 1]
y tiene la direccion del vector, [0 0 11, (perpendicular al plano)
siendo su amplitud, 90, grados

(en sentido dextrosum respecto de dicho vector)

Pedir las ecuaciones de esta altima transformacién:
> ultEcu();

Ecuaciones de la ultima transformacion:
X=-y,Y=x,Z=2—z2

EJEMPLO 5: Hallar la inversa de una homotecia y la imagen en ella de una esfera.
> ini():

N Ej_ecutar la homotecia de centro 0,3,3) y razén -2:
> hom([0,3,3},-2):

_l_il_Tec_uta;' 1a transformacion inversa de esta ultima:
> invUIt();
Transformacion inversa de la ultima:

-1
s la homotecia de centro, [0, 3, 3], y razon, >

En la dltima transformacién ejecutada hallar la imagen de la esfera x_"2+y"2+z’\2=1:
> ult_(x"2+y~r2+z/2-1);

4x?+4y%-36y+42z2-36z+161

EJEMPLO 6: Dar un objeto semejante a obl y ejecutar la semejanza de obl a él.
> ini():

> ob3:=[{0,0,51,[0,2,51,[-2,2,5],[0,0,7]I:

E_je_c;lTa? la serﬁéjhnzﬁ q_ue_ paga de obl a ob3:
> sem(ob1,0b3);
Semejanza que transforma el primer argumento en el segundo:
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Es la rotacion con dilatacion consistente en:
la rotacion cuyo eje pasa por el punto, [0, 0, -5
Y tiene la direccion del vector, [0, 0, 1]
siendo su amplitud, 90, grados
(en sentido dextrosum respecto de dicho vector)
por la homatecia de centro, [0, 0, -5], y razon, 2

(Nota: el centro de la homotecia esta en el eje de la rotacion)

EJEMPLO 7: Componer dos afinidades homolégicas.
> ini():

Ejecutar la afinidad h:)molégiéa cuyo plano de puntos invarianta)as_a por (1,0,0) y es
perpendicular al vector (0,0,1), de direccién la del vector (0,1,1) y de caracteristica 2:
> afh([1,0,0],vector([0,0,1]),vector([0,1,1]),2):

Ejecutar la afinidad homolégica cuyo plano de puntos invariantes es y—I=0, en Kque ¢
punto (0,2,0) tiene por imagen el punto (0,4,0):
> afh(y'1 )[0!2!0],[0,4!0]):

> proCla(); -

Transformacion producto:

Es la afinidad axial cuyos puntos invariantes son los del eje:

x=ty=12z=0

EJEMPLO 8: Definir una transf. lineal por sus ecuaciones y hallar sus planos dobles.
> ini():

Ejecutar la transformacién lineal de ecuaciones x'=x+y , y'=x-y , z'=x+y-z:
> lin(x+y,x-y,x+y-z);

Transformacion lineal dada por sus ecuaciones:
Es la afinidad central cuyo punto invariante es el centro:
x=0,y=0,z=0

Hallar los planos dobles o invariantes en esta tiltima transformacién:
> plaDobUlt();

Planos dobles o invariantes en la ultima transformacion:
x+y+z=0
(ﬁ + 1) x+y=0
x+(J2-Dy=0

EJEMPLO 9: Dar otro objeto y hallar la transformacion lineal que pasa de ob1 a él.
> ini():

> [[0,0,2],[1,0,2],[1,1,2],[0,0,2]]): o
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Ejecutar la transformacién lineal qﬁe pasa de obl al objeto anterior:
> tli(ob1,");
Transformacion lineal que pasa del primer argumento al segundo:
Esta transformacion lineal no es afinidad.
Se trata de la proyeccion sobre el plano:
z—-2=0
en la direccion del vector, [0, 0, 1]

perpendicular al plano (proyeccion ortogonal)

EJEMPLO 10: Dar un objeto, aplicarle sucesivas rotaciones y dibujar todos ellos.
> ini():

Elegir una lista de puntos que sean vértices de una linea poligonal en forma de silla:
> sillal :=[[4,'1 ,0],[4,-1 !2]![4,0’2]![4l°lo]|[4’0l1]l[4l-1 11]l[3!-1 !1]![3!'1 x0]1[31'1 1113[31011
> ], [3,0,01,[3,0,1],{4,0,1]]:

Preparar la lista para dibujar este objeto (sillal):
> dibuja(silla1):

_Aplicaf 7 veces la rotacién de?e la recta intersecciéon de los planos x-y=0, x=0, de
amplitud 45 grados y preparar para dibujar todos estos objetos:
> for i to 7 do silla.(i+1):=rot_(x-y,x,45,silla.i}; dibuja(silla.(i+1)); od:

Dibujar todos esos objetos en la caja(4,5,2)={(X,Y,Z)|-3<X<3,-5<Y<5,-2<Z<2}
> FullScreen(4,5,2);
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6. Interés practico y didactico

Como se ha podido comprobar en la «worksheet», la implementacién que propug-
namos permite aplicar transformaciones lineales a diversos tipos de objetos: puntos, lis-
tas de puntos (poligonales) o polinomios (de planos, cuadricas, superficies algebraicas),
calcular la transformacién producto o la inversa y dibujar las figuras original e imagen
en una transformacién.

Por otra parte, las transformaciones utilizadas pueden ser definidas de diversos
modos: por los atribulos que la determinan (traslaciones por su vector, reflexiones por su
plano, homotecias por su centro y razdén, etc), como producto de otras transformaciones
previamente efectuadas, como transformacién en que se corresponden dos figuras homé-
logas, o por sus ecuaciones.

Ello invita a su utilizacién de modo multivalente: al modo de la Geomeltria Anali-
tica elemental, o al modo de la Geometria Sintética, sin que el usuario haga uso de las
expresiones polinémicas que internamente va utilizando el manipulador simbdélico.

A modo de ejemplo, una utilizacién adecuada de este tipo de programas como
apoyo para estudiar movimientos y semejanzas, ayuda a descubrir la composicién de
transformaciones en subgrupos tipicos generados por:

+ (traslaciones unidireccionales

* rotaciones coaxiales

* movimientos helicoidales coaxiales

* simelrias centrales

* reflexiones respecto de planos paralelos

» retlexiones respecto de planos secantes que pasan por una recta

* reflexiones con deslizamiento de plano de reflexién comin

* homotecias concéntricas

* homotecias y traslaciones

+ afinidades.

Asimismo, ayuda a descubrir experimentalmente cémo las afinidades conservan propie-
dades que las hacen mds interesantes:

* alineacién de puntos (son colineaciones)

* coplanariedad de puntos

* paralelismo

* punto medio

* razén simple de puntos alineados

* cociente de dreas de figuras homdlogas

* especie de una cuddrica.

También ayudan a descomponer una transformacién en producto de otras:

* movimiento en reflexiones (en niimero 64)

* movimiento directo en dos simetrias axiales

* movimiento inverso en reflexién por simetria axial
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» semejanza en rotacién por homotecia

« afinidad en semejanza por afinidad homoldgica

« afinidad axial en dos afinidades homolégicas

o afinidad central en tres afinidades homolégicas, o en semejanza por afinidad

homolédgica (con el mismo punto invariante)

« transformacién lineal en producto de cuatro afinidades homolégicas.

En todo caso, el estudio de estas transformaciones con ayuda de estos programas
sobre un manipulador simbélico, permite a profesores y alumnos aprovechar la tecnolo-
gia computacional para hacer mas rdpido y cémodo su trabajo. De una parte, mediante
una utilizacién adecuada de estos programas informaéticos, se agiliza la proposicién y
correccién de ejercicios. Y de otra, la rapidez con que estos programas pueden ser ejecu-
tados, permiten acumular experiencias, que facilitan la elaboracién mental de los con-
ceptos abstractos que encierran estas transformaciones, permitiendo redescubrir experi-
mentalmente sus propiedades, lo que ayuda, de modo natural, a interesarse por ellas. De
ahf su interés diddctlico. Notemos finalmente que la elaboracién de este tipo de progra-
mas requiere conocer a fondo tanto la fundamentacién matematica del problema a imple-
mentar, como el sistema de cémputo algebraico. Ahora bien, una vez elaborados tales
programas, su manejo no exije al usuario de prerrequisito informdtico alguno, lo que per-
mite generalizar su utilizacién.
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Los eternos cuadrados magicos

Concepcion Romo Santos

Catedrdtica de Algebra. Universidad Complutense de Madrid

Abstract

In this work we study the magic squares and cubes in general. The magic squares by

Durero, Fermat and Euler, the magic algebraic squares and the antimagic squares are also
studied.

Introduccion

El primer cuadrado mégico tuvo su origen en China y fue el siguiente

oo W
— O
AN~

Segiin la leyenda, este cuadrado magico le fue comunicado a los hombres por una
tortuga del rio Lo, en los dfas del emperador Yii, famoso ingeniero hidraiilico.

Este cuadrado mdgico puede atin verse comunmente en China hoy en dia; no sola-
mente se le encuentra sobre los edificios y en disciios artisticos, sino que cualquier clari-
vidente lo emplea también en su negocio.

Pasaron muchos siglos antes que el cuadrado mdgico encontrara un camino hacia
los pafses vecinos. En el siglo IX usaban los astrélogos drabes este cuadrado mdgico en
la lectura de horéscopos. El cuadrado mdgico apareci6 en la India en el siglo XI 6 XII.

El cuadrado mdgico parece haber entrado a Europa tempranamente en la Era Cris-

tiana, aunque el primer escritor conocido sobre el tema fue Emanuel Moschopoulos que
vivié probablemente hacia 1.300 D.C.

En este trabajo estudiaremos las principales propiedades de los cuadrados y cubos
mdgicos. También introduciremos los cuadrados antimdgicos.
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1. Definiciones

Entenderemos que un cuadrado mdgico es un cuadrado dividido en n x n celdas, en
las cuales se colocan nimeros desde uno hasta n x n, de modo tal que las sumas son
idénticas a lo largo de las filas, de las columnas y de ambas diagonales.

La suma comtin de las filas, columnas y diagonales de un cuadrado médgico con n x

n celdas es
nx(n2 + l)
2
Esto podemos demostrarlo fécilmente. Sabemos que Jasumade 1 +2+ ... +nxnes
n2>((n2 + l)
—
Puesto que esta suma se ha de dividir entre n filas 6 n columnas, la suma de cada
fila 6 columna es
nx(n2 +1)
2

2. El cuadrado magico de orden tres

La suma de cada fila, columna y diagonal es 15. Esta suma es Ia llamada constante

magica.
Comprobaremos que el nimero central tiene que ser ¢inco.
a b ¢
d e f
g h i

Efectivamente si sumamos la fila, la columna y las diagonales que contienen al ele-
mento central e, obtenemos 2

(a+e+i)+(@+e+c)+d+e+N+(b+e++h)y=3e+@+b+c+d+e+f+g+h+i)

Pero la suma de todos los elementos del cuadrado debe ser igual a la suma de los
nueve primeros ntimeros naturales:

a+b+c+d+.. +i=1+2+..49=909+1)/2==45

Porlo tanto,3e+(a+b+c+..+1)=3e+45
La constante médgica es 15 luego 3¢ +45=4x 15=60luegoe =5
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Demostraremos que 1 no puede ocupar una celda correspondiente a una esquina.
Supongamos a = 1, entonces i = 9, d + g = 14, luego las dnicas posibilidades parad y g
son6y 8.

Pero g es distinto de 8, porque i =9y 9 + 8 > 15; y g es distinto de 6 porque 9 + 6 =
15y, por lo tanto, h = 0, lo que es imposible. Por lo tanto 1 no puede ocupar una
esquina. Por lo tanto 1 y 9 deben ocupar una fila comtn o columna comdn que pase por
el centro,seab=1yh=09,

El ndmero 3 no puede ocupar una esquina. Si 3 estuviese en la esquina inferior
izquierda, es decir g = 3, entonces ¢ = 7. Pero ahora g+h+i=3+9+i=15yi=3,
pero g = 3, por lo que i es distinto de 3. De manera semejante demostramos que 3 no
puede ocupar la esquina inferior derecha.

Si tres estuviese en la esquina superior izquierda, esto es a = 3 entonces i = 7. Pero
7+h=7+9=16>15. De manera semejante demostramos que 3 no puede ocupar la
esquina superior derecha. Concluimos que tres y sicte no ocupardn esquinas.

Hemos probado que ninguno de los nimeros impares puede ocupar una esquina del cua-
drado. Si disponemos 1, 3, 7 y 9 de todas las maneras aceptables obtenemos los ocho cuadrados.

2 9 4 4 9 2 6 1 8 8 1 6
7 5 3 3 5 7 7 5 3 3 5 7
6 1 8 8 1 6 2 9 4 4 9 2
2 7 6 4 3 8 6 7 2 8§ 3 4
9 5 1 9 5 1 I 5 9 1 59
4 3 8 2 7 6 8 3 4 6 7 2

En realidad es un dinico cuadrado visto de ocho formas distintas.

Algo mds que un juego hay, sin embargo, en los cuadrados magicos: algunas ines-
peradas relaciones entre ellos, descubiertas a veces al azar, nos hablan de extrafias cone-
xiones internas no bien exploradas atin. Sirvan de ejemplo estas sorprendentes igualda-
des entre las filas, columnas y diagonales de los cuadrados anteriores.

8162 + 357% + 4922 = 6182 + 7532 + 2942
8342 + 1592 + 6722 = 4382 + 9512 42762

Para mayor perplejidad, estas igualdades no parecen ligadas a ninguna base de
numeracién decimal, pues se dan también con la de base 12, por ejemplo.

Para analizar el sorprendente comportamiento de las sumas de los cuadrados de estos
nimeros formados por las distintas filas, expresemos estos en funcién de una base de
numeracién cualquiera, n. Reduzcamos el andlisis al cuarto y al tercer cuadrado MAgIcos.

(8n? + n + 6)2 + (3n% + 5n + 7)% + (4n? + 9n + 2)?
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(6n%2 + n + 8)2 + (7n + 5n + 3)2 + 2n + 9n + 4)?

Restando estas igualdades término a término aparecen tres diferencias de cuadrados,
que podemos expresar como producto de suma por diferencia. Debido a la simetria de
las expresiones, se opera una notable simplificacién, quedando el factor comtin (n al cua-
drado menos uno). Agrupando con respecto a él se obtiene

4m?= 1) [(7n% + n + 7) ~ (10n2 + 10n + 10) + (3n? + 9n + 3)]

Cada uno de los paréntesis del interior del corchete son simétricos en cuanto a sus
coceficientes, por proceder de la suma de dos términos hemisimétricos. Y, por otra parte, el
central es suma de ambos al llevar coeficiente 2 y proceder de un término con los niimeros
en progresion aritmética y de suma, al igual que los anteriores, igual a 15. F4cil es ver que
todo el corchete es nulo, lo que justifica la igualdad de partida en cualquier caso.

3. Cuadrados magicos de orden cuatro

Sigamos con los cuadrados mdgicos. Existen técnicas bien definidas para la obten-
cién sistemdtica de los de cuarto orden. Sin duda la mds sencilla es la de la «distribucién
compensada».

Obtenemos asi el cuadrado mégico:

1 14 15 4
12 7 6 9
8 11 10 5
13 2 3 16

cuya suma es siempre 34.

4. El cuadrado magico melancolia

En la obra de Durero puede apreciarse cierta influencia de Pacioli, especialmente en
el famoso grabado de 1.514 titulado Melancolia, en el que aparece de una manera promi-
nente el cuadrado mdgico que reproducimos a continuacién

6 3 2 13

5 10 11 8

9 6 1 12

4 15 14 1
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Este cuadrado mdgico suele considerarse como el primero que aparece en Occi-
dente, pero Pacioli habfa dejado un manuscrito inédito titulado» De viribus quantitatis»
en el que trata ya de tales cuadrados.

A primera vista puede éste parecer un cuadrado mégico ordinario de orden cuatro,
pero éste es tan sélo el comienzo. La fecha en que el grabado fue hecho, 1.514, aparece
en las filas centrales de la fila inferior. La suma de los niimeros de las dos filas superio-
res es igual a la suma de los nimeros en las dos filas inferiores:

16 +3+2+13+5+10+11+8=68
9+6+7+12+4+15+14+1=068

Esto es muy notable de por si, pero, més notable atn es el hecho de que las sumas
de los cuadrados de estos ndmeros sean iguales:

162+ 32422+ 132+ 52+ 107 + 112 + 82 = 748
92+ 62+ T2+ 122+ 42+ 152+ 142 + 12 =748
Otra propiedad de este cuadrado es que la suma de niimeros en filas alternadas (pri-

mera y tercera, segunda y cuarta) es el mismo nimero, y también son iguales las sumas
de los cuadrados de éstos nimeros.

164+3+2+13+9+6+7+12=68

5+410+11+8+4+15+14+1=68
162+ 32+ 22+ 1324+ 92+ 62+ 72 + 122 =748
52+ 10+ 112+ 82+ 42 + 152 + 142 + 12=748

Otro hecho asombroso acerca de este cuadrado magico es que la suma de los ndimeros
situados en las diagonales iguala a la suma de los nimeros que no estdn en las diagonales:

16+10+7+1+13+11+6+4=68
24+8+12+14+15+9+5+3=68

Adin otro hecho sorprendente es que la suma de los cuadrados de los nimeros situa-
dos en las diagonales es igual a la suma de los cuadrados de los ndmeros no situados en
las diagonales, y las sumas de sus cubos también son iguales.

162+ 102+ 72 + 12+ 132+ 112+ 6% + 42 =748
22482+ 122+ 142+ 152+ 92+ 52+ 32=748

16+ 10+ 7P+ 13+ 133+ 11°+6%+4%=90.248
B+ +122+143+155+9°+53+33=9.248

iEste es ciertamente un cuadrado mégico notable!
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5. Otros cuadrados magicos. Cuadrados mégicos de Fermat y Euler

En el siglo XVI pueden citarse a Pacioli, Durero y Stiffel, pero es en el siglo XVII
cuando aparece la obra mds importante de las que la precedieron: «Problémes, plaisons
et délectables, qui se font par les nombres « de Bachet de Meéziriac, dedicada a los cua-
drados mégicos de orden impar,

Debemos mencionar asimismo a Fermat, que da la regla para la construccién de
cuadrados mdgicos que conservan su propiedad después de haberle suprimido su con-
torno formado por las filas y columnas exteriores, como el de la figura. Sélo el exterior
tiene suma mdgica 369 y, andlogamente a los anteriores, estén los §1 primeros niimeros.

11 12 13 77 78 79 81 16
18 27 26 61 62 65 28 76
59 30 35 51 53 36 23 75
58 32 38 45 40 50 24 74
73 57 49 43 41 39 33 25 9
72 22 48 42 37 4 34 60 10
68 19 46 47 31 29 52 63 14
67 54 55 56 21 20 17 64 15
66 71 70 69 5 4 3 1 80

00~ NN

Serfa innumerable la lista de los mateméticos que se han ocupado también de los
cuadrados mégicos, como Pascal, Cayley, Franklin, etc., y muy especialmente Euler,
quien construye no exactamente un cuadrado mégico, ya que la suma de las filas y de las
columnas coinciden y es 260, pero no la suma de las diagonales (ver figura). Tiene una
propiedad curiosfsima: puede recorrerse desde el nimero 1 al 64 a salto de caballo de
ajedrez, cubriendo todos los nimeros del cuadrado. Otra propiedad notable es que puede
descomponerse en cuatro cuadrados que no son mégicos exactamente pero en los que la
suma de filas o de columnas en cada uno de ellos es 130, no coincidente en cambio con
la suma de diagonales.

1 48 31 50 33 16 63 18
30 51 46 3 62 19 14 35
47 2 49 32 15 34 17 64
52 29 4 45 20 61 36 13

5 44 25 56 9 40 21 60
28 53 8 41 24 57 12 37
43 6 55 26 39 10 59 22
54 27 42 7 58 23 38 11

66

6. Cuadrados magicos algebraicos

Propondremos un ejemplo de cuadrado mégico donde es necesario calcular la
incégnita. Ejemplo

4(x-1) X 2(x-2)
4x -1 2x -3 4x -3
x-1 x—=2 x-1
En éste caso x = 1 y el cuadrado mégico sera
8 1 6
3 5 7
4 9 2

7. Cuadrados antimagicos

Es posible construir también un cuadrado antimégico, es decir, uno en donde la
suma de todas las filas, columnas y diagonales sea distinta. Sorprendentemente, estos
cuadrados son, al menos al principio, mds raros que los magicos, puesto que no existe
ninguno de orden dos ni de orden tres. De orden cuatro ya hay uno (salvo simetrias).

He aqui el cuadrado antimdgico de orden cuatro

Sumas
15 2 12 14 43
1 4 10 5 20
8 9 3 16 36
11 13 6 7 37
Sumas: 44 35 28 31 42 29

8. Mas cuadrados

He aquf otro tipo de cuadrado, si no mdgico, si al menos misterioso:

13 16 9 27 18 21

11 14 7 25 16 19

8 11 4 22 13 16

22 25 18 36 27 30

16 19 12 30 21 24

4 7 0 18 9 12
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Su sorprendente caracteristica es que la suma de cinco elementos cualesquiera de €l,
no pertenccientes dos a dos a la misma fila ni columna, es siempre 100. Dicho de otra
forma: témese un nimero del cuadrado y tichese el resto de la fila y la columna en que
se encuentra. De entre los ndmeros sobrantes, elfjase otro, suprimiéndose también el
resto de su fila y su columna. Y asi sucesivamente mientras queden nimeros libres. La
suma de los seleccionados (siempre serdn seis) serd infaliblemente 100.

Aunque esta propiedad parece realmente sorprendente, un andlisis comparativo de las
filas y columnas del cuadrado da la clave de su secreto. Una vez hallada, construiremos un
cuadrado de 3 x 3 con una propiedad andloga, y con un valor para las sumas igual a 50.

Un examen del cuadrado muestra que la diferencia entre los elementos correspon-
dientes de dos lineas paralelas es conslante (por ejemplo, entre la 2. y la 4. columna
existe una diferencia, constante para cada dos elementos de la misma fila, de 11). Ello
indica que el cuadrado puede ser generado como suma de dos grupos de elementos cons-
tantes. O, en términos mds simples, que el cuadrado no es més que una tabla de sumar de
los valores, facilmente deducible.

4 7 0 18 9 12
9 13 16 9 27 18 21
7 11 14 7 25 16 19
4 8 11 4 22 13 16

18 22 25 18 36 27 30
12 16 19 12 30 21 24
0 4 7 0 18 9 12

De paso, los elementos-columna generadores son los mismos que los elementos-fila
generadores, en otro orden distinto. Ahora se comprende la misteriosa propiedad del
cuadrado: al tomar cinco elementos en filas y columnas distintas, estamos recogiendo en
realidad los elementos del margen, sumados dos veces cada uno a través de los nlmeros
seleccionados. La suma encontrada serd en cada caso el doble de la suma de los «ele-
mentos generadores», es decir, 2 x 50 = 100.

Conocido el procedimiento, es facil construir cuadrados de este tipo de un orden y
una suma cualesquiera. Por ejemplo, el de 3x3 y suma 50, donde indicamos los elemen-
tos generadores:

6 11 8
8 14 19 16
12 17 14
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9. Cubos magicos

Podriamos plantearnos si existen cubos mdgicos, es decir, permutaciones de los
nxnxn primeros nimeros dispuestos en tres dimensiones de forma que siga cumplién-
dose la condicién de suma por filas, columnas, filas transversales y diagonales. La res-
puesta es negativa para los de 2.° y 3.° orden, pero existen ya los de 4.° orden.

Intentaremos hallar uno. No es tan dificil como parece, Utilizando una técnica en
todo andloga a la expuesta para los cuadrados de orden cuatro. Antes de empezar los tan-
teos puede ya pronosticarse el valor de ésta suma miiltiple.

El valor de la suma resulta inmediatamente de considerar que la de 64 términos, por
la féormula de Ia suma de las progresiones aritméticas es:

S=1/2x 64 x65=2.080

que serd igual a 16 sumas (las de todas las filas o columnas o filas transversas). Una de
ellas vale, pues:

$=2.080/16=130
He aquf una posible solucién:

Piso 4.° 1 48 32 49
60 21 37 12
56 25 41 8
13 36 20 61

Piso 3.° 62 19 35 14
7 42 26 55

11 38 2259

50 31 47 2

Piso 2.° 63 18 34 15
6 43 27 54

10 39 23 58

51 30 46 3

Piso 1.° 4 45 29 52
57 24 40 9
53 28 44 5
16 33 17 64
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Implementacién de un paquete de dibujo
de Grupos Cristalograficos Planos
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Abstract

This article shows the posibilities of the package «Tort-Decé» for drawing wallpa-
pers patterns. This is a Turtle-Geometry based Turbo-Pascal package, that allows the
user to design a motif and replicate it via any admisible wallpaper group.

Resumen

La l6gica conclusién de nuestros articulos publicados previamente sobre generacién
de rosetones y de frisos, es este, en el que abordamos la generacién de un disefio cual-
quiera de los 17 grupos cristalograficos planos (pavimentos).

Siguiendo con la filosofia de nuestros trabajos anteriores, el objetivo de este nuevo
programa es generar pavimentos con motivos disefiados por el usuario. En el dominio
replicado los desplazamientos realizados por el cursor grifico son traducidos a 6rdenes
de la Geometria de la Tortuga y almacenados en una lista dindmica en memoria. A partir
de este dominio se construye la célula que, sometida a las traslaciones pertinentes,
genera ¢l pavimento.

Nuestro paquete ha sido desarrollado en Turbo-Pascal, usando nuevamente la
Implementacién de la Geometria de la Tortuga [RR1], y funciona en ordenadores com-
patibles PC con tarjeta VGA o superior (en el modo 640 x 480 puntos, 16 colores, nor-
mas del BGI de Borland).

* e-mail: garbayo @eucmos.sim.ucm.es
** e-mail: eroanes @eucmos.sim.ucm.es
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1 Los diecisietesiete grupos de pavimentos

Un pavimento M es una figura plana tal que el subgrupo de traslaciones de E2
(plano euclideo) que transforman M en si mismo, estd generado por dos traslaciones
cuyos vectores son linealmente independientes. Tal subgrupo se denomina grupo de
traslaciones de M y se denota por T(M).

Se define célula del pavimento M como un subconjunto C < E, convexo y com-
pacto, que verifica las siguientes condiciones:

i) las imdgenes de C mediante las traslaciones de T(M) recubren E,

ii) ningin subconjunto cerrado propio de C posee la propiedad anterior.

Se llama grupo de las isometrias de M, G(M), al subconjunto de movimientos del
grupo de las isometrias de E2 que transforman M en si mismo.

Un dominio fundamental del pavimento M es un subconjunto D € E,, convexo,
compacto y de interior no vacio, que verifica:

i) las imdgenes de D por las isometrias de G(M) recubren el plano

ii) dichas imdgenes no se solapan.

Una célula reticular del pavimento, es un paralelogramo que verifica:

i) dicho paralelogramo es una célula de M.

ii) las traslaciones que generan T(M) son paralelas a los lados de dicho paralelo-
gramo,

Siendo M un pavimento y X € E,, el subconjunto de puntos imdgenes del X por las
traslaciones de M se denomina red de puntos del par (M, X).

Las redes de puntos de pavimentos suelen clasificarse en cinco tipos: oblicua, rec-
tangular, rémbica, cuadrada y exagonal.

A su vez, cada uno de esos cinco tipos de red permite replicar el dominio funda-
mental segin distintos grupos cristalograficos, resultando un total de 17 grupos posibles.
La clasificacién se puede hacer reconociendo los mdximos ordenes de los centros de
giro, asf como si hay centros de giro en ejes de simetria,...

Se sale del objetivo previsto para este trabajo el dar una relaci6n exhaustiva de los
17 grupos, y recomendamos al lector el excelente texto de Martin [Ma] o Roanes-Roa-
nes [RR2] como una amena introduccién. La nomenclatura usada a lo largo del trabajo
para identificar a cada uno de dichos grupos se debe a la clasificacién de grupos cristalo-
graficos planos dada por D. Schattschneider [Schal.

2. Originalidad del paquete. Implementacion
El objetivo del programa es dibujar pavimentos de cualquiera de los grupos posi-

bles, fundiendo las ideas recogidas en [A-d] asi como las usadas en los programas exis-
tentes para el dibujo de rosetones, frisos y pavimentos.
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En el disefio del dominio que se va a replicar, siempre se consideran dos puntos
para determinar cada uno de los elementos que definirdn a aquél. Cada uno de estos ele-
mentos se almacenard en uno o dos registros definidos con seis campos: uno tipo byte (1
byte de tamafio en memoria), dos tipo word (2 bytes) mads tres tipo real (6 bytes). 23
bytes en total por registro. Con esto, cada uno de los elementos considerados ocuparé:

* Nada, Segmento, Circunferencia o Relleno: Un registro en el que el primer campo
identifica el elemento, los dos siguientes el color y el ancho (ceros en el caso de
nada), ocupando avance, giro y 0 los tres restantes.

* Arco: Dos registros para almacenar el cédigo de arco, color, ancho, giro, avance,
centro del arco y dngulos que definen su amplitud.

Para una explicacién mds detallada sobre la obtencién de cada uno de los pardme-
tros anteriores, véase [GR1] y [GR2].

3. Manejo del paquete

Al arrancar el programa, éste muestra la pantalla de presentacién. Pulsando cual-
quier tecla se accede a la primera pantalla, en la que se ofertan dos opciones: dibujar un
pavimento o leerlo del disco.

Si se elige la opciodn 1, se ofrece la posibilidad de colorear regiones delimitadas.

La siguiente pantalla (figura 1) muestra la pantalla siguiente en la que se requiere al
usuario para que elija uno de entre los cinco posibles reticulos.

PARALELOGRAMO 13 AECTANGULD (33 AOHGD €3>

L Y

CLUADRADO (4) EXAGONO (5}
u-3

Selecciona el tlpo de reticulo que deseas utilizar

Pulsa 102030405

Figura 1
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Segtin se elija uno de lo cinco reticulos, aparecerdn en pantalla los. grupos asociados a
dicha red (las figuras 2 y 3 muestran los casos 5 y 3), solicitdndose la eleccién de uno de ellos.
En los ejemplos que siguen, se supone que hemos elegido el la red exagonal y den-

tro de esta el grupo 3 (p31m).
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Figura 2
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'\—:\ I e = =
Filsa Lo ¥ i
Figura 3

3.1 Disefio del dominio fundamental

Una vez elegido el grupo, la siguiente pantalla (figura 4) es <.a1.pupitre d? dibu.jo, en
el que se muestra un dominio y se ofrece la posibilidad de modificar sus d1rpensxones.
Aparecen siempre en los vértices del dominio las coorde.nadas de esFos asf como un
dngulo (en esle caso el que forman el lado mayor del dominio con la horizontal).
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Una vez elegidas las dimensiones
del dominio, aparece una cruz-cursor
en la esquina inferior izquierda del
dominio y el mensaje de la ventana
inferior del pupitre pasa a indicar ¢6-
mo desplazarse por el interior del
dominio y cémo dibujar.

En la parte superior izquierda del
pupitre aparece durante el proceso de
dibujo del dominio, la célula corres-
pondiente al grupo elegido. En el
ejemplo de la figura 5 se han trazado
dos segmentos en el dominio, relle-
nando a continuacién coloreado dos
zonas.

Sino se hubiese elegido la posibi-
lidad de rellenar zonas con colores, se
habrian podido dibujar los segmentos,
arcos, ... con distintos colores.

3.2 Dibujo de un pavimento

Una vez finalizado el disefio del
dominio, pulsando la letra F se accede
a la pantalla de la figura 6 en la que se
ve el pavimento generado con el domi-
nio correspondiente.

3.3 Analisis de los movimientos que
dejan invariante al pavimento

Tras representarse ¢l pavimento,
pulsando una tecla, aparece la ventana
en la que se ofrece la posibilidad de
marcar los elementos que lo definen.
La figura 7 muestra el andlisis hecho
sobre el pavimento de la figura 6.

A continuacién se ofrece la posi-
bilidad de dibujar otro pavimento con
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Figura 7 Figura 8

el mismo dominio pasando, si se elige S, a la pantalla de la figura 2 (repitiéndose de
nuevo el proceso).
La figura 8 es un ejemplo del replicado del dominio anterior, si se elige el grupo p6.

3.4 Grabar un pavimento en el disco

Antes de salir, se ofrece la posibilidad de grabar en disco el pavimento dibujado. El
nombre del archivo se dard a continuacidn sin extensién, afiadiéndosele autométicamente
la extension. PAV.

3.5 Cargar un friso

La segunda opcién de la primera pantalla consiste en leer un pavimento del disco.
Basta con elegir la opcién 2 y teclear el nombre del pavimento. Este se cargard y repre-
sentard en pantalla, pudiéndose repetir para el dominio que lo define todo el proceso
indicado a partir de 3.3.

4. Almacenamiento de la informacion

La secuencia de érdenes de la tortuga se almacena en memoria dindmica y se eje-
cuta sucesivas veces (una por cada dominio).

Para dar una idea de la bondad del tratamiento en cuanto al pequefio tamafio de los
blogues de érdenes a memorizar, indicaremos que los archivos correspondientes a las
figuras 6 y 8 ocupan 161 bytes.
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5. Conclusion

En nuestra opinién, al explicitarse el proceso matemdtico constructivo méds extensa-
mente, nuestro paquete ofrece claras ventajas sobre otros existentes, como puede ser
RepTiles, pues ain siendo excelentes, no resaltan los aspectos indicados.
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Las mediatrices de un tridngulo
y su relacion con las medias

Juan Bosco Romero Marquez y Maria Angeles Lopez y Sanchez-Moreno.

LB. Isabel de Castilla. Avila.

Abstract

In this note the relation between the perpendicular bisectors of the sides of a triangle
and the arithmetic, geometric and harmonic medias is presented. The geometric construc-
tion of these medias using perpendicular bisectors of the triangle is also explained.

En esta corta nota de caracter elemental presentamos la relacién que existe entre las
mediatrices de un tridngulo y las medias arménica y geométrica, asf como la media arit-
metica ponderada de dos numeros reales positivos, o lo que es lo mismo, de las longitu-
des de los segmentos geometricos asociados. Asi mismo damos la construccién geomé-
trica de todas las medias anteriores a traves del tridngulo y sus mediatrices.

1. Conceptos y resultados previos
Comenzamos esta seccién presentado los conceptos y los resultados mds importan-
tes sobre las medias de dos numeros reales positivos.

1.1. Medias asociadas a dos numeros reales positivos

Sean 0 < a < b, dos numeros reales positivos y r € R, llamamos media r-esima de
los nimeros a y b, al numero m,_(a, b) definido como sigue:

mya,b) = (ar "2' br)”r

ey
mo(a,b) =Vab, m_.(a,b) = am4=(a,b) =t

En particular, si hacemos en (1), r=-1,r=1,r=2, se obtiene las medias arménica,
aritmetica y cuadratica de a y b, respectivamente.
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En el teorema siguiente resumimos las propiedades mds importantes que tienen las
medias de dos numeros reales positivos.

Teorema 1. Si 0 <a<b, son dos numeros reales, entonces se verifica:

i) m,_(a, b)=m_(b, a) (simetria).

ii) m (a, b)=tm,_ (a,b),t>0 (homogeneidad).

i) a<m (a,b)<b.

iv) Sir<s, implica que, m (a, b) <m_ (a, b) (monotonfa).

Por métodos elementales de calculo algebraico simple se puede probar el siguiente
resultado:

Corolario. Si 0 < a < b, son numeros reales, entonces se tiene:
2 2
a<28b cygp<atbo Jjai+b oy
a+b 2 2
Ver, [1] y [2].

Para un estudio algebraico, analitico y geométrico de estos tipos de medias, de algu-
nas identidades y desigualdades fundamentales que se establecen entre ellas, asi como la
relacién existente con algunos problemas de maximos y minimos sobre ciertas figuras
del plano, veanse los libros [1] y [2] citados en la bibliografia.

Para una generalizacién de las medias y de otros resultados sobre ellas, vease, [26].

2. Resultados

En esta seccién probamos los resultados mds importantes de nuestro trabajo utili-
zando para ello el Teorema de Tales aplicado a la semejanza entre tridngulos.

2.1. La media arménica y la media aritmetica ponderada caracterizadas a traves
de los triangulos acutangulos y obtusingulos
Suponemos conocido en todo lo que sigue los conceptos de mediatrices y circun-
centro de un tridngulo y las propiedades de las medias arménica, geométrica y aritmetica
(ponderadas o no) de dos numeros reales positivos.

Comenzamos enunciando el siguiente teorema.

Teorema 2, Sea ABC un tridngulo de lados a=BC,b=CA y ¢ = AB.
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Tracemos la mediatriz al lado BC por su punto medio A’, y sean los puntos C’ y B’
donde esta corta a los lados (o a sus prolongaciones) AB y AC, respectivamente. Si

denotamos por h = AA” a la altura correspondiente al lado BC, y si ponemos x = A’C,
y=A’B’, m=BA”yn=A"C, (ver figura 1), entonces se verifica:

h=MX +ny _ 2xy
m+n X+y

Figura 1

Veamos la demostracién del teorema para el caso en que el tridn-

Demostracion.
gulo es acutdngulo (si es obtusdngulo se hace de una forma similar).

Por las construcciones que hemos hecho en las figuras indicadas, los tridngulos rec-
tangulos ABA” y A’C’B son semejantes ya que tienen los lados paralelos.

Por lo tanto tenemos: a h =2 m x, de donde:
h = 2mx. @
a

De forma similar, los tridngulos rectdngulos A’B’C y AA”C son tambien semejan-

tes, ya que tienen un dngulo comun, C.

Porello: ah=2ny,y deaqui tenemos que:
h =20y )
a

Sumando (2) con (3) obtenemos:
2h =% (mx + ny

y ahora despejando h, teniendo en cuenta que m x = n y, llegamos a
h=lXtny _ 2xy @
m+n X+y

Con lo que tenemos asi probado que h es a la vez la media aritmética ponderada yla
media arménica de los segmentos de longitudes x e y, respectivamente, en virtud de la
proporcionalidad que hay entre los segmentos, m, n, X e y que intervienen en (4).
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Como una consecuencia inmediata tenemos:

Corolario. El drea del tridngulo ABC es la media arménica de las dreas de los
tridngulos isdsceles BCC’ y BCB’. A

Utilizando una construccién similar a la anterior

aj
>' =

]
\
\

Ejercicio.
dibujar el segmento:

h=2%_ dondey>x>0.(Verlafigura2). B AT
y—x Vol

Notas i v
\“ : lllr

| ]

E /

‘.

1) Observar que, la clave en todo lo anterior ha sido el utilizar
los tridngulos isésceles para determinar la altura de todo 3
\\ |
1

tridngulo como una media arménica de las alturas de los
\
i
B'Y

tridngulos isésceles, BCB’ y BCC’.
Figura 2

2.2. La media arménica y la media geométrica son equivalentes

en un triangulo rectangulo

De la misma forma que antes, pero via el tridngulo rectdngulo podemos demostrar

el siguiente teorema:

Teorema 3. Sea ABC un tridngulo rectangulo en A de lados a > b 2 ¢. Si denotamos
pora=BC,x=A'B’,y=A’C’, m= A"C, n= A”B, donde A” es el punto proyeccién orto-

gonal (pie de la perpendicular) trazada desde el punto A sobre el lado BC, entonces

(5).

b= 2Xy e
X+y

Demostracion

Por la construccién realizada, en la figura 3, los

tridngulos rectangulos A’B’C y AA”C, son semejan-
tes ya que tienen un dngulo comun en el vertice C y A
los lados C’A’ (mediatriz de BC) y AA” (altura) s
paralelos y perpendiculares al segmento BC. 4
De forma analoga se prueba que los tridngulos
rectdngulos A’C’B y AA”B son semejantes, ya que tie- <=

nen un dngulo comun en el vertice B y los lados B’A’ =

Figura 3

y AA” paralelos.

& -

-
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Por lo tanto, escribiendo la relacién de semejanza entre los siguientes pares de tridn-
gulos, obtenemos:

h _A”C 4. _ ha paracl par AA’B’C, AAA”C, y

X a 2x

2
h :A”B, AB = bha parael par AA’C’B, AAA”B,
b/ a 2y

2

Ahora bien
a=BC=A"C+A”B 41_2!+M=h—a(L+L)
2x 2y 2 XXy
y, despejando h, obtenemos:
h = 2xy —ymn

X+y
con lo que el teorema queda probado.

3. Conclusiones, comentarios y observaciones

Creemos que los resultados elementales aqui expuestos sobre las caracterizaciones y
las construcciones de las medias usuales via el tridngulo pueden ser explicados como una
experiencia diddctica novedosa sobre la geometria plana elemental en el aula, por ser
esta sencilla, tanto a los alumnos de BUP como a los de la ESO.

En definitiva, como conclusion u observacién ultima podemos afirmar que, en el
noble y dificil arte de ensefiar, si los profesores somos creativos, imaginativos ¢ investi-
gadores en el aula, y eso lo ven, lo viven, lo tocan, lo juegan, lo aman y lo observan
nuestros alumnos, tambien ellos lo seran y lo demostrarén algun dfa, en cualquier campo
profesional donde tengan que realizar su (rabajo. Y esto es la satisfaccién méas grande
que puede recibir un profesor de los alumnos a los que ha ensefiado y educado en las
Matematicas: ser creativos e imaginativos.

Menudo reto s en la ensefianza actual el conseguir este objetivo.
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Reseina de libros

GABRIELA CONSTANTINESCU y ELIODOR CONSTANTINESCU: Kangourou des
Mathématiques. Editura Sigma, Bucarcest, 1995. 134 pdginas.

El «Kangourou» cs la mayor competicién cscolar del mundo en el dmbito de las
matemdticas. Sus jucgos-concursos csldn organizados por la asociacion «Math pour
Tous» bajo el patrocinio de [’Académie des Sciences Frangaise. Estan destinados a
alumnos de 8 a 18 afios. Iniciados en Francia en 1991, se extendieron rdpidamente a
Rumania y Polonia y poco después a numerosos paises de todo el mundo. A la vez, se
han ido aceptando nuevas categorias de alumnos.

La mascota de estas compeliciones ¢s un canguro, en honor a los australianos que
fueron sus precursores quince afios antes, pero se¢ trata de una imagen de un canguro
muy especial, ya que con imdgenes (directa o inversamente) iguales, se¢ pucde «ecmbaldo-
sar» ¢l plano entero.

En 1994, ¢l nimero de participantes se elevé ya a 800.000. Las pruebas sc realizan
simultdneamente en todos los paises. Las 30 cuestioncs propucstas son las mismas para
todos y van clasificadas cn tres conjuntos de 10, con distinta dificultad y con distinta
valoracién en puntos de las respuestas. Para cada cuestién se ofrecen cinco respuestas
posibles y ¢l alumno debe simplemente escoger la que encuentra accrtada.

El librito que comentamos recoge, con presentacion atracliva, las cuestiones propues-
tas en los Kangourou de los aitos 1991 a 1994, junto con la tabla de respuestas correctas y
una coleccidn de indicaciones para la resolucién de las cuestiones mds dificiles.

J. F.B.

E. BARBEAU, M.S. KLAMKIN, W.MOSER: Five Hundred Mathematical Challenges. The
Mathematical Association of America. 1.S.B.N. 0-88385-519-4. Washington, 1995.
227 pdginas.

Hace veinte afios, la Canadian Mathematical Society comenzd la publicacién de
una serie de folletos titulados Mil y un problemas de Matemdticas escolares, al asom-
broso precio de 1380 cada uno, con objeto de popularizar la resolucién de problemas
interesantes de Matematicas Elementales. Sus autores, tres matematicos de gran presti-
gio: Barbeau, Klamkin y Moser. La serie tuvo un enorme éxito y desde hace mucho
tiempo se echaba en falta la reedicién. Es de esperar que, inflacién aparte, la publicacion
que comentamos merezca, al menos, la misma atencién que su predecesora. En alguna
ocasién me han preguntado: ;Se sigue publicando Mil y un problemas...? Porqué sélo
llega al ndmero 500. Tal vez la serie nacié con vocacion de continuidad (de hecho, en
los folletos no se publicaban todas las soluciones de los problemas incluidos en cada
uno), pero yo prefiero pensar en Scherezadeh.
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El nivel de dificultad de los problemas ¢s muy variado: desde ¢l ejercicio que sc
resuelve en una linea, hasta el teorema de Van Aubel (si se unen los centros de los cua-
drados, construidos exteriormente sobre los lados opuestos de un cuadrildtero, los dos
segmentos as{ determinados son iguales y perpendiculares). Es un excelente auxiliar para
la preparacién de concursos, seminarios de resolucién de problemas y actividades simi-
lares. Esporadicamente se incluyen citas como ésta (de F. Bowman, en Mathematical
Gazette, 1935, p. 273): Una vez compré un ejemplar del libro de Cascy Sequel to Euclid
en una libreria de segunda mano, y en la contraportada habia pegada una etiqueta azul,
de las usadas en los frascos de medicinas, con la inscripcién: Veneno-témese tres veces
al dia.

Al final del libro se incluye una Mathematical toolchest con los resultados necesa-
rios para la resolucién de los problemas.

Francisco Bellot Rosado

Ross HONSBERGER: From Erdlos to Kiev. Problems of Olympiad Caliber. The Mathema-
tical Association of America.Dolciani Mathematical Expositions, nimero 7. [ISBN
0-88385-324-8. Washington 1996. 257 paginas.

El prolifico autor canadiense Ross Honsberger, de la Universidad de Waterloo,
acaba de publicar su-por ahora- Gltimo trabajo: una recopilacién de problemas, principal-
mente de Olimpiadas, casi todos procedentes de la magnifica revista crux mathematico-
rum, pero con un considerable nimero de soluciones originales del autor, o de otros
colegas cuyos nombres figuran invariablemente citados en el curso de la exposicién. Una
costumbre, dicho sea de paso, que se suele echar en falta por estos pagos en mds de una
ocasion.

Ochenta y nueve problemas se incluyen en el libro:treinta de Combinatoria y Geo-
metria Combinatoria; treinta y ocho de Algebra, Teoria de Nimeros, Probabilidad y Cal-
culo diferencial; y el resto de Geometria cldsica.

La exposicidn sigue las Iineas caracteristicas de todos los libros y conferencias del
autor, al que personalmente considero un verdadero maestro en el arte de «instruir delei-
tando»; una solucién contada por Honsberger es «otra cosa». Hay que leerla (o verla)
para apreciarla en todo su valor.

Entre los problemas seleccionados por Honsberger hay tres espafioles:

Construir el tridngulo ABC, dados el lado AB, la longitud del segmento OH y sabiendo
que OH es paralelo a AB. (Problema propuesto por Espaiia en la 26 Olimpiada Interna-
cional de Finlandia).

Para cada entero positivo n, probar que la ecuacion

P(x)=x"2-2x+1=0
tiene exactamente una raiz c entre Oy 1, y determinar lim ,_,_c,

(Problema propuesto en la fase final de la 23 O.M.E. de 1987).

En el trigngulo rectdngulo ABC, de baricentro G, se consideran los tridngulos AGB,
GBC, CGA. Si los lados de ABC son niimeros naturales, demostrar que las dreas de AGB,
GBC y CGA son niimeros pares.

(Problema propuesto en la primera fase de la 23 O.M.E., noviembre de 1986).
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Los aficionados a la resolucién de problemas disfrutaremos, a buen seguro, con la
lectura de este libro, que resultard extraordinariamente ttil en la labor de preparacién de
los estudiantes.

Francisco Bellot Rosado
RETOS. Revista de Problemas de Matematicas.

Tras L’Aula de Matemdtiques y Algorisme la Societat d’Educacié Matemdtica de la
Comunitat Valenciana Al-Khwarizmi pone en circulacién una tercera publicacién con el
titulo RETOS. Revista de Problemas de Matemiticas.

RETOS va destinada al profesorado y alumnado de la ESO. No es una revista para
leer, es una revista que obligard a actuar, muy 4gil y amena. Ofrece material listo para
usar y totalmente adaptable a cualquier situacién escolar. Presenta una amplia y escogida
bateria de problemas y actividades con el fin de provocar e incitar a la reflexién de for-
ma continuada.

Entre sus secciones figuran:

Olimpiadas Matemaiticas. Recopilacién de problemas propuestos en la diferentes
Tases de las Olimpiadas que se celebran en distintas latitudes.

Grandes autores de Problemas. Seleccién de problemas de matematicas recreati-
vas de autores de todos los tiempos desde los cldsicos Sam Loyd, Henry E. Dudeney o
Edouard Lucas, a los més recientes como Eric Emmet, Jean-Pierre Alem, Joseph S. Ma-
dachy, David Hall, Martin Gardner, Raymond Smullyam o Iam Stewart.

Actividad Central. Doble pdgina con una propuesta que facilita la comprension de
enunciados o el abordaje de un llamativo problema, que obliga a usar una determinada
estrategia, que da luz a una nocién matemdtica o que abre caminos para indagar varian-
tes o nuevas posibilidades.

Retos Matematicos. La seccién principal de la revista, con problemas de una ma-
yor dificultad y de contenido muy variado.

Geometria. Seccién que pretende ir introduciendo al alumnoen el arte de la deduc-
cién: concatenar sencillas premisas para ir extrayendo unas conclusiones muy directas.

Papiroflexia Matematica. Actividades para facilitar el paso, en un sentido y otro,
de la 2. ala 3.* dimensi6n.

Juegos de Estrategia. Un solitario o un juego para dos personas, de reglas sencillas
y con posibilidades para analizar.

Afrontar un problema exige organizacién, sistematizacidn, concentracién, tesén,
perseverancia, creatividad, versatilidad, flexibilidad de pensamiento...; pone en tela de
juicio la impulsividad, osadia, superficialfdad y rebuscamiento del alumno, requiere ané-
lisis y adaptabilidad, obliga a la revision, a la reflexién y a la sintesis, provoca ansiedad,
desaliento, incertidumbre, entusiasmo, incitacién y disfrute. El proceso de resolucién de
un problema supone, sin duda alguna, una vivencia rica y formativa, y ningtin profesor
debe renunciar a que sus alumnos pasen por ella. RETOS pretende facilitar esa ardua y
apasionante labor.

Antonio Ledesma Lépez
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Problemas propuestos

FASE FINAL DE LA XXXII OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA

Primera sesion

1. Los nimeros naturales a y b son tales que ag—] + b—Z—]— es entero. Demostrar

que el mdximo comin divisor de a y b no es mayor que Va+b

2. Sea G el baricentro del tridngulo ABC. Demostrar que si AB + GC = AC + GB
entonces ABC es isésceles.

3. Sean a, by c tres niimeros reales. Se consideran las funciones

fix)=ax* +bx+c y g(x)=cx*+bx+a.
Sabiendo que If(-D)I < 1, IAO) £ 1, y IA1) £ 1, probar que si -1 £ x < 1, entonces
ool < 2y lgol <2

Segunda sesion

4. Encontrar todos los valores reales de x en la ecuacién Vx° — p+2Y xZ-1=x
donde p es un parametro real que debe acotarse.

5. En Port Aventura hay 16 agentes secretos. Cada uno de ellos vigila a algunos de
sus colegas. Se sabe que si el agente A vigila al agente B, entonces B no vigila a A. Ade-
mas, 10 agentes cualesquiera pueden ser numerados de forma que el primero vigila al se-
gundo, éste vigila al tercero, ..., el décimo vigila al primero. Demostrar que también se
pueden numerar de esa manera 11 agentes cualesquiera.

6. La figura adjunta se compone de seis pentdgonos re-
gulares de lado un metro. Se dobla por las lineas de puntos
hasta que coinciden las aristas no punteadas que confluyen
en cada vértice. ;Qué volumen de agua cabe en el recipiente
as{ formado?
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Problemas propuestos por nuestros socios

Problema 7: ;De cudntas formas es posible colocar 8 torres en un tablero de aje-
drez sin que se capturen entre ellas y sin que ninguna esté situada sobre cualquiera de las
dos diagonales (blanca o negra)?

Joaquin Gémez Rey (Alcorcén, Madrid)

Problema 8: Siendo n un entero positivo y paratodor=0, 1, 2, ..., n demuestre que:
n+r

]
2 -1 ( )( )(Zn :31() (-1) (Ir]) 2" usando un razonamiento combinatorio.
k=r

Joaquin Gémez Rey (Alcorcén, Madrid)

Problema 9: En el espacio euclideo R" consideremos el n-cubo unidad con una
pequefia particula brillante situada sobre un vértice. En cada unidad de tiempo, la parti-
cula puede moverse hacia un vértice contiguo (a lo largo de la respectiva arista) o bien
permanecer en el mismo vértice, con la misma probabilidad para cada posible vértice.
Supuesto que el nivel de energia de la particula es la suma de las coordenadas del punto
sobre el que estd situada, después de largo tiempo, y para todo k=0, 1, ..., n (Cual es la
probabilidad de que la particula tenga un nivel de energia k?

Joaquin Gémez Rey (Alcorcén, Madrid)

Problema 10: Para disefiar una bandera se dispone de n bandas horizontales y de
una urna con n bolas iguales y colores diferentes; de ella se extraen sucesivamente y
con reposicién n bolas. El color de la k-ésima bola extraida se le asigna a la k-ésima
banda. Sea p_ la probabilidad de que no haya dos bandas consecutivas de igual color.,
Halla Ifm p .

Joaquin Gémez Rey (Alcorcén, Madrid)

Problema 11: Siendo m y n enteros positivos, consideremos los caminos que par-
tiendo desde el origen (0,0) y yendo siempre una unidad hacia el norte o hacia el este,
llegan al punto (m+n, m +n). Demuestre que el ndmero de esos caminos que pasan por
(n,n) es mayor o igual que el nimero de caminos que pasan por (m,n).

Joaquin Gémez Rey (Alcorcén, Madrid)

Problema 12: EI conjunto de los 12 vértices del icosaedro regular es partido en 3
clases de 4 vértices cada una, de tal modo que los 4 vértices de cada clase sean los vérti-
ces de un rectdngulo atireo y los tres rectdngulos estén en planos perpendiculares entre si
dos a dos. jDe cudntas formas puede ser hecho?

Joaquin Gémez Rey (Alcorcén, Madrid)
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Problemas resueltos

PROBLEMA 1 (BOLETIN 39)

Se dice que un nimero natural n es «sensato» si existe un entero r, con 1 < r < n-1,
tal que la representacién de n en base r tiene todas sus cifras iguales. Por ejemplo, 62 y
15 son sensatos, ya que 62 es 222 en base 5y 15 es 33 en base 4. Demostrar que 1993 no
es sensato pero 1994 si lo es.

Solucién:
Si n es sensato entonces tiene la forma:

n=al +ar +.. +a1k—a(211) ( ])=a.b

r—1

Si factorizamos 1994 tenemos 1994 = 2 . 997. Esto implica que si 1994 es sensato
tiene que sera =1, b= 1994, o bien a = 2 'y b = 997. Si escogemos esta dltima, la condi-
cién b = 997 sustituida en (1) nos da:

™! =997r - 996
que admite la solucién trivial r = 996, k = 1. Esto significa que 1994 = 2. 996° + 2. 996!,
es decir, 22 en base 996, y por tanto 1994 es un nimero sensato.

Por otra parte, como 1993 es primo la dnica posibilidad es a = 1, b = 1993. Al susti-
tuir en (1) este valor de b resulta la condicién:

=1993r-1992
o bien:
_1n(1993r - 1992)

Inr

-1

Esta es una funcién en el plano (r,k). Se trata de ver cudndo ambas variables pueden
ser enteras simultdneamente. Analizando graficamente el comportamiento de (2) con cual-
quiera de los programas que existen al efecto, es fécil comprobar que los tnicos puntos de
la curva tal que ambas componentes son enteras son (r,,k,) = (1,1992) y (r,,k,) = (1992,1).
Como por definicién r < 1 y r < (n— 1) y, ninguna de las anteriores soluciones es valida
y 1993 no es sensato.

Benito Hernandez Bermejo, UNED (Madrid)
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PROBLEMA 8 (BOLETIN NUMERO 39)

Demostrar que si (x +¥x° + 1)(y +Vy? + 1)=1 entonces x + y =0,
Solucién:
Tomando logaritmos naturales a ambos lados tenemos:

In(x +Vx +1)+1n(y+Vy2+1)=O

Pero dado que para ln(x +Vx“ + 1 ) = argseh(x) para —o < x < oo, resulta:
argseh(x) = —argseh(y) = argsenh (-y)
Como es una funcién uno a uno en (—oe,e0) esto implica x = ~y, o bien x + y = 0,
como querfamos.

Benito Hernandez Bermejo, UNED (Madrid)

PROBLEMA 10 (BOLETIN NUMERO 39)

Determinar el menor nimero natural m tal que, para todo nimero natural n > m, se
verifique n = 5a + 11b, siendo a y b enteros mayores o iguales que 0.

Solucién:

Sea m la solucién. Entonces la descomposicién existe para todos los enteros poste-
riores, y en particular:

m+1=5@-2)+11(b+1)
m+2=5a-4)+11(b+2)
m+3=5@a-6)+11(b +3)
m+4=5@+3)+11(b-1)
m+5=5(@+1)+11b,etc.

De las expresiones de m + 3 y m + 4 vemos que a 2 6 y b = 1, respectivamente.
Esto nos da, en principio, una cota superior para: m: m< 5.6+ 11 . 1 - 41. No obstante,
sim=5a+ 11bcon b > 1, entonces m ~ 1 también es expresable de esta forma como
m—1=5(a+ 1)+ 11(b - 1). Este es el caso aquf, ya que 40 = 5 . 8. En cambio, la regla
anterior ya no es aplicable para 40, porque ahora tenemos b = 0. El hecho de que 39 ya
no se puede descomponer como 39 = 5a + 11b nos confirma que la solucién es m = 40.

Benito Hernindez Bermejo, UNED (Madrid)
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PROBLEMA 11 (BOLETIN NUMERO 39)
Un subconjunto A ¢ M = {1,2,3,..,10,11} es majo si tiene la siguiente propiedad:
«Si2ke A,entonces2k~1€ Ay2kle A»
(El conjunto vacio y M son majos). ;Cuédntos subconjuntos majos tiene M?
Solucién:

Por la definicién, un subconjunto A es majo si cuando un nimero par pertenece a A,
los enteros anterior y posterior también pertenecen a A. Esto significa que los «bloques»
con los cuales se construyen los conjuntos majos son los elementos del conjunto B, don-

de
B ={{1,2,3}; {3,4,5); {5,6,7}; {7.8,9}; {9,10,11} }

Cualquier conjunto formado por la unién de elementos de B seréd majo. Yiceversa:
por definici6n, todo conjunto majo podrd descomponerse de modo mfnedlato’como
unién de elementos de B, con sélo identificar los nimeros pares que contiene. Asf pues,
si es el niimero de subconjuntos majos de M, tendremos:

N =card {P(B)} =25=32
donde P denota el conjunto de partes de B.

Benito Hernindez Bermejo

Departamento de Fisica Fundamental. UNED.
Apartado 60.141. 28080 Madrid.

E-mail: benito@fisfun.uned.es
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Indice de soluciones publicadas

O1. Mat_ Internne. O1 = O1, Iberoamer. de Mar, PNS

COPUESIOS POr NUestros socios

Nimero de Boletines en que aparecen las soluciones
Propucst"os Procedentes de de los prnhlu.-g:us d[; nimeros

en el n, 1." 2% 3. 42 | 50 6 | 7 8." 9. | 10"
1 Varios 4 4 —- - — — — — — — C
2 OMI-83-Paris 3 3 3 4 4 4 — — — — C
3 OME-f2-84 19 19 19 19 18 19 19 19 — — C
4 OMI-84-Praga 5 5 [ 5 6 14 — — — — C
5 Varios 8 7 12 7 7 8 — — — — C
6 Varios 7 7 16 — —_ — — — — — C
7 OMI-85-Finlandia 9 9 16 16 9 9 — — — — C
8 OI-85-Bogotd 10 10 17 10 10 I — — — — C
9 OME-2-86/Varios 18 19 20 18 19 19 17 17 11 17 C
10 China/Australia 20 15 21 20 IS5 2] 20 23 21 — C
11 OME-f1-86/ 13 14 14 14 14 23 20 15 20 12 C
OMI-86-Varsovia 26 20 12 21 — — — — — — C
12 OI-87-Urug./OME-f1 16 14 14 17 15 17 15 15 15 21 C
13 OME-f2-87 20 21 21 2] 21 21 — — — — C
14 Varios 15 15 15 15 | — — — — — — C
15 OMI-87-Cuba 18 18 15 21 21 21 — — — — C
16 OME-f]-87 22 22 21 18 1 22 22 22 22 — — C
17 OME-12-88 25 23 23 23 23 23 — — — — C
18 OI-88-Peri 23 23 23 23 25 25 — — — — C
19 OMI-88-Australia 23 26 24 24 | 23 26 — — — — C
20 OME-£1-88/Putnam 24 26 24 25 24 26 24 26 26 24 C
21 OME-f2-89/ 24 27 24 27 | 27 24 27 25 27 26 C
0O1-89-Cuba 26 27 — — | — — — — — — C

22 OMI-89-R.F.A./ 28 28 XX 28 | 29 30 30 30 30 31
Oposiciones 3l 30 29 — | — — — — — — C
23 Oposiciones 27 27 28 28 29 31 31 30 — — C
24 OME-f1-90 30 il 31 30 | 3 30 30 31 — — C
25 OME-f2/f1-90 34 al 29 29 | 31 a2 32 32 32 33 C

26 OMI-90-China/ 32 | XX | Xx 32 | XX | XX | XX 32 | XX 4

OI-90-Valladolid XX | XX — — — — — —

27 OME-f1-91 33 | XX 33 33 | XX B XX | XX | — —

28 OME-2-9] 32 a2 XX | XX | 33 kx} — — — —

29 OMI-91-Suecia B XX | XX | XX | xxX | xx | — — — —

30 OI-91-Argentina/ XX | XX | XX kx} 38 XX | XX i3 33 33

OME-f1-91] 33 34 34 34| - — — — — —

31 OME-f2-92/ 36 | XX 36 36 | 36 XX | XX | XX | Xx 35

OME-f1-91/PNS XX | XX | XX 35 | 4 — — — — —

a2 OM1-92-Moscu/ ISP XX | XX | xxX | xx | xx | 38 35 | XX 38

0I-92-Venez /PNS 38 38 38 38 — — — — — —

33 OME-f1-92/f1-92(v) XX | XX | XX | XX | XX B XX | XX | XX | XX

/PNS XX | XX | XX | XX | xx — — — — —

34 OME-2-93 36 36 XX 36 | 36 36 — — — —

35 OMI-93-Turq./ XX | XX | XX | XX | xx | xx | xx XX | XX 39

OI-93-Méjico/PNS XX | XX 39 VXX | XX | — — — —

36 OME-f1-93/f1-93(v) XX | XX | XX 40 | XX | XX | 40 XX | 40 40

37 OME-f2-94/PNS 41 XX | XX 4 | XX | XX | XX | xx | 41 —

38 OMI-94-Hong-Kong XX | 40 XX | XX | XX XX | — — — —

39 OI-94-Brasil/OME- XX | XX | XX | XX | xx | xx | 42 42 42 | XX

f1-94/f1-94(v) XX | XX | XX | XX |xx | xx| — — — —

40 OME-f2-95 42 | XX | XX 42 | XX | XX | — — — —

4] OMI-95-Canad4 XX XX [ XX | xx|xx | xx| — — — —

42 OI-95-Chile XX XX | XX | XX | xxX | xx | — — — —

OME-T1-95/PNS XX XX | xx | xx | xx XX | XX XX | XX | XX
LCLAVES' XX = Pendiente de publicacién; C = Completo; OME = Olimpiada Matematica Espaiiola (fase | 0 2); OMI =
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INSTRUCCIONES PARA EL ENVIO DE ORIGINALES
PARA SU PUBLICACION EN EL BOLETIN

Por haber sido cambiado el modo de impresién del Boletin a partir del nimero 39, nos ve-
mos obligados a cambiar las normas de presentacién de originales, que deben enviarse en papel y
ademds también en disquete, del modo siguiente:

Copias en papel (por duplicado)

Escritas con un procesador de texto en hojas DIN A-4.

Los articulos comenzarin con el titulo, nombre de autores y referencia de su departamento o
institucién e incluirdn un breve resumen en inglés.

Las figuras deben ser de buena calidad, incluidas en el lugar apropiado del texto en el tama-
fio en que deben ser reproducidas. Ademds, si se desea, pueden volver a incluirse al final en ma-

yor tamafio, para ser escaneadas.
Las soluciones de problemas deben comenzar indicando: «Problema ndmero (Boletin niime-
ro)», tal como suelen aparecer en el boletin, y terminar con el nombre del autor de la solucién de

cada problema.
Las resefias de libros como suelen aparecer en el boletin, con el nombre del autor de la rese-

fla al final.

Copia en disquete

Se enviard un disquete formateado para PC compatible (DOS 3. x o superior), conteniendo
dos archivos:

a) archivo del documento para el procesador de texto utilizado

b) archivo del documento en cédigo ASCII.

Este dltimo es el que mds probablemente utilizars la imprenta,

Si se desea, las figuras pueden incluirse en archivos de extensién TIF (en otro caso se capta-
rdn por escaneado)

Seleccion de originales

Serdn revisados por profesionales del mundo académico, para decidir si se ajustan a la linea
general del Boletin. Si se considera oportuno, se pedird a los autores que reduzcan su extension o
hagan algunas modificaciones en su contenido.

RELACION DE OTROS ARTICULOS QUE HAN SIDO ADMITIDOS
PARA SER PUBLICADOS EN PROXIMOS NUMEROS DE ESTE BOLETIN

— La historia de la Matemdtica como recurso did4ctico (continuacién), por Mariano Martinez
Pérez,

— La Biblioteca del Monasterio de El Escorial como recurso diddctico en la clase de Matemati-
cas de Secundaria por M.M. Garbayo Moreno, Charo Morata Sebastidn y J.M. Sordo Juaneda.

— Divisiones de un nimero grande, por Fernando Lisén Martin.
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Como socio de la Sociedad Puig Adam de Profesores de Mateméticas, deseo que

me envien gratuitamente los siguientes niimeros atrasados del Boletin:

(sefialar con una X los que interesen)

3 4 10 31 32 33
L] [] L] ] [] [
35 37 38 39 40 41

[ L] [] L] ] [

Envio adjuntos sellos para el franqueo.
Utilicen para el envio la direccién consignada en este recuadro:

34

Los nimeros 1, 2, 5al 9,y 11 al 30 y 36 est4n agotados.

Si desea acogerse a este ofrecimiento, recorte o copie este cupén y envielo a la:

Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Matematicas

Facultad de Educacién (despacho 3517)
Paseo Juan XXIII, s/n
Ciudad Universitaria
28040 Madrid
Telf. 394 62 48
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SOCIEDAD «PUIG ADAM» DE PROFESORES DE MATEMATICAS

BOLETIN DE INSCRIPCION
D, coniimesssissn iosissnsainissaennssnn s S A G R T Teléf.(...) susimnnmpmasivii
DireCCION PATLICULAT ...cvviiviiiiiriasriesea s sssssrsssrer s saesese e s s snsserassssssessasessssssenssstsesssansssesssssssissinsssrans
Ciudad cosisesssrunsssmsssssesisessiss; o sy G s O Cod® Postal.........cccoovviiieevvennsns
CENUTO A& EIADAJO ... eveerreercsieeriiert st eb et sb bbb bab s eb b b et st srstete e st sbensstebetasssasaserbet st ebebmabebe e

SOLICITA EL INGRESO COMO SOCIO DE NUMERO DE LA SOCIEDAD.

Con esta fecha autorizo al BANCO ....cciceeueieiiiriircrct et ss s bt nss s s s eaebenenes
Sucursal 0 AZENCIA ..ocviveiiiiiiiiiiiiiii e e e L
Direccion de 1a MISMA ..o e bbbt aesssbesa s sb et teansraas et
para que cargue en mi cuenta:......... oo fovirn, Lo /.

los recibos de las cuotas correspondientes al curso 1995-96 y siguientes.

Fecha .....ccccooveveinvnnnnn, e v de 1995

La cuota anual est4 actualmente establecida en 5.000 pesetas (incluida la cuota federativa de 2.000 ptas.).
Remitanse ambas partes a

Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Matematicas. Facultad de Educacién (despacho 3517).
Paseo Juan XXIII, s/n, Ciudad Universitaria. 28040 Madrid.

Sucursal o Agencia
Direccién de ésta...........oerereernecenreirennn,

RUEGO ABONEN con cargo a mi cuenta......... A= Loveren, Fiseaimnnsimmns /
los recibos de mi cuota anual de la Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Matematicas, hasta
nueva orden.
Les saluda atentamente:
Firmado:

Nombre y Apellidos isivisiiiiiiibinmnmisim i
Nombre de 1a CUENA ..o e



SOCIEDAD «PUIG ADAM» DE PROFESORES DE MATEMATICAS
BOLETIN DE INSCRIPCION (CENTROS)

COMD cirvnrnnnnnninisrnensssnmnn: del Centro
AOMICIHAAD @11 ouvveisieiteestii ettt s b st es e es s e s s e e ee e e e esoes
Cindad s

SOLICITA EL INGRESO DE ESE CENTRO COMO SOCIO BENEFACTOR

Con esta fecha autorizo al Banco

Sucursal 0 ABENCIA .ot reeer €11 eee e

Direccién de la misma

ADIETTA Al NOIMIDIE! L.ueiviueirisiieeertrte sttt es ettt sn et ee e s ee et

los recibos de las cuotas correspondientes al curso 1995-96 y siguientes.

Fecha asisiniinsiinsiniin T8 viunreerrunresseesevsvsessesssessssssnne de 1995

La cuota anual estd actualmente establecida en 5.000 pesetas (incluida la cuota federativa de 2.000 ptas.).
Remitanse ambas partes a

Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Mateméticas. Facultad de Educacién (despacho 3517).
Paseo Juan XXIII, s/n. Ciudad Universitaria. 28040 Madrid

Fecha e,
Sucursal o Agencia

Direccién de ésta

RUEGO ABONEN con cargo a mi CUNta:........./oeeeuefevercesoveerressisnsssserensend]

los recibos de mi cuota anual de la Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Matemticas, hasta
nueva orden.
Les saluda atentamente:

Firmado:

Nombre y APellidos ..ot sssssesceseseesseseseseessen
DITECCION wuuvsviirsisireenrereneessssesesesssae s sssnsssssmesss st s sessesesnsssssveneas



