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Noticias sobre la Asamblea General Ordinaria
de 1996 de la Sociedad «Puig Adam»
de profesores de Matematicas

En la Facultad de Mateméticas de la U.C.M. sita en la Ciudad Universitaria, a las
doce horas del dfa veintisiete de abril de mil novecientos noventa y seis, en segunda con-
vocatoria, reunidos los miembros de la Sociedad, bajo la presidencia de D. Javier Etayo
Gordejuela, dio comienzo la Asamblea General Ordinaria de mil novecientos noventa y
seis. Justifica y excusa su ausencia el Tesorero, D. Alberto Aizpiin. Se desarrollé con
arreglo al siguiente orden del dfa:

Punto primero. Leclura y aprobacidn, si procede, del acta de la sesién anterior. Se
procede a la lectura del acta de la Asamblea anterior, que queda aprobada por unanimi-
dad tras modificar el Punto séptimo, sustituyendo «a) D. Joaquin Herndndez propone
enviar el Boletin al directorio de Zentralblatt fiir Didaktik der Mathematik. D. Juan
Bosco Romero Mdarquez amplfa esta iniciativa a otras instituciones», por «a) D. Juan
Bosco Romero Mdrquez propone enviar el Boletin al directorio de Zentralblatt fiir
Didaktik der Mathematik. D. Joaquin Herndndez amplia esta iniciativa a otras institucio-
nes».

Punto segundo. Informe del Presidente sobre las actividades de la Sociedad. El Pre-
sidente informa sobre las actividades realizadas y a realizar.

a) Se informa que estd previsto celebrar el XIV Concurso de Resolucién de Proble-
mas que convoca la Sociedad en colaboracién con el Colegio de Licenciados y el
patrocinio de la firma comercial Coca-Cola el 22 de junio de 1996 en aulas de la
Facultad de Matemdticas de la U.C.M. Las pruebas se realizaran por la mafiana y
la entrega de premios se efectuara por la tarde. Se informa, también, que los pro-
blemas y la relacién de premiados se publicardn en el Boletin de la Sociedad, y
se destaca que ya se han recibido algunas preinscripciones.

b) Se informa que desde la Asamblea General anterior han salido los nimeros 40, 41
y 42 del Boletin siguiendo el nuevo formato iniciado en el nimero 39. También
se apunta que hay muchos articulos pendientes de publicacién y que el envio, que
ahora estd en manos del propio impresor, se ha racionalizado notablemente. El
Presidente informa también de las gestiones realizadas con el Zentralblatt, cuyos
responsables han contestado afirmativamente a la peticién de la Sociedad con vis-
tas a que se incluyan referencias a los articulos publicados en nuestro Boletin.



¢) Se informa de que con el cambio de editores de la revista Suma la relacion con
éstos es mds fluida, aunque sigue pendiente el envio a los socios de dos nimeros
de SUMA pendientes, lo que hardn en cuanto reunan ejemplares suficientes.

d) Se informa de la participacion de miembros de la Sociedad en la Olimpiada
Matematica, en la que la préctica totalidad de los organizadores han sido miem-
bros de nuestra Sociedad. También se destacan los resultados de nuestros repre-
sentantes en la fase nacional. D. Joaquin Herndndez comenta los cambios efec-
tuados en la convocatoria, en la linea iniciada el afio anterior de flexibilizar los
requisitos. D. Victor Manuel Sanchez recuerda algunas de las decisiones en este
sentido y las vias por las que desde el Colegio de Licenciados se va a hacer
pliblica la convocatoria del Concurso, con ligeras modificaciones con respecto a
lo publicado en el Boletin, lo que facilitard las inscripciones. D. Eugenio Roanes
apunta que el impresor no pudo incluir a tiempo estas modificaciones en el
ntimero correspondiente del Boletin.

Punto tercero. Informe del Tesorero. Presentacién y aprobacidn, en su caso, de las
cuentas de ingresos y gastos. Excusada la ausencia del Tesorero, D. Alberto Aizptn, le
sustituye en sus funciones ¢l Secretario, D. Francisco Gonzdlez Redondo, quien distri-
buye entre los asistentes copias en las que se detallan los movimientos de tesorerfa de la
Sociedad: gastos, ingresos y saldo actual. Tras la explicacién detallada de los diferentes
conceptos el Informe queda aprobado por unanimidad.

Punto cuarto. Eleccién de nuevos cargos directivos, si procede. El Presidente
informa del cese en su puesto del Secretario por haber finalizado el periodo por el cual
fue elegido, proponiendo, en nombre de la Junta Directiva, su reeleccién, que queda
aprobada. Se solicita a los socios que se autorice a la Direccidn a realizar las gestiones
oportunas con la Bibliotecaria, Diia. Carmen Garcfa-Miguel, con vistas a confirmarla en
su cargo o a buscar un sustituto, a lo que queda autorizada.

Punto cinco. Asuntos de tramite. No hay.
Punto seis. Ruegos y preguntas.

a) D. Victor Manuel Sdnchez comenta algunos detalles acerca de la Olimpiada
Matematica Rioplatense, a la que asistié nuestra consocia Marfa Gaspar, ofre-
ciendo a la Biblioteca de la Sociedad un ejemplar del Boletin del Colegio de
Licenciados en el que se informa detalladamente sobre el tema. Apunta que en el
mes de mayo se celebrardnnuevas olimpiadas de la Federacion Iberoamericana.
También informa de que 1996)serd el dltimo afio en que la firma Coca-Cola par-
| ticipe en nuestro Concurso de Resolucién de Problemas, por lo cual solicita el
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respaldo de la Sociedad para iniciar la bisqueda de nuevos patrocinadores
Comenta, por otro lado, la necesidad de hacer una mayor difusién del Concurso..
D. Joaql.u’r} Herndndez informa que fueron ganadores de nuestro Concurso los
que participaron en la Olimpiada Iberoamericana. Se acuerda que se siga mante-
niendo esta relacién, informando explicitamente a los alumnos que participen en

el Concurso de la Sociedad que los ganadores podrén participar en la Olimpiada
Iberoamericana.

b

~—

c) D. Jgan Bosco Romero Mdrquez propone contactar con editoriales para que
publiquen los problemas propuestos en los diferentes Concursos, recordando
algunos libros sobre temas andlogos en los que su inclusién podria servir de pro-
Raganda. Por otro lado, pregunta si no serfa oportuno publicar una versién actua-
llzada~del indice de autores y articulos publicados en ¢l Boletin aparecido algu-
nos aq?s atrds, ante lo cual D.-Julio Ferndndez Biarge hace suya la propuesta.
También propone se-inicie el intercambio del Boletin con otras revistas semejan-
tes, tanto espafiolas como extranjeras, N

d) D. ’VJ’ctdr Manuel Sdnchez recuerda las gestiones que viene realizando desde ™
\ hace algin tiempo con vistas a publicar los problemas en un libro recopilatorio.

. Llegados a este punto, el Presidente levanta la sesién a las trece horas y treinta
minutos de la fecha arriba indicada. ==



XXXII Olimpiada Matematica Espafiola
Fase final

La fase final de la XXXII Olimpiada Matematica Espafiola se ha celebrado este afio
en Tarragona, durante los dfas 22, 23 y 24 de febrero. Se ha podido disfrutar de un exce-
lente ambiente, tanto en su versién cientifica como lddica. Vaya por delante nuestro
reconocimiento al Presidente del Comité Local Organizador, Manuel Sanromé, por su
buen hacer, su bien informar y su bien saber estar en cuantas ocasiones ha sido preciso. :

La recepcién tuvo lugar el dfa 22 en el Rectorado de la Universidad Rovira i Virgili
desde donde se desplazé tanto a concursantes como acompaiiantes a la que serfa residen-
cia durante los dias de concurso, la «Ciutat de Repés i de Vacances». S6lo se oyeron
halagos acerca de los apartamentos en que nos alojaron.

El dfa 23 por la mafiana, fuimos recibidos por el Exmo. Sr. Alcalde de Tarragona
en el Ayuntamiento de la ciudad. A continuacién el presidente del Comité Organizador
nos llevé de visita por la ciudad, haciéndonos revivir, con la intensidad de su relato, el
nacimiento y evolucién de la ciudad. La visita concluy6 en el rectorado de la Universi-
dad, donde la Olimpiada qued6 oficialmente inaugurada por el Mco. y Exmo. Sr. Rector
acompaifiado por la Ilma. Sra. Subdirectora Gral. de Becas del Ministerio de Educacion
y Ciencia, el Prof. Aroca, Presidente de 1a RSME vy el Prof. Xambo, presidente de la
SCM.

El viernes tarde y el sdbado mafiana se celebraron las sesiones de problemas, mien-
tras la organizaci6n obsequié a los acompafiantes con visitas a los lugares mds reconoci-
dos de la ciudad. Es de hacer notar la profusién de medios de comunicacién que se die-
ron cita al comienzo de la primera sesién de problemas.

El sdbado tarde qued6 libre para concursantes y acompafiantes, no as{ para los
miembros del Tribunal, que trabajando concienzudamente, consiguieron tener todo a
punto para la entrega de premios.

Ante la presencia de gran nimero de autoridades, se rindi6 antes de la entrega de
premios, un caluroso y sentido homenaje al Profesor Dou, uno de los mejores problemis-
tas espafioles de los dltimos tiempos.

Tras entregar los premios que la Subdireccién General de Becas ha otorgado a los
84 ganadores de la Primera Fase, presentes en esta Olimpiada, se procedié al reparto de
medallas a los ganadores de esta XXXII edici6n y que han recafdo en las siguientes per-
sonas:

Medalla de Oro:

Elizalde Torrent, Sergi 29 puntos (Barcelona)
Palacios Gutiérrez, Tomds 28 puntos (Madrid)
Rambla Barreno, Fernando 26 puntos (C4diz)
Jara de las Heras, Antonio 25 puntos (Jaén)
Sebastidn Celorrio, Patricia 20 puntos (Zaragoza)
Martinez de Albéniz, Victor 20 puntos (Barcelona)
Medalla de Plata:

Parkhoutik, Vera

Giieto de la Rosa, Edgar
Das Lépez, José Rodolfo
Silvestre Salas, Manuel
Tarafa Mate, Lluis
Selgas Buznego, Virginia

Medalla de Bronce:

Vela Aguilera, Raul

Sdez Domingo, Daniel

Moner Lépez, Pedro

Martinez Cerezo, Pablo
Caiiizo Rincén, José Alfredo
Ingelmo Benito, Miguel Angel

Los ganadores de las medallas de oro serdn nuestros representantes en la Olimpiada
Internacional que se celebrar4 este afio en la India.

No nos gustarfa acabar esta crénica sin hacer referencia al «seny» de los profesores
Grané y Xambo que colaboraron en todo cuanto hizo falta con total desinterés y sin rega-
teo de ningtin tipo de esfuerzo, todo ello salpicado con la fina ironfa de su buen saber
hacer. La categoria humana e intelectual del Prof. Aroca quedé patente una vez més.



Notas breves

NOTAS NECROLOGICAS

La Junta Directiva ha tenido conocimiento del fallecimiento de nuestro consocio
D. José Luis Aguirre Ruiz, de Villarcayo (Burgos). Deseamos expresar €n nombre de
todos los miembros de la Sociedad nuestro sentimiento de pesar por la pérdida de este
activo compafiero.

Después de cerrar este nimero, hemos tenido noticia del fallecimiento de la esposa
de nuestro Vicepresidente de Castilla-La Mancha, Salvador Herrero Pallardo, a quien
deseamos transmitir el pésame en nombre de todos los miembros de la Sociedad.

RED INTERNET

Esté en tramitacién la inclusién de una p4gina con informacién sobre nuestra Socie-
dad en el servidor del Ministerio de Educacién y Ciencia, gestionado por el Programa de
Nuevas Tecnologias de la Informacién y la Comunicacién. Este Programa estaba ads-
crito a la Direccién General de Renovacién Pedagégica, que ha sido suprimida por Real
Decreto del pasado dfa 10 de mayo, por lo que habrd que estar a la reorganizacién que
resulte.

De los avatares de este proyecto tendrédn cumplida informaci6n nuestros socios.

INCLUSION EN ZDM

Segtin se acordé en su momento en la Asamblea General de la Sociedad nos hemos
dirigido a los editores del Zentralblatt fér Didaktik der Mathematik, para la inclusién de
nuestro Boletin entre las revistas cuyos articulos son referenciados. La respuesta de esta
prestigiosa revista de referencia ha sido positiva, por lo que préximamente comenzarin a
aparecer en ella las correspondientes recensiones. Nos han solicitado que se publique un
resumen en inglés de los articulos que sean en castellano, politica que iniciamos en este
nimero.
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The Construction of Symmetrical Patterns Via
Iterated Transformations

Hans Schupp

Fachbereich Mathematik der Universitit des Saarlandes
Postfach 15 11 50, D-66041 Saarbriicken

Nota de los editores: Continuando con la seccién dedicada a colaboraciones de
prestigiosos profesores extranjeros, comenzada en nuestro Boletin nim. 39, publicamos
aqui este articulo del Prof. Dr. Hans Schupp de la Universidad de Saarbriiken (Alema-
nia). Ha sido profesor de «gymnasium». Ha participado en Formacién de Profesores. Ha
sido Presidente de la Sociedad Alemana de Diddctica de la Matemadtica. Su interés en
investigacién se centra en Diddctica de la Geometria y en Educacién Estadistica. Con su
equipo ha desarrollado una extensa coleccién de programas en lenguaje Pascal, encami-
nados a facilitar el descubrimiento y aprendizaje en temas geométricos y estadisticos. Es
uno de los profesores invitados a impartir una conferencia plenaria en el ICME 8.

1. Symmetry in mathematics

Symmetry respectively to symmetrize is a fundamental idea of science and mat-
hematics in general and of geometry in particular (s.[3],(4],[7],[8]). Why?

— The intention to produce new things from given ones in an both economical and
aesthetic manner has archetypal character. Dreyfus; Eisenberg (s.[1]) speak of
the «inburn desire of man to symmetrize». We - symmetrical beings ourselves -
are surrounded by natural and artificial symmetrical objects and are increasing
them steadily, in daily life, mathematics, science, engineering and arts.

— One can handle symmetry at rather different levels.

— Especially geometers have explored and used symmetry from ancient up to
recent times, from regular figures and solids up to fractals.

— How this is done (in geometry, group theory, combinatorics, probability theory
etc.) sheds light on mathematical thinking and behaving.

— There are close connections to other central ideas (in geometry: to tesselate, to
optimize, to zoom, to transform, to iterate).
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2. Deficits in the current treatment of symmetry in our schools
(at least in Germany)

‘We mention above all:

— The concept of symmetry is mostly restricted to axial and central symmetry, i.e.
to simple forms of involution symmetry.

— Spatial symmetry is totally neglected.

— There is a concentration on analytic to the disadvantage of synthetic characterization.

— The study of symmetrical figures predominates over their construction.

— The heuristic potential of the symmetry concept is not in the last exhausted.

3. Reasons for the discrepancy between scientific importance and
didactical relevance of symmetry

Why is symmetry —instead of being a guide line in mathematics instruction or at least
in its geometrical parts— reduced to simple types and to early grades of this instruction?

I shall concentrate on two possible reasons (there are more!, s.[5]).

One is the euclidean tradition (exactly said: the tradition of school courses in eucli-
dean geometry). Although the greece geometers delt intensively with symmetrical figu-
res and solids they didn’t build a symmetry concept. The word «symmetry» doesn’t even
appear in Euclid’s «Elements». One needs transformations to define symmetry; but
transformations were no mathetical entities at that time, from serious philosophical
objections. As a consequence explicit dealing with symmetry could enter the schools not
until the watering down of the euclidean course by a propedeutical precourse and only
within this first, preformal encounter with geometrical phenomena.

It’s true the «New Math» of the Sixties did establish transformation geometry in
school, but unfortunately neglected the strong interdependence between figure and trans-
formation that is constituent for symmetry and symmetrizing.

As a second reason we cite the difficulties to produce nontrivial symmetrical figures
by means of traditional media. It is laborious to construct say an interesting frieze pat-
tern with straightedge and compass, and ambitious to analyze such an ornament when no
constructions did precede.

4. A symmetry program

To overcome the above mentioned discrepancy we have developped a learnware,
that allows —we believe in a simple and convincing manner— to create symmetrical pat-
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terns by subduing an arbitrarely chosen figure (a motif) to the cyclic group of a noniden-
tical, otherwise also arbitrarely chosen transformation (in class-room language: by itera-
ting the transformation of a figure). The choices are done with menu or mouse, the trans-

formation works after simply having pushed the for the b-key (forward or backward
(inverse transformation)).

Examples:

a) Rotation symmetry (rosette symmetry, s. fig. 1)
motif: broken line
transformation: rotation (center = origin of the co’system)
The pattern is complete after n = 5 iterations.
More general:
If the measure of the rotation angle is £ € Q then n = _9-360 .
q ged (p; 360)

Surnetry by itarated rotation
rotation anglae = 72.0°

/’/
/

.

END OF THE PROGHAM - Continte with HBLANK KEVY !

Figure 1
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b) Translation symmetry (frieze symmetry, s. fig. 2)
motif: pentagon
transformation: translation The pattern cannot be completed (n = oo), but is «at
hand» (as a line is).

END OF THE PROGAANM - Continue with BLANK KEYI

Figure 2

c) Stretching symmetry (funnel symmetry, s. fig. 3)
motif: circle

transformation: central stretching (homothety)
n=— oo

d) Rotation-stretching symmetry (spiral symmetry, s. fig. 4)
motif: triangle
transformation: rotation-stretching
n = oco

14

Swnnatru by iterated central stratching
Etratching fhctor = 0,80

END OF THE PAOLGHAH - Cont inuo uith BLANK KEY|

Figure 3

Symnetry bu diterated rotat lon—stratching
rot, ansle = 15.09; mtr. factor = 0.96

END OF THE PHODGRAM = Lontindg uith BLANK K2y

Figure 4
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5. «Theory»

The theoretical background of our strategy is very simple and easily to work out. It
consists of a definition and a statement together with an important special case.

Definition: Let t be a (bijective, but non identical) transformation (in the euclidean
plane). Then a figur F (= nonempty subset of the set of all points of this plane) is called
t-symmetrical iff F* (:= (F)) = F.

Statement: Let M be a figure (motif) and t # id a transformation applied to it, M
the image of M after i iterations of t, M) the image of M after i iterations of t™! (the
invers transformation of t), and M© = M, then the overall figure (pattern) P = U M®
is t-symmetrical. e

Special case: If there is a (minimal) n € N* so that t* (=to to ..ol with n «fac-

n .
tors» t) = id, then the pattern consists of n images of the motif: P = 'U1 mM®.
1=
We have enlarged the usual school concept of symmetry (n =2) (of course without having
exhausted it) and have got an interesting and economic way of getting aftiliated patterns.

6. Free activities

But the decisive question is: What can the students do, what can they explore and
what can they really learn within this approach?

First of all notice that the actual designer is not the computer but its user. It is he who
chooses the type of the motif and its details as well as type and extent of the transformation.

That one always gets a symmetrical and therefore delightful pattern is a fascinating
observation and insight for the students. They likewise enjoy the —compared with tradi-
tional constructions— warranted degrees of freedom. What they do turns out to be more a
composition than a construction.

Our —till now not representative— experiences show, that —at first— the students
simply play with this charming tool, but very soon tend to experiment, to reflect and to
argue, in the sense of

«What happens if...7» (preview)
«Why did...happen?» (lookback)
«What must happen, so that...?» (planning).

Here some examples of what they have worked out.
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a) Role of the motif

The final symmetry does not at all depend on the motif but (surprisingly) only on the
chosen transformation. However the motif can influence the appearance of the pattern.

b) Ambiguity of the motif

Not only the chosen figure but each of its images could have served as motif. In
case of the rotation: Even each sector of the plane with the center as top and the rotat‘ion
ang].e as opening angle. (This fact explains comparatively simply why a square is divi-
ded in four congruent parts by each pair of perpendicular lines passing its center.)

c) Additional symmetries

. ,A.c1rc1e as motif for rotation symmetry leeds to a pattern, that has symmetries we
didn’t intend (s. fig. 5): There are not only the n fix-rotations but equally n fix-reflexions

of the pattern (for experts: Th : - . !
Why that? ( p e symmetry group is D, (dihedral) instead of C, (cyclic)).

Figure 5

First conjecture: Because the motif itself is already axi i I

: ial symmet . B

tangle ruins it (s. fig. 6). ’ ymmetrial. & simple ree
Fortunately the program allows a very simple alternation of the motif (you only

have to use the c(hange)-key), so that the pattern shows the above mentioned reflexion
symmetries. Thus we come to the

17



N

Figure 6

Second conjecture: There are n additional symmetry axes pas.sing the ?enter, iff the
motif itself has such an axis. This always holds, if we start with a line ora circle. .
Whether we verify this conjection depends on the age and the quality of the learning

group.
d) Subpatterns

In case of a finite n (= number of iterations needed to complete the pattern) take. a
nontrivial divisor d of n. In case of an infinite n take any d € N* (> 1). Then the motif,

Figure 7 (a)
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its d-th image (under ( and '), 2d-th image etc. form together a subpattern (of course as
we are in a subgroup of the cyclic group mentioned above).

Example: Take a house in fig. 2 (a circle in fig. 5) and each second image.

Likewise we get a subpattern when we start from a subset of the original motif. A
trivial remark, but with interesting consequences: As subsel we choose (he inlersection
of the original motif and its first image, then the intersection of the subsel and its lirst
Iwo images ecle., as long as further images exist and these intersections are nonempty.
Then we get a sequence of subpatterns, each within the former ones, in case of rotation
symmetry maximal n (s. fig.7 a),b)).

Figure 7 (b)

7. Guided activities
a) Symmetry as proof strategy
Two examples (for others s. 2D:

o) To show that the inner quatrangle in fig. 8 is a square (00 we remind that an ite-
rated rotation with the midpoint of the given square as center and angle 90° doesn’t
affect this square but turns each of the inner lines (from a corner to the midpoint of the
next side but one) into all others. As we have seen above (s. 6.¢)) their union must
surround a regular quadrangle, i.e. a square.

Compare this simple argument with the corresponding congruence proof. And
notice, that at least two generalizations seem reasonable: Instead of the square you can

19



Figure 8

start from a regular n-gon and get an inner regular n-gon. Instead of the midpoint you
can choose just any point on the next side but one if only the n ratios correspond.

B) Given the four sides of a trapezoid. Do construct it!
Iterated translation of a reflecting figure produces the solution triangle in a natural

manner (s. fig. 9).
ANAYAN

 J

Figure 9

b) Pattern analysis as simulation of pattern construction

around us is a fine example of an

The analysis of symmetric patterns in the world
goes into remarkable creations of

instruction that faces real life and —at the same fime—
cultural life, Unfortunately such an analysis can be pretty hard for a student (s. fig. 10).
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oAufzdj;isslir;gdsynthfelsis may help to reduce these difficulties. Analysis can be carried
imulated synthesis. Is it possible to create such a fi [ (wi i

' . gure myself (with
computer)? Through which motif and which transformation? ’ (it erwithout

Figure 10

c) Convergency and self-similarity

e Slymmetrlzmg by using similarity transformations can be a welcome opportunity to
¢ ualize convergency. Indeed: The distances between the center and the iterated images

a point outs@e form a convergent geometrical sequence (s. fig. 11, with a point as
motif and a rotation-stretching as transformation).

Figure 11
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What happens near the center? We use the z(oom)-key and notice: exactly the same:
d . ki (d = original distance, k = stretching factor < 1) turns into a @d-kKy=(@-d- -k
(a = zoom factor) = a’ - k' This may be the first encounter with self-similarity, still of
local nature, i.e. reduced to the environment of the center.

8. Outlook
a) Fractal symmetry

Our strategy «Symmetrizing via iterating» of course covers affine transformations
but doesn’t bring essentially new insights. Therefore we alter it.

Instead of one such transformation we take a set T = {H"tz?---?tr} of them. Image
x k ‘
M of the last image M® of the given motif M shall be the union jL-Jl Mj(') of all ima-

ges belonging to the single transformations t; To avoid an explosion of the M®, each ¢
shall be a contraction.

The fixpoint-theorem of Banach ensures the convergency of the sequence <M@>
with a limit figure M that is totally independent of M and T-symmetrical in the sense
TM®™) = M*,

Thus we see: Like each single transformation in the traditional geometry each set of
affine contractions has its own symmetry.

As we are now in fractal geometry, we speak of fractal symmetry. But we have a
significant difference: Now, not only the symmelry but even the final figure itself
doesn’t depend on the motif.

In fig. 12 we have characterized each contraction by a triangle (always the same)
and its image. This is comfortable, ensures the contraction quality and allows the direct
planning of the final fractal (s. fig, 13).

b) Spatial symmetry

The strategy of course holds for spatial figures and transformations. Of peculier
interest are those transformations (resp. symmetries) which are not direct prolongations
of plane transformations (reflexions, rotations, translations, stretchings) like cylindric or
conic screwings (s. fig. 14, 15).

Such patterns are not at all artificial; think at screws (for wood and for iron), spiral
staircases, screwdrivers etc.
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Figure 12

ltwratmcmt raction of a broksn 1ina
aitacatud ST

END OF THE

PROGAAH

— Dontinue uith BLANK KEY!

Figure 13
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Sumirtry by dtarated culindric ecroving
Twsot, langth = 0,05

rot . haasure = 4.00°;

............
......

EMD OF THE PROGANH - Continue with BLANK KEVI

Figure 14

Summatry by itorated conic scrauing :
rotipoas. = S5.00%; stre.fect. = 0,99; vec.la, =

0.08)

END DF THE PROGHAH - Cantinue udith HLANK KEY!

Figure 15
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9, Final remark

A broader and deeper understanding of symmetry as well as a better using and enjo-
ying of appropriate features are valuable goals of geometrical instruction. We are con-
vinced, that our program package and the underlying strategy provide an important help
to strive for these goals.

Readers who want to study and to use (and maybe to improve) the package (written
in PC-TURBO-PASCAL, containing both PAS- and EXE-Files) may have a free copy.
They should send a formatted disk to the author.
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Procedimientos para lograr aproximaciones
de distintos irracionales algebraicos

Javier Peralta

Universidad Auténoma de Madrid

Abstract:

This paper deals with the possibility of getting more familiar with some ;1Igchr1;.1c
: \ ne - .3 -1 1 3 3 Yy l-c e_
irrationals - those of the type pl/q, p, 4 N-{0, 1} - as a contribution (0 sulvt‘ng ll:.dcw—
vant didactic problem of the introduction of the real number. For this purpose, W e

H . ’ i o . . e = - ol . ‘L. i} c
lop some geometrical constructions and we display different convergent sequences
irrationals mentioned above.

1. Introduccién

1.1. Es bien sabido que la introduccion de los mimeros reales —.problli:ma d(lldaCtICO
importante sin duda, en la ensefianza de las matematicas—, ofrece serias dificulta ' es, que
i 111 ey 1T x @
conducen en muchos casos a que el alumno s¢ quede tinicamente con clertos axiomas y
1 1 - B w3 T 4y =1 > ; £ [)I'
propiedades de los mismos, sin llegar a su auténtica comprension. Ohlvm:m,nu,. llilll.:‘lil‘i
1 1 1 T & "o @ 10 age r ol sls | =
complicacion radica en los nimeros irracionales, cuya expresion decimal f.()l‘l‘xid tlc. il
nitas cifras no periédicas; razon suficiente para originar importantes conflictos, tal co n
m i istoriz g i erosas controversias
ha sucedido a lo largo de la historia, donde pueden encontrarse num
sobre el particular. . ) . - ‘
1.2. A nuestro juicio, la introduccién del nimero real exige bisicamente cumplir
los cuatro requisitos siguentes:

a) Mostrar la necesidad de ampliar el conjunto de' }os nimeros mcinnalcsi 1]ct que

suele hacerse patente presentando alguna ccuacion no resuhﬂlﬂ,c en 0, la. L?}n;.}

«2 -2 = 0. Ello obliga ademds a probar que Y2 (si la ecuaci6n propuesta es la
anterior) no puede expresarse como cociente de dos ({mcrns. ‘ .

b) Resaltar el hecho de que, aunque los nimeros 1‘11UIF)Il{l|CS C.\ilat{l «muytjupt.os»

" unos de otros (entre cada dos de ellos hay otro r;u:.lfmal ys por tanto, infinitos

racionales); en cambio, hay huecos en la representacién de los mismos sobre una

recta.
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¢) Tratar que el alumno se familiarice con los niimeros irracionales y no los con-
temple como algo inaccesible.
d) Una vez que se ha tomado conciencia de la existencia de los irracionales y se ha

tenido ocasién de manejar algunos de ellos, ya se puede definir el conjunto de
los nimeros reales.

1.3. La experiencia nos confirma, en cambio, que suele hacerse lo siguiente: dejar
constancia de la necesidad de la ampliacién de Q, probar que VY2 es irracional, hacer su
representacién sobre la recta, y tratar de dar una definicién o construccién formal de R.
Quedan por tanto en un segundo plano los dos aspectos que se indican a continuacién, y
a los que nos dedicaremos en este trabajo.

i) Larepresentacién y estudio de algtn irracional distinto de V2.

ii) La manipulacién de los irracionales mediante aproximaciones de los mismos a
partir de fracciones (las técnicas de aproximacién utilizadas casi siempre suelen redu-
cirse simplemente a encajar cada irracional en intervalos a cuyos extremos se les va afia-
diendo cada vez una nueva cifra decimal).

1.4. Esas son las razones que nos han animado ahora a presentar este articulo sobre
los irracionales de la forma p'd, p, q € N — {0,1}, para tratar de desmitificarlos y hacerlos
accesibles a los alumnos; en otros trabajos nos ocuparemos de irracionales de otros tipos.

El medio que emplearemos para ello serd fundamentalmente la utilizacién de sucesio-
nes de racionales convergentes a los irracionales indicados; no sélo para que quede cons-
tancia de la propiedad arquimediana de R, sino también para disponer de distintos mélodos
de aproximacién, lo que permitir4, a su vez, establecer comparaciones entre los mismos.

2. Unas construcciones geométricas elementales

2.1. La manera habitual de comprobar que Y2 tiene asignado un punto en la recta
suele realizarse construyendo un tridngulo rectdngulo isésceles de cateto 1, y girando
posteriormente la hipotenusa con origen el punto correspondiente a O (figura 1).

Figura 1
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Una vez demostrado ([2]) que v n es irracional si n es un ndmero natural que no sea
cuadrado perfecto, y reiterando la costruccién anterior, pueden asimismo .representarsée
en la recta los irracionales V3, Vs, Y6, etc., como se observa en las Figuras 2 y 3,

cuyas interpretaciones son obvias.

0 1 V2 V3 2 ; ]

Figura 2 Figura 3
2.2. También pueden idearse otros procedimientos elementales para obtener geo-

métricamente los irracionales anteriores. o
En primer lugar, para dibujar Y2 no es necesa-

H rio conocer el teorema de Pitdgoras, ya que l?asta

D S con hallar un segmento de longitud x que verifique:

i x2 = 2. Y ello puede lograrse mediante la construc-
cién de la figura 4, en la que se observa —por ejem-
plo, por plegado— que ¢l 4rea del cuadrado ABCD

X G

E 0

Vs
V B Y2 _— 17
A - | =
Figura 4 | 3 Vi3
A V1o

es el doble que la del cuadrado P
EFGH, de lado 1, por lo que x es el |

segmento buscado. 1 ; 1 1
Y en cuanto a la construccion
geométrica de los restantes irraciona- Figura 5

les mencionados, pueden concebirse ) .
otros métodos consistentes en el dibujo de determinadas cuadriculas, como la que aparec

en la figura 5, y que no creemos necesario comentar. El profesor podria presentar dicha
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cuadricula u otras similares, inicamente con las dimensiones de los lados de los rectangu-
los, e invitar a sus alumnos a la obtencidn de irracionales, mediante el trazado de diagona-
les y la utilizacién del teorema de Pitdgoras.

3. El par de nimeros «lado y diagonal»

3.1. Hay un procedimiento recursivo —probablemente el primero en la historia de la
matemadlica— para la determinacién de ﬁ, que ya aparece en los Elementos de Euclides,
consistente en la construccién del par de nimeros «lado y diagonal» ([3]), y que puede
presentarse a los alumnos de la siguiente forma.

Se dibuja un cuadrado de lado 1 + Y2 y, dentro del mismo, otro de lado 1, como
aparece en la figura 6. Se piden hallar las diagonales de ambos, con lo que se llega a que
D, = Y2 es la diagonal del cuadrado pequeiio, y
D,=2+ Y2 la del grande; por tanto, AB = 2. B 1+V2

Se dira entonces a los alumnos que inten-
ten repetir el ejercicio, suponiendo ahora que L.,

y D, son el lado y la diagonal del cuadrado

pequefio C, ; y que construyan después el cua- 142
drado grande C,. Se tienen:

D,=L¥2, L,=L+D, |

D,=L,¥2 =(L,+D)V2 =D, +L,V2)V2 =

= 2L, + D,; por lo que para construir C, hasta ! )
prolongar la diagonal OA, tomando AB = 2L, Figura 6
La diagonal OB nos permite dibujar C,.
3.2. Repitiendo el proceso con cuadrados C,, C,, ..., C, ..., se obtienen las expre-
siones:
Ln = Ln—I + Dn-l’ Dn = Dn-l + 2Ln-l (I)

Si se toma, por ejemplo, L, = 1, se tienen: D, =\/§, L,=1+ V2, D,=2+ \/-2_,
L,=3+ 2\/—2—, D,= 4 + 3\/52, ...; lo que conduce a:

V2 _24V2 _443V2 _10+72 = _y3 @)
I 1+92 3+22 7+5V2

3.3. Laidea del procedimiento descrito en el apartado anterior, servird para obtener
aproximaciones racionales de V2 .

Basta para ello con que tomemos dos unidades: la unidad-lado L,, y la unidad-dia-
gonal D1, y continuemos el proceso iterativamente a partir de las férmulas (1).
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Se tienen, por tanto:

L=1D = 1;L2=2,D2:3;L3=5,D3:7;L4: 12,D,=17; ...
Sea ahora la sucesién de término general t = D, /L estoes:

0= 11, 4= 312, t,= /5, t,= 17/12, t;= 41129, ... 3)

Se deducen entonces las subsucesiones (L) Y (t?'l)' que se a;?rox1man por d.efec‘tec;
y por exceso, respectivamente, a Y2 . Se observa tamblen que la primera subsucesion
mondtona creciente, y la segunda, mondlona decreciente. — o

Todo ello puede ser probado formalmente, si se desea, agnque la flggllt: elelsls(()) rde
obtener aproximaciones racionales de Y2, elaborar dichas conjeturas median

la calculadora, y profundizar en el concepto de limite de una suces1on.

3.4. Por no extendernos mds, en el presente trabajo no nos ocuparemos defl df:s.arro—
llo en fraccién continua de los irracionales cu.adrzit.if:os, cuyas z»'..ucesmncs de r:;,mzr(\j?
reducidas proporcionan otro método de aproximacion de los mlsmosa.aupq\iz ar;) >
mos resistirnos a decir que la sucesién que se obtiene por este procedimiento p ,

coincide conla (t) definida en (3), como puede verse en {41.

4. Generalizacién del método de los pitagoricos

4.1. En virtud de las relaciones (1), que ligaban las sucesiones (L} y D), (t,) pue-

de ser asimismo expresada por recurrencia. En efecto:

( _Dp _2La + Dn-i :% + oot
t Ln Ln—l + Dn—l 1+ tn-1
Por tanto, (t,) puede definirse si se desea, como
4).
tn—2+tn_l,[1=1 (4)
1 + tho

4.2. Como la sucesién (t ) tiene por limite V2, es.
dr el mismo limite; por lo que también puede consi

como:
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obvio que, asimismo l_a 2n) t.en-
derarse la sucesién (1)) definida

o 2lirna) o) ),

2 + th_y

para obtener aproximaciones racionales de V2.

Llegados a este punto, se les puede invitar a los alumnos a que establezcan compa-
raciones entre (¢ )y (T"). Para ello, se les pedird que calculen un cierto nimero de cada
una de las citadas sucesiones (8 ¢ 10, por ejemplo).

Llegaran sin dificultad a que, a diferencia de (t), (_tn), estd acotada inferiormente
por VY2, por lo que suministra aproximaciones racionales por exceso de dicho niimero.

Asimismo puede observarse que t2n = t2n, Y quetans = Z_ vn
(20+1

4.3. Hay, sin embargo, sucesiones mds generales que la (t,), de los pitagdricos —y
que pueden ser construidas con su misma idea geométrica— que son de utilidad para
aproximar V2 . Para obtenerlas se planteara la siguiente cuestién a los alumnos.

El método de los pitagéricos estaba basado, fundamentalmente, en la idea geométri-
cade que si L y D eran el lado y la diagonal, respectivamente, de un cuadrado, entonces
L’=L+DyD’=2L + D son también, a su vez, el lado y la diagonal de otro cuadrado.

Supongamos ahora que L y D tuvieran el significado que hemos dicho, ;serd posi-
ble que d = 2al. + bD fuera la diagonal de otro cuadrado cuyo lado 1 habria que averi-
guar?

Ello darfa lugar a:

d=2aL +bD =(2a + b¥2)L = 2(Y2a + b) L

y como debe ser d = Y21, se deduce que | = (ﬁa + b)L =aD + bL.

Se llegard por tanto, a que 1 = bL + aD y d = 2al. + bD son, respectivamente, ¢l lado
y la diagonal de otro cuadrado.

En consecuencia, si se toman las sucesiones (1) y (d,) definidas como:
Iy = bla<y + ady-y, dy = 2aly-) + bdy_

entonces la sucesién de término general u = d /I converge a V2, y sirve para hallar
aproximaciones de dicho ntimero.
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¢ -1 _ 2a + bun-1 - defi-
4.4. Si se prefiere, cOmo, d _ 2als-1 + bda-1 = n , (un) puede ser defi

ia asi . b + aun-1
nida por recurrencia ast: ln  Dlat + adht n

(M

2a + bun41 = 1

]

Up =
b + auy-1

Evidentemente debe ser a# 0 # b, yaque sia= 0, resulta la sucesion constante 1,y
sib=0, esu_=2/u_,,conloquese obtiene la sucesién 1,2, 1,2, ....
b n -

Ademés, a y b tienen que ser positivos, debido a la interpretacion geomdtrica lguq se
ha hecho anteriormente, y exigiremos que sean racionales, puesto qL:e nuestrgb ? ]itl(;/}()
es construir sucesiones racionales que converjan a Y2 . Asi pues, si Q"= {x € QIx ,

tiene que cumplirse que a, b e Q.

4.5. De todo lo anterior se deduce que u, > 0, V.n, pero no es posible 1’nfer1r.nue\;as
propicdades de (u,) independientes de a y b. En vxs_ta de ello, progedenlfle(tljzactlarnz:l1 gz
alumnos que estudiaran (u,) para algunos valo_res partlcula'res deayhb, ‘y>q e
extraer conclusiones de las mismas que pudieran, posteriormente, ser extrapola

sos mas generales. .
CagOS‘Por nooalargamos innecesariamente en estas lineas, omit.iremos esa f;ise de f:xp:;iietg:
tacion y de elaboracion de conjeturas, y pasaremos a la fase siguiente, endz} que l?:ces 31J-ia
ras ya sc encuentran formuladas. En concreto, probaremos que la condicion y

2_p? . e cero.
suficiente para que u sea menor que 2 es que (23 -b ) . (2 - un_1) sea menor qu

3 igui ivalencias:
En efecto, dado que 2a? - b? # 0, se cumplen las siguientes equ

(222 -1?) . (2-udi1)<0 222 - b°) < (28 - VP Jud > 4a” + dabuny + bl <

2
2a+ba1| _ 2

o) 2 LeT ) = < 2,
< 2B + dabuy_y + 280021 & (2a+burf < 2b +aua ) © (b + aunﬁl) o

como queriamos demostrar. ' . i X
Por tanto, si 2a% < b2, entonces es equivalente afirmar que v *> <2, 0queu, ;” < 2,

Vn;ysi2a?>blul<2 & u,,2>2,Va 2 .
: i2a2 < b? iene: i eoa en conse-

Como u, = 1< Y2, u22 < 2; luego si 2a% < b?, se tiene: l.]“ < 2. Se lleg ;
< b?, la sucesion (u ) estd acotada superiormente por Y2 . Ademis,

: D
cuencia a que si 2a’
; ,<2a+bu_;

o N
5 i G + a‘u
(u,) es mondtona creciente, ya que como u < Y2, también bu b
n.
estoes,u_,<(2a+ bu_)/(b+au, ), luegou, ,<u, A4
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Se concluye andlogamente que si 2a? > b?, (u, ) estd acotada inferiormente por V2,
y (u,,,,) estd acotada superiormente por Y2 . Ademas, (u,,) es monétona decreciente,
y (u,,,,), monétona creciente.

Tengamos en cuenta por tltimo que, evidentemente, la sucesién (t,) definida en (4)
es un caso particular de (u ) paraa=b=1.

4.6. A partir de la sucesién (T) definida en (5) que también tenfa por limite V2
puede ahora llegarse mediante un proceso parecido al anterior, a que (1, ) dada por:

’

_ s a _ (8)
u=_2bLa_un_],u]:2, a’,b,e ®+
2a’ 4+ b’uy-)

también converge a V2 .

De todas formas, ello no ofrece ningin interés, por ser esta sucesién del tipo de la
(u ) definida en (7), con a’ = b/2, b’ = a (salvo su primer término u,, lo que no afecta a
su lfmite T = ¥2). Que efectivamente converge a V2 puede probarse, asimismo, resol-
viendo la ecuacién u = (2b’ + 2a’u) / (2a’ + b’1) ; esto es, atendiendo unicamente a la
ley de recurrencia.

5. Extension a otros irracionales algebraicos

5.1. En este momento, puede plantearse a los alumnos si los métodos de aproxima-
cién de V2 podrian generalizarse a otros irracionales. O dicho con mds precision: si el
proceso de construccidn de la sucesion (u ) que tiende a 2, descrito anteriormente, podria
extenderse a otra sucesion convergente a Vp , siendop e N, p> 1, y tal que p no sea un

cuadrado perfecto. El paso siguiente consistird en ampliar el procedimiento a sucesiones
que tiendan a p'/a,

Para resolver el primero de los problemas propuestos, se recordarfa que (u,) ha sido
construida a partir de las sucesiones (1) y (d,) definidas en (6). Se trata, por tanto, de
introducir alguna modificacién en éstas para que proporcionen otra nueva sucesién que
converjaa VP , en lugarde a V2.

Surgird asi fécilmente que las nuevas sucesiones (I’ ) y (d’ ) deben ser definidas
como:

1,Il B b],n—l + ad,n—l’ d,n = pal,n_] i bd’n—l’ 1’1 = d’l = 1, a, be @+_
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A partir de las mismas, construiremos la de término general u’ = d”n /1, que, en
virtud de que (pal’ _, +bd’ )/ (O  + ad’ )= (pa+bu ) /(b +au’__), puede ser
expresada por:

).

u,n

bunet
_pat ol vy

b + au’n—[

i i imilares
5.2. Para demostrar que (0’ ) tiende a Vp , procederemos con rgzonamlentos simila
a los utilizados en 4.5, que no repetiremos. Nos limitaremos a enunciar los pasos a seguir.
Se prueba en primer lugar que:

U’"2< p& (paZ - b2) (p - u’n—lz) < O’

impli i ifi 2 < b? i6n (u’ ) es monétona
lo que implica que si se verifica que pa® < b2, entonces la suces;on (;1 D ’ ’
creciente y estd acotada superiormente por VD . Si, en cambio, pa? > b%, (u’, ) es mono-
i A i i ) 5 reciente
tona decreciente y estd acotada inferiormente por VP , y (u',,,,) €8 mo.nc.)t'ona cr y
estd acotada superiormente por p. Y con ello se agotan todas las posibilidades, pues es
obvio que pa? # b2

Se deduce, en consecuencia, que en cualquier caso (u’ ) es convergente, y su limite
u’ verificard: u’ = (pa + bu’) / (b + au’). De ello se concluye que u’ = Vp .

5.3. Llegamos ahora a una situacién en que es pertinente plantear a los alumr:/c:ls si
el proceso podria ser generalizado a la obtencién de sucesiones convergentes a p™=, p,
e e ici i6n del procedi-
Posiblemente sea mejor, para que puedan participar en la creacion el p
miento, decirles que primeramente resuelvan el problema en un caso part.lcular, para
generalizar posteriormente; es decir, que intenten circunscribirlo, en una primera tenta-
tiva, al caso de p'’3, por ejemplo. o . - 1 .
Para ello se les dard la siguiente indicacién: analizar con detenimiento el proce
mediante el cual se dedujo anteriormente que u’ = VP , y dejar que los alumnos reflexio-
e lusién al resolver
Se les debe conducir a que observen que se ha llegado a esa conclusion al res
la ecuacién u’ = (pa + bu’) / (b + au’); esto es, bu’ + au’? = pa + bu’. Y esto ha llevado a
que au’? = pa, de donde u’ = Vp . o
Planteada asi la cuestién, el alumno intentard ahora que le quede la ?cua010n au” = Pa,
lo que debe conducirles a u’ = (pa + bu’) / (b + aw’?); esto es, a considerar la sucesion:
> s 2
u =(pa+bw )/ (b+au ). - ) -
" Pasar de ghl’ al caso general, no debe ofrecer dificultades. Se llegard, por tanto, a
que si p, q € N—{0,1}, y p no es una potencia g-ésima de algin nimero natural, enton-
ces la sucesion (u”) definida como:
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" 10)
” ___]1ﬂ+bu n-1 L ( ’
n—

tiene por limite a p', y los sucesivos términos de (u” ) sirven para lograr aproximacio-
nes del mismo.

Se invitard posteriormente al alumno a que dé valores a p, q, ay b y obtenga distin-
tas sucesiones que tengan por limite p'/d, para lo cual, deberd hallar suficientes términos
de cada una de aquéllas, con ayuda de 1a calculadora.

6. Sucesion de rectangulos que «tienden a cuadrados»

6.1. La idea fundamental del procedimiento de los pitagéricos para lograr aproxi-
maciones de Y2 estd basada en que V2 es la diagonal de un cuadrado de lado unidad.
Ahora bien, hay otra interpretacién geométrica posible, por supuesto, el considerar que
Y2 es el lado de un cuadrado de 4rea 2 ([1D).

Esta Gltima idea va a guiarnos para obtener aproximaciones racionales de dicho
nimero irracional. Para ello basta con construir una sucesién de rectédngulos de 4drea 2 que
«tiendan» al cuadrado, es decir, cuyos lados se diferencien cada vez menos. Entonces, la
sucesion de las bases de los mismos (o de las alturas, si se prefiere) convergers a V2.

Sea v, = 1 la base del primer rectdngulo, cuya altura serd 2/v,. Elegimos entonces
como base del segundo rectdngulo la media aritmética de las dimensiones del primero:
v, = (v, + 2/v,)/2, y continuamos el proceso. Se tiene, por tanto, la sucesion:

% =l(vn—l n R ) vi = 1 (11);
2 v

n-|

estoes: v, =1,v,=3/2, vy =17/12, v, = 577/408, v, = 665857/470832, ...

6.2. Se puede llegar asimismo a esta sucesi6n utilizando el método de Newton apli-
cado a la funcién f(x) = x2 - 2.

Como es sabido, dicho procedimiento sirve para la aproximacién de rafces de una
ecuacién f(x) = 0, y consiste en sustituir el punto de interseccién de la curva y = f(x) con
el eje de abscisas, por el de su tangente y dicho eje. Para ello se considera la recurrencia
Vo=V =i )P (v ).

En nuestro caso, nos conduce a Va = Vn-|
v de (11). 2vn-1

v%_1 -2 L. .
, coincidente con la expresién de

6.3. La sucesién (v,), obtenida por cualquiera de los dos métodos, puede ser utilizada
para establecer conjeturas sobre la misma, una vez que sean hallados suficientes términos;
posteriormente, y dependiendo del curso al que nos estemos dirigiendo, deberdn ser probadas.

35



Para demostrar la existencia de 1imite, se estudiardn su monotonia y acotacion.
2
Como (v _, — 2)2 2 0, Vn, se deduce que vp-1 + 2 >2V2va_1 , 0 lo que es lo
n- ]
i indi e todos los términos de (v ) (salvo el
mismo, que (v, +2/v,_)/22 Y2, lo que indica qu N
primero) estdn acotados inferiormente por V2.
Ademis, (v ) es monétona decreciente (si excluimos a v|), ya que como v,_,
b n ) .
2 < ue es lo mismo:
también 2v,_2 2 v, > + 2; esto es, v 2+ D/ Qv DSV, 0 lo q

v €v ,Yn#2 o o
' [;R;llt)th) ello se llega a que (v ) cs convergente, y su limite v verifica: v= (v +2/v) / 2,

lo que nos conduce a v = Y2, como era de esperar.

2>2,

6.4. Se pueden establecer ahora comparaciones entre (v) y (t), definida en (.4).

De la simple observacion de los seis u ocho primeros términos, parece co’nclun‘se ‘que
(v) converge a Y2 mas rapidamente que {IQ. Por ejemplo, v, = 577/408 = ? 414:_2(]6&(?,”
pr[(])porciona cinco decimales exactos de Y2, mientras que L = Hf;"!E = 1’416 h(‘)ln .\!.1]-
ministra dos; vy = 665857/470832 = 1’414213562... da nucve cifras exactas, cuando

’ s61o facihi ; etc.
t=41/29 = 1’413793103... s6lo facilita dos; e o )
i Es més, en un examen elemental, si se han calculado algunos términos masépuede
deducirse que (v ) es una subsucesién de (t,) 0, mas premsgmente, que v, = b, (12).
Para demostrarlo, primeramente se probard por induccién que:
13).
2 (
= _tﬂﬁ , Ym

{m

(2m

En efecto, t, = (42 +2) / (24); ¥ admitamos que t, = (t, 2 +2)/ (2t_'“)' Enton;es:
=2+ be) [ (1 bep) = 2+ 20, + 2+ )/ T+t + 2+t )=@+ 3,/ B+ L)
yn;;or la hipétesis de induccién se llega a que:

(14).
= 3tr2n_+ﬁ+_6

2m+2 =
2t?n + 6tm + 4

2
Ahora bien, 3t >+ 8(_+6=(4+4( + 62 +2(1+2t + t =02+ t )2+ 201+ )%
y2t 246t +4=2(1+t). 2+ ), y sustituyendo en (14):
m m m m

2 4 )
" 5 {-‘; J) +2 3
t _ 2 + l[‘n]‘- + 2[1 + lm_}_ = ]_+!.|I|— = tm+l & 2
S 21 + tm)- (2 + tm) ?(E‘_L‘D] 2tm+t
[

con lo que queda probado (13). . . 3
Y apartir de (13) se prueba (12), asimismo por induccion.
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En efecto, v =t Y si v, - L, entonces:

=13

Gl +2 _vi+2
2tyn-1 2Vn

ton = tp.on-1 =

=Vn+ |

con lo que queda demostrado.

7. Generalizacion de este dltimo procedimiento

7.1. Silos alumnos han asimilado las ideas expuestas en 6.1 para lograr aproximacio-
nes racionales de V2, posiblemente estén capacitados para extender este procedimiento al
célculo de ¥p , siendo p un nimero entero positivo que no sea cuadrado perfecto.

Todo consiste en construir una sucesién de rectdngulos de drea p que «tiendan a cuadra-
dos», y considerar las bases (o las alturas) de los mismos. Se tiene asf la sucesién (v’,) dada por:

15).
ve=v, o+ P\ v, =1 (15)
2 Vot

Dicha sucesién se deduce que estd acotada inferiormente por vp (salvo V') 'y que
tiene por limite ¥p , por lo que permite hallar aproximaciones del
mismo sin mds que tomar un niimero suficiente de términos de ella.

7.2. Para generalizar este método al cdlculo de p', se partird de la siguiente idea
geométrica.

Se van tomando en R? prismas g-dimensionales que se asemejen cada vez m4s a un
cubo g-dimensional de volumen p. Si partimos de v’ = 1 y hay q-1 aristas iguales a i
la arista restante medird p/v,”%"!, por lo que la arista de la figura prismdtica siguiente

deberd ser la media aritmética de las anteriores: v”, = [(q-1)v”, + p/v191)/q, y asi suce-
sivamente.

En consecuencia, si p, g e N — {0, 1} y p no es una potencia g-ésima de algtin
niimero natural, entonces (v” ) definida como:

16),
V”n =la((q_ l)v”n_] + p , V”I — 1 ( )

converge a p'/a.

8. Utilizacion de otras medias

8.1. En Ia construccién del procedimiento anterior ha sido utilizada la media aritmética,
en vista de lo cual se podria pensar el idear métodos similares con la ayuda de otras medias.
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La experiencia nos dice que el alumno conoce casi exclusivamente la media aritmé-
tica o, en el mejor de los casos, la media geométrica; pero que la mayoria de ellos ignora
(o ha olvidado) la existencia de la media armoénica y de la media cuadritica. Seria ésta
una buena ocasién para recordarlas.

Siay b son dos nimeros reales positivos distintos, y es por ejemplo 0<b<a,las
medias aritmética, geométrica, arménica y cuadratica son, respectivamente

X=(a+b)/2, x’ =Vab , X=2ab/(a+b), R=("+b)/2,

Podrfa entonces proponerse para familiarizarse con ellas, que se establecieran com-
paraciones entre a, b, X, X', X, y R. Se les puede indicar, por ejemplo, que las eleven al
cuadrado y luego las resten de dos en dos. Llegardn a lo siguiente:

%2 —b2=b2(3a+b)(a—b)/(a+Db)y’>0, x'2-%2=abla—b)*/(a+b)?>0,
Poxle=(a-bR 450, a2-%=@-b)/2>0, R¥-F=@-b?/4>0;

de donde se deduce que b< X <x’ <X <& <a.

8.2. Una vez recordados los conceptos de media aritmética, geométrica, arménica y
cuadritica, puede intentarse abordar el problema planteado al comienzo del apartado 8.1.
En concreto, se tratard de reemplazar la media aritmética de las dimensiones de los rec-
tdngulos por las otras medias.

Por desgracia, la utilizacién de la media geométrica no conduce a nada, pues

anern—l' 2 =ﬁ

Xn-1

La media cuadritica tampoco sirve para nuestros propdsitos, pues si se toma,

xn = V(x3-1 + (2/xn_1jzﬁ='\/x_ﬁ.-| +4/ V2.xn_1_

nos lleva a la sucesién x; = 1, x2 =V5/2, x3 = 1/2.¥41/5, ..., que, si bien tiene por limite

Y2, sin embargo no proporciona aproximaciones racionales suyas.

8.3. En cambio, s{ obtenemos una nueva sucesion de racionales convergentes a V2
si consideramos la media arménica de las dimensiones del rectdngulo.

En efecto, serd x, = 2/ (1/x | + X, /2); esto es, la sucesion (x) definida como:
X, = ax 12 + xzn_l), X, = 1; cuyos primeros érminos son: x, = 1, x,= 413, x, = 24/17,
x, = 816/577, xy= 941664/665857, ....

De la observacién de los términos de dicha sucesion, los propios alumnos pueden
deducir que esté acotada superiormente por Y2 y es mondtona creciente.

En efecto, como Y2 (x_, —2)* 20, serd 4x | < 2¥2 +2x2_, de donde se llega a que
4x 12 +x )< Y2 ;estoes, x < Y2, Vn. Y también que x —x_;=x_,(2— X2 )2 +x )20
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De todo ello se concluye que (x,) tiene un limite x, que verifica: x = 4x / (2 + x%); o
sea, X = 2, como era de esperar. ,

84 Ahora se pedird que se establezcan comparaciones entre esta sucesién (x ) y la
(v,) definida en (11), y se llegard por simple observacién a que x_=2/v si2<n < g
’ > n n N
Veamo; que dicha relacién se cumple Vn € N*, Para ello basta con demostrar los
dos puntos siguientes:
i) x,=2/v,.
Hagamos constar que tanto si se to
ma X, = 1 com = =
por la ley de recurrencia d 1 ! rminos de o or e
! cia de (x,), los restantes términos de la misma coincidirdn en cual-
quiera de .los.dos supuestos. Por tanto, no hay inconveniente en redefinir la sucesién (x )
como la siguiente: '

xo =l 22 (17)
n=——7— X| =
2 + x4
que slgguiré teniendo su mismo limite, y verifica que x, = 2/v,.
) x,_, =2/v_, implicaque x =2/v . 1
Enefecto, x =2/(1/x _, +x_ /12)=2/(v _ 2+ /v _) =2V, c.qd.

n’
8.5. Con razonamientos andlogos se llega también a que la sucesién:

X' = 2px’n-1  X1=p (18),

p+Xa
converge a Vp , siendop € N—{0,1}, p#m? Vm e N.
Y asimismo que (x”) definida por:

0 Pax’’n-1
X n=-——m—m—mom/1b>-— X,l :p (19)7
p(g-1) +x"1-1

tiene por limite p'4, donde p, g € N —{0,1}, p#m9, Vm e N.
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Estudio de transformaciones lineales de R3 con
Sistemas de Cémputo Algebraico

E. Roanes Macias y E. Roanes Lozano

Dpto. de Algebra. Universidad Complutense

The purpose of this article is to describe how Co‘mpute.r A{ge{arfz. Sysrte/jf”c;zgqﬁj
excellent tools to study linear trcmsformat‘r'm:\.?" (.p‘.'f.) in the '?-df’.”.(-ti.&mf:ﬂ‘g!:;,i.ﬁ.;;;jre m
space (including isometries, similarities and rgj'fmf:ffe-'.\'). .f;':l I.hme 5_‘\5&‘”::“; (:I;f i,‘;,;,{'”-(. ¢lo
develop a package that: a) calculates Emu,ges of points, h.\r,j.. r{.fpjm.f:s_; e ‘.qd} f:.“,.““m_
faces; b) obtains equations of L1. defined in synthetic mode; .() c {;'L\.{ .“"_ H. ;,; , ';;, “;;,,-Ch
“tes the product transformation of the ,-'JJ";{.'I'F'{}H\H"‘.’ {}(:;”}ﬁ:mgj;;f::‘;“::.\ ”u g

2 §ec ist of two lists of points is the tmage of the Jir: 3 5 the g
;;Ilte ;)(o(l;gi;;? l(ijrzers of a giv-fz;; list of poir.zts and I'f.\" :'mnge.. The th>-.r(f.lriplr;gut'::ez;;e!ge pac-
kage is fully explained. Finally, the practical and didactic interest are a .

Resumen

El estudio de transformaciones lineales en c‘I espacio a.i"fn. }‘enl‘ de‘ Lh[l;'tll’lh"tf:::lel:‘::z
(que incluyen los movimicntos, semejanzas y :.lﬁnulmlf-:s) se Iac11|lz} L‘?(‘triwrn ‘Il‘lii‘l 7 s
con los denominados Sistemas de Computo Algebraico. En csu.:s }-’mfﬁnmﬁ :,: Ehicncr
desarrollar un paquete quc automatice var%os procesos, ng uu-n‘ m‘ndln“ m;(“v?(:‘:r.idr.icus !
imdgenes de puntos, listas de puntos (p(lyllgcmules) y pl:!l{lil‘}ll:l.ll)h (‘L L]J p {l‘l‘;?’dcj';nidaq 0
supérficica algebraicas); calcular :t-:cuacm:.lcs dc‘r:r;uli:;‘-:::11!11.;{,:]1;|:§:m‘:2$ c,.:,g_ paréme;ros;

Jintético: clasificar ¢l tipo de transformacion lineal : ar sus
Ela(l)ldz:; 1\ ;Illtrc;r];(f)(l)l;‘rll‘;‘:ién prOdUE[O de las previamente ejecutadas o ﬁ‘u hl:w.c.f'hs‘a;lcz.llc;l;?irc :12-1
transformacion en que se corresponden dos listas de puntos li{ld&fb}. IL[E}IL-T(-.H 111-[?01110 r
mente las figuras original y final consideradas en ,un.a lrmm.fm,'m.uf;mn, in este
describe como conseguirlo y se trata su interés practico'y didéctico.

Introduccion

i i fnr 1 i6n tres
El objetivo de este articulo es estudiar en el espacio afin real de dimension

i es viene - expresio-
(abreviadamente 3D), las transformaciones cuyas ecuaciones vienen dadas por exp
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nes polinémicas de grado uno (lineales), denominadas por ello transformaciones lineales
(abreviadamente t.1.), con ayuda de Sistemas de Cémputo Algebraico.

Se comienza tratando como puede adaptarse el problema geométrico para ser imple-
mentado sobre un manipulador simbdélico (que es lo mds original del articulo). Después
se comenta nuestra implementacion y se muestra una hoja de trabajo o «worksheet», con
el propdsito de motivar al lector a interesarse por la incorporacién de estas tecnologias al
estudio de las t.I. y de otros problemas que se prestan a ello.

1. Ecuaciones de las t.1. del espacio afin 3D

Las transformaciones lineales son aquellas que hacen corresponder al punto de coor-
denadas (x, y, z), el punto de coordenadas (x’,y’,z’), dado por las ecuaciones lineales

X =ay+a x+a,y+a,7, y =aytaX+a,y+a,z, z =aptapX +asy +a,z (n

0, en notacién matricial (con objeto de aprovechar la posibilidad de operar matrices sim-
bélicas que tienen los sistemas de cémputo algebraico),

la a a
01 02 "3
X’=xA ; xX’=(1,x,y’.2") , x=(1,x,y,z) , A= 0 A % A 2
Al 0Oa_ a_a @)
21 S22 “m
Oa’ a~ a
31 “32 733

De entre ellas, las mds interesantes son las biyectivas, por ser las transformaciones pro-
pias del espacio alin, denominadas por ello afinidades, que constituyen el grupo afin 3D.

Un subgrupo importante de este es ¢l formado por las transformaciones lineales que
conservan la razon dc distancias entre puntos homélogos, las cuales conservan la forma
de las figuras, por lo que se denominan semejanzas y constituyen el grupo equiforme 3D.

Finalmente, el subgrupo mds importante del equiforme Jo contituyen las transforma-
ciones que conservan la distancia entre puntos homélogos, denominadas por ello isome-
trias, congruencias o movimientos, que forman el grupo euclideo 3D.

La posibilidad de multiplicar matrices simbdlicas, que tienen los sistemas de cém-
puto algebraico, facilita extraordinariamente la composicién de t.l. y, en consecuencia,
nos decide a utilizar notacién matricial en la adaptacién del problema geométrico para su
implementacién sobre un manipulador simbélico.

1.1, Ecuaciones de los movimientos directos 3D

En el espacio euclideo real de dimensi6n 3, existen tres tipos de movimientos direc-
los (que conservan el sentido): traslacion, rotacién (alrededor de un eje) y movimiento
helicoidal (rotacion seguido de traslacion de vector paralelo al eje de rotacion).
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Por simplicidad de cdlculo, se supondrd métrico el sistema de referencia, mientras

no se explicite lo contrario. ' ’ , )
La traslacion de vector v = (a, b, ¢), tiene por ecuaciones X’ = x +a, y =y + 0,
7’ =7 + ¢, 0 en notacién matricial

X' = xT(v) 3)

La rotacion de amplitud ¢ alrededor del eje z, tiene por ecuaciones: X’ =X - cos(@) +y - sen(Q),
y =-X-sen(®) +y - cos(®), z’ = z, 0 en notacién matricial

0 0 0
cos(g) sen(9) 0 “
1

X = xG(¢) -sen(Q) cos(¢)
0 0

Si el eje de rotacién es la recta que, pasando por el punto O, tiene la direccic’).n del vec’tor
v, entonces basta efectuar un cambio de sistema de referencia, al n}levo sistema X =
{O;w1, w2, w3}, donde w3 es el vector unitario en la direccién y sentido del v, wl es un
vector unitario paralelo al plano z = 0 y perpendicular al vector v,y w2 es el prgducto
vectorial de w3 por wl. Denotando pues B(O, v) a la matriz de dicho cambio de sistema
de referencia, la ecuacién matricial de tal rotacién resulta ser

x’ =x-B(O,v)" - G(9) - B(O,v) (5)

En particular, las rotaciones de amplitud dos rectos en el espacio afin 3D se deno-

minan simetrias axiales. . 3 )
En consecuencia, para el movimiento helicoidal consistente en la rotacién de ampli-

tud v alrededor de la recta que pasando por el punto O tiene la direccién del vector v,
seguido de la traslacién de vector v, resulta la ecuacién matricial

x’ =x-B(O, v)™' - G(p) - B(O,v) - T(v) 6)

1.2. Ecuaciones de los movimientos inversos 3D
Como ya fue probado por Euler (1776), en el espacio euclideo real de dimensién

tres, existen tres tipos de movimientos inversos (que cambian el sentido): r?ﬂexton (res-
pecto de un plano), reflexion con deslizamiento (reflexion seguida de traslacién de vector
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paralelo al plano de reflexién) y reflexidn rotatoria (reflexién seguida de rotacién de eje
perpendicular al plano de reflexién).

Como los dos dltimos son producto de otros movimientos m4s simples, es suficiente
considerar sé6lo reflexiones (junto con las traslaciones y rotaciones de 1.1), para generar
los tres tipos de movimientos inversos. Sin embargo, por su interés practico, es aconseja-
ble considerar separadamente la simetrfa central (respecto de un punto), aunque sea caso
particular de reflexién rotatoria (de amplitud dos rectos).

La simetrfa central de centro el origen del sistema de referencia tiene por ecuacio-
nes: x’ =-x,y’ =-y, z’ = -z, 0 en notacién matricial

x’ = x-H : H= )

Si el centro de simetria es el punto O, de coordenadas (a,b,c), basta efectuar una
traslacion de ejes de coordenadas al nuevo origen O, con lo cual la ecuacién matricial de
tal simetria resulta ser

X’ =x - T(O)y" - H-T(0) ®)

donde Ty H son las matrices (3) y (7).
La reflexion respecto del plano z = 0 tiene por ecuaciones: x’ = x, y =y,2=-7,0
en notacion matricial

®

Siel plano de reflexién es el que, pasando por el punto O, es perpendicular al vector
v, entonces basta efectuar un cambio de sistema de referencia, andlogo al indicado en 1.1
para rotacién cuyo eje no es el z, de modo que, denotando, como allf, B(O,v) a la matriz
de cambio, la ecuacién matricial de tal reflexién resulta ser

X’ =x-BO,v)" - R-B(O,v) (10)

1.3. Ecuaciones de las semejanzas 3D

Puesto que toda semejanza es producto de movimiento por homotecia, para generar
semejanzas es suficiente afiadir sélo las homotecias a las transformaciones bdsicas que
ya han sido tratadas anteriormente.
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