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Convocatoria
de la Asamblea General Ordinaria de 1996

Se convoca la Asamblea General Ordinaria de la Sociedad «Puig Adam» de Profe-
sores de Matematicas correspondiente a 1996 para el dfa 27 de abril de 1996, en los loca-
les de la Facultad de CC. Matemiticas de la Universidad Complutense de Madrid (edifi-
cio nuevo), Ciudad Universitaria, a las 11:30 en primera convocatoria y a las 12:00 en
segunda, con el siguiente

ORDEN DEL DIA

1. Lectura y aprobacién, si procede, del acta de la sesi6n anterior.

2. Informe del Presidente sobre las actividades de la Sociedad

3. Informe del tesorero. Presentacién y aprobacién, en su caso, de las cuentas de
ingresos y gastos,

Eleccién de nuevos cargos directivos, si procede.

Asuntos de trdmite.

6. Ruegos y preguntas.

vk

'Esperamos tu asistencia!!



XTIV Concurso de Resolucién de Problemas
de Matematicas

Convocado por
Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Mateméticas
y Colegio de Doctores y Licenciados en Ciencias y en Filosoffa y Letras
BASES

PRIMERA

Podrén participar en el Concurso los alumnos de B.U.P., E.S.0. y E.P. en tres niveles:

a) Primer nivel: alumnos de 1.°B.U.P,, 3.°E.S.O. y F.P. 1.

b) Segundo nivel: alumnos de 2.° B.U.P.,4.°E.S.0.y 1.°de F.P. IL.

¢) Tercer nivel: alumnos de 3.° B.U.P., 1.° Bachillerato y 2.°y 3.°de F.P. II
SEGUNDA

Las pruebas consistirdn en la resolucién de problemas (los mismos para todos los
concursantes de cada uno de los tres niveles) y se realizardn en Madrid, en un solo dia, el
22 de junio de 1996 a partir de las 10 horas.
TERCERA

Se conceder4n diplomas, acompafiados de los premios correspondientes, a los mejo-
res de cada nivel.
CUARTA

Los Centros que deseen presentar a algunos de sus alumnos (hasta un méximo de

seis) deberén realizar la preinscripcién antes del dfa 22 de mayo de 1996, dirigiéndose
por carta al presidente de nuestra sociedad:

Prof. Javier Etayo Gordejuela
Departamento de Algebra
Facultad de Ciencias Mateméticas
Ciudad Universitaria
28040-Madrid

En esta preinscripcién no es preciso hacer constar los nombres de los alumnos
seleccionados.

QUINTA

Los centros entregardn a los alumnos que envien, credenciales individuales en las
que se haga constar que han sido seleccionados por su excepcional aprovechamiento en
Matemiticas, asf como el curso en que estdn matriculados en el afio académico 1995-96.

Nota: Este Concurso cuenta con la colaboracién de Coca Cola Espana/
|

N



Noticias sobre Olimpiadas Matematicas

X OLIMPIADA IBERO-AMERICANA DE MATEMATICAS
Chile - 1995

La X Olimpiada Ibero-americana de Matemdtica se celebré en la ciudgd de Valpa-
rafso, en los dias 23 al 30 de septiembre de 1995, a continuacién del Simposio Iberoame-
ricano de Ensefianza de las Matematicas en el Nivel Medio. ,

Las prucbas de la Olimpiada se realizaron los dias 26 y 27 y el dia 28 se celebrd la
competiciéon por equipos, mientras se calificaba la Olimpiada. Los cuatro alumnos espa-
fioles fueron acompaiiados por los profesores don Francisco Bellot Rpsado y dqn José V
Aymerich Miralles. Los estudiantes fueron alojados en el Balneario «El Retiro», pro-
ximo a Vifia del Mar. .

Se propusieron, como de costumbre, seis problemas, cuyos enunciados pueden
verse en la seccion de Problemas Propuestos de este Boletin, para resolverlos en dos
sesiones, de cuatro horas y media cada una.

Los organizadores escogieron dos problemas propuestos.por Brasil (1.°y 3.%), doi
por Espaiia (2.° y 5.%), uno por Argentina (el 4.°) y otro por Chile (el 6.°). El problema 5.
resulté el mas dificil y solamente fue resuelto por tres concursantes (un peruano, un
cubano y un colombiano).

Cada problema fue calificado con una puntuacion de 0 a '10, por lo quc cada.alur_nno
podia obtener un maximo de 60 puntos. Se acord$ que a partir dp la préxima Olimpiada
Jos problemas se calificardn de 0 a 7 puntos, como en la Internac1ongl. . '

Desde el principio se supo que la prueba iba a resultar muy diffcil y efectlva’mente
la médxima puntuacién alcanzada por un participante fue de 43 puntos. PF)r esa razon, las
medallas de oro se otorgaron a partir de los 34 puntos, las de plata a partir de los 21 y las
de bronce de 11 en adelante.

Los estudiantes espafioles tuvieron los siguientes resultados:

Angel PEREDES GALAN 33 puntos MEDALLA DE PLATA
Jerénimo ARENAS GARCIA 21 puntos MEDALLA DE PLATA
Jaume ANDREU PASCUAL 17 puntos MEDALLA DE BRONCE
Luis FABIANI BENDICHO 10 puntos

Recordaremos que todos ellos obtuvieron medalla de oro en la tltima O. M. Esp/a—
fiola; Angel Paredes Galan, clasificado por Santiago de Compostela, obtuvo tarf\blen
medalla de bronce en la XXXVI O. M. Internacional y Jer6nimo Arenas Garcna,’ de
Sevilla y Luis Fabiani Bendicho de Zaragoza, tuvieron mencién honorifica en esa Olim-

piada. Jaume Andreu Pascual, de Baleares quedd en cuarto lugar entre los espafioles en
la misma.

Aunque la Olimpiada Ibero-americana es individual, los paises que obtuvieron
mayores puntuaciones globales fueron Argentina (133),Colombia (102), Brasil (95),
Uruguay (87), Espaiia (81), Pert (78), Chile (72) y México (46).

La Copa Puerto Rico, que premia al pafs con mayor progresién en las tres tltimas
olimpiadas, fue ganada por Uruguay.

La préxima Olimpiada Ibero-americana tendrd lugar en Costa Rica, en septiembre
de 1996. La de 1997 se celebrard en Portugal, si este pais confirma su aceptacion, o de lo
contrario, en México.

XXXII OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA
Primera Fase (Madrid)

Las pruebas de la PRIMERA FASE de la «XXXII Olimpiada Matemdtica
Espafiola» correspondientes al curso 1995-96 y a los distritos de Madrid, se han cele-
brado en los dias 1 y 2 de diciembre de 1995.

Esta Olimpiada estd organizada por la Real Sociedad Matemdtica Espariola, bajo el
patrocinio de la Subdireccion General de Becas y Ayudas al Estudio. Podfan participar
en ella los alumnos matriculados en C.0.U., en el iltimo curso de Formacién Profesional
de segundo grado, 2.° curso del 2.° ciclo de Bachillerato Experimental (Reforma), tercer
curso de B.U.P. y 1.° y 2.° curso del bachillerato ..O.G.S.E.

Como es sabido, esta Olimpiada se desarrolla en dos fases: la Primera tiene lugar en
los distintos distritos; este afio, tres de ellos corresponden a la Comunidad de Madrid,
que cuenta con cinco Universidades estatales, ademas de las privadas; los tres ganadores
de cada distrito son propuestos a la Subdireccién General de Becas y Ayudas al Estudio,
a través de la R. S. M. E., para la concesién de un premio en metdlico y son invitados a
participar en la Segunda Fase. Los mejores clasificados en ésta, ademds de recibir los
premios correspondientes, servirdn de base para formar los equipos que representardn a
Espaifia en las proximas olimpiadas internacionales.

La mencionada Segunda Fase se realizard en Tarragona los dias 22, 23 y 24 de
febrero de 1996.

Como de costumbre, las pruebas se desarrollaron en dos sesiones de cuatro horas de
duracién cada una, en las que se propusieron ocho problemas, cuyos enunciados pueden
verse en nuestra seccién de Problemas Propuestos de este mismo Boletin. Estos proble-
mas son los mismos que se propusieron simultdneamente en la mayor parte de los distri-
tos espafoles.

Las pruebas de los tres distritos que corresponden este afio a todas las Universida-
des de nuestra Comunidad, se realizaron conjuntamente, y a ellas concurrieron 61 alum-
nos de los 65 inscritos. Este nimero es notablemente inferior al registrado en los tres



afios anteriores; sélo en en el de 1991, en que se dieron circunstancias especiales, se tuvo
una participacién inferior.

Cada problema se calificé con un maximo de 10 puntos, por lo que habia una posi-
bilidad tedrica de obtener 80 puntos. A la escasa participacién se unié un nivel medio de
preparacién de los asistentes inusualmente bajo, lo que motivé el que mds de las dos ter-
ceras partes de ellos no superaron los cinco puntos en total. En consecuencia, los tribu-
nales calificadores se vieron en la obligacién de dejar desiertos tres de los nueve premios
que les correspondia adjudicar y seleccionar s6lo a seis alumnos, en total, para pasar a la
segunda fase.

Damos a continuacién los nombres de los alumnos premiados en los distritos de
Madrid A, B y C, ordenados por puntuaciones decrecientes:

1.° A. - D. Tomas PALACIOS GUTIERREZ,

del C.0.U. del 1. B. «Cardenal Cisneros», de Madrid .............. 30 puntos
1.° B. - D. Miguel FARDON PERLINES,

del C.0.U. del L. B. «Cardenal Cisneros», de Madrid ................ 27 puntos
1.° C - D. Alvaro GRANADA SANZ,

del C.0.U. del Colegio « JOYFE» de Madrid........ccoooieiniens 20 puntos

2.° A - Diia. Ana Isabel RUIZ GONZALEZ,
del C.0.U. del Colegio «Santo Tomds de Aquino» de Alcald de

HEMATES 1eoovvereeivverneeeiiressiiaaisiaiaidsiiissssons shratsvhnibaiss s i snas sarysnsy 19 puntos
2.° B - D. Javier Basilio PEREZ RAMAS,
del C.0.U. del Colegio ALKOR de Alcorcén (Madrid).............. 17 puntos
2.° C - DsAngel NUNEZ MENCIAS,
/{ de 3. de B.U.P. del I. B. Avenida de los Toreros de Madrid...... 14 puntos

N

Lamentablémente, no participé en esta Olimpiada ninguno de los ganadores del
Concurso de Resolucién de Problemas de nuestra Sociedad de 1994, en su nivel de Ter-
cer Curso. Se presentaron, en cambio, algunos de los ganadores en el nivel de 2.°, que
ahora cursan tercero de B.U.P., pero no alcanzaron puntuaciones suficientes para ser pre-
miados. Puede comprobarse que los Centros de procedencia de los alumnos premiados
son, en su mayoria, los mismos afio tras afio, lo que es prucba de que realizan una enco-
miable labor de estimulo y preparacién, que de ser imitada por otros, no tendriamos
resultados tan decepcionantes como el el que comentamos hoy.

Algunos de los problemas propuestos eran, sin duda, un poco mds dificiles que los
de otros afios, pero eso no explica totalmente los pobres resultados obtenidos. No apare-
ci6 ninguna solucién correcta de los problemas propuestos, salvo del 1.%, que fue resuelto
por cuatro alumnos. Damos a continuaci6n las puntuaciones medias alcanzadas, en cada
uno de los problemas (el maximo era de 10 puntos), por todos los participantes y por los
seis premiados:
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Problema n.’ 1.° 2.° 3.0 4.° 5.° 6. 7.° 8.°

Puntuacién media:
de todos: 0,9 0,5 0,5 0,4 0,5 0,6 1,2 0,7
de los premiados: 43 2,5 1,5 0,8 2,8 2,2 5,0 2,0

Nuestra enhorabuena a los premiados y a los profesores que los han preparado.

Corrigenda

XXXVI OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICAS
Canada 1995

Lamentamos el error que, por un fallo en la informacién, se deslizé en el dltimo
niimero de este Boletin, dando cuenta de que los representantes espafioles habfan obte-
nido una medalla de bronce y dos menciones honorificas. Afortunadamente el niimero
de menciones honorificas fue de tres, ya que también la recibié Jaurne ANDREU PAS-
CUAL, de Barcelona (4.° clasificado en la XXXI O.M.E.), debiendo afiadirse, por tanto
« M. H.» en la linea correspondiente a ese concursante.
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Algunos problemas relacionados
con los polinomios de Lucas y de Pell

Juan Bosco Romero Marquez
Benito Hernindez Bermejo

Instituto de Bachillerato «Isabel de Castilla». Paseo de San Roque s/n. 05001 Avila
Departamento de Fisica Fundamental. Universidad Nacional de Educacion a Distancia.
Apartado 60.141. 28080 Madrid

Resumen

En este articulo recopilamos algunos de los resultados desarrollados en [1] sobre
los polinomios de Lucas y de Pell. A su vez, algunas relaciones pueden ser
reescritas bien utilizando la funcién determinante o bien la funcién permanente
de una matriz, segin el caso, con los nimeros de Fibonacci, Lucas o Pell.

Este trabajo resume los distintos articulos que aparecen en [1] y genera-
liza los resultados propuestos sobre los niimeros de Fibonacci y Pell publicados

recientemente en este Boletin [2].

1. Introduccion

Es bien conocido que los nimeros de Fibonacci no sélo son importantes en
diferentes tépicos de la Matemadtica, sino que los mismos también se aplican en
diversos campos de las Ciencias Aplicadas y la Ingenieria (ver la Bibliografia).
Es, no obstante, notable la falta de referencias que existe a este respecto dentro
de la produccién matematica espafiola.

A modo de aproximacién a este tema, y también como resumen, vamos a
utilizar en primer lugar el libro [1] donde encontramos, como un survey o recopi-
lacién, un conjunto interesante de propiedades sobre los nimeros de Fibonacci,

de Pell y, por ende, de Lucas.

1.1. Conceptos y resultados previos

El articulo de Nguyen-Hun Bong [1] estudia, siguiendo a Estringer y Slater, el

problema de la diseminacién de la informacién a través de las lineas telegraficas.
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Para ello se introducen los nimeros R(k,n) que satisfacen la siguiente relacion

de recurrencia:
R(n,k) = kR(k,n— 1)+ R(k,n—2), R(k,0)=0, R(k,1)=1, (1)
donde k > 1 y n > 2 son enteros. En particular:

e Para k = 1 tenemos R(1,n) = F,, los nimeros de Fibonacci, ya que (1)

se reduce a:
F, = 1+ Fp_e, Yy =Fy=1, Fp=0. (2)

e Para k = 2 tenemos R(2,n) = Pn, que son los nimeros de Pell y vienen

dados por la relacién de recurrencia siguiente:
PnZQPn_l-i-Pn_z,Po:O,Pl:l. (3)

En todo lo que sigue recopilamos los resultados elementales mas relevantes
sobre los numeros R(k,n), definidos en (1). Expondremos las interrelaciones
entre ellos y una multitud de resultados que se pueden obtener, asi como otros
resultados particulares sobre los niumeros de Fibonacci, Pell y Lucas.

Comenzamos con el siguiente teorema, que es fundamental en todo lo que

sigue:

Teorema 1 Sean k y n enteros, k,n > 0. Entonces:

1.
k> R(k,p) = R(k,n+ 1)+ R(k,n)— 1. (4)
p=0
2. .
k> R(k,2p—1) = R(k,2n) . (5)
p=0
3. .
> R(k,2p) = R(k,2n+1) — 1. (6)
pr=0
4

Rk, 2n)=> &k ( " ) R(k,p) . 7
(k2 =3 (7)) ren ™)

13



5.
R(k,2n+1) = an:R(kJn— 2p) + R(k,1), R(k,0)=0, R(k,1)=1.
=0
’ (®)
6. .
n = +1 n+ 1
R(k,2n + 1) 1+pz=%k" <p+1>R(k,p). (9)
7. .
k> R*(k,p) = R(k,n)R(k,n+1). (10)
p=0

Demostracién: ver [1], pp. 1-13.

Corolario 1 Se deducen las siguientes relaciones bien conocidas para los nime-
ros de Fibonacci y Pell, respectivamente:

1.
n 7
n n
F2n=z<p>Fp, P2n=22”(r)13, (11)
p=0 r=0
2.
Fy 1=1+Zn: n+1 F p. =1+Z":2r+1 n—+1 P
n+4 = p+1 P 2n41 « r 4 1 r
=i =
(12)
3. . .
F2=FnFn41, 29 P2=P,Pop (13)
p=1 r=1

1.2. Expresién analitica para R (k,n)

Lema 1 Sea Ri(t) la funcidn generairiz ordinaria para la sucesién R(k,n),

donde k es fijo. Entonces:

t
B =1

Se comprueba de manera consistente que si ponemos en la tltimarelacién k = 1,
obtenemos la funcién generatriz de los nimeros de Fibonacci.
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El resultado anterior se sigue de la relacién de recurrencia para R(k,n)
(punto 1 del Teorema 1):
Ri(t) = > R(k,n)t" = Ry(t) —t = thRi(t) + t*Rx(?)
n>0

Teorema 2

T [(Hm) _(1«-\/2@?) ]z

VEZ+4 2
(1) (3) e (3) s oo

Nota: Es claro que podemos considerar a R(k,n) como un polinomio de
grado n — 1 sobre el anillo de factorizacién Z.

Podemos probar también las siguientes propiedades:

1. Si ponemos k = 2 en (14), tenemos para n > 1 que los nimeros de Pell se

escriben también de la forma:

R(2,n)=(?)+2(g)+22(g>+... =

[(n—1)/2] n '
— r
P= 3 (ah1)7 0 m2t,

r=0
donde [z] denota, como es usual, la parte entera de z.

2. Tenemos ademds las férmulas bien conocidas para los nimeros de Pell y

Fibonacci, respectivamente:

R(k’n) - z;(zl—l)/Z] ( ;:f )kn—2p+1 , 4
R(k,m) = S/ (7T et

P, = Y=/ ( n—r—1 ) gn-r-1 |

r
S s Rl G (15)
Ahora, sea a = (k + VEk2 +4)/2, (a > 1). Entonces a=! = —(k —

VkZ +4)/2, y (14) se escribe:

R(k,n) = [a® + (—=1)"*1a~"] (16)

1
VE2+4

15



n—1

n>2, k>1
an

En particular, tenemos las siguientes acotaciones para los nimeros de Pell

3

<k+ x/2k2_+—4)n_2 < R(k,n) < <——’“+ ‘gm)

y de Fibonacci:
L+V)" 2 < P, <(14+V2)"' |

<1+2\/5> B 2 <1+2x/'5) B

1.3. Otras propiedades interesantes de R (k,n)

Recopilamos en el teorema que sigue otros resultados sobre R(k,n) y, en par-
ticular, sobre los ntimeros de Fibonacci y Pell, los cuales se prueban utilizando
las propiedades de recurrencia de los nimeros R(k,n) y el método de induccién.

Teorema 3 Se cumplen las siguientes relaciones:

1. 5 n
R(k,2n) = R(k,2) (Z R(k,2r — 1)) =k» R(k,2r—1), n>1
r=1 r=1

En concreto esta propiedad se pariiculariza en las dos ya conocidas para
los nidmeros de Fibonacct y Pell, respectivamente:

F2n e F1+F3+F5+-~-+F2n—11n21
Py, = 2(P1—|—P3+P5+...+P2n_1), n> 1.
2.
n
R(k,3n) = (k2 +1)> k" ""R(k,3r—2), n>1
r=1
Particularizando como en el caso anlerior, oblenemos expresiones para
Fan y Pap, respectivamente.
8. Parap > 2:
n
R(k,pn) = R(k,p) Y _ (R(k,p—1))""" R(k,pr— (p— 1)),  (18)
==y
y, en particular, " N
B = B3 Fpgen s 922
=1
rﬂ
Pyp = PJZP:——ersr—(s—l) , §2>2
r=1

son los correspondientes resultados para los nimeros de Fibonacci y Pell,
respectivamente.
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4. R(k,p) | R(k,pn), y, en particular, para los nimeros de Fibonacci y Pell
tenemos que Fy | Fpyp, Pr | Por.

&

1 " " a™ — b
k4 VEET+4 b_k—\/lc2+4
- 2 T 2

a+b=k, a—-b=+vVk?24+4, 14+ab=0.

6. R%(k,n) + R?(k,n — 1) = R(k,2n — 1). Particularizando como antes, si
hacemos k =1 y k = 2, respectivamente, tenemos las siguientes relaciones

conocidas para los nimeros de Pell y Fibonacci:

F2+F2 =Fu_1, PI+P’_ =P

7.
R*(k,n+ 1) — R*(k,n — 1) = kR(k,2n) (20)
F73+1 - Frf—1 = Fo, , P3+1 - Pr?—l = 2P
8.
kR(k,2n—1)= R(k,n)R(k,n+ 1) — R(k,n — 2)R(k,n— 1), (21)
Fopn—1 = FnFn+1 —FpoFh y 2P, 1= PnPn+1 —Pn_2Pn
9.
R(k,m+n)= R(k,m)R(k,n+ 1)+ R(k,m — 1)R(k,n), n>1, (22)
Fn+m =Fn—1Fm +FnFm+1 ) Pn+m :Pn—lpm+Pan+1
10.
R(k,m+ n) > R(k,n)R(k,m),
Fn+m>FnFm, Pn+m>Pan (23)
11. m
R(k,nm) > R™(k,n) (24)

1.4. Region de convergencia para la funcién generatriz de los nimeros R (k,n)

En virtud de la relacién de recurrencia (1) por la que se definen los numeros

R(k, n), podemos escribir:
kR(k,n)R(k,n+2) — kR*(k,n+1) =
—kR(k,n—1)R(k,n+ 1) — R(k,n— 1)R(k,n) + R(k,n+ 1)R(k,n) (25)
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Si definimos
S(k,n) = kR(k,n—1)R(k,n+1)+R(k,n—1)R(k,n)— R(k,n+1)R(k,n) , (26)
entonces por la relacién de recurrencia de R(k, n) probamos que:
S(k,n)=(-1)S(k,n—-1) = S(k,n)=(-1)"% (27)
De (25) y (26) tenemos:
R(k,n)R(k,n+2) — R*(k,n+ 1) = (-1)"*! | (28)

lo cual prueba que (R(k,n), R(k,n4 1)) = 1, es decir, son coprimos.
En particular, para los numeros de Fibonacci y Pell tenemos, respectiva-

mente:

FonFnyo _Ff?+1 = (_1)n+1 = (Fn,Fanq1)=1;
PaPpya— Pl = (1" = (P, Pag1)=1.

Se cumple ademas la siguniente acotacién:

R(k,n+1)

—_——t 2
1< %RGn) <% (29)
verificdndose, asimismo, la relacién:
. R(k,n-1)
o= lm R
donde
A
a—1=—1-, k2a? —k2a—-1=0, a=L~Lﬂ, a>0, o =S,
k2c 2 k

Por consiguiente,

Y R(k,n+ 1)tr+t
oo | R(k,n)tn

—k+VE2+ 4

— -1 _
=a|t|<l, |ti<at= 3

En particular,

= -1++6
F@ty = ZFnt"<oo, |tl<——2—-,
n=0
o
P(t) = Y Pat"<oo, |t|<vV2-1.
=0
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2. Los mimeros de Lucas y algunas propiedades de R (k,n)

Congideremos ahora la sucesién siguiente: 2,1,3,4,7,11,18,29..., que verifica

la relacién de recurrencia:
Ln+1 =Lp 1+ Lp_s, Lo=2 , L1 =1. (30)

Si ahora comparamos esta sucesién, que define a los nimeros de Lucas L,, con
la sucesion que define a los nimeros de Fibonacci Fy: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,. ..,

entonces tenemos:
Lp=Fpo1+Fha, n2>21, Ly =2,
resultado éste que puede ser probado de forma inmediata poniendo
G,=Gpn-14+Gp—2, n>2,
y derivando desde la relacién de recurrencia de los niimeros de Fibonacci que
Gn=0Gnei1+Gn_2, Go=2, G1=1.
Podemos definir, para & > 1,
L(k,n) = R(k,n—1)+ R(k,n+1), n>1. (31)

Entonces, por (1) y (31), obtenemos la siguiente relacién de recurrencia, para
k>1:

L(k,n)=kL(k,n—1)+L(k,n—2), n>2, y
L(k,0)=2, Lk,1)=F. (32)

Como antes, sabemos que:

a® — b

R(k,n) = gy

donde
o= k+vk2+4
=,
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¥ (32) se escribe en la forma

L(k,n) = - i b[a"'1(1 +a?) =711+ %)) =a” +b"

1 n n—2rrp2 r
= F;(2r>k (k% +4) . (33)
r>0

Por tanto, en particular para & = 1:

1 [n/2] n
r
Ln=2n—-12<2r)5- (34)
r=0
Se pueden probar también los siguientes resultados:

1.

L?(k,n) — (k% + 4)R%(k,n) = 4(—-1)" (35)
(L(k,n), R(k,n)) =1, n > 1, L(k,n), R(k,n) impares y coprimos.
(L(k,n), R(k,n)) = 2, n > 1, L(k,n), R(k,n) pares.

2. Si m y n son enteros, y d = (m,n) = m.c.d. (m,n) = rm + sd, entonces:

(R(k, m), R(k,n)) = R(k,d) . (36)

En particular, si m y n son coprimos, esto es, primos entre si, d = 1, entonces

se verifican las siguientes relaciones:

1.
(R(k,m), R(k,n)) = R(k,1) , 37)

R(k,m)R(k,n) | R(k,mn) . (38)

M4s atn, se tienen los siguientes resultados sobre la divisibilidad de los ntimeros

de Pell y Fibonacci, respectivamente:

(Pm,Pn)=11 PmPnl-Pmn, (m’n)=1'
(Fm,Fn)=11 Fanlan, (m,n)=1.
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3. Conclusiones, generalizaciones, comentarios y problemas
3.1. Algunas conclusiones y generalizaciones

Como primera conclusién tenemos:

R(k,n) = kR(k,n—1)+ R(k,n—2), n>2
R(k,0)=0, R(k,1)=1, (39)

en la forma:

ra(z) = erp—1(z) + rp-2(x) , n>2
ro(2) =0, m(z)=1, (40)

cuya solucién es, por (15), el polinomio

ra(2) = Z

p=0

[(n—1)/2] n—p—1
Pl 41
(") , (41)

que como puede verse es un polinomio de Fibonacci.

Estos nimeros se utilizan en diferentes partes de las Ciencias Aplicadas e
Ingenieria, ver [1], y constituyen una generalizacién 1til, en cuanto a su estudio
y propiedades, de los nimeros de Fibonacci, Lucas y Pell, con los que estan
intimamente relacionados, dado que éstos son casos particulares de aquéllos.

Por otra parte, J. Riordan considera un polinomio similar al definido en (41),
¥ que denota como sigue:

up(z) = [nz/z]( to ) 2P (42)

p=0
debido a su asociacién con las relaciones de Chebyshev:

sen(n -+ 1)0

Sont , &T=cosb . (43)

up(z) =

Puede probarse que el polinomio definido en (42) verifica la siguiente relacién

de recurrencia:

Un (2) = tp_1(2) + Tun—2(z) , n > 2,
UQ((I?) =1 s ul(:c) =1 y (44)
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cuya iteracidén permite llegar a
tngm () = tn (@)t (2) + Tt 1 (2)n 1 (3)

desde la cual puede obtenerse la interesante identidad de tipo combinatorio:

(") = 2l ) ()
(rrY(mrzn)]

Otras identidades similares, curiosas y utiles, pueden obtenerse para los nimeros
R(k,n).

En el articulo de A. F. Horadam y B. J. M. Mahon, “Convolutions for Pell
Polynomials” [1, pp. 55-80], se estudian otros tépicos interesantes sobre los
numeros de R(k,n), Fn, Ln, P, y algunos otros tipos especiales de numeros que
alli se tratan. También se estudian los polinomios de Lucas, Pell-Lucas, Gegen-
bauer, Chebyshev, Humbert. Con las funciones hipergeométricas se obtienen,
como casos particulares, los polinomios de Legendre, Jacobi, Laguerre, Hermite,
Pincherle, etc. A partir de estos dltimos obtenemos, como casos particulares,

los polinomios de Pell:
Po(2) =Pn (3, 2,1, =172, 1) . (46)

Los ntimeros de Fibonacci F,, también se obtienen como casos particulares, con

x = 1/2, y estdin dados por:
/2,
Fap1=Pn (2,1/2, -1, =1,1) = > ( f ) " (47)
k=0
3.2 Los polinomios de Pell P,(z) y de Pell-Lucas Qn(z)
Definimos los polinomios de Pell P,(z) y de Pell-Lucas Q,(z) como sigue:
Pry2(z) = 22Ppii(e) + Pa(z), Po(z) =0, Pi(z) =1, (48)
Qn+2(m) - 2"I:Qn+1(x) + Qn(w) 3 Qﬂ(x) =2, Ql(a‘) = 2z . (49)

Las funciones generatrices para las sucesiones de polinomios { Pn(x)} ¥ {Qn(z)}

son, respectivamente:

(1-2zy—y*) ' = ZP,.H(:c)y" . Z P.(z)y™ 1, (50)

=0
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2z + 2y)(1 — 22y — y*) ' = iQ,-.H(:c)yr . (51)

=0

Las férmulas explicitas para dichos polinomios son las siguientes:

[(n=1)/2]
Po(z)y= > ( n—m-—1 )(295)"-2”“1 , n> 0. (52)

m
m=0

Qn(z) :%? i ( nem ) (22)"~2™ | n > 0. (53)

n—m
m=0

De forma analoga, se tienen las férmulas de Binet:

o
Bl = oy /3

T @@ ="t (54)

donde o y B son las raices de la ecuacién t2 — 2tz — 1 = 0, las cuales verifican

las relaciones:

a=z+vVz2+1l, f=z—+Vz2+1 (55)
a+f=2zr, af=—-1, a—F=2vVz?+1 (56)

3.3 Algunos problemas relacionados con los tépicos ante-
riores

Presentamos a continuacién una. breve selecciéon de problemas sobre los ntiimeros
de Fibonacci, Lucas, Pell, R(k,n), y sobre los polinomios de Pell y Lucas-Pell
utilizando, entre otras, las funciones determinante y permanente de una matriz.

Dada una matriz A con coeficientes reales a;;, 1 < ¢,j < n, podemos definir

el determinante y el permanente de dicha matriz como sigue:

detA = Z(—l)i(a)ala(l)ago(g) e Bno(n) i
o

perA e Zala(l)aw(g) c++8no(n)

donde ¢ recorre todas las permutaciones del conjunto {1,2,...,n}, e (o) es
el nimero de inversiones de la permutacién o. Para ver detalles sobre sus
propiedades, significados geométricos y diferencias entre ambas, pueden consul-
tarse [16-22].

Pasamos a enunciar los problemas:
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1. Utilizando la funcién generatriz de los nimeros R(k,n), evaluar el deter-

minante y el permanente de las matrices siguientes:

R(k,n) R(k,n+1)>
(@) R(k,n+1) R(k,n+2)

R(k, R(k,n+1
(®) ( R(kfn—?—)Q) ng,z+3g)

R(k,n) R(k,n+1) R(k,n+2)
(c) ( R(k,n+1) R(k,n+2) R(k,n+3) )
R(k,n+2) R(k,n+3) R(k,n+4)

9. Idénticos problemas a los anteriores para los polinomios de Pell y Lucas-
Pell.

3. Probar que se tienen las relaciones siguientes:

FnFpipis — FnpaFrapya = (—1)" ' Fpyz, p20, n>0.
n
Fpn+q=2( TI: )F:F;:lka+q, PZl,QZO
k=0

n
LP"+9=Z( ;: )F:F;:lkl’k+q’ PZl,QZO

k=0
4, Calcular:
e lim R, Rp=2B2_Sh ,5g
n—oo” ' —Lr1+Fn’ =7
. oly, — B,
- >0.
n'h—lfloo Sn ' Sﬂ G‘Ln -+ ,GF" P = 0

5. Sea m un numero natural. Via el algoritmo de las fracciones continuas,
definimos la sucesién siguiente de la que se calculard su limite:

) :

Generalizar para todos los numeros naturales que se obtienen al transfor-
mar el orden de sus cifras mediante una permutacién o, arbitraria, del
conjunto de los nimeros 1,2, ...,n. Esto es, la sucesién siguiente definida
via las fracciones continuas:

o(N) = Ny = ao(1)a0(2) - - - Ba(n)
:D]_(Na) = [a‘d'(l)) Ao(2)r e aa(n)] Yo

Emi1(No) = 21(Ny) + m>1.

1
zm(Ng) '

7. a) Seaz = 0. a, a = 1,...,9 un nimero racional periédico. Mediante

el algoritmo de las fracciones continuas, calcilese el limite de la siguiente

sucesién:
zi(z) =a a:(:c)—a+-1- m(m)—a+-1— n>2
1 - ’ 2 = 2 3 ey n = wn—l(w) ) = .

b) El mismo problema anterior, cuando z es el niimero racional periédico

siguiente:

bl)z=0.ab, a#b, a,b=1,2,...,9, donde:
T —a+-1- =a-+ >1
1= 5 Ot b+#,7¢_

b2) ®# = 0. ba, ¢ = 0. aad, x = 0. aba, x = 0. baa, a # b, a,6=1,2,...,9.
b3) z =0.abe, a# b, a#c, abec=1,2,...,0.

. ., ~
¢) Y la generalizacién para z = 0. a; ... an:

:c1=[a1,...,an],mn+1=m1+;—,nzl.
zi1(n)=n, emp(n)=n+ , m>1. n
zm(n) ) . _
Como comentario final de este articulo, podemos decir que muchas de las
6. Sea N = ajaz...a, un nimero natural arbitrario con digitos a;, ¢ = relaciones aqui descritas pueden ser demostradas mediante técnicas matemadticas

1,2...n, no todos iguales y ninguno nulo. Via el algoritmo de las frac- diversas que van desde el uso de la induccidn a las funciones generatrices, todas

ciones continuas construimos la siguiente sucesién de nimeros racionales ellas de amplio uso en el campo de la matematica discreta.

como sigue, y de la que se calculard su limite: También existen diversas investigaciones sobre Geometria, en las cuales

aparecen los nimeros de Fibonacci, Lucas, Pell y otros. Por ejemplo, ver [23]

1
= e = —_— >1. . . 5 .
21(N) = [ar, 82,1 an] , Emaa(N) = 2(N) + zm(N) '’ m 21 para un estudio de poligonos tipo Fibonacci.
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Transformaciones lineales
con sistemas de computo algebraico

E. Roanes Lozano y E. Roanes Macias

Dpto. de Algebra. Universidad Complutense

Introduccion

Los grupos de transformaciones geométricas constituyen desde F. Klein uno de los
capitulos fundamentales de la Geometria. Nos ocupamos aquf del grupo de transforma-
ciones del plano afin real cuyas ecuaciones vienen dadas por expresiones polinémicas de
grado uno (lineales), que incluyen los movimientos, semejanzas y afinidades. La tecno-
logia computacional permite hoy automatizar estas transformaciones con dos objetivos:
utilitario y didéctico.

Con anterioridad ya habfamos realizado implementaciones de movimientos y seme-
Jjanzas con aritmética de coma flotante. La primera aparecié en el nimero 9 de este bole-
tin [RR1] y fue mejorada en [RR2]. La segunda, que aprovechaba nuestra implementa-
cién [RR3] de la «Turtle Geometry», fue desarrollada para el capitulo 1 de [RR4] y
difundida en [RR7].

Las implementaciones en coma flotante permiten trabajar con aproximaciones deci-
males, cuyas aparentemente pequefias imprecisiones conducen, a veces, a error, a la hora
de clasificar una transformacién geométrica. Ademds no permiten manipular directa-
mente las ecuaciones simbélicas de las transformaciones, ni sus expresiones matriciales,
ni los objetos geométricos definibles mediante expresiones polinémicas.

Por el contrario, la posibilidad de multiplicar matrices simbélicas, que tienen los
sistemas de cémputo algebraico, facilita extraordinariamente la composicién de transfor-
maciones lineales. Ello, unido a la difusién de estos manipuladores simbdlicos, nos ha
decidido a realizar este trabajo. Con él se pretende:

a) presentar estas transformaciones de modo apropiado para ser directamente
implementadas por los usuarios de estos sistemas (apartados 1 a 4);

b) mostrar como funciona la implementacién que nosotros hemos desarrollado
sobre el sistema Maple V3, que puede as{ servir de ejemplo (apartado 5);

¢) resaltar su comodidad de utilizacién sobre una hoja de trabajo o «worksheet», asf
como su interés practico y diddctico (apartados 6 y 7).
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Notemos que la implementacién de transformaciones de semejanza contenida en la
libreria «Euclidean Geomeltry» de Maple es bien distinta de la nuestra, pues, ademds de
realizar como aquella los cdlculos en aritmética exacta de la imagen de un punto, ofrece
otras muchas prestaciones, como se verd.

Una primera versién de la implementacién que hemos desarrollado, y con unos
objetivos mucho mds modestos, ya fue presentado al I Congreso de Usuarios de Maple
[RRI].

1. Transformaciones lineales en el plano afin

Las transformaciones lineales son aquellas que hacen corresponder al punto de
coordenadas (x,y), el punto de coordenadas (x’,y’), dado por las ecuaciones lineales

x’=al2+a22.x+a32.y,y’=al3+a23.x+a33-y H

0, en notacién matricial,

1 al2 al3
x'=xA;x’ =(1,x,y’), x=(L,x,y), A= | 0 a22 a23 2)
0 a32 a33

El conjunto de estas transformaciones es un grupo respecto de su composicién o
producto.

Las transformaciones lineales mds interesantes son las biyectivas, que son las trans-
formaciones propias del espacio afin, por lo que se denominan afinidades. Forman el
grupo afin del plano.

Un subgrupo importante del afin lo constituyen aquellas transformaciones que con-
servan la razén de distancias entre puntos homdélogos, esto es, tales que para cuales-
quiera puntos, Py Q, sus imégenes, P’ y Q’, verifican

dist(P’,Q’)/dist(P,Q) = constante 3)

En consecuencia, estas transformaciones conservan la forma de las figuras, por lo
que se denominan semejanzas. Forman el llamado grupo equiforme.
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Un subgrupo importante del equiforme lo contituyen las transformaciones que con-
servan la distancia entre puntos homélogos:

dist(P’,Q’) = dist(P,Q) )

llamadas isometrias, congruencias o movimientos. Estas forman el grupo euclideo.

2. Generacion de transformaciones lineales
Hay cuatro modos de determinar transformaciones lineales:

a) por sus definiciones sintéticas (traslaciones por su vector, reflexiones por su eje,
homotecias por su centro y razén, etc);

b) por sus ecuaciones;

c) como transformacién en que se corresponden dos figuras homoélogas;

d) como producto de otras transformaciones previamente definidas.

En principio, disponiendo de un manipulador simbélico, es tentador el hacer uso
exclusivo del modo b), pero asumimos la conveniencia de simultanearla con las otras
tres, por razones préicticas y diddcticas.

Por simplicidad de célculo, se supondrd métrico el sistema de referencia, mientras
no se explicite lo contrario.

~

2.1. Generacién de movimientos: traslaciones, rotaciones y reflexiones

En el plano sélo existen cuatro tipos de movimientos: traslaciones, rotaciones, refle-
xiones y reflexiones con deslizamiento (teorema de Chasles). Estas tltimas se reducen a
producto de reflexién por traslacién de vector paralelo al eje de reflexion, por lo que es
suficiente considerar sé6lo las tres primeras como transformaciones bdsicas para generar
cualquier isometrfa.

La traslacidn de vector (a,b), tiene por ecuaciones. x’= x + a, y’=y + b, 0 en nota-
cién matricial

1ab
x=xT; T=[010 (5)
001

La rotacién de amplitud ¢ con centro en el origen de coordenadas, tiene por ecua-
ciones: x’=x - cos(Q) + y - sen(@), y’=—x » sen(®) + y - cos(¢), 0 en notacién matricial
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1 0 0
x’=xG; G=| 0 cos(p) sen(®) (6)
0 -—sen(g) cos(®)

Si el centro de rotacién es (a,b), basta realizar una traslacién de ejes de coordenadas
al nuevo origen (a,b), con lo cual resulta

x’ =xT'GT @)
donde T y G son las matrices (5) y (6).

La reflexidn cuyo eje es el de abscisas tiene por ecuaciones: x’ = X, y’ = -y, o en
notacién matricial

1 00
xX=xR; R=[0 10 (8)
0 0 -1

Si el eje es la recta que pasando por el punto (a,b), tiene inclinacién ¢ respecto del
eje de abscisas, basta realizar una traslacién de ejes al nuevo origen (a,b), seguida de una
rotacién de ejes de dngulo @, resultando

= x(GT)'R(GT) ®

donde T, G y R son las matrices (5), (6) y (8). Si el eje viniera dado por su ecuacidn,
bastarfa determinar uno de sus puntos y el dngulo de su pendiente, para reducirlo al caso
anterior.

2.2, Generacién de semejanzas: homotecias

Puesto que las semejanzas son producto de movimientos por homotecias, es sufi-
ciente considerar sélo traslaciones, rotaciones, reflexiones y homotecias como transfor-
maciones bdsicas para generar semejanzas. Vamos pues a ocuparnos de las homotecias
(las otras ya fueron tratadas en 2.1).

La homotecia de razén k(20) con centro el origen de coordenadas, tiene por ecua-
ciones: x’ = x - k, y’=y « k, 0 en notacién matricial.

1 00
x'=xH; H=|0 k O (10)
0 0 k
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Si el centro de homotecia es (a,b), basta realizar una traslacion de ejes de coordenadas al
nuevo origen (a,b), con lo cual resulta

x’ =xT'HT (1)

donde T y H son las matrices de (5) y (10).

2.3. Generacién de afinidades: afinidades homologicas

Puesto que las afinidades pueden generarse a partir de semejanzas y de afinidades
homoldgicas, nos ocuparemos de estas tltimas.

Eligiendo un sistema de referencia (no métrico, en general), cuyo eje de abscisas
sea el eje de la afinidad homolégica y cuyo eje de ordenadas tenga la direccién de afini-
dad (distinta de la del eje), si k es la caracterfstica de afinidad, sus ecuaciones son x’=x,
y’=ky, o en notacién matricial

12)

~ O O

1 0
x'=xC; C=]0 1
00

Siendo & el dngulo de inclinacién de la direccién de afinidad respecto de su ¢je, para
pasar a un sistema de referencia métrico con el mismo semieje positivo de abscisas,
basta efectuar el cambio de coordenadas x” = x’ + y’cos(d), y” = y’sen(d), o en notacién
matricial

1 0 0
X"=x'E; E=|0 I 1 (13)
0 cos(d) sen(d)

Si, en particular, 8 fuera dngulo recto (afinidad ortogonal), seria innecesario el paso
anterior. Finalmente, si el eje de la afinidad homol4gica es la recta que, pasando por el
punto (a,b), tiene inclinacién @ respecto del cje de abscisas, basta realizar una traslacién
de ejes al nuevo origen (a,b), seguida de una rotacién de dngulo ¢. De todo ello se sigue
que la ecuacién matricial de esta afinidad homoldgica resulta ser

x’ =x T'G'E'CEGT

donde T,G,E y C son las matrices de (5),(6),(13) y (12). Si el ¢je de la afinidad homolé-
gica viniera dado por su ecuacién, bastarfa determinar uno de sus puntos y el dngulo de
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su pendiente, para reducirlo al caso anterior. Y lo mismo se harfa si la direccién de afini-
dad homoldgica viniera dada por una recta de su direccidn.

Finalmente, notemos que si, en particular, fuera k = 0, Ia afinidad homolégica dege-
neraria en la proyeccién paralela sobre el eje en la direccién especificada (que ya no
serfa aftinidad, por no ser biyectiva).

3. Producto o composicion de transformaciones lineales:
clasificacion

La determinacién de la matriz de la transformacién producto o composicién de
varias transformaciones lineales se reduce a un sencillo proceso recurrente. Siendo F la
matriz de la dltima transformacién efectuada y A la matriz de la transformacién producto
de las anteriormente efectuadas, su producto, AF, serd la matriz de la transformacién
producto de todas las transformaciones efectuadas (con el dnico prerrequisito de iniciali-
zar A como matriz unidad).

La transformacién lineal (1) serd biyectiva, si permite calcular x e y (lnicas), dadas
x’ e y’. En otras palabras, la transformacion lineal (2) serd una afinidad, si y sélo si veri-
fica la condicién

det(A) = a22 a33 —a23 a32 £ 0 (14)

Por otra parte, para que una afinidad sea semejanza, es decir, para que verifique (3),
es necesario y suficiente que se verifiquen las dos condiciones

a22% + a23?=a322 + a33%;, a22.a32+a23.a32=0 (15)

Finalmente, para que una semejanza sea isometria, es decir, para que verifique (4), es
necesario y suficiente que se verifiquen las tres condiciones

2222 +2232=1; a32%+a33%=1; a22.a32+a23.a32=0 (16)
es decir, que sea ortogonal la submatriz A1l1, menor complementario del elemento (1,1) de
la matriz A, lo cual equivale a [det(A11)l = 0, supuesto que se verifican las condiciones (15).
3.1. Clasificacion de movimientos

Una vez comprobado que la transformacidn lineal en estudio es un movimiento, es

decir, que verifican las condiciones (16), para decidir si el movimiento conserva, o no, el
sentido en el plano, basta observar el signo de det(A). Si es positivo, se trata de un movi-
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miento directo (traslacién o rotacién) y si es negativo, de un movimiento inverso (refle-
xién o reflexiéon con deslizamiento).

En caso de movimiento directo, si es a22 = 1, entonces, por ser ortogonal la subma-
triz Al1, resulta a23 = a32 = 0 y a33 = 1, luego se trata de la traslacién de vector
(al2,a13). Si, por el contrario, es a22 # 1, entonces se trata de la rotacion de amplitud
o = arcsen(a23), si a22 > 0, y de amplitud 2 rectos — O, en otro caso. Su cent.ro es el
dnico punto invariante de la transformacion, el cual puede determinarse resolviendo el

sistema lineal

al2+a22x+a32y=x, al3+a23x+a33y=y an

En caso de movimiento inverso, si valen 1 los rangos de las dos matrices

a22-1 a32 al2
a23 a33-1 al3 (18)

a22-1 a32
a23 a33-1

entonces el sistema (17) es compatible indeterminado, luego el movimiento posee una
recta de puntos invariantes, y por tanto se trata de una reflexién, cuyo eje es lg solucién
de dicho sistema. Si, por el contrario, son distintos los rangos de las dos matrices (18),
entonces no existen puntos invariantes, luego se trata de una reflexién con deslizamiento,
cuyo eje es la dnica recta invariante de la transformacién. .

Aungue dicho eje puede determinarse como autovector, s mds cémodo determinarlo
teniendo en cuenta que ha de pasar por los puntos medios de los segmentos cuyos e)‘(tre-
mos son cada punto del plano y su imagen en la transformacion. Ademis, esto es.cwrto
tanto para reflexién, como para reflexién con deslizamiento, lo que invita a determinar el
eje, e, en ambos casos por este método, y después considerar un punto, P € e, p?ra com-
probar si su imagen, P’, coincide, o no, con P. Si coinciden, se trqta de la reflexion de eje
e, y si son distintos, se trata de la reflexion con deslizamiento de eje e y vector PP,
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Conviene tener en cuentla que al tratar de determinar e por este dltimo método, no
basta tomar dos puntos distintos, ya que los puntos medios de estos y sus respectivas
imdgenes, pueden coincidir, como en el caso de la figura anterior. Pero si se parte de tres
puntos no alineados, los tres puntos medios obtenidos (pertenecientes al eje €) no pueden
coincidir (ya que si coincidieran se tratarfa de una rotacién de amplitud dos rectos o
semigiro), en contradiccién con la hipétesis de ser movimiento inverso.

3.2. Descomposicién de movimientos en producto de reflexiones

Es sabido que todo movimiento puede descomponerse en producto finito de, a lo
mds, tres reflexiones, pudiendo elegir un punto por el que ha de pasar uno de los ejes
(restriccion a dimensidn dos del teorema de Cartan-Dieudonne [ST]).

El producto de dos reflexiones de ejes paralelos resulta ser una traslacién de vector
perpendicular a ambos, sentido del primero al segundo eje y médulo doble de la distan-
cia entre ambos ejes. En consecuencia, la traslacién de vector v es producto de dos refle-
xiones de ejes perpendiculares a v, tales que la distancia entre ambos sea la mitad del
moédulo de v y el sentido del primero al segundo eje sea el sentido de v. Tal descomposi-
cién puede hacerse eligiendo un punto arbitrario por el que ha de pasar el primero (o el
segundo) de los ejes de reflexidn.

El producto de dos reflexiones de ejes secantes resulta ser una rotacién de centro
su punto de interseccién y de amplitud doble del dngulo que forman ambos ejes, con
sentido del primero al segundo eje. En consecuencia, la rotacién de centro O y amplitud
¢ es producto de dos reflexiones cuyos ejes pasan por O y forman dngulo ¢/2 (en el
sentido del primero al segundo eje). Tal descomposicién puede hacerse eligiendo un
punto arbitrario por el que ha de pasar el primero (o el segundo) de los ejes de refle-
xién.

Por otra parte, una reflexién puede expresarse como producto de la transformacion
idéntica por dicha reflexién, pudiéndose descomponer la transformacién idéntica como
cuadrado de cualquier reflexién.

Finalmente, como la reflexién con deslizamiento es producto de traslacién por refle-
xién de eje paralelo al vector traslacién, toda reflexién con deslizamiento podréd descom-
ponerse en producto de dos reflexiones de ejes paralelos por una tercera de eje perpendi-
cular a ambas. Tal descomposicién puede hacerse eligiendo un punto arbitrario por el
que ha de pasar el primero (o el segundo) de los ejes paralelos entre si.

En resumen, si el movimiento es directo (si conserva el sentido en el plano), se
reduce a producto de dos reflexiones, y si es movimiento inverso, se reduce a producto
de tres.

Notemos que aunque las reflexiones generan el grupo de los movimientos del plano,
tiene interés practico y diddctico seguir considerando como generadores de dicho grupo
a las traslaciones, rotaciones y reflexiones.
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3.3. Clasificacidén de semejanzas que no son isometrias

Una vez comprobado que la transformacién lincal en estudio es una semejanza, es
decir, que verifica las condiciones (15), para ascgurarse de que no es isometria, basta
comprobar que no se verifique la primera condicién (16). Se trata ahora de clasificar
tales semejanzas propiamente dichas, es decir, las que no son movimientos.

Si se verifican las dos condiciones

a23=0, a22=a33 (19)

entonces se trata de una homoltecia de razén a22 y cuyo centro es ¢l dnico punto inva-
riante de la transformacién, que se determina resolviendo el sistema (17).

Si, por el contrario, no se verifican las dos condiciones (19), entonces hemos de
comprobar si la semejanza conserva, o no, el sentido en el plano, para lo cual basta
observar el signo de det(A). Si es positivo, se trata de una semejanza directa (reducible a
movimiento directo por homotecia) y si es negativo, se trata de una semejanza inversa
(reducible a movimiento inverso por homotecia), ya que en el plano las homotecias con-
servan ¢l sentido.

En caso de semejanza directa, existe un dnico punto en el plano, centro comun de
una rotacién y de una homotecia, de cuyo producto resulta esa transformacién (centro de
semejanza directa), que puede determinarse resolviendo el sistema (17). Por ser la
matriz de esta transformacion producto de una matriz de tipo (7) por otra de tipo (11), la
razén de la homotecia, k, serd la rafz de det(A11) y la amplitud de la rotacién se calcula
a partir de arcsen(a23/k), de modo andlogo al indicado para rotaciones.

En caso de semejanza inversa (reflexion con dilatacion) puede elegirse el centro de la
homotecia perteneciente al eje de la reflexién. Por ser tnico tal punto, también puede deter-
minarse resolviendo el sistema (17). Por ser la matriz de esta transformacién producto de
una matriz de tipo (9) por otra de tipo (11), la razén de la homotecia, k, serd la rafz positiva
de «det(Al1)» y el cje de la reflexién serd la dnica recta invariante de la transformacién.
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Aunque dicho eje puede determinarse como autovector, es mds cémodo determi-
narlo del modo que se describe a continuacién. Sca O el punto invariante antes indicado
(centro de homotecia, perteneciente al cje de reflexion) y P un punto no perteneciente a
la perpendicular por O al eje de reflexién con dilatacién. Denotemos por P’ a la imagen
de P en la reflexién con dilatacién y por P* a la imagen de P’ en la homotecia de centro
O y razén 1/k. Por ser P* simétrico de P respecto del eje de reflexion con dilatacion, el
punto D tal que el vector OD sea suma de los vectores OP y OP* eslard en ¢l cje de
reflexién con dilatacién, que serd pues la recta OD.

3.4. Clasificacion de afinidades que no son semejanzas

Una vez comprobado que la transformacidn lineal en estudio es una afinidad, es
decir, que verifica la condicién (14), para comprobar que no es semejanza, basta com-
probar que no se verifique alguna de las dos condiciones (15). Se trata ahora de clasificar
tales afinidades propiamente dichas, es decir, las que no son semejanzas. Para ello, aten-
deremos a los puntos invariantes de la afinidad.

Si el sistema (17) es compatible indeterminado, es decir, si las matrices (18) son de
rango uno, entonces la afinidad posee una recta de puntos invariantes, y por tanto se trata
de una afinidad homol6gica, cuyo ¢je es la solucidn del sistema (17). Para determinar la
direccién de afinidad, basta considerar un punto, P, no perteneciente al eje, y su imagen,
P’, pues entonces la recta PP’ es de la direccién buscada. Si PP’ corta al eic en P*,
entonces la caracteristica de afinidad serd

k = dist(P*,P’) / dist(P*,P)

Puede ocurrir que sea PP’ perpendicular al eje (afinidad ortogonal) o paralela a €l
(afinidad especial).

Si el sistema (17) es compatible determinado, es decir, si la primera de las matrices
(18) es de rango dos, entonces la afinidad posee un dnico punto invariante o centro (afi-
nidad central). Tal centro es solucién del sistema (17). Vamos ahora a clasificar las afi-
nidades centrales, segiin ¢l ndmero de rectas invariantes que posean. Puesto que las rec-
tas invariantes pasan por ¢l centro, para facilitar su determinacién, podemos suponer, sin
merma de generalidad, que el centro cs el origen de coordenadas. En estas condiciones,
la recta y = mx, que pasa por (I,m), tendrd por imagen la recta que pasa por €l centro y
por el punto imagen del (1,m), es decir, la recta y = m’x, donde

m’ = (a23 + m-a33)/(a22 + m-a32)
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luego las pendientes de las rectas dobles serdn soluciones de la ecuacién
a32.m?+ (a22 —a33) . m—a23=0
cuyo discriminante
A=(a22 -a33)*+4a23a32

permite decidir el ntimero de rectas dobles. Si A < 0, no existen rectas dobles (afinidad
central eliptica). Si A = 0, existe una Unica recta doble (afinidad central parabdlica) y si
A >0, entonces existen dos rectas dobles (afinidad central hiperbdlica).

Finalmente, si el sistema (17) es incompaltible, es decir, si las dos matrices (18) tie-
nen distinto rango, entonces se trata de una dafinidad sin puntos invariantes.

3.5. Transformaciones lineales que no son afinidades

Si las matrices (18) son ambas de rango uno, se trata de una proyeccion paralela
sobre una recta de puntos invariantes, que puede determinarse como en el caso de afini-
dad homolégica (con caracteristica 0).

Si All es la matriz nula, se trata de una proyeccion sobre un punto fijo del plano.

4. Transformacion lineal en que se corresponden dos ternas
de puntos

Sean P1, P2 y P3 tres puntos no alineados, de coordenadas respectivas (x1,y1),
(x2,y2) y (x3,y3), y sean Q1, Q2 y Q3 tres puntos cualesquiera, de coordenadas respecti-
vas (ul,v1), (u2,v2) y (u3,v3). Si estos tres puntos son las respectivas imdgenes de aque-
Ilos en la transformacidn lineal (2), entonces se verificardn

(Lul,vD) =(1,x1L,yDA; (Lu2,v2)=(1,x2,y2)A; (1,u3,v3) =(1,x3,y3)A

Yy, en consecuencia,

[ xI yl I ul vl
Q=PA;P= | 0 x2 y2 Q=10 uz v2
0 x3 y3 1 u3 v3
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siendo invertible la matriz P, por ser no alineados los puntos P1, P2 y P3, luego la matriz
A debe verificar

A=PQ

lo que permite calcular la matriz A de la transformacién lineal en que tales puntos son
homélogos.

Una vez calculada la matriz A, para determinar de qué tipo de transformacién lineal
se trata, basta aplicar lo indicado en 3.

5. Implementacion de las transformaciones lineales

Las consideraciones geoméltricas que venimos de hacer, permiten implementar las
transformaciones lineales sobre sistemas de cémputo algebraico. La que nosotros hemos
desarrollado (sobre el sistema Maple V3), permite definir transformaciones lineales de
cualquiera de los cuatro modos indicados al comienzo del apartado 2, aplicdndolas a
objetos de uno de Jos dos tipos siguientes:

i) un punto, dado por la lista de sus coordenadas: [x,y]
ii) una lista de puntos: [[x1,y1],[x2,y2], ... ,[xn,yn]]

devolviendo como salida la lista imagen en la transformacidén. Pasemos a describir su sin-
taxis.

Para transformaciones definidas de modo sintético, aplicamos el nombre abreviado
de la transformacién a los datos de esta y, finalmente, al objeto. Asi, para aplicar la rota-
cién de centro (a,b) y amplitud ¢ al objeto obj:

> rot([a,b],0,0bj);

devolviendo como salida la lista imagen en la transformacién. De modo andlogo se hace
para traslaciones, reflexiones, homotecias y afinidades homoldgicas. Notemos que el
objeto imagen obtenido como «output», es devuelto en aritmética exacta, presentando, a
veces, las coordenadas obtenidas, expresiones para las que no es fécil intuir su valor
aproximado. En tal caso conviene convertir su salida por pantalla (no los datos que se
usen para célculos internos) al modo coma flotante.

Para transformaciones definidas por sus ecuaciones, aplicamos el nombre abreviado
de transformacién lineal (lin) a los polinomios bivariables que expresan sus ecuaciones
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y, finalmente, al objeto. Asf, para aplicar la transformacién lincal de ecuaciones
X’ = ax + by + ¢, y’ =dx + fy + g al objeto obj:

> lin{ax + by + ¢,dx + fy + g,0bj);

y ¢l programa hace una descripcién de la transformacién lineal de que se (rata 'y
devuelve como salida la lista imagen.

Para transformaciones definidas por dos objetos homélogos, aplicamos el nombre
abreviado del tipo de transformacién (mov, sem, afi,...) a ambos objetos en el orden
apropiado. Asi, para definir el movimiento que transforma el objeto objl en el obj2:

> mov(obj1,0bj2);

y el programa hace una descripcién del movimiento de que sc trata y devuelve como
salida la lista imagen en la transformacion.

Notemos que el programa compara automdticamente las listas de puntos objl y
obj2, avisando si son de distinto nimero de puntos. Ademis busca en dichas listas dos
ternas de puntos homélogos, si las encuentra calcula Ja matriz de la transformacién y
finalmente compara los restantes puntos homoélogos, para avisar si hay algtin par que no
se corresponda, por error.

Por otra parte, el programa permite descomponer un movimiento en producto de
reflexiones, uno de cuyos ejes (primero o segundo) pase por el punto que se elija.

El programa también calcula el producto o composicién de todas las transformacio-
nes efectuadas, desde que se inicializé por dltima vez, asi como obtener la imagen de
una recta, circunferencia o curva algebraica, en dicha transformacién producto o en la
Gltima transformacién efectuada.

Las representaciones graficas se obtienen de modo similar al utilizado en nuestra
implementaci6n de la «Turtle Geometry» para Maple ([RR5], [RR6], [RR7]). El dibujo
queda almacenado en una variable, que se inicializa como la lista vacia. En dicha lista se
almacenan valores en coma flotante, para aumentar la velocidad, mientras que los cdlcu-
los algebraicos se realizan en aritmética exacta, de modo que no se produzcan errores de
acarreo y los valores numéricos solucion sean correctos. En cualquicr momento, los dibu-
jos almacenados en dicha lista pueden hacerse visibles en pantalla, realizando un PLOT
de 1a lista. Esta concepcién permite dibujar sélo aquellos de los pasos intermedios que se
desee, asi como recuperar en cualquier momento la pantalla grifica previamente calcu-
lada.

Se consiguen dibujar los objetos original e imagen de la Gltima transformacién efec-
tuada, o del producto de todas, y representar esta esquemdticamente, indicando el valor
numérico de la maxima abscisa a representar (la ordenada mdxima es 3/4 de la mdxima
abscisa). Por defecto aparecen los ejes en ¢l modo usual y la escala en vertical y horizon-
tal es la misma.
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6. Ejemplo de «worksheet»

. Ejemplo de "worksheet" sobre transformaciones lineales con Maple V.3

Para cargar nuestro programa:
read (lin2d):

EJEMPLO 1: Efectuar dos reflexi 3 i 1 i i0

o iones de cjes secantes y su transformacién producto.
ini():

Definir el objeto obl: o
ob1:=[[2,1],[2,3],[3,2],[2,2]]:

Aplicar la reflexion cuyo eje pasa por (3,-1) inclinado 45 gradoé respecto de la
horizontal, al objeto obl, denotando ob2 a su imagen:

ob2:=ref([3,-1],45,0b1);

ob2 =[[5,-2]1,17,-2],[6, -11,[6, -21]

Aplicar la reflexién de cje la recta de ecuaciéon y+3=0 a ob2, denotando ob3 a su
imagen:

ob3:=refl(y+3,0b2);

ob3 :=[[5,-4],1[7,-4], [6, -5], [6, -41]
Transformacién producto de las dos reflexiones anteriores:
prod();

Ecuaciones de la transformacion:
X=4+y,¥Y=-2-x
Es la rotacion de centro, [ 1, -3, y amplitud, -90, grados

!EJ_SMPLO 2. Efectuar un semigiro seguido de una reflexion y hallar su producto:
ini();

Aplicar el semigiro de centro (4,-1) a obl: - - -
rot([4,-1],180,0b1);

[[6’ -3 ]: [65 _5]> [5’ _4], [6a _4]]

Kplicar la reflexion cuyo eje pasa_pa‘ (5 0)__inclinado -45 orados al obieto obteni
t 0
ref([5,0],-45,"); ’ g jeto obtenido

[[8,-11,[10,-1], 19, 0],_[9, -11]

Transformacion producto de los dos movimientos anteriores:
prod();

Ecuaciones de la transformacion:
X=7+y,Y=-3+x
Es la reflexion con deslizamiento (simetria deslizante) :
consistente en la reflexion de ¢je, x -y —5=0

por la traslacion de vector, [2, 2]
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i ?

. iwir ; n producto de reflexiones: EJEMPLO 5: Aplicar una homotecia, visionar y componer con una traslacién:
[EJEMPLO 3. Componer dos semigiros y descomponer.en P2 aniQ: . _
ni()y e Aplicar la homotecia de centro (-2,1) y razén 5/2 al objeto obl:
rot([4,11,180,0b1); ob5:=hom([-2,1],5/2,0b1);

T LR o cis o [3 3]s 1]

16,53 [6,7), (7,61, 16, 611 - TRepresentar la ltima transformacién con maxima abscisa 12: R
— — _dibu(12);
Aplicar la traslacién de vector (3,-3) al objeto obtenido:
tra([3,-3],0b5);

prod();

Ecuaciones de la transformacion:

X=d4+x, Y=4+y [[11 21,11 3][2 1} [11 lﬂ
Es la traslacion de vector, (4 _4]_ S . = = , 22 2
T)es—conTpm ngdamﬂe;on?s,ﬁﬂ_ndo por (0,5/4) el eje de la primera : Transformacion producto de las dos anteriores:

prod();
des([0,5/4]1,1); Ecuaciones de la transformacion.:
Se descompone en: o 5

reﬂexionldeeje,4x+4y—5:0 X:6+%x’Y:'E+Ey
reflexion 2 de ¢je, 4x+_4y_—_21 =0
Descomponerla en pro—ducT) de reflexiones, pasando por (0,5/4) el eje de la segunda :
des([0,5/4],2);

. 5
Es la homotecia de centro, [ -4, 3], y razon, >

Se descompone en: EJEMPLO 6: Dar un objeto semejante a obl, definir la semejanza y visionar.
_ini(): S - —
reflexion I de eje, 4 x+4y+11= 0 _ob6:=[[5,-3],[9,-3],[7,-5].[7,-311: — - -
: ; —-5= Definir la semejanza que pasa de ob1l a ob6:
reflexion 2 de eje, 4 x +4y 0 I
= — - sem(ob1,0b6);
a— 1 Ecuaciones de la transformacion:
. i bieto vy hallar el movimiento que pasa de obl ael.
?EJ.:L;MPLOLDefimrotroo jetoy o X=342y, ¥=l-22x
inig): = - , ] . , .
“obj4:=[[5 .ilri_5.-1l-.[§£.] L[5,011: - - I Es la rotacion con dilatacion consistente en.
Tallar el raovimiento que pasa de obl a obd: la rotacion de centro, [ 1, -11, y amplitud, -90, grados
mov(ob1 ) ) por la homotecia del mismo centro 'y razon, 2
Ecuaciones de la transformacion. Representarla graficamente con m#ixima abscisa 10:
X:3+X, Y=-2 +y dibp(10); - - - -
Es la traslacion de vector, [3 2] EJEMPLO 7: Aplicar una semejanza dada por sus ecuaciones.
- Esta es la transformacion en que se corresponden los ini(): e
AVISO: Est f . . Aplicar la transformacion lineal de ecuaciones x'=13+2y , y=10+2x al objeto obl:
puntos de posiciones, 1, 3, 4, de ambas listas de puntos: lin(-4-2*y,-1-2*x,0b1);
[2,13,12,31,[3,2], (2, 2] Ecuaciones de la transformacion:
[s,-11,[5,-11,[6, 01, 15,0] X=-4-2y,¥Y=-1-2x
pero en ella no se corresponden los puntos situados en las Es la reflexion con dilatacion consistente en:
posiciones, 2 la reflexion de efe, 3 x+3y+5=0
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2 -7
por la homotecia de centro, {5, 3—} y razon, 2

(el centro de la homotecia esta en el eje de la reflexion)
Imagen del objeto:
[[-6, _5]3 [_10’ -5 ],_ [-8, -7]a [_8: —5]]

EJEMPLO 8: Aplicar dos afinidades homolégicas y hallar su produto.

ni: - -

Aplicar la afinidad homologica cuyo eje pasa por (1,-1), inclinado 0 grados, en
direccion inclinada 45 grados (respecto de la horizontal) y de caracteristica 2 al objeto
obl:

afh([1,1],0,45,2,0b1);

[[2,11, [4, 51, [4,31,[3,3]]

Aplicar la afinidad homologica de eje x-y+1=0, en direccién dex—+y=0 y de
caracteristica 3/2 al objeto obtenido:

afho(x-y+1,x+y,3/2,");
51 95713 11
ﬂa’ s 327

prod();
Ecuaciones de la transformacion:
3 5 3 5 1 9
X——Z-f-zx-i-zy, Y—-Z—Zx+zy

Es la afinidad central de centro, [0, 1]
en la que hay dos rectas dobles:

x—y+1=0,%x—y+1:0
_(aﬁnidad central hiperbolica)

EJEMPLO 9: Definir otro objeto y hallar Ia transformacién lineal que pasa de obl a éL

ini():
M1,1L13,3],12,2],[2,2]): -
Hallar la transformacién lineal que pasa de ob1 al objeto anterior:

tlilob1,");

Ecuaciones de la transformacion:
X=y, Y=y
Esta transformacion lineal no es afinidad
Se trata de la proyeccion sobre la recta, -x +y =0
en la direccion de la recta, 2 y =0
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7. Interés practico y didactico

Como se ha podido comprobar en 6, la implementacién que propugnamos permite
aplicar transformaciones lineales a objetos diversos (puntos, poligonales, rectas, cir-
cunferencias, curvas algebraicas), determinar la transformacién producto, dibujar las
figuras original e imagen en una transformacion y representar esta esqueméticamente.

Por otra parte, las transformaciones utilizadas pueden ser definidas de diversos
modos: por sus atributos (traslaciones por su vector, reflexiones por su eje, homotecias por
su centro y razén, etc), como producto de otras transformaciones previamente efectuadas,
como transformacién en que se corresponden dos figuras homdélogas, o por sus ecuaciones.
Ello invita a su utilizacién de modo multivalente: al modo de la Geometria Analitica ele-
mental, o al modo de la Geometria Sintética (sin que el usuario haga uso de las expresiones
polinémicas que internamente va utilizando el manipulador simbdlico). En consecuencia,
puede ser Util en distintos niveles de ensefianza: bachillerato (movimientos y semejanzas) y
universidad (ademds de las anteriores, afinidades y transformaciones lineales en general).

A modo de ejemplo, una utilizacién adecuada de este tipo de programas como
apoyo en el tema de movimientos y semejanzas, ayuda a descubrir la composicién de
transformaciones en subgrupos tipicos generados por:

» traslaciones unidireccionales, * reflexiones con deslizamiento de eje
e rotaciones concéntricas, comun,
* semigiros, ¢ homotecias concéntricas,
* reflexiones de ejes paralelos, * homotecias y traslaciones.
« reflexiones de ejes incidentes con un
punto fijo,

Asimismo, ayuda a descubrir experimentalmente cémo las afinidades conservan
propiedades que las hacen interesantes:

* alineacién de puntos, * cociente de dreas de figuras homdlogas,
¢ paralelismo, * especie de una conica.

* punto medio,

* razén simple de puntos alineados,

También ayudan a descomponer una transformacién en producto de otras:

* movimiento como producto de reflexiones,

* semejanza como producto de movimiento por homotecia,

+ afinidad como producto de semejanza por afinidad homoldégica,

* afinidad central como producto de dos afinidades homoldgicas,

» afinidad central como producto de semejanza por afinidad homclégica (con el
mismo punto invariante).
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En todo caso, el estudio de estas transformaciones con ayuda de estos programas
sobre un manipulador simbélico, permite a profesores y alumnos aprovechar la tecnolo-
gfa computacional para hacer mds rdpido y cémodo su trabajo. De una parte, mediante
una utilizacién adecuada de estos programas informéticos, se agiliza la proposicién y
correccién de ejercicios. Y de otra, la rapidez con que estos programas pueden ser ejecu-
tados, permiten acumular experiencias, que facilitan la elaboraciéon mental de los con-
ceptos abstractos que encierran estas transformaciones, permitiendo redescubrir experi-
mentalmente sus propiedades, lo que ayuda, de modo natural, a interesarse por ellas. De
ahf{ su interés diddctico.

Notemos finalmente que el usuario de estos programas no necesita prerrequisito
informatico alguno, lo que permite generalizar su utilizacidn.
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Practicas de Calculo Numérico con MATLAB

Celestino Montes* y Maria de los Angeles Navarrot

Departamento de Matemdtica Aplicada Universidad de Sevilla

Resumen

Deseamos, ante todo, agradecer a la Sociedad «Puig Adam» su amable invitacion
para redactar un trabajo de divulgacién sobre MATLAB. En €], tras una breve introduc-
cién histdrica, realizamos algunas consideraciones generales sobre la docencia de las
Matematicas, mostramos nuestra experiencia personal y vemos algunos ejemplos que
hemos utilizado en nuestro trabajo cotidiano.

1. Introducciéon

El mundo de la ensefianza no es ajeno al cambio que ha supuesto la irrupcion de los
ordenadores personales en la sociedad actual. El mundo de la ensefianza universitaria,
como pionero que debe ser, es uno de los primeros en utilizarlos y, dentro de €l, los pro-
fesores de Matemdticas en general han realizado un formidable esfuerzo por adaptarse a
la nueva situacién. Las aplicaciones son innumerables, y una de las disciplinas que mds
se ha beneficiado del advenimiento de los ordenadores es la del Anilisis Numérico.

Si podemos decir que los computadores pueden servir de ayuda en cualquier rama
de la Matemitica, es en el Andlisis Numérico donde su presencia es del todo indispensa-
ble, y donde mds se ha progresado en cuanto a tépicos en los programas se refiere. En
efecto, hoy es impensable una leccién de resolucién de sistemas de ecuaciones lineales
sin incluir el método de eliminacién gaussiana y la factorizacién LU de una matriz.
Cualquier disciplina matemdtica, sobre todo las que se explican fuera de la Facultad,
tiene mejor aceptacién por el alumnado (y por el profesorado de otros departamentos) si
se atiende el apartado numérico. Esto hace necesario que se acompaiie a dichos tdpicos
de sus correspondientes problemas. Cuando se trata de resolver un problema numérico,
la eleccién del sistema MATLAB es la mejor en opinién de los autores. La antigua anta-
gonfa entre sistemas numéricos y simbélicos ha quedado rota en las ultimas versiones de

* Departamento de Matemdtica Aplicada Il.
t Departamento de Matemdtica Aplicada .
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ambos tipos de sistemas. De hecho la mayor parte de los sistemas pueden ser conectados
entre si. La razén por la que seguimos prefiriendo MATLAB es su arquitectura basica.
El esqueleto del sistema sigue siendo el andlisis matricial numérico. Esto hace que el
disefio esté enfocado a la rapidez de los cdlculos y permite operar con problemas en los
que intervienen un gran nimero de datos.

Al hilo de lo anterior, queremos hacer referencia a una vieja disputa con los espe-
cialistas de Analisis Numérico. La mayoria de los consultados por los autores declinan el
uso de sistemas comerciales, alegando que la mayor parte de las rutinas pueden ser cons-
truidas por los alumnos en un lenguaje de bajo nivel. Sin pretender ningin tipo de discu-
sién con ellos, debemos hacer notar que cuando explicamos Célculo Numérico a alum-
nos que no van a ser especialistas en €l, resulta mucho mds préctico acudir a algin
sistema disefiado por especialistas. Aparte del ahorro de tiempo, la razén fundamental es
la fiabilidad de los algoritmos utilizados, cuestién en la que nuestros alumnos dificil-
mente van a enfrar.

2. Breve introduccion historica

En 1979 1.J. Dongarra, C.B. Moler, J.R. Bunch y J.W. Stewart publican la gufa de
LINPACK (Ver [4]). En ella se recogen una coleccién de subrutinas escritas en FOR-
TRAN para la resolucién del sistema de ecuaciones Ax = by la prdctica totalidad de sus
variantes de interés. LINPACK, pues, consiste en un paquete de subrutinas para la reso-
lucién de sistemas de ecuaciones.

Su contrapartida para el otro gran problema del Algebra Lineal, el cdlculo de auto-
valores, se di6 en llamar EISPACK y una gufa para eclla, [10], habfa sido publicada tres
afios antes por B.T. Smith, J.M. Boyle, J.J. Dongarra, B.S. Garbow, Y. Ikebe, V.C.
Klema y C.B. Moler.

Ambos paquetes eran de uso obligado en casi cualquier aplicacién relacionada con el
Algebra Lineal numérica, siendo atin de utilidad para usuarios de grandes computadores.

El advenimiento de la era del ordenador personal supuso un desafio para los espe-
cialistas de Andlisis Numérico, en el sentido de la necesidad de adaptar los métodos y
algoritmos existentes a las nuevas méquinas «pequefias» de las que disponfa cada vez un
nimero mayor de usuarios.

Entre las numerosas derivaciones que se producen de la matemdtica aplicada a los
ordenadores personales, en el campo del Andlisis Numérico, son muchos los que estan
de acuerdo en que la mejor opcién es MATLAB.

MATLAB es un sistema interactivo basado en matrices para cdlculos cientificos.
Las primeras versiones datan de la década de los 80, cuando Cleve Moler se decide a
integrar los paquetes LINPACK y EISPACK en un Laboratorio de Matrices, de donde
proviene el nombre. En él se pueden realizar las operaciones habituales entre matrices,
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junto con técnicas mds sofisticadas tales como las factorizaciones LU, QR y en valores
singulares, tan populares hoy en nuestros programas de Algebra Lineal.

De esta forma, las primeras versiones de MATLAB resultaban muy adecuadas
para su utilizacién en cursos de teorfa de matrices, Algebra Lineal y Célculo Numé-
rico. Hoy en dia las posibilidades de MATLAB van algo mds alld del «Laboratorio de
Matrices» original, constituyendo un sistema interactivo y un lenguaje de programa-
cién para la realizacién de cdmputos cientificos y técnicos. El elemento basico del pro-
grama es una matriz que no requiere dimensionamiento. Permite solucionar numerosos
problemas numéricos en una fraccién del tiempo que requerirfa escribir un programa
en un lenguaje como Fortran, Basic o C. Ademds las soluciones a los problemas se
expresan en MATLAB de forma practicamente idéntica a como se escribirfan matema-
ticamente.

La capacidad para generar graficos es importante en una clase relacionada con el
Andlisis Numérico, y esto hace que el sistema desde sus comienzos integre algunas
funciones para crear grificos en dos y tres dimensiones. La utilidad de los graficos va
mds alld de la docencia. En efecto, en muchas ocasiones, la observacién de un gréfico
puede permitir, por ejemplo, determinar una buena aproximacién inicial a un pro-
blema, cuestién esencial en el método de Newton, o en la mayorfa de los métodos de
optimizacién.

El disefio del programa MATLAB tiene una gran capacidad de crecimiento debido a
que el usuario puede ir-definiendo funciones particulares para la resolucién de problemas
especificos. De esta forma van apareciendo numerosas «cajas de herramientas». Asi en
1988 se comercializa la de Sefiales y en 1990 la de Optimizacidn y la de Splines. Existen
muchas mds: Control, Control robusto, Identificacién de sistemas, p-andlisis, redes neu-
rales, etc. Cada una de ellas consiste en varios archivos relacionados con un tema y algu-
nas demostraciones.

A la par que surgen nuevas aplicaciones el sistema va mejorando tanto en prestacio-
nes como en presentacion. Asf, algunas de las funciones disefiadas por usuarios se inte-
gran en el sistema; se crean bases de datos donde acceder a funciones mds simples y
ejemplos sencillos usados por profesores de todas las categorias y todos los lugares.
Ademés los gréificos van mejorando pues el nivel de exigencia del usuario es cada vez
mayor y los competidores son mejores en este terreno.

De esta forma, se obtiene la version 3.5 j en 1990, y las versiones 4.0 y 4.1 en 1993
(la version 4.2 estd introduciendose en estos momentos), que pueden considerarse como
una de las herramientas mds poderosas para la resolucién de problemas relacionados con
el Algebra Lineal numérica.

Las Matemadticas son el lenguaje comin de la Ciencia y la Ingenierfa. Las matrices,
las ecuaciones diferenciales, los graficos,... constituyen bloques bdsicos para la construc-
ci6én de la matemdtica aplicada y también de MATLAB. Lo que hace al sistema accesi-
ble y poderoso es la base matemdtica subyacente. El manual de la versién para estudian-
tes, [11], sefiala el comentario de un profesor, usuario habitual de MATLAB: «La razén
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por la que MATLAB es tan util para el proceso de sefiales es que no fue disefiado para el
proceso de sefiales, sino para las Matemadticas». Esta podria ser la filosotfa del programa.
MATLAB es un programa de Matemdticas. A €l se afiaden diversas aplicaciones, que lo
enriquecen y lo hacen accesible al no especialista. Pero esenciaimente es un programa de
Matematicas.

3. MATLAB en la docencia

3.1. Algunas reflexiones generales

Es preocupante el creciente desinterés que muestran nuestros alumnos por las asig-
naturas de Matematicas. Si bien los Planes de Estudios reconocen la importancia de una
sélida formacién matematica, pueden resultar curiosas las respuestas que se obtienen de
los alumnos cuando son preguntados sobre su opinién sobre nuestra disciplina. Muchas
son las experiencias que se han hecho para intentar corregir esta situacién. Las solucio-
nes adoptadas en otros contextos suelen pasar por la realizacién de pricticas en grupos
reducidos. La realidad de nuestra universidad impone otra forma de actuar. La experien-
cia de los autores muestra que no es imposible acercar al alumnado al mundo de las
Matemadticas reales, incluso con medios relativamente pobres.

La cuestién que habitualmente se plantea con mds frecuencia, cuando se trata de
disefiar un nuevo curso de matematicas con el ordenador como elemento adicional, es el
aprendizaje mediante la experimentacion. Si no se dispone de suficientes horas para el
desarrollo de unas pricticas, situaciéon que hay que estimar como ideal, la idea puede
consistir en motivar suficientemente al alumnado para que realicen las mismas por su
cuenta. Naturalmente, esto sélo se conseguird si el sistema que se explique a los alumnos
es lo suficientemente potente como para que resulte dtil en la prictica, cuestién total-
mente resuelta en nuestro caso empiricamente. En efecto, actualmente nuestros alumnos
utilizan el sistema MATLAB en gran parte de los célculos numéricos que realizan. Y
creemos que es ahi donde estd la cuestién. Nuestro punto de partida no es que la docen-
cia de las matemdticas deba ser revisada totalmente, sino que se necesita una prolonga-
cién de la misma hasta llegar a los resultados concretos.

Otro de los puntos que habitualmente se plantean cuando se trata de aplicar las nue-
vas tecnologias a la ensefianza de las Matemdticas es la concentracion en el concepto.
Este punto es algo mds delicado segtin nuestra opinién. Claramente es cierto que el uso
del ordenador permite la eliminacién de engorrosos cdlculos para concentrarnos en los
conceptos. La cuestion es que cuando se trata de explicar Cdlculo Numérico, la elabora-
¢cién de un programa puede ser tan laboriosa como los cdlculos que realizabamos antes
de su uso. Ciertamente, la ventaja ahora es que, si la programacién es buena, el trabajo
realizado puede aprovecharse de forma inmediata en otras situaciones, pero sigue exis-
tiendo una componente de trabajo rutinario. En nuestra opinién, esta parte del trabajo no

50

se puede eludir, y, por tanto, no debe ser ocultada a nuestros alumnos, por lo que la posi-
bilidad de enfatizar sélo en el conceplo debe ser matizada.

3.2. Nuestra experiencia personal

Expondremos a continuacién nuestra experiencia personal sobre el uso de
MATLAB en la docencia diaria.

El problema surge cuando el primero de los firmantes recibe el encargo de impartir
una asignatura de Célculo Numérico en la especialidad de Organizacién de Empresas de
la Escuela Superior de Ingenieros Industriales de la Universidad de Sevilla. La confec-
cién del programa de la asignatura, con condicionantes no habituales para nosotros,
como la opinién de profesores externos al departamento de Matematicas, se habia pac-
tado previamente, con lo que no existia ninguna duda sobre los tdpicos a desarrollar.
Naturalmente, la asignatura exigfa la realizacién de pricticas, para lo que los alumnos
podian usar los lenguajes de programacién C y Fortran. Los resultados no fueron satis-
factorios durante el primer afio, entendiendo por esto, fundamentalmente, los resultados
de las practicas. Podiamos observar cdmo después de horas programando los alumnos
presentaban resultados, cuando menos, poco alentadores. La solucién que tomamos fué
adoptar el sistema MATLAB para intentar hacer algunos problemas en clase e indicarles
los puntos en donde solfan tener problemas. Debemos confesar que en un principio no
hubo ningin motivo especial para la eleccién del programa. Sencillamente, pasaba por
alli, y se adecuaba a nuestras necesidades.

La primera cueslién a abordar consiste, desde luego, en iniciarse con el sistema. Es
un problema relativamente simple, puesto que sus manuales son lo suficientemente sen-
cillos como para ser entendidos por los no especialistas en informatica, con tal de cono-
cer las ideas bésicas del Algebra Lineal Numérica. Eventualmente, para ciertas aplica-
ciones, puede ser necesaria la colaboracién del especialista. Una vez resuelto este
problema, el siguiente consiste en disponer del material técnico necesario para poder
impartir una clase a un ndmero razonable de alumnos. Para ello es necesario la utiliza-
cién de una pantalla de cristal liquido, o bien sistemas mds sofisticados como un proyec-
tor de video conectado a un ordenador. Este segundo sistema simplifica un poco la
puesta en escena.

Una vez superados estos problemas, es casi irresistible realizar alguna experien-
cia en clase, y eso fue lo que hicimos el primer afio. Inmediatamente, y tras mostrar
como se utilizan las funciones mds bdsicas, se pueden poner cjemplos, incluso toma-
dos del programa, para ilustrar distintos aspectos de la teorfa. Naturalmente el uso de
un ordenador permite trabajar con objetos mds cercanos a los reales, en cuanto a
tamafio se refiere. Asi, poner un ejemplo de Andlisis Numérico que involucre una
matriz 10 X 10, es algo realmente inabordable si no se cuenta con la ayuda de una
maquina; sin embargo, en el mds pequeiio de los ordenadores personales, la resolu-
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cién de un sistema 50 X 50 es cuestion de segundos. El resultado fue bueno, ya que
podiamos trabajar con matrices «grandes», lo que permitia a los alumnos ver los pro-
blemas que aparecian en la préctica, la comparacién de distintos algoritmos al operar
sobre matrices numéricas, o ver la ganancia de tiempo que supone la reduccién previa
de una matriz. Se conseguia ademds, la salida de la rutina de clases magistrales segui-
das por otras de problemas, en las que necesariamente se trabajaba con dos tipos de
matrices: Matrices de orden bajo (cuatro en el mejor de los casos), o bien matrices
muy «académicas», en el sentido de que su construccién obedece al objetivo de
encontrar un contraejemplo o bien al de que se puedan llevar a cabo los célculos
necesarios en un algoritmo.

Pero atn habfa un hecho no deseable: las clases eran poco participativas y por parte
del alumnado de una inactividad absoluta. Hasta entonces, la actitud de los alumnos
habia sido completamente pasiva, en el sentido de que la motivacién que les guiaba era
la mencionada anteriormente. La solucién evidente, explicar el sistema a los alumnos,
tiene como inconveniente la falta de tiempo, de la que nos quejamos todos. La solucién
que adoptamos fue traducir un curso breve de Kermit Sigmon (Ver [9]), y explicarlo en
dos sesiones de hora y media. El resultado, desde un punto de vista docente, nos parecié
especlacular: Al final de las sesiones la mayoria de los alumnos estaban interesados en
acceder al programa y obtener una copia del manual.

3.3. Formas de implementacién

Con el tiempo, y contactando con diversas inslituciones y personas (Ver, por ejem-
plo, [1] y [8]), hemos ido encontrando otras formas de utilizar MATLAB o cualquier
otro paquete numérico en la docencia diaria. La que estimamos mejor entre las que cono-
cemos, y que se ha experimentado con éxito, que sepamos, en varias Universidades
espafiolas y extranjeras, consiste en formar grupos de veinte alumnos con dos profesores
por grupo con la idea de que uno de ellos se concentre exclusivamente en resolver las
dudas que los alumnos puedan plantear, mientras que el otro, aparte de ayudar al primero
en lo posible, tiene como tarea la explicacion de las diferentes técnicas a experimentar en
cada sesion.

Nuestra Universidad parece atin lejos de poder adoptar esta forma de impartir una
clase o prictica. La experiencia demuestra que la forma mds plausible de utilizar el pro-
grama consiste en el uso de un proyector de video o una pantalla de cristal liquido
conectado a un ordenador donde poder ilustrar con ejemplos los distintos temas explica-
dos en clase, como decfamos antes. La efectividad de esta forma de utilizar un sistema
de cdlculo depende del grado de familiarizaciéon que posean los alumnos con el sistema.
En efecto, en un curso donde los alumnos no conozcan en absoluto el programa, tan sélo
podemos aspirar a motivarlos un poco. Sin embargo, si perdemos un poco de tiempo en
mostrar algunas interioridades del mismo, y los alumnos tienen acceso a un aula donde
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practicar libremente, los resultados mejorarén espectacularmente, pues en este caso, con-
taremos con la aportacién real de los problemas que ellos deben resolver a menudo,

En cursos superiores es practicable también otra técnica de trabajo consistente en
proponer a los alumnos una serie de trabajos para realizar fuera o dentro del horario de
clases. Como requerimientos técnicos para esta forma de trabajo se necesita un nimero
razonable de puestos de ordenador con el programa instalado a disposicién de los
alumnos. El problema en este caso no se encuentra en el ndmero de grupos de précti-
cas en que se tiene que dividir al alumnado, lo que produce unas necesidades de profe-
sorado enormemente altas, sino en el ndimero de alumnos total, ya que debe ser posible
la evaluacién de un trabajo donde la creatividad de nuestro alumnado puede generar
ingentes cantidades de material. Como desventaja de esta forma de utilizar ¢l ordena-
dor en nuestra docencia, podemos citar la falta de control sobre el trabajo personal de
los alumnos, aunque esto también tiene cierta componente positiva. Como contrapar-
tida se tiene la comodidad que supone para el alumnado la falta de un horario rigido, y
la posibilidad de profundizar en aquellos temas que resulten de su interés.

En cualquier caso pensamos que la forma de impartir las materias debe adecuarse al
nimero de alumnos y no al revés. Si estuvieramos en una situacién ideal, esto dltimo
ponrfa plantearse e incluso podemos pensar en la posibilidad de que dentro de unos afios
baje el nimero de alumnos, pero no podemos permitirnos el lujo de esperar hasta enton-
ces para introducir las nuevas tecnologias en nuestras clases. Segin el Profesor Alsina
(20, .]as matemdticas han de ser para todos, a lo que nosotros afiadimos que toda aquella
experiencia que no sea susceptible de ser transportada a un auditorio masivo, cuando
menos, perderd peso especifico dentro de nuestra comunidad.

4. Ejemplos

A continuacién presentaremos algunos ejemplos que hemos ido coleccionando a lo
largo de éstos afios, para la ilustracién de distintos puntos de las distintas asignaturas
donde hemos utilizado el programa. Se trata de ejemplos que han sido expuestos en una
clase magistral.

4.1. Errores de redondeo

El siguiente ejemplo, tomado de [12] pretende ilustrar que lo peligroso de los erro-
res de redondeo es su posible propagacién en célculos subsecuentes. Para ello resolve-
remos un sistema triangular, viendo que las primeras coordenadas de la solucién que se
c'alculan, son prdcticamente exactas, mientras que las dltimas apenas tienen alguna cifra
significativa correcta. También aclara que el ndmero de condicién no es el cociente
entre los autovalores mdximo y minimo a no ser que la matriz sea simétrica.
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En primer lugar, introducimos la matriz cuyos elementos diagonales son .501, 502,
.503, ..., .550 y los de su superdiagonal son iguales a —1. El vector b se toma de forma
que la solucién del sistema de ecuaciones sea el vector cuyas componentes son todas

iguales a 1/3.

fori=1:50
a(i,i) = 0.5 + (i/1000);
ifi<50
a(i+ 1) =-1;
b(i,1) = (a(i,i)-1)/3;
else
b(i,1) = 0.55/3;
end
end

El resultado es, por supuesto, la matriz:

501 -1 0 0

0 502 1 . 0
0 0 .503 .. O
0 0 0 .. .550

A continuacién resolvemos el sistema Ax = b, con la instruccién x = a\b. Especifi-
camos el formato «largo» (15 cifras) con format long e y cambiamos de orde?n las coor-
denadas de la solucién, para verlas de la misma forma en que s¢ obtienen, con
y = x(50:-1:1). Las coordenadas de la solucién en orden decreciente son:

3.333333332635979¢-01
3.333333332002504e-01
3.333333330788727¢-01
3.333333328458609¢-01
3.333333323976856e-01
3.333333315340107e-01
3.333333298664304e-01
3.333333266404706e-01
3.333333203877574e-01
3.333333082450080¢-01
3.333332846181384¢-01

3.333333333333333e-01
3.333333333333333e-01
3.333333333333333e-01
3.333333333333333e-01
3.333333333333332¢-01
3.333333333333331e-01
3.333333333333329e-01
3.333333333333325e-01
3.333333333333318e-01
3.333333333333304e-01
3.333333333333279¢-01
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3.333333333333233¢-01
3.333333333333147¢-01
3.333333333332987¢-01
3.333333333332687e-01
3.333333333332125e-01
3.333333333331071e-01
3.333333333329089¢e-01
3.333333333325356e-01
3.333333333318310¢-01
3.333333333304987e-01
3.333333333279748e-01
3.333333333231847e-01
3.333333333140759¢-01
3.333333332967222¢-01

3.333332385566896¢e-01
3.333331485835404¢e-01
3.333329724938940e-01
3.333326271896165¢—01
3.333319487378101e-01
3.333306131063721e-01
3.333279785558506e-01
3.333227716420459¢-01
3.333124604256508e—01
3.332920008428728e-01
3.332513244236894e-01
3.331702937515363e-01
3.330085532899130e-01
3.326850697736122¢-01

El motivo de perder tantas cifras significativas es l6gicamente que la matriz estd
mal condicionada. Para verlo calculamos primero su niimero de condicién respecto a la
norma euclidea con cond(a), obteniendo el resultado 2.029220279849393¢ + 14. Pode-
mos recurrir también al nimero de condici6n referido a la la norma 1, que resulta menos
costoso. La instruccién es rcond(a) y el resultado 5.209426967190691e—15 (en este caso
obtenemos el inverso).

4.2. Eliminacion Gaussiana contra Cramer

El siguiente ejemplo fue también uno de los primeros que expusimos en clase. El
objetivo que se pretendia conseguir era convencer a los alumnos de las ventajas de utilizar
la Eliminacién Gaussiana frente a su vieja conocida Regla de Cramer. Hagamos notar que
la razén que habitualmente damos a nuestros alumnos, sobre el nimero de operaciones no
es la mds importante, pero el lugar donde se expone el ejemplo impide entrar en conside-
raciones mds profundas. Dos medidas de la eficiencia de un algoritmo son el nimero de
operaciones realizadas, y el tiempo gastado. Si deseamos saber cuanto tarda y cuantas
operaciones realiza MATLAB para resolver un sistema 50 X 50 podemos escribir:

a = rand(50);

b = rand(50,1);
flops(0); t1 = clock;
xgauss = a\b;

tgauss = etime(clock,t1)
operauss = flops
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Esto producira las respuestas
tgauss = 0.0500 opergauss = 99929

Si deseamos comparar éstos resultados con los que se obtendrian al resolverlo con

la férmula x = inv(a)*b, lo que esencialmente consiste en utilizar la Regla de Cramer
basta con escribir

flops(0);t1 = clock;
xinv = inv(a)*b;

tinv = etime(clock,t1)
operinv = flops

Las respuestas que se obtienen ahora son:
tinv = 0.1600 operinv = 265404
Ahora, lo 16gico es ver la diferencia o mejor el cociente. Basta teclear

operinv/opergauss
tinv/tgauss

para obtener que el cdlculo de la solucién con la férmula de la inversa es 2.6559 veces
mds costoso si medimos el costo en niimero de operaciones, y 3.2000 veces mayor si lo
medimos en términos de tiempo gastado en la realizacién de los cdlculos. Naturalmente,

estos resultados dependen de las matrices que escoja la mdquina y del ordenador que se
esté utilizando.

Fue sorprendente para nosotros el hecho de que este ejemplo tan sencillo fuera tan
bien aceptado, tanto por los alumnos como por algunos profesores con los que discuti-
mos, por ejemplo, el reducido ndmero de operaciones que requeria la evaluacién de la
inversa dentro del sistema. La experiencia nos ha demostrado que el ejemplo contiene
dos hechos fundamentales sobre la utilizacién del programa. Por un lado la mayor
parte de los algoritmos de algebra lineal numérica que aparecen en la prictica estdn
construidos en MATLAB, por lo que podemos evitar largos y tediosos espacios de
tiempo en la programacién de éstos. Por otro, la forma en que se solicitan resultados al
sistema, es decir, la sintaxis es muy parecida a la que podemos utilizar cuando escribi-
mos en un papel.
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4.3. El método de Newton

El siguiente ejemplo trata sobre el método de Newton. No es nada original, pero en
cualquier curso donde se trata algo de Cdlculo numérico aparece ¢l tema, y no debemos
soslayar las cosas conocidas si son importantes. De esta forma cuando la segunda fir-
mante fue invitada a dar una charla divulgativa sobre el sistema, uno de los ejemplos que
traté fue precisamente este (Ver [7]).

Se trataba pues de crear un archivo que permitiera ver como se comporta €l método
de Newton, restringiendonos al caso de los polinomios, sobre los que disponemos de
informacién adicional sobre la eleccién del punto inicial.

Los polinomios se introducen en ¢l sistema como vectores. En particular el polino-
mio x>+ x2+ x + 1 se introduce en MATLAB como

p=[1111]

Despues de localizar las raices del polinomio entre =2 y 2, mediante la férmula ade-
cuada, se puede crear el grafico del polinomio de forma inmediata. La dnica complica-
cién que se presenta a la hora de introducir el método de Newton es el célculo de la deri-
vada. En el caso de los polinomios esto es sencillo. Podemos utilizar la férmula:

n = max(size(p))-1;  pl = (n:-1:0)-*p; pl =pl(;,1:n)

He aquf una desventaja con respecto a los sistemas simbélicos. Incluso en el caso de
polinomios el cdlculo de la derivada es relativamente complicado (si queremos escribir
una férmula que proporcione la derivada de cualquier polinomio).

Una vez disponemos del polinomio y su derivada, los cdlculos son sencillos. Si
partimos de x0 = 2, para obtener la iteracién 25 del método de Newton, basta escri-
bir:

k=0; x=x0; q=polyval(p,x);
for k = 1:25
correc = ¢/polyval(p1,x);
X = x—correc; q = polyval(p,x);
end
X

De esta forma la desventaja que comentdbamos antes se enjuga con la sencillez
con que podemos disponer los cdlculos. El valor que se alcanza resulta ser —1. Compli-
cando un poco la programacién puede obternerse ademds la tipica representacién gra-
fica:
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4.4. Condicionamiento del calculo de ceros de polinomios

Relacionado con el ejemplo anterior, en este intentabamos rebatir algunas ideas pre-
concebidas sobre el condicionamiento del cdlculo de los ceros de un polinomio.

Las raices xi (k) del polinomio p(x) = (x — 1) (x - 2) ... (x — 20) estdn bien separadas.
Queremos estudiar la condicién del problema del célculo de los ceros de p(x). Para fello
empezamos introduciendo el polinomio. Esto se hace con la instruccién cony, que sirve
para multiplicar polinomios:

p=[1-1]; fork =2:20,p =conv(p,[1-k]); end

A continuacién, perturbamos el coeficiente de x'? en p para ver c6mo se modifican
sus rafces

q=p; q@2)=pQ)*(1 +10°(-8)); a=[p;ql’

Observemos que la perturbacién tiene un error relativo de 1078, La parte final de la
instruccidén nos da los coeficientes de p y su perturbacién g escritos por columnas.

1.000000000000000e + 00 1.000000000000000e + 00
-2.100000000000000e + 02 -2.100000021000000e + 02
2.061500000000000e + 04 2.061500000000000e + 04
-1.256850000000000e + 06 -1.256850000000000¢e + 06
5.332794600000000e + 07 5.332794600000000e + 07
-1.672280820000000e + 09 -1.672280820000000e + 09

4.017177163000000e + 10
-7.561111845000000e + 11
1.131027699538100e + 13

4.017177163000000¢ + 10
-7.561111845000000¢ + 11
1.131027699538100e + 13
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-1.355851828995300¢ + 14
1.307535010540395¢ + 15
-1.014229986551145¢ + 16
6.303081209929490e + 16
-3.113336431613907¢ + 17
1.206647803780373¢ + 18
-3.599979517947607¢ + 18
8.037811822645052¢ + 18
-1.287093124515099¢ + 19
1.380375975364070¢ + 19
-8.752948036761600e + 18
2.432902008176640e + 18

-1.355851828995300e + 14
1.307535010540395¢ + 15
-1.014229986551145¢ + 16
6.303081209929490¢ + 16
-3.113336431613907¢ + 17
1.206647803780373¢ + 18
-3.599979517947607¢ + 18
8.037811822645052¢ + 18
-1.287093124515099¢ + 19
1.380375975364070¢ + 19
-8.752948036761600¢ + 18
2.432902008176640¢ + 18

Finalmente, deseamos comparar las raices de los dos polinomios. Para ¢llo calcula-
mos las rafces de ¢ y las mostramos:

xi = roots(p); xip =roots(q); a = [xi’;xip’]’

Los resultados de las operaciones anteriores son

2.0000e + 01 2.2159¢ + 01

1.8998¢ + 01 2.0367¢ + 01 + 3.1877e + 00i
1.8007¢ + 01 2.0367¢ + 01 - 3.1877¢ + 00i
1.6981e + 01 1.6798e + 01 + 4.2862¢ + 00i
1.6035¢ + 01 1.6798e + 01 — 4.2862¢ + 00i
1.4951e + 01 1.3613e + 01 + 3.7127¢ + 00i
1.4049¢ + 01 1.3613e + 01 — 3.7127¢ + 00i
1.2964e + 01 1.1286e + 01 + 2.5400e + 00i
1.2021e + 01 1.1286¢ + 01 - 2.5400¢ + 00i
1.0991e + 01 9.6023e + 00 + 1.3147e + 00i
1.0003e + 01 9.6023e + 00 - 1.3147¢ + 00i
8.9993e + 00 8.2579¢ + 00 + 1.1896e - 01i
8.0001e + 00 8.2579%¢ + 00 — 1.1896e — 01i
7.0000e + 00 6.9947e + 00
6.0000e + 00 6.0001e + 00
5.0000e + 00 5.0000e + 00
4.0000e + 00 4.0000e + 00
3.0000e + 00 3.0000e + 00
2.0000e + 00 2.0000¢ + 00
1.0000e + 00 1.0000e + 00

59



Observemos que los resultados son absolutamente disparatados. Por el contrario si
realizamos los mismos cdlculos con el polinomio p(x) = (x — 27 (x — 272) ... (x — 20y
cuyas rafces no estdn bien separadas y se acumulan en 0, obtenemos las raices
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lineal. Para ello nos referiremos a [3] y [5] (Ver también [6] para mds detalles). Como
opuesto al método anterior aparece el método de Newton, que consiste en aplicar el
método de Newton usual a las condiciones necesarias de extremo local. Este procedi-

5.000000000000004e - 01
2.499999999999993¢ - 01
1.250000000000013e - 01
6.249999999999822¢ — 02
3.125000000000153¢ - 02
1.562499999999926¢ — 02
7.812500000000222¢ — 03
3.906249999999973¢ - 03
1.953124999999995¢ — 03
9.765625000000022¢ — 04
4.882812500000108¢ — 04
2.441406249999890e — 04
1.220703125000041¢ — 04
6.103515625000058e ~ 05
3.051757812499884¢ — 05
1.525878906250033e — 05
7.629394531249931e - 06
3.814697265625058e ~ 06
1.907348632812492¢ — 06
9.536743164062445¢ — 07

5.000000000000001e - 01
2.499999999999990¢ — 01
1.250000000000015¢e - 01
6.249999999999824e — 02
3.125000000000150e - 02
1.562499999999929%¢ — 02
7.812500000000217e — 03
3.906249999999975¢ — 03
1.953124999999995e - 03
9.765625000000026¢ — 04
4.882812500000114¢ - 04
2.441406249999894¢ — 04
1.220703125000042¢ — 04
6.103515625000417¢ — 05
3.051757812489061e — 05
1.525878906417765¢ — 05
7.629394518669821e — 06
3.814697309655818e¢ - 06
1.907348566766083¢ — 06
9.536743494295138e - 07

Los resultados ahora, aunque en las dltimas raices perdamos la mitad de las cifras
significativas, son relativamente buenos.

S. Un ejemplo sobre optimizacién numérica

Los métodos de Newton y del gradiente aparecen en cualquier texto que se dedique
a la optimizacién. Aparte de los motivos histéricos, existen serias razones para que esto
suceda. Una de ellas es que ambos admiten una teorfa suficientemente desarrollada. Por
otro lado, la sencillez de ambos métodos permite describir sin mds problemas los distin-
tos ingredientes que componen los algoritmos mds avanzados.

El método del gradiente es uno de los mds antiguos para resolver el problema de
minimizar una funcién escalar f de varias variables y consiste en realizar la iteracién
Xy =X 048, donde g, es el gradiente de fen x, y o, es el pardmetro que minimiza la
funcién escalar f(x, - ¢g,). El método es extremadamente simple, salvo la trampa de la
determinacion del pardmetro ¢, para lo que se debe utilizar algin método de bisqueda
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miento es, salvo condiciones adversas, localmente cuadrdticamente convergente, lo que
le confiere particular eficacia de forma local, pero tiene la desventaja de depender fuerte-
mente de la eleccién del punto inicial. Es decir, tiene las propiedades opuestas al método
del gradiente.

El siguiente ejemplo, tomado de [6], pretende ilustrar estos hechos, junto con la
posibilidad de que la iteracién que se obtiene con el método de Newton no sea des-
cendente. Consideremos la funcién de dos variables definida en el cuadrante positivo:
fx,y) = 10x935y%5 — 2x — 3y. Se trata de encontrar numéricamente su méximo, cuyo cdl-
culo podemos realizar de forma exacta, con las condiciones necesarias de primer orden.
Resulta ser x = (17.5/6)'03 ¢ y = (5x03%/3)?

Se trata de una funcién muy sencilla. Es habitual y cdmodo cuando se trata de estu-
diar los distintos métodos de optimizacidn, el ir viendo los - :~ultados sobre el plano de
contornos de la funcién. Por tanto mostramos dicho plano de contornos junto con la gra-
fica. Después de algunos intentos, descubriremos que los problemas aparecen cuando
nos acercamos a los ejes, mientras que si nos separamos lo suficiente de ellos podemos
conseguir un aspecto local de la funcién muy parecido al paraboloide habitual. Por ejem-
plo en el cuadrado [30,42]? los graficos que se obtienen son los siguientes:

1] 2 34 36 38 40 42

El méximo parece estar perfectamente localizado, y de hecho lo estd, tan sélo es
necesario poner en marcha los distintos métodos de que dispongamos. Para hacerlo nece-
sitamos un estrategia de buisqueda lineal. Hemos elegido para ello un algoritmo con
garantfa de convergencia global para funciones unimodales. (Ver {3], [5] y [6] para mds

61




detalles). Si partimos del punto inicial (40,40), puede obtenerse el siguiente grifico, que
en una demostracién real podria verse paso por paso:

kLIS
36|

%

32F

I\Dl—

0

32 34 36 38 40

La sencillez del ejemplo hace que las iteraciones sean relativamente rdpidas, pero la
comparacién con el método de Newton no da lugar a dudas. Una pocas iteraciones con-
ducen a la soluci6n, sin tener que procuparnos por la biisqueda lineal. Veamos Ia itera-
cidn que resulta con el método de Newton partiendo del mismo punto inicial que antes:

0 32 % 6 38 4

La rapidez del método de Newton se ve empafiada, fundamentalmente, por la com-
plicacién que supone la necesidad de una buena eleccién del punto inicial. Esto puede
ilustrarse con el ejemplo que estamos viendo. En primer lugar tomaremos como punto
inicial el (1,1), con el que el tnico problema es que se necesitan mds iteraciones para lle-
gar a la solucién (cada linea de contorno determina una iteracién). El gréfico que obtene-
mos es el siguiente:
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El problema puede agudizarse hasta el punto de que la iteracién podria incluso
salirse de la regién donde la funcién estd definida. Un caso menos grave es el que mos-
tramos a continuacién en el que la iteracién no siempre resulta ser descendente, lo que
constituye otro problema del método de Newton, relacionado con la falta de convergen-
cia global. Se obtiene partiendo del punto (40,15):
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Naturalmente, estos inconvenientes pueden evitarse si en cada iteracién del método
de Newton se realiza la bisqueda lineal. En éste caso la iteracién converge mucho mds
rapidamente, aunque ahora los cdlculos resultan algo mds engorrosos, por razones
obvias. Adn as{ mostramos la iteracién que se obtendria, partiendo del mismo punto ini-
cial del gréfico anterior. Observaremos en ¢l que desaparece el comportamiento oscilato-
rio de la iteracién:
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La cuarta dimensidn:
una alternativa al teorema de Fermat

Juliin Sanz Pascual

La demostracién de A. Wiles

' El dltimo episodio de esta larga historia que es el tcorema de Fermat 1o ha protago-
nizado e.l matemyitico britdnico Andrew Wiles, quicn en junio de 1993 anuncié que ImT*:l‘n
cgnse;_:,rmdo su demostracion. La primera noticia la lef en un articulo del profesor /\zu.u—
nio Cordoba: «El teorema de Fermal: cac un mito de las matemdticas. La vltima pieza
del rompecabezas» (EL PAIS, de fecha 26-6-93, p. 27). ' e

Con e.s’te motivo, me publicaron en EL PAIS una carta en la que afirmaba que tal
demo'st‘ramon era imposible, y daba algunas razones (12-7-93), que también he expuesto
en mi libro [1]. No habfan pasado seis meses cuando e] propio Wiles \c vio Ohlil"lt](‘) a
reconocer que habia cometido un fallo!. -

La alternativa: esquema

En el supuesto de que el teorema de Fermat nunca llegue a demostrarse, caben dos
posturas: ,
1.° Continuar con los i i6
. Intentos de su demostracion, lo 'd enri i
§ ; ue podr
duda, la metodologi: temadtica, inclus ; in desubrinmiento sonin
la, la gla matematica, incluso ofrecer algiin descubrimiento positivo
de interés.
o . H s
2.° Buscar una alternativa. Esta podria ser «el teorema de los cuatro cubos». tam-
a7 . « . . ’
b.xen «la cuarta dimensién», que vengo proponiendo desde hace bastantes afios
sin haber encontrado eco entre los profesionales de las matematicas
De acuerdo ¢ SSOUema propues conti i6 i .
P E:.Idl) con el u.quuudl propuesto a continuacién, partimos de la ecuacién de
os tres cuadrados, teorema de Pitdgoras, que constituye el fundamento de la ciencia del

pI;mE;. pues ¢s su proposicion mds simple y propia. De ésta se deriva el problema de Ia
duplicacion del cuadrado, que ya estd perfectamente resuelto

(tha de.la Rudaccnon). Con posterioridad a la recepcion del presente articulo, Andrew Wiles ha publicado la
version corregida y completa de su demostracién del dltimo Teorema de Fermat en el nimero de mayo de 1995

de los Annals of M i N
a[llelllathS. Nalulalmente este hecho no afecta a las otras Cco i
! o
I . nstrucciones que realiza el
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ESQUEMA

No hay salida por aqui La razén ha llegado a su limite

TEOREMA DE FERMAT|F—— x"=y" + 2" Enunciado negativo

5
x?=y? +2* By +z Xt =yt + 2t XS=yS+z
T. Pitdgoras

Enuncijado positivo

TEOREMA DE LOS CUATRO CUBOS

L=y +3+t
l ECUACION DEL ESPACIO REAL

x¥=2a> Duplicacién del cubo:
x>=2a? Duplicacién del cubo: No hay solucién
No hay solucién

De la ecuacién de tres cuadrados, parece que habriamos de p.'l.“ifll: a la/ de;) losdtrelzz
cubos. Esta ecuacién ya era famosa como insoluble entre los matnimuuo/()s;m es de
Edad Media. En el siglo XI, Avicena la menciona en un tratado de filosofia [2]. i

Fermat debié llegar al mismo punto vy, convencido comoﬂestaba de qulc,nf) se pﬁsar
resolver, debi6 preguntarse jpor dénde seguir? Era}la er\mcrucgac}a. P(zj1‘relce| E)rgécu(-)ﬂ?j o
que, si no hay tres nimeros enteros tales que x? = y? + 7, mcht:.‘-‘ pue ﬁl.‘tﬂ “::“i ;mdo ue
cumplan x* = y* + 72° + t*. Entonces a Fermat sélo se le OCP“_“{ seguit I!]-V-.)nbltls e
ecuaciones de tres variables y con exponentes gnteros superiores a 3_’ pues cc 1 ‘f ooy
cas de cuatro variables le parecfa obvia la inutilidad de c?ntlnu.ar, por no defnr at ahom_
interés. A mi me produce un cierto escalofrfo pensar qué Imlchsc. pasado .s-}da ets :tear "
bre. tan aficionado a los nimeros y tan hébil con ellos, se le huhu?se ocurrido ta

aci6 ‘o cubos sfecto: 63 = 5% + 43 + 3%, (No le hubiese interesado mucho
ceuacion de cuatro cubos. En efecto: 67 =5+ (No s
mis esta salida positiva de «los cuatro cubos», que la negativa por la que se de !

La ecuacion de los cuatro cubos

- . . :

La manera como yo llegué a la ecuacién de los cuatro cubos puede ser (:0(;151I<:ieradt

! f ermal
como anecdética, pero no casual del todo. Un dia, oyendo hablar del teorema de g
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por primera vez, pero habiéndolo entendido mal, me puse sin mds a intentar resolver la
ccuacion de tres cubos. Mas al instante comprendf que eso no tenia sentido. Pensando tal
vez como un viejo pitagérico, me hice esta argumentacion: si al cuadrado son tres los
nimeros racionales que se pueden relacionar es porque tres puntos no en linea recta
determinan un plano; consecuentemente, al cubo los ndmeros han de ser cuatro, pues
cuatro son los puntos como minimo que determinan un espacio. En efecto, por simple
tanteo, pronto obtuve las primeras soluciones 6, 5, 4 y 3. Los hechos me daban la razén.

El gol que Fermat habia tenido en la punta de la bota hacfa tres siglos y medio me habfa
llegado a mf{ por un extrafio rebote.

Las primeras consecuencias aritméticas y geométricas

Desde el primer momento tuve conciencia clara de que las soluciones que habia
encontrado para la ecuacién de cuatro cubos no eran casuales, como tampoco era casual
que la ecuacién de tres cuadrados tuviese las suyas. Es mds, pensé que, si la de tres cua-
drados constituye el fundamento de la ciencia del plano, la de cuatro cubos ha de consti-
tuir el fundamento de la ciencia del espacio. Esto, naturalmente, abria un campo inmenso
de investigacién, acaso demasiado inmenso y profundo para mis escasos recursos meto-

doldgicos, pues yo no era un matemdtico en el sentido profesional del término, sino un
modesto profesor de filosofia.

Una primera férmula que permite otras soluciones

La primera pregunta que cabe hacerse es si las soluciones 3, 4, 5 y 6 son las tnicas
de la ecuacidn de cuatro cubos. Por analogfa con la de los tres cuadrados, parece que no.
Entonces i1de€ una férmula que da nuevas soluciones a partir de las ya conocidas. Es ésta:

" X=a-m
m:tl‘+uz—hg—u2 y=b+m
a+b+c-d z=c+m
t=d+m
Prueba con las soluciones 3, 4, 5, 6:
¢ 3 x=3-2/3=7/3
2 2 2 _ _
m_6 +3°-4°"-5 Y y=4+2/3=14/3
3+4+5-6 z=5+2/3=17/3
t=6+2/3=20/3
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Esta férmula tiene dos posibilidades mds:

x=a+m
F -+l - y=b-m
m=-—————" B

a+b+c—d z=c+m

t=d+m

A partir de las soluciones 3,4,5y 6,da6,1,8y9.

Xx=a+m

& -a-b+ y=b+m

" at+b+c-d zZ=c—m

t=d+m

A partir de las soluciones 3,4,5y 6,da 9, 10,-1y 12.

Historia de la ecuacién de cuatro cubos y de sus soluciones

La referencia més antigua que he encontrado de esta ecuacién data de 1748 y se
debe a Leonardo Euler. En su libro Introductio in analysin infinitorum, tomo II, capltt{lo
X1V, «De inventione curvarum ex datis applictarum propietatibus», puede leerse: «Sic,
si quaeratur Curva in qua

pPP+q+ri=2ad

siet

p? —3PQ + 3R = 2%
et, ob

R=y’-Py’+Qy,
habebitur haec acquatio

3y3 - 3Py2+3Qy +p’ - 3PQ =2’

pro Curvis quaestio satisfaciendibus» [3].

Ya en este siglo, G.H. Hardy nos ofrece un texto en el que la ecuac'{c’)n es nueva-
mente tratada, Bstd en un libro que escribié junto con Wright, An.,int.roducnon tq the the-
ory of numbers [4]. En el capitulo 13, trata de las ecuaciones diofdnticas, en parl}(fular de
la = x? + y? + 73 Da la solucién completa y dice que la propuso y lla resolvié Euler.
También trae esta férmula que atribuye a Ramanujan, aunque no dice si con ella se pue-
den encontrar todas las soluciones:
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x = 3a? + Sab — 5b2
y = 4a% — 4ab + 6b2
7 = 5a% — 5ab — 3h?
t = 6a% — 4ab + 4b? [4]

Mids recientemente ain, L.J. Mordell, en su libro Diophantine equations [5] en el
capitulo 13, «Integer solutions of some cubic equations in three variables», plantea la
ecuacién x* + y* + 23 = n. Para n = a3, da este par de soluciones:

X=t y=-t z=a
x=9at*, y=3at-9at!, z=a-3ad [5]

En efecto, dando valores a las variables «t» y «a» en la férmula de Mordell, se
obtienen soluciones como éstas:

1,6,8,9; 1,71, 138, 144.

Con la férmula de Ramanujan, dando valor a las variables «a» y «b» se obtienen
soluciones como éstas:

3,36,37,46; 18,19,21,28; 27,30, 37, 46.

Tanto en la férmula de Ramanujan como en la de Mordell como en la que yo mismo
he propuesto, no parece que haya limite a las posibilidades de nuevas soluciones. Entre
las que da la férmula de Mordell y la de Ramanujan, se observa una diferencia que
puede ser de interés de cara a la posible geometrizacién del teorema, y es que, mientras
los tres nimeros del primer miembro en la de Mordell no permiten la construccién de un
tridngulo, en la de Ramanujan sf lo permiten.

La geometrizacion del teorema

Mientras, segtin hemos visto, ya ha habido algtn ilustre matemdtico que se ha ocu-
pado de la ecuacién de cuatro cubos en ¢l campo de la aritmética, no ocurre lo mismo en
el de la geometrfa, pues se trata de un capitulo que hasta el dia de hoy permanece com-
pletamente en blanco: no conozco ni una sola linea que se haya escrito sobre él. Salvo,
claro estd, lo poco que yo mismo he publicado [6].

Parece razonable pensar que, si la ecuacion de los tres cuadrados tiene su expresién
geoméfrica en la circunferencia, la de los cuatro cubos ha de tenerla en la esfera. De
acuerdo con algunas de las soluciones encontradas, las que dan, por ejemplo, la férmula
de Ramanujan, podfa pensarse que los tres nimeros del primer miembro de la ecuacién
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permiten construir un tridngulo, que serfa la base del tetraedro, mientras que el nimero
del otro miembro serfa un segmento libre que permitirfa relacionar cibicamente dicho
tridngulo con los puntos de una esfera (Fig. 1). Lo que no he conseguido, a pesar de los
muchos ensayos que he hecho, ha sido una figura plana, de proyeccién, en la que las
diversas soluciones de la ecuacién de cuatro cubos tengan su realizacién geométrica de
manera similar a como la de los tres cuadrados la tiene en la circunferencia.

La primera construccion

Si trazamos dos circunferencias iguales cuyos centros estén a una distancia de 6/5 del
radio, uniendo los dos puntos de interseccién y trazando por uno de estos puntos una per-
pendicular a dicho segmento de manera que corte a las dos circunferencias, tenemos cua-
tro puntos de interseccion que determinan cuatro segmentos rectilineos desiguales entre
los que se puede establecer la siguiente relacién cibica: BD? = AB®* + AC? + BC? (Fig. 2).

>~ Figura 2

Figura 1

Comprobacién:

Por construccién: OO’ = 51/6. Por el teorema de Thales tenemos OO’ = 1/2 BD.
Por simetrfa: BC = CD. Entonces BC = 6r/5, BD = 121/5. Por el teorema de Pitdgoras:
(AC)? = (2r)%— (61/5)?, luego AC = 81/5. También: AB = 2r. Poniendo todos los términos
de la ecuaci6n en funcién de r, tenemos:

(121/5)° = (2r)* + (81/5)® + (61/5)?,

igualdad comprobable aritméticamente,

70

A nadie se le escapa que esta primera construccién es de un valor cientifico muy
modesto, pues se limita a un caso particular de las soluciones posibles de la ecuacién de
cuatro cubos, sin embargo puede constituir el interés de haber sido el primer intento de
llevar a la geometria una ecuacién tan nueva y original, la verdadera ecuacién del espacio.

La ecuacion de los cuatro cubos en la Geometria

Bien conocida es la posibilidad de pasar de la proporcionalidad lineal de los lados
de tridngulos semejantes (teorema de Thales) a la relacién cuadrética de los mismos. En
los tridngulos rectdngulos es la demostracién del teorema de Pitdgoras (Fig. 3).

Como comentario a esta cldsica demostracién, yo dirfa que la relacién de proporcio-
nalidad de los lados de tridngulos semejantes es algo que ya se da en el plano, no en el
segmento en si, lo que quiere decir que, en todo caso, hemos partido mds bien del plano.
Sélo restarfa plantearse si a partir del teorema de Thales se podria haber llegado al de
Pitdgoras sin haberlo conocido previamente.
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Figura 3 Figura 4

b’=am y c’=an
Sumando miembro a miembro ambas igualdades tenemos:
b%+c?=am + an = a(m + n)

Comom+n=a, entoncesb?+c?2=a?
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La pregunla que, por analogia, ahora vamos a hacernos es si, en ¢l terreno de la geo-
metrfa, seria posible pasar de la ecuacidn de los tres cuadrados a la de los cuatro cubos,
En este caso, yo sélo puedo responder con la historia que conozco. A partir de las solu-
ciones 3, 4, 5, de la ecuacién de los lres cuadrados, y 3, 4, 5, 6, de los cuatro cubos, de
acuerdo con la figura 4, trazando la perpendicular al segmento AB por el punto B y pro-
longando el segmento AC hasta el punto E, se nos forman tres tridangulos semejantes,
ABE, ACB y CBE. Aplicando el teorema de los cuatro cubos en los dos dltimos tridngu-
los y teniendo en cuenta los teoremas del cateto y de la altura, tenemos:

a) @CnP¥=+h’+nd y Tnd=cd + b

Como ¢? = an y h? = mn, sustituyendo, tenemos:

703 = can + hmn, dividiendo por n, nos queda:
7n? =ca + hm (19

b) 2h?=p*+m’*+h’ y 7Th¥=b*+m’
Como b2 = am y h? = mn, sustituyendo, tenemos:

7hmn = bam + m?, dividiendo por m, nos queda:
7hn = ba + m? 2.5

Sumando miembro a miembro las férmulas 1." y 2.%, tenemos:
7hn + 7n® = ba + ca + m? + hm
Sacando factores comunes, 7n(h + n) = a(b + ¢) + m(m + h).
Como las sumas que estdn dentro de cada paréntesis lo son respectivamente de los
catetos de los tres tridngulos semejantes que se han formado, al estar sus respectivos
lados homdlogos en la proporcion 3, 4, 5, estas sumas estardn en la misma proporcién.

Entonces, sustituyendo cada suma por sus respectivos nimeros proporcionales, nos
queda:

n3=a5+m4
Como a = mn, sustituyendo, tenemos:

2In=5(m+n)+4m=5m + 5n + 4m; 16n =9m
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Estos coeficientes, 16 y 9, corresponden, como puede comprobarse, a la relacion
métrica entre los segmentos del tridngulo estudiado.

El problema cstd en que, de momento, este paso del espacio al plano, sélo lo he
conseguido con las soluciones 3, 4, 5, 6. Pero lo que nos interesa ahora es el proceso y
sobre todo la pregunta de si es o no reversible. Ciertamente, después de conocer el
camino de ida, a posteriori, resulta fdcil hacer el camino de vuelta, pero dudo mucho de
que esto mismo se hubiese podido hacer en un puro @ priori, mucho menos sin haber
estudiado el teorema de los cuatro cubos y su posible geometrizacién. Lo que si se podia
haber hecho es una trampa, lo que el zorro, borrar el camino de ida con la cola y después
presumir de haber inventado el camino de vuelta.

La ecuacion de siete cubos

La diferencia esencial entre el teorema de los cuatro cubos y el de Fermat estd en el
sentido de su signo: mientras el de Fermat es negativo, el de los cuatro cubos es positivo.
Quicre esto decir que el primero cierra todos los caminos a la investigacién una vez
demostrado, el segundo se los abre. Siguiendo esta idea y a pesar de todas las dificulta-
des que hemos sefialado si parece posible comenzar a resolver alguna clase de proble-
mas, como es el de ecuaciones de cubos que tengan un nimero impar de incégnitas,
siendo estas soluciones nimeros racionales, desiguales y positivos. Para la de cinco
variables he encontrado las soluciones —1, 7, 25, 24 y 31, que faltan a una condicién.

En cuanto a la de siete sf he tenido éxito, pero por un camino bastante complicado en €l
que he combinado construcciones geométricas con célculo aritmético. Este es el resumen:

Partiendo de las soluciones 73 + 143 + 173 = 20, tenemos 7° + 143 = 203 — 173,
luego 73(13 + 2%) = 3087 = 3%.7? y dividiendo por 73 queda: 1* + 2% =32 = (1 + 2)%.

Si generalizamos, tenemos este teorema: La suma de los cubos de la serie de los
ndmeros enteros es igual al cuadrado de su suma [7].

P+22+3+. +n=1+2+3+...+n)

Si sumamos los cubos de los trece primeros niimeros, nos da 8281, que es el cua-
drado de 91. Como 91 = 43 + 33, tenemos

912= (43 +3%)2=16" + 9* + 12% + 123
Sustituyendo, nos quedarfa esta ecuacion:
168 +93+123+ 122 =1+ 22 +3%+ . +13°
Reduciendo términos semejantes, queda:

1B +12=13+2+3+PB+53+63+P+8+100+117+133
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Como 12° = 10° + 8% + 6%, y también 6 = 5° + 4° + 33 sustituyendo y eliminando
términos equivalentes, nos queda la ecuacién de siete cubos:

P+3+6+7P+113+133=16°
A partir de aqui, ya es posible resolver ecuaciones de cualquier niimero de cubos.
Como prueba, aqui estdn las soluciones de la de trece:

6+ TP+ 127 + 143 + 15 + 17% + 18 + 24% + 253 + 42° + 66° + 78’ = 96

Aclaracion de interés

Este articulo es un breve resumen de un libro del mismo titulo inédito atin.
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Corrigenda

Lamentamos el error que se deslizd en la pagina 76 del dltimo ndmero de este Bole-
tin, en cuya segunda linea decfa:

las expresiones de a) y f) no son funciones a) y A

y debfa decir;

las expresiones de a) a f) no son funciones 23

Ademds en la figura correspondiente al apartado a)
aparecian los ejes de coordenadas sin curva y debia apa-
recer también la curva indicada a continuacién:
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Resena de libros

JAVIER PERALTA: Principios diddcticos e historicos para la enseiianza de la Matemdtica,
Huerga y Fierro editores, 1995, 239 pags.

El profesor Peralta ejercié catorce afios como catedritico de bachillerato y durante
cuatro afios fue profesor de Metodologia de la Matemadtica II en la Seccién de Metodolo-
gia de la Facultad de Ciencias Matemadticas de la Universidad Complutense. Desarrollé
su tesis doctoral en la especialidad de Geometria Diferencial. En la actualidad es cate-
dréitico de la E.U. de Formacién de Profesorado de la Universidad Auténoma de Madrid.
Ha publicado interesantes articulos, algunos de ellos en nuestro boletin.

En resumen, a su nivel cientifico une un enorme interés por la ensefianza de la
Matemdtica, y cuando concurren estas dos circunstancias suelen dar como fruto ideas
interesantes y ttiles, que afortunadamente en este caso han sido plasmadas en el referido
libro, para que otros podamos aprovecharlas.

El libro consta de dos partes. En la primera se exponen las ideas basicas sobre la ense-
flanza de la matematica: su metodologia y did4ctica, el aprendizaje, la resolucién de problemas
y, muy especialmente, el papel que puede jugar la historia de la matemaética en su ensefianza.

La segunda parte, notoriamente mas pragmatica, aborda las didicticas especificas
de cinco partes esenciales de la matemdtica elemental: aritmética, algebra, geometria,
cdlculo y estadistica. Y lo hace con un planteamiento muy personal y original, a través
de un breve resumen histérico de su evolucién y de problemas y curiosidades y pasa-
tiempos, que el profesor-lector puede aprovechar.

La orientacién dada al libro recuerda mucho la que D. Pedro Puig Adam dio a su
célebre libro titulado «La Matematica y su Ensefianza Actual». Su lectura es también
entretenida y apasionante, como lo fue, y lo sigue siendo, aquella obra cldsica.

Aunque dirigido, en principio, a profesores de primaria y de bachillerato, este mag-
nifico libro es aprovechable y recomendable para profesores de matemadticas en todos los
niveles. Le auguramos un merecido éxito.

E. Roanes M.

M. J. Soto PriETO; J. L. VICENTE CORDOBA: Algebra lineal con MATLAB y Maple,
Prentice-Hall, 1995, 301 pdgs y un disquete con programas.

El prof. Vicente Cérdoba es catedrdtico de Algebra de la Universidad de Sevilla, de
prestigio universal, miembro de la Academia Europea. M. J. Soto es licenciado en Mate-
mdticas y experto en programacién y cdlculo simbdlico.

Este interesantisimo libro tiene un enfoque distinto al de la mayorfa de los cldsicos
de Algebra Lineal, en los cuales se describe el sistema formal, dejando los cdlculos
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explicitos para los cjercicios, que ya se supone se sabran hacer una vez que sc ha com-
prendido el formalismo.

En este libro se parte de la base de que a un estudiante le resulta mas fdcil calcular
que comprender conceptos abstractos. Se suministran primero los algoritmos de cdlculo
y luego se estudia la teoria abstracta, pero no como un capitulo separado, sino modelada
sobre los algoritmos. Esto quiere decir que se usan los algoritmos como técnica de
demoslracion de los teoremas. Asi, el lector ve como los conceptos abstractos surgen
como un modelo a partir de los cdlculos explicitos.

Consta de cuatro partes bien diferenciadas. En la primera se introducen los algorit-
mos relativos a matrices y determinantes, hasta llegar a las formas reducidas de una
matriz. En la segunda parte se introducen los conceptos relativos a espacios vecloriales y
aplicaciones lineales. La tercera se dedica a invariantes complejos (autovalores y auto-
vectores, y formas candénicas complejas) e invariantes reales (formas canénicas reales y
matrices especiales). Y la cuarta parte se ocupa de aplicaciones (regresién lineal, optimi-
zacién lineal y ecuaciones diferenciales).

En el libro se describen e implementan los algoritmos en MATLAB y Maple, que son
dos sistemas de Cdlculo Simbdlico polentes y de gran difusion. Incluye un disquete que
contiene programas y transcripciones de las sesiones de cédlculo contenidas en el texto, para
evitar al lector la tediosa labor de introducir a mano, por teclado, datos y comandos.

Esto no significa que sea necesario poseer un computador y un sistema de Célculo
Simbdlico para estudiar este libro, en el cual se dedica una especial atencién a los «cdl-
culos a mano», por su cardcter formativo.

El modo totalmente original de presentar los conceptos, anteponiendo el algoritmo
al formalismo, lo hace asequible y ttil a un amplio espectro de alumnado. Ello no signi-
fica perdida de rigor, sino sélo un modo mucho mds pedagdgico de introducir los con-
ceptos propios del Algebra Lineal habitual.

El libro tiene caracter introductorio y, al mismo tiempo, trata con profundidad todos
los temas considerados, por lo que puede ser usado con aprovechamiento por estudiantes
y profesores de primeros cursos de Facultades de Ciencias, Economia o Tecnologia.

E. Roanes M.

M. I. Soto PrRIETO; J. L. VICENTE CORDOBA: Matemdticas con Maple, Addison-Wesley
Iberoamericana, 1995, 281 pags y un disquete con programas.

Por ser los autores los mismos del libro anteriormente reseiado, remitimos al lector
a aquel, en cuanto a presentacion de los mismos.

El libro es fruto de la experiencia de varios cursos sobre Maple y de muchas clases
de Matematicas usando Maple. Consta de tres partes.

La primera parte se dedica a introducir el sistema Maple, dando una visién general
del mismo, que incluye el tratamiento de datos y expresiones, sintaxis de operaciones ¢
iniciaci6n a la programacion.
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La segunda parte estd dedicada a Maple en la Ensefianza Media y consta de tres
capitulos titulados Célculo y Algebra, Estadistica y Combinatoria, y Geometrfa analitica
plana. En ella se muestra como pueden ser aprovechados los correspondientes paquetes
de Maple en cdlculos relativos a los temas indicados.

La tercera y dltima parte, dedicada a Maple en la Ensefianza Superior, consta de cinco
capitulos, de titulos sugestivos: Estructuras bdsicas (enteros, criptografia y recurrencia), Reso-
lucién de ecuaciones (aproximada, exacta y de sistemas), Estructuras diferenciales (operadores
y ecuaciones), Gréficos avanzados (en el plano y en el espacio) y Tablas de funciones.

El libro contiene una larga lista de problemas de matemdticas desde un nivel de
ensciianza media hasta primeros cursos de facultades de ciencias e ingenierfas, que se
resuelven con Maple en su inmensa mayorfa construyendo programas «ad hoc».

El objetivo esencial del libro es ensefiar a utilizar Maple como una herramienta
poderosa en los estudios de Matemdtica a nivel medio y superior, por lo que es ttil tanto
a profesores de bachillerato como de universidad.

Por todo ello, el libro puede ser provechoso tanto para principiantes en Maple,
como para usuarios habituales del sistema, ya que los autores muestran un profundo
conocimiento de Maple. Pese a su aparentemente reducido volumen, su contenido es
exahustivo en muchos temas.

También incluye un disquete conteniendo los programas y los scripts de las sesio-
nes, que ahorra al usuario muchas horas de trabajo mecanogréfico.

E. Roanes L.

F. RINCON; A. GARCIA; A. MARTINEZ: Cdlculo cientifico con Maple, Ra-Ma, 1995, 287
pags y un disquete con programas.

Los autores son profesores del Departamento de Matematicas de la Escuela Universi-
taria de Informdtica de la Universidad Politécnica de Madrid, donde vienen desarrollando
aplicaciones de los sistemas de cdlculo cientifico a la docencia y a la técnica desde 1989.

Este libro es una introduccién a Maple que no se limite a una mera descripcion de sus
capacidades y comandos. Partiendo de la premisa de que profundizar en el conocimiento del
sistema permite optimizar su uso, pretende ir mds alld, mostrando no sélo lo que Maple es
capaz de hacer, sino cémo y por qué lo hace, ayudando al lector a identificar los tipos de
problemas susceptibles de ser abordados con un sistema de cdlculo cientifico.

El libro est4 dirigido a estudiantes, profesores, ingenieros, cientificos e investigado-
res interesados en conocer las ventajas que los sistemas de cdlculo cientifico los pueden
proporcionar en la resolucién de sus problemas matematicos.

La obra estd organizada en catorce capitulos. El primero es una introduccién al cal-
culo cientifico. Los capitulos 2 a 6 describen ¢l uso interactivo de Maple. El 7 muestra
las capacidades gréficas del sistema. Los capitulos 8 a 10 presentan las estructuras de
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datos y la manipulacién de expresiones. La programacién del sistema estd contenida en
los capitulos 11 a 13. Finalmente, el capitulo 14 conticne algunas aplicacioncs.

A lo largo del texto, las capacidades del sistema se presentan por medio de mds de
140 cjemplos y se ponen en prictica con cerca de 200 ejercicios. Unos y otros estdn rea-
lizados con el propio Maple, y abarcan desde el uso interactivo de los distintos coman-
dos hasta el desarrollo de procedimientos que permiten implementar algoritmos matema-
ticos, pasando por la resolucién de problemas cldsicos.

Esta forma de incorporar las soluciones presenta la ventaja de la interactividad: el
lector puede modificar los datos y obtener los nuevos resultados automdaticamente.

Todos los ¢jercicios estdn detalladamente resueltos en el disquete que acompafia al
libro, que puede utilizarse con las versiones de Maple tanto para Windows como para
Macintosh.

E. Roanes L.

FAURING, GUTIERREZ, VAVILOV, PEDRAZA, SEVESO, WYKOWSKI, WERNER, RUSSO Y BRAG-
BIN: Red Olimpica 1995. Olimpiada Matemdtica Argentina. Olimpiadas Matemati-
cas Rusas. Problemas selectos. Coleccién Atenea. ISBN 987-9072-09-X. Editado
por Red Olimpica. Santa Fé, 1548, 9.° (1060) Buenos Aires. Argenlina.

Uno de los autores de este libro, Valeri Vavilov, fue durante diez afios coordinador
de las Olimpiadas Matemdticas de la Uni6n Soviética y en 1991, propuso a los restantes
autores, profesores de Matemdticas que integraban el Comité Selector de Problemas de
la Olimpiada Matemdtica Argentina, la publicacién de una seleccién de los problemas de
las Olimpiadas Soviéticas, traducidos al castellano y acompafiados de sus soluciones.

La idea inicial fue la de dar a conocer varias colecciones, clasificadas por temas,
comenzando por la de los problemas de Matemdtica Discreta, de los que el profesor
Vavilov seleccion6 los 58 que se presentan en este libro.

Los autores argentinos pudicron comprobar enseguida que los enunciados seleccio-
nados por Vavilov eran 58 auténticas joyas, por su originalidad, belleza y aparente sim-
plicidad, y se esmeraron en hacer una exposicién clara y detallada de sus soluciones,
adecuadas tanto para los estudiantes como para sus profesores.

Desgraciadamente, la colaboracién entre Vavilov y el magnifico equipo de matemd-
ticos argentinos, se interrumpio a partir de 1993, por lo que tenemos que lamentar que no
nos haya podido proporcionar otras selecciones andlogas, como por ejemplo, una sobre
geomelria elemental.

A primera vista, el nimero de problemas seleccionados podrd parecer corto, pero
enseguida se comprucba que entre ellos no hay ni uno que pueda considerarse «de
relleno»; todos son modelos de lo que la larga tradicién ha definido como «problemas de
Olimpiada»: de enunciado ficil de comprender, planteando cuestiones interesantes, difi-
ciles a veces de resolver, pero que nunca requieren conocimientos avanzados o muy
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especificos de Matemdticas y cuya solucién aparece como brillante y muy gratificante
para el que logra llegar a clla.

Como muestra de los brillantes enunciados de la coleccidén, damos tres, escogidos
casi al azar:

— Un turista llegado a la ciudad por ferrocarril, estuvo paseando por las calles.
Después de un descanso en una cafeteria situada en una esquina, decidi6 regresar
a la estacién de ferrocarril andando solamente por las cuadras por donde habia
pasado un nimero impar de veces. Demuestre que siempre puede hacerlo.

— En el centro de un campo cuadrado se encuentra un lobo, y en cada esquina del
cuadrado hay un perro. EI lobo puede correr por todo el campo, y los perros sélo
pueden hacerlo por los bordes. Se sabe que el lobo domina a un perro y que dos
perros dominan al lobo. La velocidad mdxima de cada perro es 1,5 veces la velo-
cidad m4xima del lobo. Demuestre que los perros tienen la posibilidad de no
dejar salir al lobo del campo.

— Se dan 50 segmentos en una recta. Demuestre que al menos una de las afirmaciones
siguientes es verdadera: a) Ocho segmentos tienen un punto comiin. b) Se pueden
encontrar ocho segmentos, tales que no hay dos de ellos que tengan un punto comiin.

J.F.B.

DmiTrY FoMiN, Alexey Kirichenko: Leningrad Mathematical Olympiads, 1987-1991.
ISBN 0-9626401-4-X. 202 pgs. MathPro Press, 1994. (P.O.Box 713, Westford, MA
01886-0021, U.S.A.)

La editorial MathPro Press es de creacién relativamente reciente, estd dirigida por el
afamado problemista Stanley Rabinowilz y su produccion hasta ahora «s6lo» consta de tres
titulos, pero uno de ellos es el primer volumen del ambicioso proyecto Index to Mathema-
tical Problems, 1980-1984, publicado en 1992, y cuya utilidad est4 fuera de toda duda.

El libro objeto del presente comentario contiene los problemas propuestos entre 1987
y 1991 en una de las Olimpiadas locales mds prestigiosas de Rusia: la de Leningrado, hoy
San Petesburgo. Los ganadores de la Olimpiada de San Petesburgo compiten directa-
mente en la dltima de las 5 rondas del sistema de Olimpiadas ruso, es decir, al mismo
nivel que los de Mosci y de cualquiera de las antiguas republicas de la Unién Soviética
(hoy de la Federacién Rusia). En la que fue tltima Olimpiada de la Uni6n Soviética, cele-
brada en Smolensk en 1991, de los seis estudiantes seleccionados para representar a su
pafs en la Olimpiada Internacional, 3 eran Leningradskii, de la Escuela ndmero 1.

El matemético mundialmente conocido Yuri Matiyasevich (que resolvié el décimo
problema de Hilbert a los 22 afios) fue en su adolescencia uno de los ganadores de la
Olimpiada de Leningrado.
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La estructura de la Olimpiada de San Pelesburgo consta de 4 rondas: la primera, en
cada escuela, tiene lugar en diciembre y enero; la segunda, regional (San Petersburgo
estd dividida en 22 regiones), tiene alrededor de 12.000 participantes y se celebra en
febrero. La tercera, de toda la ciudad, es entre febrero y marzo y en ella participan 130
estudiantes de cada uno de los 6 tltimos cursos (grados) del sistema escolar preuniversi-
tario ruso, que va del 1 al 11. Esta prueba es oral. La ronda final tiene lugar en marzo y
participan en ella alrededor de 100 alumnos de los tres tltimos grados. Es oral y dura §
horas.

En estos exdmenes, cada participante recibe una lista escrita de 6 problemas, que no
tiene que resolver por escrito: puede dar su solucién oralmente a un miembro de Jurado,
y debe estar preparado para contestar a todas las preguntas que éste le haga. Habitual-
mente hay entre 40 y 60 jurados, estudiantes, graduados y Profesores de la Universidad
de San Petesburgo. Las calificaciones siguen la pauta habitual en los concursos rusos:
(+) solucién correcta; (-), solucién incorrecta. Cada participante tiene tres oportunidades
de resolver cada problema, y as{ sus resultados posibles son +, -+, ——+,———en cada
problema. Los jurados suelen trabajar en grupos de 2. Si, por ejemplo, por parte de un
jurado se descubre un signo + asignado erréneamente por un colega, €l estudiante afec-
tado es informado de ello y tiene la oportunidad de intentar defender o mejorar su solu-
cién antes de que termine la Olimpiada. Casi todos los problemas propuestos son origi-
nales, creados expresamente para la competicidn.

La Olimpiada de Leningrado se fundé en 1934; es la competicién mds antigua de
Rusia, ya que la de Moscid comenzé un aiio después, en 1935,

Los autores del libro son dos jévenes matematicos de la Universidad Estatal de San
Petersburgo, especializados en cursos con estudiantes altamente capacitados para las
matemadticas.

Algunos ejemplos de los problemas contenidos en el libro son los siguientes:

— (1987, grado 8) La guardia del shah busca al ladrén de Bagdad, que ha robado
en palacio. El palacio consta de 1000 habitaciones, conectadas entre si de (al
manera que existe un Ginico camino de cada habitacién a otra (en término de gra-
fos, el plano del palacio es un drbol). Probar que: a) 10 guardias pueden detener
al ladrén de Bagdad si el plano del palacio es conocido. b) Puede ocurrir que 5
guardias no puedan detenerlo. ¢) 6 guardias pueden detenerlo, si se conoce el
plano del palacio. (Autor, Fiodor Nazarov)

— (1990, grado 10) Un polinomio F(x) con coeficientes enteros es tal que F(2) es
divisible por 5 y F(5) es divisible por 2. Demostrar que F(7) es divisible por 10.
(Autor, Sergey Genkin)

Francisco Bellot Rosado
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Problemas propuestos

Problemas propuestos en la
X OLIMPIADA IBERO-AMERICANA DE MATEMATICAS
celebrada en Chile en septiembre de 1995

Problema 1.°

Determine los posibles valores de 1 .
as sumas de los df
perfectos. gitos de todos los cuadrados

Problema 2.°:

Sea n un ndmero entero mayor que |. Determine los ndmeros reales Xp, X

er c | x 21
Y X, 1 > 0 que verifiquen las dos condiciones siguientes: ’

20 0 By ’

(a) ¥xi +Vx2 + ... n+Vx":n. Xn + |

Problema 3.°;

Sean ry s dos rectas ortogonales y que no estdn en el mis
pendicular comin, donde A pertenece a r y Bas (*).

Se considera la esfera de didmetro AB.

Los puntos M, de la recta r, y N, de la recta s, son variables, ¢
MN sea tangente a la esfera en un punto 7.

Determine el lugar geométrico de T.
Nota (*): el plano que contienc a By res perpendicular a s.

mo plano. Sea AB su per-

on la condici6n de que

Problema 4.°:

En un tablero de m X m casillas se colocan fichas. Cada ficha colocada en el tablero

-’.<L|i!|‘!lm£ll>> todas las casillas de la fila («*), la columna (D) y la diagonal (~ ) a
s, e P . a - £ ’

tencce (*). Determine el menor nimero de fichas

«dominadas» todas las casillas del tablero.

Nota (*): observe que la ficha no «domina» la diagonal (/).

a que per-
que deben colocarse para que queden
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Problema 5.°:

La circunferencia inscrita en ¢l tridngulo ABC es tangente a BC, CAy ABen D, E y
F, respectivamente. Suponga que dicha circunferencia corta de nuevo a AD en su punto
medio X, es decir, AX = XD. Las rectas XB y XC cortan de nuevo a la circunferencia ins-
critaen Y'y en Z, respectivamente. Demuestre que EY = FZ.

Problema 6.°:

Una funcién f: N = N es circular si para cada p en N existe n en N con n < p tal que
f(p) = ((t(..£(p)) = p

n VECes

La funcién f tiene grado de repulsién k, 0 < k < 1, si para cada p en N, fi(p) # p
para todo i < [k.p]. (*)

Determine el mayor grado de repulsién que puede tener una funcién circular.

Nota (*): [x] indica el mayor entero menor o igual que x.

N={1,23,..}

Problemas propuestos en la PRIMERA FASE de la
XXXII OLIMPIADA MATE MATICA ESPANOLA
en la mayor parte de los distritos, en diciembre de 1995

Problema 7.°:

La asociacién «Amigos de las Matemdticas» invita, todos los afios, a sus afiliados a
su congreso anual. Este afio, exactamente el 27,181818...% de los asistentes eran muje-
res; exactamante el 55,5555...% eran personas mayores de 30 afios, y el 37% llevaba
algun libro de Matematicas.

Sabiendo que el ndmero de afiliados no es mayor que 15.000, ;podrias calcular el
nimero de asistentes al congreso?

Problema 8.%:

En el tridngulo ABC, rectdngulo en A, se traza la altura AD (D pertenece a BC).
Sean M (sobre AB) y N (sobre AC) los pies de las bisectrices interiores de los dngulos
C'y B, respectivamente. Sea P el punto de interseccién de AD y MN. Demostrar que
AP = r, el radio de la circunferencia inscrita en ABC.

82

Problema 9.°;

Dos jugadores juegan en un tablero infinito de casillas 1 X 1. El jugador A elige una
casilla y pone en ella un 0. A continuacidn, el jugador B elige otra casilla y pone en ella
una x. Juegan asi, hasta que uno de los Jugadores llena una fila o una columna de 5 casillas
consecutivas, en cuyo caso gana el Juego. Si ningin jugador puede hacer €sto, hay empate.

Demosirar que el jugador B puede impedir que el jugador A gane el juego.

Problema 10.°;

Seanae (0, n/2), b e 0, m/2)y c e (0, 7/2), las raices de las ecuaciones
Cos x=X; sen(cos X)=x; cos(sen x) = x

respectivamente. Ordenar de menor a mayor los tres nimeros a, b, ¢, justificando la res-
puesta.

Problema 11.°:

Encontrar dos nimeros enteros, k y n, tales que

()<1_5__L<_]_
17 2" 1995

¢Cual es el minimo valor de n para el que existe £ con esa propiedad?

Problema 12.°:

Se da un cono de revolucién cuyo dngulo en el vértice es de 60°. En este cono se
van introduciendo esferas, de forma que la primera quede tangente al cono: la segunda
tantente al cono y a la primera esfera; la tercera, tangente al cono y a la segunda esfera; y
asf sucesivamente, El radio de la primera esfera es r,. Se pide:

a) Elradio de la esfera introducida en enésimo lugar,

b) El volumen comprendido entre el cono y las esferas introducidas en los lugares
enésimo y enésimo més uno.

Problema 13.°:
Un tornco de tenis se juega por la modalidad de eliminatorias sucesivas: los participantes

se emparejan aleatoriamente y los vencedores de los encuentros pasan a la siguiente eliminato-
ria (si el ndmero de jugadores es Impar, uno de ellos pasa directamente a la siguiente elimina-
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toria). Este mecanismo se repite tantas veces como sea necesario hasta llegar a la final, en la
que se enfrentan los dos Gnicos participantes restantes, resultando un dnico vencedor.

¢ Cudntos partidos se jugardn en total en el torneo?

Si se supone que todos los jugadores son igualmente hébiles, y, por lo tanto, cualquiera
de los participantes en un encuentro tiene la misma probabilidad de ganar. ;Cudl es la pro-
babilidad de que dos jugadores en particular, A y B, inscritos, se enfrenten en algtin partido?

Problema 14.°:

Sea A un conjunto de 8 elementos. Hallar el mdximo nimero de subconjuntos de A,
de tres elementos cada uno, tales que la intersecci6n de dos cualesquiera de esos subcon-
juntos NO es un conjunto de 2 elementos.

Problemas propuestos por nuestros socios

Problema 15.°:

Utilizando el teorema de la media aritmética-geométrica y el hecho de que entre dos
enteros positivos cualesquiera existe s6lo un nimero finito de enteros, probar que la
ecuacién dioféntica

Yy =x(x+2)(x + 4)
no tiene soluciones en enteros, x, y, mayores ambos que 1.

(Propuesto por Juan Bosco Romero Marquez)

Problema 16.°%

Sean 0 <a<by A 20 nimeros reales y n 2 2 un niimero natural. Probar que:

%S{/eﬂ+bﬁ+7u[(a+b)"—a“—b"]Sa_,_b
2+A(27-2) 2

a+b

RV{CSAEY N v
2 (n+1)(b-a) 2

(Propuesto por Juan Bosco Romero Marquez)
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Problemas resueltos

PROBLEMA 7 (BOLETIN N.* 39)

Sean a, b, ¢ tres nimeros reales distintos y P(x) un polinomio con coeficientes rea-
les. Si se sabe que

1) P(x) da resto a cuando se divide por x — a;
2) P(x) daresto b cuando se divide por x — b;
3) P(x) daresto ¢ cuando se divide por x —c;

encontrar el resto de la divisién de P(x) por (x—a)(x-b)(x—c).
Solucién:

Los restos de dividir P(x) por x — a, x — b, x — ¢ son respectivamente P(a) = a,
P(b) = b, P(c) = c. Luego el polinomio Q(x) = P(x) — x tiene a, b, ¢ como raices. O sea:

Pxx)-x=(x-a)(x-b)(x—-c).C(x).
Serd
Px)=x—-a)(x-b) (x-c)-C(x) +x.

Luego

P =C (x) + X
(x —a)(x—=Dh)(x—¢) (x—a)(x=h)(x—c)

Por lo tanto, el resto de la divisién es x.
Ramoén Fraile Peldez Pamplona

PROBLEMA 8 (BOLETIN N.° 39)

Demostrar que si (x +Vx + 1)(y +V¥y?+1)=1 ,entonces x +y =0.
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Solucion:

x+VZ+ D)y +Vy¥+1)=1x+VxZ+1= 1 =y-Vy +l
y+Vyr+1 -1

=Vy +1-yox+y=Vy2+1 -VxF+1= (y+x){y-x) g
Vy?+ 1 +Vx% + 1

Si fuese x + y # 0, quedarfa,

l=— Y X o{yil+VC+loy-xox+Vx+l=y-Vy +1

Yy + 1 +Vx% + 1

lo que es absurdo, pues el primer miembro es positivo y el segundo negativo. Asf que ha
deserx+y=0.

Ramoén Fraile Peldez (Pamplona)

PROBLEMA 9 (BOLETIN N.° 39)

Los cuadrados de los lados de un tridngulo ABC son proporcionales a los niimeros
1,2y3.

a) Demostrar que los dngulos formados por las medianas son iguales a los del tridn-
gulo ABC.,

b) Demostrar que el tridngulo cuyos lados tienen por longitudes las medianas de
ABC es semejante al tridngulo ABC.

Solucidn:

El tridngulo ABC es semejante al de lados 1, ﬁy Y3 . Refiriéndonos a este
dltimo, y aplicando el teorema del coseno, queda

3=1+2-2V2 cosC=>cosC=0=>C=%

O sea, el tridngulo es rectdngulo. Sus dngulos agudos quedan determinados por las

igualdades cosB=-L, cos A = 12,
V3 V3
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. Coloquemos ahora el tridgngulo de lados 1, {2 y V3
oA sobre los ejes de coordenadas, de modo que sus vérti-

ces sean C” = (0,0), B' = (1,0), A’ = (0,Y2) . Los pun-

tos medios de sus lados son
P “nN
N\ M= (l,o), N = (lﬁ) P = (03@)
N 2 22 2
S ———, Y

|c M B Las ecuaciones de las medianas son:

. X—0 -Y2
AM-—=%@2ﬁx+y—ﬁ=0.C’N:w/§x—y=o.B’P:x+w/5y_1=o

Los dngulos que forman vienen dados por

cos(ON,Bp)= 2.1+ D). 2] _
W2 e e A2

cos (CN, AM) = _lﬁ 2 ‘_E tED. .’1' =L 5 CN A'M=B
VW2 e o A2l + 2 V3
cos (5P, ) = |1: 212 121 =12 5 B'p, AM=A

V22" Al B
Asf que las medianas se cortan segdn los mismos dngulos que los del tridngulo
ABC.

Midamos ahora los lados del tridngulo formado por las medianas (las del tridngulo
A B C, semejante al ABC):




vg ﬁ 1 ) 3 ) ABC
tiene por lados las medianas de A’B’C’ es semejante a A’B°C’ y, por ?o tanto, a .
Asi, pues, el tridngulo que tiene por lados las medianas de ABC es semejante a ABC,

Y como los cocientes 3/2 ¥6/2 Y3/2  son todos iguales a %, el tridngulo que
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PROBLEMA 10 (BOLETIN N.° 39)

i >
Determinar el menor nimero natural s tal que, para todo nimero natural n 2 m, se
verifique n = 5a + 11b, siendo a y b enteros mayores o iguales que 0.

Solucién:

Siesn=5a+ 11b/ab e {0,1,2,3,...}, todos los nimeros n + n’ € l}\l han de ser
tales que al descomponerlos en la forma n + n’ = 5[a + fin")] + 11{(b + -g(n ), los facto-
res que multiplican a 5 y 11 tienen que ser nimeros enteros mayores 0 iguales que c?r?,
donde n’=0,1,2,3,...Esta descomposicién puede hacerse de varias maneras, por ejemplo:

n+n’ =50@-2n")+ 11(b +n’), (1)
n+n’ =5@+11-2n")+11(b +n’ - 5), 2)
n+n’=5(@+22-2n")+ 11(b +n’ - 10), 3

etcétera.El sumando que contiene a b es ciclico, y los ciclos .corresponden al0<n <4
5<n’ £9, etc. He aqui las dos primeras secucncia§. Pa}ra la primera empleamos la expr:le-
sién (1), para la segunda la (2), para la tercera utilizarfamos la (3), ..., pues de este modo
se ve en seguida el ciclo del segundo sumando:

n’ n=n"=5(-2n)+11(bo+n’)] n’ n+n’=5@+11-2n)+11(b+n"-5)
0 Sa+11b 5 5(a+1)+11b

1 5a-2)+11(b+1) 6 S@a-D+1Lb+1)

2 Sa-4)+11(b+2) 7 5a-3)+11(b+2)

3 5(a—-6)+ 11(b + 3) 8 5(a-5)+11(b +3)

4 S(a-8)+ 11(b+4) 9 5a-7)+11(b+4)

Si nos fijamos en la expresion correspondiente a n’ = 4, y la compara_lmosdc?n las
restantes de fodas las secuencias, se observa que las condiciones del enunciado del pro-

88

.

blema se cumplen si ysblosia,be N,a—8>0,b>0. Porlo tanto, el menor ndmero m
con tales condiciones serd

m=inf{5a—11b/a28,b20}=40.

Nétese ademds que si hubiéramos descompuesto 5a + 11b + n’ restando unidades a
b, es decir, n +n’ = 5(a + n)+11(b - n,), obtendriamos un fnfimo mayor de 40,
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PROBLEMA 1 (BOLETIN N.° 40)

Se consideran conjuntos A de 100 ndmeros naturales distintos, que tengan la propie-
dad de que si a, b, ¢ son clementos cualesquiera (iguales o distintos) de A, existe un
(ridngulo no obtusdngulo cuyos lados miden a, by c unidades. Se denomina S(A) ala

suma de los perimetros de los tridngulos considerados en la definicién de A. C

alcula el
valor minimo de S(A).

Solucién:

En un tridngulo de lados a, b y ¢ los cosenos de sus 4ngulos vienen dados por las
fracciones

2
a+b*-c? bty - c_12+cz—b2_

2ab ’ 2bc 2ac

Si el tridngulo no es obtusédngulo, estas cantidades deben ser positivas; es decir:

]

c2_<.a2+b2,azsb2+czyb23a2+cz,

0 sea, que ninglin m € A elevado al cuadrado puede superar a la suma de los cuadrados
de otros nimeros cualesquiera de A. Esta condici6n caracteriza a los conjuntos A.

Si en un conjunto A ordenamos sus clementos, quedard A = {n, ..., n + k}, donde k
serd mayor o igual a 99, Si se cumple n* + 1* 2 (n + k)2, es evidente que también se cum-

plirdn todas las demds desigualdades. Pero esta dltima equivale a n2— 2kn — k2 > 0, donde
el polinomio x*— 2kx — k2 es una par
posiliva para la segunda raiz de n2— 2kn — 42 = 0, 6 sea,

dbola negativa para x = 1, y que sélo empieza a ser

n=2k+ 4;'2 4k _ k(1 442)
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También es obvio que S(A) se hard més pequefia cuanto menor sea n, y cuando los ele-
mentos sean ndmeros consecutivos. Asi que como 7= (1 + ﬁ) >99(1 +v2) = 239, ...

el valor minimo de S(A) vendrd dado paran =240y k = 99.
Es decir, el conjunto buscado es A, = {240, 241, ..., 339}.
Ahora se trata de calcular S(A ). Para ello observemos:

i) En los tridngulos equildteros se repiten 3 veces los sumandos 240, ..., 339,
ii) En los tridngulos de lados distintos hay un total de Cioos = 161700 posibles
elecciones. Por tanto, un total de 3 X 161700 = 485100 sumandos, y 16gicamente

cada uno de ellos aparece el mismo nimero de veces, 6 sea, 485100 _ 4857 .
100

iii) En los tridngulos isGsceles hay un total de V002 = 9900 posibles elecciones. Por
tanto, un total de 3 x 9900 = 29700 sumandos, todos ellos apareciendo el

mismo ndmero de veces, o sea, 29700 — 797,

Por lo tanto,
S(A)=3X (240 + ...+ 339) + 4851 X (240 + ... + 339) + 297 X (240 + ... + 339) = 149121450,
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PROBLEMA 4 (BOLETIN N.* 40)
Halla las soluciones enteras de la ecuacién p(x + y) = xy, siendo p un niimero primo.

Solucién

14
y-p

La ecuaci6én equivale a * = €Z Hay tres opciones para que x sea un

nldmero entero:

p=xl _,
p==p

H+

i) y-p esdivisordep:){;):

y=p£|l=x=xp? +p'

= ] 0=x=0
T2 2x =2
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Asf que en este caso las soluciones son
oY) =@*+p, p+ 1), (xy) = (p* +p, p-1), (£y) = (0,0) y (x,y) = (2p,2p).

i) y —pesdivisordep = y=n(y -p),neZ=y= npl.Pero ”1
n-— n—

sélo es entero si n =0 = (x = 0,y = 0), § bien n = 2, con lo cual y = p, x sin
solucién. Por lo tanto, como p es primo, sélo quedaria

n-l=x1={"= g , visto anteriormente.

n—1=ip=>n=:tp+ l=y=pxl=x=1p? + p.
Asf que las soluciones se repiten.

iii) y — p divide al producto yp sin dividir a ningtin factor,

Sera{y —P= ,n keZ,nz22.

k
De aqui,
nK=pn+l)e k= (”“)P

Asique n=2p =y =+p? +p, x =k =p + 1. Tenemos, pues, las soluciones simétri-
cas (xy) = (p + Lp2 + p) y (x,y) = (p — 1, —p? + p), pues la ecuacién es simétrica respecto

de las incognitas.

Ramén Fraile Peldez (Pamplona)
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Indice de soluciones publicadas

Nidmero de Boletines en que aparecen las soluciones

Propuestos Procedentes de de los problemas de ndmeros
eneln.’ e 2.0 | 3 4. | 5. 6. | 7. 8 | 9" | 10
1 Varios 4 4 — — | — — | — — | = — | C
2 OMI-83-Paris 3 3 3 4 4 4 — — | =1 —1C
3 OME-12-84 19 19 19 19 | 18 19 19 19| —| — | C
4 OMI-84-Praga 5 5 6 5 6 14 | — — | — — | C
5 Varios 8 7 12 7 7 8 — — | = — | C
6 Varios 7 7 16 — | — — [l — — | = — | C
7 OMI-85-Finlandia 9 9 16 161 9 9 — — | — ]| —1C
8 OI-85-Bogotd 10 10 17 10 ] 10 11 — — | — | —1]C
9 OME-f2-86/Varios 18 19 | 20 18 | 19 19 | 17 17 Ll 17 | C
10 China/Australia 20 15 21 20 | 15 21 20 23 | 21 — | C
11 OME-f1-86/ 13 14 14 14 | 14 23 | 20 15 ] 20 12 | C
OMI-86-Varsovia 26 20 12 21 | — — | — — | — — | C
12 OI-87-Urug /OME-f1 16 14 14 17 | 15 17 15 15 15 21 C
13 OME-[2-87 20 | 21 21 21 | 21 21 — — | =] — | C
14 Varios 15 15 15 15| — — | — — — | C
15 OMI-87-Cuba 18 18 18 21 | 21 21 | — — — | C
16 OME-[1-87 22 | 22 21 18 | 22 22 | 22 22 — | C
17 OME-f2-88 25 | 23 23 23 | 23 23 | — — | =] —|C
18 OI-88-Pert 23 1 23 23 23 | 25 25 | — — | =] —|C
19 OMI-88-Australia 23 | 26 24 24 | 23 26 | — — | — | —|C
20 OME-f1-88/Putnam 24 | 26 24 25 | 24 26 | 24 26 | 26 24 | C
21 OME-f2-89/ 24 | 27 24 27 | 27 24 | 27 25 27 26 | C
OI-89-Cuba 26 27 — — | — — | — — - — ] C
22 OMI-89-R.F.A ./ 28 | 28 | XX | 28 | 29 30 | 30 30 | 30 | 31
Oposiciones 31 30 29 — | — — | — — | = — | C
23 Oposiciones 27 27 28 28 | 29 31 31 30 -— — | C
24 OME-f1-90 30 | 31 31 30 | 31 30 | 30 31 — |1 —]C
25 OME-2/f1-90 34 | 31 29 29 | 31 32 | 32 32 | 32 33| C
26 OMI-90-China/ 32 | XX | XX | 32 | XX | XX | XX | 32 | XX | 34
0OI-90-Valladolid XX | XX | — — | — — | — — | — | —
27 OME-f1-91 33 | XX | 33 33 | XX | 35 | XX | XX | — | —
28 OME-f2-91 32 | 32 [ XX | XX | 33 33 | — — | — | —
29 OMI-91-Suecia 38 | XX [ XX | XX | XX | XX | — — | = | =
30 OI-91-Argentina/ XX | XX | XX 33 | 38 XX | XX 33 33 33
OME-f1-91 33 | 34 34 34 | — — | — — | =] —
31 OME-[2-92/ 36 | XX | 36 36 | 36 | XX | XX | XX | XX | 35
OME-f1-91/PNS XX | XX | XX [ 35 ] 34 — | — — =1 —
32 OMI-92-Moscu/ 35 | XX | XX | XX [ XX | XX | 38 /| XX | 3
O1-92-Venez /PNS 38 | 38 38 38 | — — | — — | = —
33 OME-{1-92/11-92(v) XX [ XX | XX | XX [ XX | 35 | XX | XX | XX | XX
/PNS XX | XX | XX | XX [ XX | — | — — | = | —
34 OME-f2-93 36 | 36 | XX | 36| 36 36 | — — | — | —
35 OMI-93-Turq./ XX [ XX | XX | XX | XX | XX [ XX | XX | XX | 39
OI-93-M¢jico/PNS XX [ XX | 39 39 | XX | XX | — — | — | =
36 OME-f1-93/{1-93(v) XX | XX [ XX | 40 | XX | XX | 40 | XX | 40 | 40
37 OME-[2-94/PNS 4l | XX | XX | 46 | XX | XX | XX | XX | 41 —
38 OMI-94-Hong-Kong XX | 40 | XX | XX [ XX | XX | — — e
39 O1-94-Brasil/OME- XX | XX | XX | XX | XX | XX | 42 42 | 42 | XX
[1-94/f1-94(v) XX [ XX | XX | XX [ XX | XX | — — -1 —
40 OME-[2-95- 42 [ XX | XX | 42 | XX | XX | — — - —
41 OMI-95-Canadi XX | XX | XX | XX [ XX | XX | — — | = =
CLAVES: XX = Pendiente de publicacién; C = Completo; OME = Olimpiada Matemdtica Espaiiola (fase 1 o 2);

OMI = Ol. Mat. Internac. Ol = OI. Iberoamer. de Mat. PNS = Propuestos por nuestros socios.
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INSTRUCCIONES PARA EL ENVIO DE ORIGINALES
PARA SU PUBLICACION EN EL BOLETIN

Por haber sido cambiado el modo de impresién del Boletin a partir del nimero 39, nos ve-
mos obligados a cambiar las normas de presentacion de originales, que deben enviarse en papel y
ademds también cn disquete, del modo siguiente:

Copias en papel (por duplicado)

Escritas con un procesador de texto en hojas DIN A-4,

Los artfculos comenzardn con el tilulo, nombre de autores y referencia de su departamento o
institucién e incluirdn un breve resumen en inglés.

Las figuras deben ser de buena calidad, incluidas en el lugar apropiado del texto en el tama-
iio cn que deben ser reproducidas. Ademds, si se desea, pueden volver a incluirse al final cn ma-
yor tamafio, para ser escaneadas.

Las soluciones de problemas deben comenzar indicando: «Problema niimero (Boletin niime-
10)», tal como suelen aparecer ¢n el boletin, y terminar con el nombre del autor de la solucién de
cada problema.

Las resefias de libros como suelen aparecer en ¢l boletin, con el nombre del autor de la rese-
fa al final.

Copia en disquete

Se enviard un disquete formateado para PC compatible (DOS 3. x o superior), conteniendo
dos archivos:

a) archivo del documento para el procesador de texto utilizado

b) archivo del documento en cddigo ASCII,

Este dltimo es ¢l que mds probablemente utilizard la imprenta.

Si se desea, las figuras pueden incluirse en archivos de extensién TIF (en otro caso se capta-
rdn por cscancado)

Seleccion de originales

Serdn revisados por profesionales del mundo académico, para decidir si se ajustan a la linea
general del Boletin, Si se considera oportuno, sc pedird a los autores que reduzcan su extensin o
hagan algunas modificaciones en su contenido.

RELACION DE OTROS ARTICULOS QUE HAN SIDO ADMITIDOS
PARA SER PUBLICADOS EN PROXIMOS NUMEROS DE ESTE BOLETIN

— La historia de la Matemdtica como recurso diddctico (continuacién), por Mariano Martinez
Pérez.

— Implementacién de un paquete de dibujo de grupos cristalogrificos planos, por Martin Garba-
yo Moreno y Eugenio Roanes Lozano.

— The Conslruction of Symmetrical Patterns via iterated transformation, por H. Schupp.
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Como socio de la Sociedad Puig Adam de Profesores de Matematicas, deseo que
me envien gratuitamente los siguientes niimeros atrasados del Boletin:

(sefialar con una X los que interesen)

3 4 10 31 32 33 34

L] L] ] [l [ [ []

35 36 37 38 39 40 41

L] ] L] [] [] [] []

Envio adjuntos sellos para el franqueo.
Utilicen para el envio la direccién consignada en este recuadro:

Los nimeros 1,2,5al 9, y 11 al 30 y 36 estdn agotados.

Si desea acogerse a este ofrecimiento, recorte o copie este cupén y envielo a la:
Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Matematicas
Facultad de Educacion (despacho 3517)
Paseo Juan XXIII, s/n
Ciudad Universitaria
28040 Madrid
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