SOCIEDAD «PUIG ADAM»
DE PROFESORES DE MATEMATICAS

O\

N

/O
\WA\C (/)

BOLETIN N.2 40
JUNIO DE 1995




ESTE BOLETIN SE DISTRIBUYE GRATUITAMENTE ENTRI'_" .l-.DS SF)(:IOS
DE LA SOCIEDAD «PUIG ADAM» DE PROFESORES DE MATEMAT ICAS.

NO SE VENDE NI SE ADMITEN SUSCRIPCIONES.

La confeccion de este numero ha estado a cargo de J. Fernandez Biarge.

ISSN: 1135-0261

Deposito Legal: M-7762-1995

Graficas Loureiro, S.L. - San Pedro, 23 bis - 28917 Leganes (Madrid).
Teléf.: 611 59 94 - Fax: 611 59 88.

La portada de este numero reproduce uno de los frisos del articulo titulado «Imple-
mentacion de un paquete de dibujo de frisos», contenido en este boletin.

Toda la correspondencia deberd dirigirse a la sede de nuestra sociedad

SOCIEDAD «PUIG ADAM» DE PROFESORES DE MATEMATICAS
Facultad de Educacion (despacho 3517)
Paseo Juan XXIII, s/n
Ciudad Universitaria
28040 Madrid.

INDICE

Asamblea General Ordinaria ...........ccooeeiiiciiiiiiiiiiiiniiiiies st iere e
Don José Maria Torroja en el recuerdo .........ccccciiiveiiciiiiiciniisiineiisneiiee e
XXXI Olimpiada Matematica Espaiola .............ccccveiiiiiiiicininniiciiinirnens
Indice de Noticias sobre Olimpiadas Matematicas ...........ccoevviveinieniniesineens

Resolucion de sistemas de ecuaciones y sistemas dinamicos discretos,
por Juan Bosco Romero Marquez, Benito Hernandez Bermejo 'y
M.“ Angeles Lopez y Sanchez MOFreno ............ccoocvcicicicveieciicrecvianens

Funciones continuas y derivables en ninguna parte, empleando el programa
Derive
POr Ivan Castro CRAAIA .........cccoveiveeiiiiiiiiiieciaeceeciiesineeisesissess e sanessareas

Implementacién de un paquete de dibujo de frisos,
por Martin Garbayo Moreno y Eugenio Roanes Lozano .......................

Acerca de la red de tenis (con Derive),
por Eugenio Roanes Lozano y Eugenio Roanes Macias .............ccocuu....

El Monasterio de El Escorial, un trozo de Guadarrama ordenado por la Geometria,
potr Concepcion ROMO SANLOS .......oovevivericcviiisisiiiiesssisssisssessessnssssnsnns

Matematicas para Juegos,

por Miguel Angel Gallado OFtiz .........cccuueeevvviciiiniiiiseniiiscieirseeeeenas
COMNBIESOS .viviurerieraerieriseoreeraerassasserasbasbasassebestesessssressesasbesbasssssessersessassassesses
Problemas PropuEStos ........ccevuirieierererinresiiiernienrisissenesssssesosesssasresssssnes
Problemas reSUEILOS wrusssssusssssonssnsssimspepponsinmimmm bomssss e cxmes crmusssssymesmis s
Instrucciones para el envio de originales para su publicacion en este boletin ...

Relacion de otros articulos que han ido admitidos para ser publicados en
proximos nimeros de este boletin ..o

Pags.

13
16

19

33

39

55

61

65
69
75
77
93

93



JUNTA DIRECTIVA

Presidente:
Jost JAVIER ETAYO GORDEJUELA

Vicepresidentes:
EUGENIO ROANES MACIAS
Juan Bosco ROMERO MARQUEZ
SALVADOR HERRERO PALLARDO

Vocales:
JuLio FERNANDEZ BIARGE
JOSE VICENTE GARCiA SESTAFE
EUGENIO ROANES LOZANO
MARTIN GARBAYO MORENO

Secretario:
FrRANCISCO GONZALEZ REDONDO

Vicesecretario:
MiGUEL ANGEL GALLARDO ORTIZ

Tesorero:
ALBERTO AIZPUN LOPEZ

Bibliotecaria:
CARMEN GARCiA-MIGUEL FERNANDEZ

(Madrid)
(Castilla-Ledn)
(Castilla-La Mancha)

(Redaccion de publicaciones)
(Relaciones institucionales)
(Gestion de publicaciones)

(Actividades y concursos)

Asamblea General Ordinaria
1995

Nuestra Asamblea General Ordinaria correspondiente a 1995 se celebro el dia 6 de
mayo en los locales del Edificio «Pablo Montesino» de la Universidad Complutense de

Madrid.

Presidida por D. Eugenio Roanes Macias, Vicepresidente por Madrid (en ausencia
justificada y prevista del Presidente), dio comienzo a las doce horas. Excuso su asisten-
cia el Secretario, D. Francisco Gonzalez Redondo, sustituyéndole en sus funciones el vi-
cesecretario D. Miguel Angel Gallardo Ortiz. Se desarrolld con arreglo al siguiente Ot-
den del Dia:

Punto primero. Se leyd el acta de la sesion anterior (publicada en el Boletin ni-
mero 37), que fue aprobada por unanimidad.

Punto segundo. El presidente en funciones informa sobre las Actividades de la
Sociedad.

a)

b)

Se informa que estd previsto celebrar el XII Concurso de Problemas en aulas de
la Facultad de Matematicas (por gestion del presidente, prof. Etayo). D. Victor
Manuel Sanchez, representante del Colegio de Doctores y Licenciados en el
concurso de problemas informa del patrocinio de premios del concurso por par-
te de la firma comercial Coca-Cola y propone que la convocatoria de dicho
concurso sea publicada en la revista SUMA, pero D. Julio Fernandez Biarge in-
dica que, por razones de plazo, ello no podra hacerse hasta la convocatoria de

1996. -

Se informa sobre la celebracién con éxito la «I Reunion Puig Adam» en el
marco del 1II Simposio «Leonardo Torres Quevedo» (pagina 7 del Boletin nu-
mero 39).
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¢) Se informa sobre la Junta de Gobierno de la Federacién (pag. 8 del Boletin n.*
39), en la cual nuestra sociedad estuvo representada por su tesorero, D. Alberto
Aizpun, quien hizo aclaraciones sobre dicha reunion.

d) Se informa sobre las gestiones llevadas a cabo para confeccionar el Boletin con
su nuevo formato. D. Eugenio Roanes Lozano propuso la utilizacion de unas
pastas de carton mas duras para mejorar atn mas su presentacion y D. Victor
Manuel Sanchez propuso la plastificacion de sus cubiertas. Ambas propuestas
quedan pendientes de presupuesto y estudio.

¢) D. Miguel Angel Gallardo propone la creacion en el Boletin de una seccion de
Juegos Matematicos, coordinada por él mismo. D. Julio Fernandez Biarge pre-
gunta si habra suficientes publicaciones que justifiquen tal seccion.

f) Se informa sobre las dificultades que suponen el envio de la correspondencia al
apartado de correos y propone que, €n lo sucesivo, la correspondencia sea envia-
da a la sede de la Sociedad (actual despacho del secretario), es decir, a la direc-
cion que figura en el remite de los sobres en que se envia el boletin en su nuevo
formato.

g) Se informa sobre la resolucion aparecida en el «BOE» de 19 de enero de 1995,
segun el cual los profesores de alumnos ganadores de premios en la Olimpiada
Matematica Nacional obtienen créditos académicos, proponiendose que sea pe-
dida analoga consideracion para nuestro Concurso de Problemas.

Punto tercero. Nuestro tesorero, D. Alberto Aizpun, distribuye entre los asistentes
copias del estado de cuentas, que explico detalladamente, y narr¢ algunas incidencias so-
bre el cobro de los recibos, sugiriendo la conveniencia de que los cambios de domicilio,
asi como de domiciliacion de recibos, le sean comunicados a la mayor brevedad. El in-
forme del tesorero se aprueba por unanimidad.

Punto cuarto. El presidente en funciones informo sobre las quejas recibidas de un
nutrido subconjunto de nuestros socios de no recibir la revista SUMA. También inform¢
que ello ha ocurrido pese a que las etiquetas con nuestro listado de socios han sido en-
viadas hasta tres veces a los encargados de distribuir SUMA., Como consecuencia se pro-
pone que si en ¢l futuro no se normalizara tal distribucion, habria que reconsiderar nucs-
tra relacion con la Federacion.

Punto quinto. El presidente en funciones comunica la renovacion de cargos directi-
vos de la Sociedad, que propone su Junta Directiva:

a) Se propone la continuidad de los vicepresidentes de Castilla-Leon y Castilla-La
Mancha, que cesaban en el presente ano.

b) Debido a los problemas de salud que aquejan a nuestro querido Vocal de Rela-
ciones Institucionales, D. José Manuel Martinez Sanchez, se propone proceder a

su sustitucion por el actual Vocal de Actividades y Concursos, D. José Vicente
Ga'rcia Sestafe, quien en breve podra disponer del mucho tiempo libre que re-
quiere este‘cargo. La Sociedad «Puig Adam» quiere dejar expresa constancia de
su agradecimiento al Prof. D. José Manuel Martinc, Sanchez y de su deseo de
que tenga una pronta recuperacion.

¢) Se propone a D. Martin Garbayo Moreno como nuevo Vocal de Actividades y
Concursos.

d) Como consecuencia del cambio de lugar de impresion del Boletin, al pasar a su

nuevo formato, se propone la permuta de cargos entre D. Eugenio Roanes Loza-
no, que pasa a ser Vocal para la Gestion de Publicaciones, en sustitucion de
Dona Carmen Garcia-Miguel, que pasa a ser Bibliotecaria. La Junta Directiva
queda constituida como aparece en la pagina 4 de este boletin.

Punto sexto. No hay asuntos de tramite.

Punto septimo. Ruegos y preguntas:

1) D: Joaquin Hernandez propone enviar el Boletin al directorio de Zentralblatt fur
Didaktik der Mathematik y D. Juan Bosco Romero Marquez amplia esta iniciati-
va a otras instituciones.

2) D. Victor Manuel Sanchez propone hacer un libro de problemas propuestos en”

- nuestra Oll_mplada (con soluciones), en que €l figure comoyeditorfy se mencione
a los estudiantes que colaboren con él. Se propone el estudio de su publicacion,

bien por parte de la Sociedad o por parte de él con el beneplacito de la Sociedad.

3) D. Miguel Angel Gallardo amplia informacion sobre la nueva seccion de juegos

antes mencionada, sugiriendo la posibilidad de darla a conocer via Internet.

4) D. Joaquin Hernandez sugiere la posibilidad de organizar un concurso de proble-

mas por equipos.

Se levanto la sesion a las catorce horas y veinte minutos.



Don José Maria Torroja
en el recuerdo

El 20 de diciembre del pasado afio 1994, en su primera salida mafanera, el corazon
fatigado del Profesor Torroja debi6 de pulsar el latido ltimo dejandole caer fulminado.
Lo abrupto del suceso y, sobre todo, lo imprevisto de la noticia que inmediatamente co-
menzo a circular nos llend a todos de consternacion. Muchos de los lectores conocieron,
sin duda a D. José M.? Torroja como profesor 0 como compariero 0 como amigo, € inclu-
so a través de este mismo Boletin, pues cuando se le pidio colaboracion la brindé muy
gustoso, como dispuesto estaba siempre a cualquier solicitud.

Pero como le recuerdan todos, seguramente, es como catedratico de Astronomfia y
Geodesia de nuestra Universidad; lo era desde 1945 hasta su jubilacién, prorrogada con
el nombramiento de Profesor Emérito. Habria que decir, sin embargo, que también habia
sido ingeniero gedgrafo, astronomo del Observatorio de Madrid, Presidente de la Comi-
sion Nacional del ICSU y de la Real Sociedad Geografica, Miembro de Honor de la Aso-
ciacion Nacional de Ingenieros Geégrafos y del Colegio de Ingenieros Técnicos en To-
pografia, Consejero Nacional de Educacion y del CSIC, Académico de Numero de la
Real Academia de Ciencias y su Secretario General durante mas de diez afios, como lo
fue de la Asociacion Espaiiola para el Progreso de las Ciencias. Y ademds otras muchas
cosas, a las que habria que afladir sus actividades, casi novelables a veces porque eran
tiempos dificiles, en la observacion de eclipses con fines geodésicos, desde Suecia a El
Aaitn, o en la incorporacion de nuevas modalidades cientificas, como la geodesia espa-
cial, aprovechando los satélites artificiales, la creacion del Observatorio del Teide y su
participacion en el de Calar Alto, en Almeria, o sus estaciones para el estudio de mareas
terrestres, como la montada en el Valle de los Caidos, etc.

No desmiente Torroja la estirpe familiar de notables matematicos, ingenieros, profe-
sores y académicos que brotan de la figura insigne de D. Eduardo Torroja, su abuelo,
uno de los hombres que mas contribuyeron a sacar a la matematica espafiola de su pos-
tracién y acercarla a las fuentes creativas que en aquel tiempo, finales del pasado siglo,



las centraba en Alemania. Y sorprende de verdad comprobar como este nieto suyo, José
Maria, ha desplegado una actividad que, vista en su conjunto, puede parecer frenética y
que, sin embargo, la afrontaba con una aparente impasibilidad, sin mostrar agobio ningu-
no y haciendo las cosas ordenadamente y a su tiempo, que es seguramente el modo de
hacer muchas y hacerlas bien.

No le faltaron, claro esta, contradicciones y disgustos. Como no recordar, por ejem-
plo, su paso por el Decanato de la entonces Facultad de Ciencias y por el Vicerrectorado,
luego, de la Universidad, en unos momentos de enorme virulencia y agitacion politica
que golpeaba a quienes, como €I, querian mantener viva la misién estrictamente univer-
sitaria de su Facultad. El amargo trance que le supuso resignar su cargo, incluso el aban-
dono de algunos que deberian haberle apoyado, no le hizo caer, pese a todo, en descorte-
sia ni en reproches: con actitud ejemplarmente caballerosa continué imperturbable
sitviendo a la Institucion y colaborando amistosa y lealmente con todos. Y sin perder si-
quiera el sentido del humor.

Porque éste fue rasgo destacable de su caracter. Tras una mascara de imponente se-
riedad, que ¢l sabia poner muy bien, guardaba un trasfondo bromista que destapaba en el
momento oportuno. Algunos que fueron sus alumnos me han contado el temor que al
principio les inspiraba su presencia y su cara, hosca a veces y siempre severa, hasta que
el trato subsiguiente les demostraba que aquello no era mas que apariencia, buscada o
no, y que detras habia una persona extremadamente accesible y cordial.

El explotaba con frecuencia esta doble vertiente para producir jocosos efectos. Yo
creo que su momento culminante fue en la época de Decano, cuando nos sorprendia siem-
pre con sus salidas, sobre todo en la comida que cada afo reunia al profesorado de la Fa-
cultad. En una de ellas, cuando estaba de moda denostar a nuestra Universidad tildandola
de «napolednica», nos recibio con un gran retrato de Napoleén presidiendo el comedor; la
mesa la presidia el Rector, a la sazon el ilustre ginecologo Profesor D. José Botella Llu-
sid. Llegada la hora de los brindis y discursos se levantd el Decano Torroja y explicé muy
serio que si, que como la Universidad era napolednica habia invitado a comer al mismisi-
mo Napoleon, que alli estaba en efigie, el cual, excusandose por no poder asistir debido a
sus ocupaciones, habia enviado para representarle a su hermano Pepe Botella. Hay que re-
conocer que el Rector, al contestarle, supo estar a la altura de las circunstancias y, con ex-
trema habilidad, improviso unos jugosos comentarios sobre su «hermano».

Otra de las veces el discurso verso sobre la dificil situacién financiera en que se en-
contraba la Facultad. Nos hizo una larga relacion de las gestiones con que intentaba sa-
nearla y que le llevaron finalmente a solicitar una entrevista con €l Ministro de Hacien-
da; y para poder acreditar su actuacion habia grabado una cinta con la respuesta del
Ministro a su peticion de ayuda econdmica. La cinta que puso a continuacion era una co-
nocida sucesion de carcajadas acumuladas que no serian las del Ministro pero contagia-
ron a toda la concurrencia.

E1 mismo solia contar anécdotas personales en las que una broma de la mejor ley
aparecia rebozada en tintes dc circunspecta gravedad. Como aquella vez en que, con oca-
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sion de sus trabajos en el Observatorio del Teide, le entrevistaron en un periddico tiner-
fefio y le pidieron después una fotografia suya para ilustrar el articulo. Prometié enviar-
les una con la condicién, inmediatamente aceptada, de que no dejaran de publicarla por-
que no tenia mas copias. Y, efectivamente, les mandé una foto vestido de astronomo de
historieta, tocado con el clasico gorro puntiagudo tachonado de estrellas. (Naturalmente,
no se publico).

Contaba igualmente cémo en otro momento habia mantenido en Nueva York un lar-
go dialogo increible con un desconocido que le habia preguntado algo y al que, tras las
primeras frases inglesas, siguio hablandole en espafiol porque conoci6 que era el idioma
del otro. Este se manifesté totalmente asombrado del correcto espafiol que manejaba To-
rroja y estaba convencido de que lo habia practicado en Sudamerica, si es que no era de
esa procedencia. Y Torroja que no, que nunca habia estado al Sur de aquel paralelo. Al
cabo de una conversacion interminable, mantenida con su cara mas seria, acabo confe-
sandole que lo habia aprendido en Madrid, su lugar de nacimiento. Puesto que ¢l mismo
lo contaba, queda constancia de que su colocutor no llegé a asesinarle.

O aquella vez, también en un congreso extranjero, cuando los participantes se iban
inscribiendo en el hotel, aftadiendo un titulo académico o profesional que el recepcionis-
ta transcribia aburridamente por la semejanza de todos ellos. Hasta que llego el turno a
Torroja y dijo muy serio que era torero. Ni qué decir tiene que despertd la admiracion y
el entusiasmo de todo el corro. Recuerda un poco a aquel Boy del P. Coloma que, tras su
firma en el libro de recepcion, colocéd un sonoro y fantasioso «ingeniero jefe de las obras
del canal de Otranto».

Muchas mas cosas recuerdo y podria contar, como lo hemos hecho sus compaieros
a raiz de su inesperada desaparicion, pero aun lo dicho me deja un poco la impresion de
que pueda tomarse como una trivial descripcion de su figura. He de decir en mi descargo
que ésta es la tercera nota que escribo sobre ¢l y la primera en que me he permitido salir-
me de la estricta consideracion de Torroja como hombre de ciencia. Préximamente, aun-
que probablemente no le alcance ya la salida de este nliimero del Boletin, va a celebrar la
Academia de Ciencias un homenaje a su memoria en el que se estudiara su actividad en
los campos de la astronomia, la geodesia, la geografia y topografia y en el seno de la
Academia misma. Tampoco estd, pues, de mas que haya querido ofrecer aqui -y estoy
seguro de que a él le habria complacido- algunos aspectos de su persona que, siendo tan
caracteristicos, no cabe incluirlos en instancias més formales y protocolarias. Y es que,
si de verdad deseamos aproximarnos al conocimiento de una persona, con la compleji-
dad que casi siempre encierra, no deberiamos eludir, por mas que pueda parecer frivoli-
dad, hablar de estas «et dotras muchas cosas que aunascan los omes quando quieren
mostrar sos sotilezas».

A proposito he querido terminar con esa cita de Alfonso X que el propio Torroja
transcribe en uno de los primeros ejemplares de nuestro Boletin. Es un articulo muy en
la linea de los que él solia escribir y no estaria de mas que volviéramos a repasarlo, tal
vez como poéstumo homenaje, pero en la seguridad también de disfrutar con su lectura.
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Sélo eso nos quedara ya de él, sus obras, fundadas o escritas, su recuerdo y, sobre. todo,
su ejemplo de hombre de bien y de amigo fiel, cuya vida contemplamos transcendida ya
—_también en palabras del Rey Sabio— «en otra manera mas complida e mas acabada».

Descanse en paz.

J. J. Etayo

XXXI Olimpiada Matematica Espafiola

Fase Final

La fase final de la XXXI Olimpiada Matematica Espafiola se ha celebrado en Caste-
116n, durante los dias 23 al 25 de febrero de 1995. Como es sabido esta Olimpiada estd
organizada por la Real Sociedad Matematica Espaiiola, bajo el patrocinio de la Subdirec-
cion General de Becas y Ayudas al Estudio.

En ella han participado los 64 seleccionados en los distritos en los que tuvo lugar la
Primera Fase. Concurrieron tres alumnos de cada uno de los distritos de Baleares, Barce-
lona A, Burgos, Castellon, Extremadura, Granada, Jaén, La Laguna, La Rioja, Ledén, Ma-
drid 1, Madrid II, Navarra, Oviedo, Salamanca, Sevilla, Valladolid y Zaragoza; dos de
los de Alicante y Barcelona Il y uno de cada uno de los de Cadiz, Cérdoba, Huelva, Ma-
laga, Pais Vasco y Santiago de Compostela.

La llegada de participantes tuvo lugar durante la tarde del jueves dia 23; los alum-
nos, acompafiantes, y Profesores Delegados de cada Distrito fueron alojados en la Resi-
dencia de Tiempo Libre «El Pinar», en El Grao. Tras su llegada, en el [. B. «Penyagolo-
sa» se celebré la reunion de constitucion del Tribunal y seleccion de los problemas que
habrian de proponerse en las dos sesiones tradicionales. Esa noche, en el Teatro Princi-
pal, la Banda Municipal de Castellon ofrecié un Concierto Extraordinario a todos los
asistentes a la Olimpiada.

El viernes 24, tras la recepcion oficial por el Excmo. Sr. Alcalde de Castellén en el
Ayuntamiento, tuvo lugar la inauguracion oficial de la Olimpiada en el Campus de Bo-
rriol de la Universidad «Jaume I» por el Magfco. y Excmo. Sr. Rector, acompaiiado, en-
tre otras personalidades, por la llma. Sra. Subdirectora General de Becas del Ministerio
de Educacion y Ciencia, y el Prof. José Manuel Aroca, Presidente de la Real Sociedad
Matematica Espanola.



Durante la tarde del viernes, mientras los estudiantes trabajaban en la resolucion dc
los tres problemas de la primera sesion, los familiares fueron llevados de excursion, y los
Profesores Delegados de los Distritos celebraron una sesion de trabajo. Por la noche, to-
dos los participantes visitaron las instalaciones del Planetario de Castellon.

El sabado 25 de febrero tuvo lugar la segunda sesion de problemas; por la tarde, es-
tudiantes, familiares y Profesores Delegados fueron llevados de excursion a Peftiscola,
mientras el Tribunal calificaba los ejercicios. Tras una cena de gala en la Residencia «El
Pinar», tuvo lugar la ceremonia de entrega de recompensas y proclamacion de vencedo-
res de la XXXI Olimpiada Matematica Espariola, en un emocionante acto conducido por
el Prof. José Aymerich. Se repartieron en esta ceremonia los premios que la Subdirec-
cion General de Becas concede a los ganadores de la Primera Fase de la Olimpiada, jun-
to con el diploma concedido por la R.S.M.E.; y seis medallas de oro, otras tantas de plata
y otras seis de bronce, para los primeros 18 clasificados.

Los alumnos ganadores de medallas de oro representaran a Espana en la Olimpiada
Matematica Internacional, del 13 al 25 de julio, en Canada, y son los siguientes:

1. Angel PAREDES GALAN (Santiago de Compostela) 36 puntos
2. Jerénimo ARENAS GARCIA (Sevilla) 32 puntos
3. Luis FABIANI BENDICHO (Zaragoza) 27 puntos
4. Jaume ANDREU PASCUAL (Baleares) 26 puntos
5. Alejandro GARCIA GIL (Madrid IT) 26 puntos
6. Ignacio FERNANDEZ GALVAN (Extremadura) 23 puntos

Los ganadores de las medallas de plata fueron

Lucio BLANCAS SOLANS (Zaragoza)
Fernando REY MARTIN (Madrid 1)
Joaquim PUIG SADURNUI (Barcelona B)
José Carlos PRIETO HONORATO (Extremadura)
Guillermo VEGA GORGOJO (Lebn)
Fernando RAMBLA BARRENO (Cadiz)

Las de bronce correspondieron a

Antonio J. MORENO HERNANDO (Madrid I1)

Juan J. LOPEZ ORDONEZ (Cordoba)
Félix SALCEDO URESTE (Madrid 1)
Emma COTAZAR GARCIA-ESCUDERO (Pais Vasco)
Ana DE MIER VINUE (Barcelona A)
Marta PEREZ ESCACHO (Ledn)

Como se ve, de los seis seleccionados en los distritos de Madrid, uno ha obtenido
oro, otro plata y dos bronce. Tres de estos cuatro fueron premiados en afios anteriores en
los Concursos de Resolucion de Problemas de nuestra Sociedad, como sefialdbamos en
nuestro Boletin anterior (n.2 39). También dos alumnos de la comunidad de Castilla-
Ledn han recibido medalla.

En nuestra seccion de PROBLEMAS PROPUESTOS de este Boletin damos a co-
nocer los enunciados de los seis que se propusieron en esta Fase Final de la Olimpiada.
Cada uno fué calificado de 0 a 10 puntos, por lo que la puntuaciéon maxima que podia
obtenerse era de 60 puntos. Para valorar la dificultad de los problemas propuestos, da-
mos a continuacion las medias de las puntuaciones obtenidas en cada uno de ellos, por
los seis primeros clasificados, por los 18 que obtuvieron medallas y por la totalidad de
los participantes.

Problema 1.2 A 3.2 4.2 5.2 6.°
Media 6 medallas oro: 7.8 2.2 3,5 8,2 3,3 3,3
Media 18 medallas: 5,7 1.9 3,5 5,7 2,1 3,4
Media de todos: 34 1,2 1.5 3,1 0,9 1,9

Destaca la extrema dificultad que tuvo el 2.° para los estudiantes y que en el 3.2 y el
6.2 (los dos de geometria) los seis primeros clasificados hayan obtenido puntuaciones
medias iguales o incluso inferiores a las de los 18 con medalla.

El Tribunal estuvo formado por los Profesores Aroca Hernandez-Ros (Presidente);
Amengual Covas; Xambo Descamps; Conde Calero; Vila Doncel; Gil y Trilles; Ayme-
rich Miralles; Sanchez-Rubio Garcia y Bellot Rosado (Secretario).

Es obligado destacar la magnifica labor desarrollada por la Comisién Organizadora,
presidida por el Prof. Antoni Gil y Trilles, que cuid6 al maximo todos los detalles, tanto
académicos como de atencién a los familiares y acompaiantes de los estudiantes. El éxi-
to de la organizacion lo prueba el que éstos estuvieran dispuestos a formar una «Asocia-
cion de amigos de la Olimpiada».
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Resolucion de sistemas de ecuaciones
y sistemas dinamicos discretos

Juan Bosco Romero Marquez *
Benito Hernandez Bermejo **
Maria Angeles Lopez y Sanchez Moreno *

* 1. B. «lsabel de Castillay (Avila)
** Dpto. de Fisica Fundamental, Universidad Nacional de Educacion a Distancia

Abstract

En el presente trabajo se obtiene un conjunto de familias infinitas de métodos nu-
méricos, interpretables como sistemas dindmicos no lineales, para la resolucion de siste-
mas de ecuaciones arbitrarios en una o varias variables. Bajo esta perspectiva se exami-
nan los problemas de estabilidad y convergencia. Se ilustra como estas familias incluyen
algoritmos previamente conocidos como elementos particulares que, por tanto, se ven
generalizados.

1. Introduccién: raiz enésima de un namero real positivo

A modo de introduccion del método general comenzaremos con el caso mas senci-
llo de desarrollar algoritmos iterativos convergentes para el cilculo aproximado de la
raiz enésima de un nimero real positivo utilizando para ello métodos elementales de
aproximaciones recurrentes sucesivas, cuya construccion se basa en el desarrollo del bi-
nomio de Newton y en la serie geométrica.
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La linea del método aqui expuesto es la siguiente:
Supongamos que queremos calcular la raiz enésima (siendo n un numero natural)
del nimero real a > 0, es decir, queremos encontrar la raiz positiva de la ecuacion

x"=a D)
Para, 0 < i < n, (1) puede escribirse como:
a (2)

Supongamos ahora que o € R es la solucion exacta positiva de (1) y que r es una
aproximacion a o en un cierto entorno de o. Entonces, (2) puede escribirse como sigue:

L Vo ey ®

Para establecer nuestros algoritmos usamos el siguiente lema:

Lema: Si x es un namero real tal que, [x] < 1, y k es un entero positivo, entonces:
- 14 + k P _ 1 (4)
3 [t

(1)

Demostracién: véase |Apl.

Si en el primer miembro de (3) desarroltamos con el binomio fie Netwton, en el se-
gundo miembro de (3) utilizamos el lema (4) y escogemos los términos lineales en)().c—r)
y (r—x) / r, ambos convergentes a Cero, en los dos miembros ((x — r.)" y ((Fr—=x)/ r)'. ’tlen-
den a cero cuando x —> r, p> 1, p € R], entonces podemos despejar x como funcion de
r en un entorno de la raiz o. y obtenemos asi una funcion que Hamaremos x = x (r,i):

wfi+(n—f)(x—r)#'*""=%(1+"r_x) &
r

I3
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De aqui, llegamos a la siguiente familia finita de funciones racionales:

(_n~1—l)r”i" +ra(i+1)
(n=1)""+ia

Xi=x(n =

(6)

parai=0, 1,.., ncon (n—i)r'+ia+ 0. Las ecuaciones (6) se pueden considerar como
n +1 funciones x, definidas sobre la variable #, en un entorno de la raiz a.

Los n + 1 algoritmos convergentes por aproximaciones sucesivas que podemos aso-
ciar para la computacion de una aproximacion a la raiz enésima del nimero real X, se de-
finen recurrentemente como sigue:

Tomamos x, = ¢ > 0, que es un nimero racional o real arbitrario en un entorno de la
raiz o; por ejemplo, x, puede ser la parte entera de a, en el caso en que se conozca el in-
tervalo en que se encuentra la raiz. A partir de aqui tendriamos:

(== )t @ ra i+ 1) x (i)
Xm+1(i) 1)t () + il )

param 20,
Planteamos al lector como cuestiones la demostracion de que :
1. Los algoritmos previos son convergentes (ver seccion 2).
2. Las n + | funciones racionales, X;=x(r, i), i=0,1, .., ntienen todas a o como

punto de contacto e invariante.

La generalizacion natural de lo anterior resulta al obtener una familia infinita de

funciones racionales, la cual nos da una familia infinita asociada de algoritmos conver-
gentes para cada numero real p:

x"r :_‘5)_,a>0,ae R
X

Operando de forma paralela se pueden construir las relaciones homoélogas a (7):

otros a]gontmos convergentes que dan aproximaciones sucesivas a la raiz enésima de
cualquier nimero real positivo.
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2. El caso n = 2: analisis dinamico

Si consideramos, en particular, el caso n = 2 para los valores de i enteros i =0, 1, 2
obtenemos X2 =a, x =alx,y 1 = a/x2, respectivamente. El primero de estos tres métodos
es el llamado algoritmo de Newton o aritmético; y el segundo es el algoritmo de aproxi-
macién armonico.

Vamos a considerar el primero de ellos (Newton). Sea o la solucion exacta, y r una

aproximacion a a. Entonces:
[(a—r)+ NE=2r(a—1+ri=a

Si despejamos o. obtenemos:

2
a(n=r+a
) 2r

Asi pues el algoritmo es:

2
Xn+ 1 =')_‘_’Lla_’n20 (8)
2xy

Se observan tres regimenes bien diferenciados de comportamiento:

« a > 0: en esle caso se obtiene una convergencia muy rapida (en torno a 10 cifras
significativas correctas en 6-8 iteraciones, dependiendo de la condicion inicial y
la precision utilizada por la méquina). Cada condicion inicial converge a la raiz de
su Mismo signo.

« a=0: este es un caso limite. La convergencia requiere un elevado namero de pa-
508 y toda condicion inicial lleva a la (tnica) solucion o = 0.

« @ < 0: aqui no existe solucion en R. El algoritmo experimenta una bifurcacion y
entra en un régimen de comportamiento cadtico (ver |Ja| respecto al resto de esta
seccion).

La transicion al caos es facilmente constatable a simple vista a partir de las simula-
ciones numéricas, por dos aspectos:

I. La aparente aleatoriedad de las sucesivas imagenes de la transformacion.

2. La divergencia (inestabilidad) de soluciones con condiciones iniciales muy pro-
Ximas.

22

' llEJl co(rjnplortam’lentﬁ) 'caotlco puede caracterizarse formalmente segin diversos crite-
rios. Uno de los mas utilizados es el calculo de exponentes de Lyapunov. Dada una 6rbi
tay = {x, n=0, l..} se define su exponente de Lyapunov como

(9

de fvi =
donde f viene dada como x ,, = flx,). Se demuestra que el comportamiento es cadtico si

solo si A > 0: indi > =
]yor somn = 0: el exponente mdn;:a que dos puntos arbitrariamente proximos para un va-
n = v se separan como eM" en iteraciones posteriores n > v.

Vamos a probar que el algoritmo es cadtico para a =—1. Es decir:

x2—1
Ax)=
2x

o En vez de bu§car una trayectoria cualquiera observamos que /' (—x) = —f(x). Por tan-
o si un punto verifica f'(x) = —x tendra periodo 2. Imponiendo esta Gltima condicién re-

sultan dos puntos x = 1/ V3 yx =~1/3
, que son de hech i i
pues conocemos explicitamente la érbita: M

SO S S D B |
33V 3

Simplemente haciendo una derivada

el calculo del exponente es ahora inmediato:

A= liml—nln ﬂ):]nz >0
s, L in (42) = )
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Por tanto se demuestra. La eleccion de una oOrbita de periodo 2 se debe a que en estc
ejemplo concreto es la posibilidad mas sencilla, dado que no existen puntos con periodo 1.

De lo anterior es facil ver que para a = | por ejemplo, los exponentes son negativos
(seccion 1, cuestion primera).

3. Resolucion de la ecuacion polindomica general

Resolvamos por el mismo método la ecuacion polinémica

Zale=P(x)=O (10)

i=0

donde P (x) es un polinomio de grado n, con coeficientes reales o complejos, i=1,2, ..., 1.
Tenemos que si o # 0 es una posible solucion de (10), y r es una aproximacion a la
misma, entonces:

n

Y oalx—r)+r=0

i=0

Desarrollando por el método del binomio de Newton y tomando la aproximacion li-
neal como antes, llegamos a un algoritmo infinito convergente que nos da el calculo
aproximado de la raiz o, de la ecuacidn

P(x)=2alx"=0,a,.eR(')a,.eC,i=l,...,n
i=0

Alternativamente, podemos transformar la ecuacion P (x) = 0 en otra equivalente, si
suponemos que la raiz a de P (x) = 0 es no nula (las raices nulas son identificables por
simple inspeccion de un polinomio y no presentan mayor interés en el problema que
ahora nos ocupa). Por ejemplo:

y ahora utilizamos (4) o el binomio de Newton, dependiendo de si los valores que damos
a m son o no positivos, y de si m es un nimero entero o real.
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4. Ejemplo: distintos algoritmos iterativos para el calculo de las
raices de la ecuacion aurea

Como ilustracion de lo anterior mostramos a continuacién varios algoritmos iterati-
vos para el computo de las raices de la ecuacion durea:

xX2=x+ (1)

Las raices de esta ecuacion son los numeros dureos:

=1+Y5
{:2: ! 2,’;‘;}
2

Algoritmo 1: Si a es la raiz de (11), entonces o = o + 1. Asi, si » € I (a, p), p > 0:
oat+l=[(a—r)+r?=2r(c—r)+r

donde se ha tomado la aproximacidn lineal. Por tanto:

2
(X=(X(r=—r+l,r;t1_ 12
) 2r—1 2 (12)

El algoritmo asociado a (12) sera pues:

2
Xpe1 =X 50 (13)

2x, — 1

En este caso se obtiene que:

T, x,>1/2

PR Ty X0<1/2

25




Algoritmo 2: Como o = o + 1/a tenemos:

o=1+ 1 =;1+i(1+LTQE)
r(l—rﬂa) ' ’
-

donde hemos tomado la aproximacion lineal y r € 1 (a., p), de modo que resulta:

WY,

P+

o =o(r)

De aqui se deduce el algoritmo para la computacion de o:

2
+
Xn+1 =x——"2 2)("’ nz 0
xip+ 1

Los dominios de convergencia en este caso son:

T 0>x0>—2

n —och

limx = { T, x,>00x,<-2
2,

Algoritmo 3: Escribiendo (11) como 1 = /0. + 1/a?y operando se obtiene trivial-
mente:

j=— 1 4+ 1 .z_l_(1+a’)+L2(1+20t’),
( r—(x) 2( r—oao r r
rfl———=] ril—

donde o’ = (r—a) / r. Por tanto el algoritmo es:

bt )B=x) s

Xp+1 ™~
xpt 2
Y se observa que:
li _ T 3>x,>0
n l—l;nwx“ T 0>X0>*l
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Algoritmo 4: Expresamos (11) como o® = a? + a, y con r € / (@, p) tenemos:
(a—r+rP=(a—-r+r+a

Y la aproximacion lineal nos da:

r2(2r— l)

(x(3r2—2r— l)=2r3 - = a(r)=(————r_ l)(3r+ 1)

Asi llegamos al algoritmo:

2
xi {2x, — |
PP LA oS ) MY
(xa—1)(3xn + 1)
Con esta situacion se obtiene:
. >
limx = v Yo
no—os T,, X, <-1/3

Algoritmo 5: La ultima posibilidad que consideraremos resulta al tomar la expre-
siéon /o = 1/02 + 1/a’. Desarrollando de manera analoga a las anteriores y tomando la
aproximacion lineal resulta:

t+a=l(1+20)+ L (1+30), a=""2%
r r2 r

Asi pues obtenemos:

Y el algoritmo es:

_ 2xi = 3xF —4x,

Xn+1 = 2‘ ,’720.
X,,—2X,,—3

27



Las raices del numerador son B, = (3 — \/41)/4, B,=0yB,=(3+ \/41)/4.
Los dominios de convergencia en este caso vienen dados por:

_ t|a B2<x()<BJ
n -l Ty B| <X()< Bz

En estos tres ultimos casos se observa que los dominios de convergencia no cubren
toda la recta real. Fuera de dichas regiones, la convergencia a alguna de las soluciones se
da por intervalos. Se propone al lector como ejercicio el analisis del comportamiento de
los algoritmos en tales supuestos.

5. Sistemas generales. Ejemplos

De la teoria y los ejemplos precedentes se infiere que esta misma técnica puede uti-
lizarse para aproximar ecuaciones trigonométricas, exponenciales, etc. De hecho, los sis-
temas de cualquier clase en las incognitas x, ..., X, pueden resolverse aplicando los mé-
todos anteriores.

Ejemplo 1: Calculemos los puntos comunes o de interseccion de las conicas:

.yl 2= 52
Cix*ty =a ,a>0

C,ixy=b,b>0

Si P (a, B) fuera un punto de la interseccion C, N C,, entonces, para cada,
(r, 8) € I [(a, B), p), p > 0, entorno del punto, podemos escribir:

=)+ P+ {p=s)+s)=a

[x—=r)+r[y—s) +s]=b

Teniendo en cuenta los rangos de valores que toman las distintas variables podemos
realizar la aproximacion lineal correspondiente, de la que se obtiene:

2 (x—r) +2s (¥ —s) = a* =1 — >
s(x—=ry+r(y—s)=b—rs
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Resolviendo en (x —r) e (y — s) llegamos a:

r3_+ r(a® —s2)—2sh

2 2
2(,,2_s2) s

3
_ s +s(rP—a?)+2m
yEyln == E I P

2(r2—s2) M

Asi hemos obtenido dos funciones racionales, en las variables r, s, definidas para
rsE .R, r? # g%, continuas y diferenciables, y que pueden ser interpretéldelis como dospsu-
perﬁf:les en R, asociadas al sistema original. Entonces, si [x] denota la parte entera de
un nimero real x, podemos construir el algoritmo iterativo asociado al problema:

(X()’ y()) = ([(X], [B])

P =x/? + Xy (aZ —y,?)~2_ynb
2 (x? —y?)

Y+ =_y'? +-y” (X,% _a2) + 2xub
2 (x/% —yﬁ)

v o= limy oxy

y B= limy - Vn

El rango de n es n 2 0. Al igual que en el ejemplo de la seccién 4, este algoritmo no

ei eldumco posible: otros pueden construirse mediante desarrollios similares a los alli em-
pleados.

Se puede con?probar que el algoritmo anterior es convergente a la raiz (a, B) del sis-
tema y que, ademas, este punto es un invariante de las superficies.

Ejemplo 2: Resolvamos la siguiente ecuacion trascendente:
e'—cos(x)=1 (14)
Sea a la solucion. Entonces:

| =e*'e —cos(a—r+r)

De_sarrolle}mos la exponencial en serie de Taylor a primer orden en (a. — r) y el cose-
no mediante trigonometria elemental:

l1=(l+a—r)e —cos (o.—r)cos (r) + sin (ot — r) sin (r)
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Desarrollando de nuevo en serie de Taylor a primer orden:
I = (1 +a—r)e —cos(r)+ (o—r)sin (r)

Y despejando o

1+ cos (r) +rsin(n)+ (r—1)e"

e" + sin ()

ofr) =

Luego el algoritmo sera:

Xn+1 = I +cos (xp) + xu Sin (xn) + (x” __1_).6‘“, n=0.

€' + sin (xn)

La ecuacion (14) posee infinitas raices: a cudl de ellas converja el algoritmo depen-
de de la eleccion de x,,. Asi:

1. Parax, =1 (0), al cabo de 4 (5) iteraciones obtenemos la raiz a. = 0,6013467677,
que es la mayor.

2. Parax,=—I, tras 5 iteraciones resulta o = -—3,400592904.

3. Parax,= —2, después de 5 iteraciones tenemos o = —2.789129646, etc.

En cada caso, todas las cifras son significativas. En este ejemplo se ponen de mani-
fiesto tanto la velocidad como la flexibilidad del método.

6. Conclusiones

Se ha presentado aqui un método que genera familias infinitas de algoritmos.iterati-
vos convergentes, que equivalentemente son interpretables como sistemas dinémlc?os no
lineales, para la resolucion de sistemas de ecuaciones generales en una 0 mas varlahles.
Estos algoritmos han sido comprobados en la practica, para ejemplos concretos, median-
te una rutina en TURBO PASCAL ejecutada sobre un PC con procesador 386. Sin excep-
cion se observa una convergencia rapida, desde los dominios apropiados, hacia la solu-
cion correcta al cabo de unos pocos pasos (en los mejores casos obtuvimos
aproximaciones a soluciones trascendentes con 9 cifras decimales correctas al ca.blo d'e 3
iteraciones, tomando un entero como valor de partida) y en tiempos de computacion ins-
tantidneos (menores al segundo).
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El comportamiento ya visto de los algoritmos en el espacio de parametros puede re-
sumirse como sigue:

1. Si hay una o mas soluciones, el algoritmo converge desde un dominio de la recta
real a alguna de ellas, dependiendo de la condicion inicial. A menudo esta de-
pendencia obedece reglas simples.

2. Si los parametros del sistema varian de modo que éste se vuelve incompatible, se
produce una bifurcacion que lleva a un comportamiento de tipo caotico.

Los algoritmos expuestos, aparte de su generalidad o de su interés tedrico por los
aspectos de su desarrollo que quedan pendientes, ofrecen una amplia posibilidad de elec-
cion que se adapte a la implementacion concreta que requiera cada caso. Es aqui donde
los criterios de robustez, velocidad de convergencia y economia en tiempo de célculo de-
berdn ser tenidos en cuenta para seleccionar el algoritmo 6ptimo entre los infinitos posi-
bles.
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Funciones continuas y derivables en ninguna
parte empleando el programa Derive

Ivan Castro Chadid

Pontificia Universidad Javeriana
Departamento de Matemdtica, Facultad de Ciencias
Fax: 9057-1-2850503, Santafé de Bogoti - Colombia

Resumen

Se contribuye una funcién que permite generar infinitas funciones continuas y deri-
vables en ninguna parte empleando pocos recursos matematicos; a continuacion se pre-
senta un programa en el paquete DERIVE para simularla en el computador.

Sean a y b niimeros naturales mayores que 1. Se define la funcion:
b, .
S2[0,11: > R
tal que si x € [0, 1] tiene representacion en base a:
x=0.aa4,..a,..
entonces f” (x) tiene representacion en base b:

Sh () =0.b,b,.. ..
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siendo b, € {0,b— 1}y ademas:

sia, =0
sia, #0
sig;=a,_,, i22
sia;=a;_,s iz2

t i6n continua y derivable
Teorema—V b € IN, tales que a > b> 1, f% es una funcio y

en ninguna parte.

Demostracion.—Sea x € [0,1] con representacion en base a.

x=0.aa4,.. 4a,.

entonces f® (x) tiene representacion en base b

12 ()= 0.b by by

. Veamos quef? es continua en x.

En efecto, sea £ > 0, existe n € IN tal que

1
%< b", luego = <eg

i L * tiene representacion en
Six” e [0, l]estalque0<|x —xlsal entonces x p

base a:

x'=0.a,a,..0,4d,,,

y /% (x’) tiene representacion en base b:
a

4

dll+2"‘

Sox)= 0.bby bty by

luego

1P ()11 () | <<€

bH

i " . .
De lo anterior se desprende que f% es continua en.x
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2.

Veamos que f* no es derivable en x.
Sean € IN. Encontremos un x, € [0, 1], tal que:

So(x)=0.bb,.b, cd,, d

W+ 1"n+2

endondec, *b perod,, =b,.,, VY.,

Es obvio que si escogemos los primeros n — 1 digitos (en base a) de x, obtene-
mos que los primeros n — 1 digitos (en base b) de f° b (x,) coinciden con los pri-
meros n — | digitos (en base b) de f? (x).

Escojamos el término c, de la siguiente manera:

{ c,=a,_, sia #a,_,

Cn * a4, 51 a,=4a,_ 1

Escojamos el término d, , | de la siguiente manera:

d., *c sia . =a

dl'+|=cu Sl au+l*an
n+l n

n+l n

Continuando para k 2 2, escojamos el término d, ,, de la siguiente manera:

d

A ek =, .0 Sta, =, 4,
”"’k*dll"'k—l SIan+k¢an+k—l

Es claro que:

_ 1
L’C—xnlsa_l"— y |f2(x")_jg(xi=bbnl @

Sea & > 0. Por el principio de Arquimedes tenemos que existe n € IN tal que

Vkzn, kl F € 3. Pero de acuerdo con (1) podemos concluir que:
-

Sa(on)~fa (x)
X

Xn —

2(b- 1)(3)"
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como a > b se tiene que

. —g_“u
lim b =0

n —»x
por lo tanto./"", no es derivable en x.

ACONSTRUIR LAS ANTERIORES

PROGRAMA EN DERIVE PAR
ARTE

FUNCIONES CONTINUAS Y DERIVABLES EN NINGUNA P
S (x): =x—FLOOR (x)

La funcion O (x, n, a) genera el n-ésimo digito (en base a) de la parte no-entera del

numero real x.

O (x, n, a): = FLOOR [a"S(x)) —aFLOOR [a" S(x)]

R(x, nab)y=IF(n= 1,IF(Q(x,1,8)=0,0,b-1),
IF(Qx na)=0(K n—1,a),R(x,n—1,ab), pb—1—-Rx, n—1,a b

esta en el intervalo (0,1), lo desarrolla
a, b) de la imagen (que es un digito en
| que coincide con la imagen

La funcion F (x, m, a, b) toma el real x que
en base a, calcula el coeficiente n-éximo R (x, n,
base b) para todo n entre L'y m, y finalmente produce un rea
de x en las primeras m cifras de su pare no-entera.

F(x, m, a, b):=SUMI[R (x, n, a, byb', n, 1, m]
Ejemplo:
Construya la siguiente funcion:

T(m, a. b, j, dy: = VECTOR ( Lx, F (x, m, a, b)), %, 0, 1,%1)

Tome las siguientes opciones del programa DERIVE:

| Options I —> State —> ‘Conectedl —>
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Al simplificar y hacer el grafico de
a) T(6,10,2,1, 12000) b) T(6, 10.2, 1, 12000)

se obtiene:

0.8
of St o ! Lo 10 1 1} "
i TR kR P et | e L ot

9.6

COMMAND: Algebra SENIEIN Delete H
Algebe amﬂﬂ e Help Move Options Plot Quit Range Scale Tramsfer

gnter option
ross x:0.5087 y:0.5 Scale x:0.11 y:0.2 Degli)l::lﬁz
Y

9.11 0.22 0.33 0.44 0.55 9.66 .77 0.08 9.99

COMMAND : Center Delete H
1 . N
T elp Move Options Plot Quit Range Scale Transfer
gnter option
ross x:0.5053 y:0.5 Scale x:0.11 y:0.2 08211)!:2152
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Observacion:

Mediante un proceso analogo al desarrollado anteriormente se pueden genera fun-
ciones continuas y derivables en ninguna parte.
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Implementacion de un paquete
de dibujos de frisos

Martin Garbayo Moreno*
Eugenio Roanes Lozano**

* Dept. Didactica de las Matematica
** Dept. Algebra,
Fac. de Educacion (Univ. Complutense Madrid)

Abstract

Como indicabamos en nuestro anterior trabajo sobre disefio de rosetones, una de las ra-
zones que nos impulsé al desarrollo de estos programas fue la constatacion de que la ma-
yoria de los paquetes de programas de dibujo que incorporan posibilidades graficas para
trasladar, girar, reflejar,... una region del plano previamente marcada, trabajan aplicando
la transformacion deseada a cada pixel de la region en cuestion, lo que provoca que los
procesos sean costosos en cuanto a uso de memoria, en cuanto al espacio necesario para
su almacenamiento, asi como lentos de ejecucion.

El objetivo de este nuevo programa es dibujar frisos, de cualesquiera de los grupos
posibles, con motivos disefiados por el usuario. Siguiendo con la linea establecida, en el
dominio que se replica, los movimientos que se realizan (con las flechas del teclado) se
traducen a 6rdenes de la Geometria de la Tortuga y son almacenadas en registros defini-
dos por el programa en memoria dindmica. Por si hubiera reflexiones (tanto horizonta-

* e-mail: garbayo@eucmos.sim.ucm.es
** e-mail: eroanes@eucmos.sim.ucm.es
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les como verticales), los angulos se consideran orientados. A partir de este dominio se¢
construye la célula. En la replicacion posterior basta efectuar la traslacion correspon-
diente, orientar la posicion inicial de la tortuga y volver a ejecutar la serie de ordenes.

Nuestro paquete ha sido desarrollado en Turbo-Pascal, usando nuevamente la im-
plementacion de la Geometria de la Tortuga |[RR1], y funciona en ordenadores compati-
bles PC con tarjeta VGA o superior (en el modo 640 x 480 puntos, 16 colores, normas
del BGI de Borland).

1. Los siete grupos de frisos

Consideremos una figura plana /' (un subconjunto de puntos del plano) y denomine-
mos S, al conjunto de isometrias f del plano tales que /' (F) = F'(globalmente, no punto a
punto). Se dice que F es un friso centrado en la recta c, a la que denominaremos centro
del friso, si deja invariante a ¢ y sus traslaciones forman un grupo ciclico infinito.

Definimos dominio de un friso como una parte de él tal que ninguna parte propia
suya puede generar el friso aplicando transformaciones de su grupoo de isometrias.

Asi mismo definimos célula de un friso como una minima parte de €l que lo genera
mediante traslaciones.

De acuerdo con la notacién anterior, se demuestra que basta usar las siguientes iso-
metrias para definir la célula de un friso a partir del dominio:

a) Reflexiones respecto de la recta ¢ o perpendiculares a dicha recta.

b) Giros con centro perteneciente a ¢ y de /80° de amplitud.

¢) Reflexion con deslizamiento de eje ¢ y modulo del vector de la traslacion igual a
la mitad del que define la del friso.

Combinando todas las posibilidades a que dan lugar las condiciones anteriores y si-
guiendo las definiciones de [Ma] con una adaptacion para frisos de la nomenclatura dada
para grupos cristalograficos planos por D. Schattschneider, podemos definir:

 Un friso es del tipo F1 si no posee centros de simetria, no tiene ejes de simetria y
no permanece invariante por ninguna reflexion con deslizamiento.

 Un friso es del tipo F2 si posee centros de simetria pero no tiene ejes de simetria.

¢ Un friso es del tipo Flm si no posee centros de simetria y el centro del friso es un
eje de simetria.

« Un friso es del tipo Fm1 si no posee centros de simetria, si posee un eje de sime-
tria, pero el centro del friso no es un eje de simetria.

« Un friso es del tipo Flg si no posee centros de simetria, no tiene ejes de simetria
pero si es invariante por una reflexidn con deslizamiento.
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« Un friso es del tipo F2m si posee centros de simetria y el centro ¢ es un eje de si-

metria.
« Un friso es del tipo Fm2 si posee centros de simetria y ejes de simetria, pero el
centro del friso no es uno de tales ¢jes.

La siguiente tabla resume las anteriores definiciones:

Eje_dg simetria | El centrq del friso Reflexion con
Tipo de friso | Centro de simetria distinto de} es eje (,1e Jdeshizamiento
centro del friso simetria

F1 no no no no
F2 si no no no
Flm no no si no
Fml no si no no
Flg no no no si
F2m si no si no
Fm2 si si no no

Ejemplos de los anteriores frisos serian:

o Fl: FFFFFFFFFFFFF
« F2: S55S555S5SSSSSS
o Flm: DDDDDDDDDDD
o Fml: AAAAAAAAAAA
+ Flg: DWDMDWDMD

o 2m: SRRRERRRRRARERE

+ Fm2: MWMWMWMW

2. Originalidad del paquete

Implementacion El objetivo del programa es dibujar frisos de cualquiera de los gru-
pos posibles, fundiendo las ideas recogidas en [A-d] asi como las usadas en los progra-
mas existentes para el dibujo de rosetones, frisos y pavimentos.

En el disefio del dominio que se va a replicar, siempre se consideran dos puntos
para determinar cada uno de los elementos que definirdn a aquél. Cada uno de estos ele-
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mentos se almacenara en uno o dos registros definidos con seis campos: uno tipo hyte FRISDS
(1 byte de tamafio en memoria), dos tipo word (2 bytes) més tres tipo real (6 bytes). 23 EmmmeE
bytes en total por registro. Con esto, cada uno de los elementos considerados ocupara:
1.- Dibujaxr un Frise
+ Nada, Segmento, Circunferencia o Relleno: Un registro en el que el primer campo 2.~ Leer un Friso del disco
identifica el elemento, los dos siguientes el color y el ancho (ceros en el caso de
nada), ocupando avance, giro y 0 los tres restantes.

Pulsa 1 0 2
« Arco: Dos registros para almacenar el codigo de arco, color, ancho, giro, avance,
centro del arco y angulos que definen su amplitud. Figura 2
Para una explicacion mas detallada sobre la obtencion de cada uno de los parame-
tros anteriores, dirigirse a [GR]. Si se elige la opcidn 1, se ofrece la posibilidad de colorear regiones delimitadas o no
(figura 3).
3. Manejo del paquete llivieves: disponer die Yoo posibitidad de vellenae zonws. el

uwe codow efwpidion pox £

Al arrancar el programa, éste muestra la pantalla de presentacion (figura 1). Pulsan- _
do cualquier tecla se accede a la primera pantalla, en la que se ofertan dos opciones: di- Ficura 3
bujar un friso o leerlo del disco (figura 2). E

U-1 o=z Angulo con senieja X+: 58.19

FRISOS Anchos de ¢« 80, 129>

Lineas

N =

a
=]
F
=]
y a
m
)

g

<0,0)>

& MTMO QWD VWO NDU&HWHN 0

par

Usa las teclas con flacha para, desplazando el vértice superior darecho,
obtener el rectingulo deseado sobre el que disevar el notivo a replicar
en el frisa.

Pulsa INSERT cuando termnines

Fugenio Roanes Lozano & Martin Garbayo Moreno

Figura 1 Figura 4
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3.1. Manejo si no hay opciones rellena

Tanto si se pulsa S como n anteriormente, la siguiente pantalla (figura 4) es el pupi-
tre de dibujo, en el que se muestra un rectangulo con proporciones «aureas» y se ofrece
la posibilidad de modificar dichas dimensiones. Aparece siempre en el vertice superior
derecho de la pantalla las coordenadas del vértice superior derecho del rectangulo en
cuestién (en pixels), asi como el angulo determinado por la diagonal que pasa por dicho
vértice y el lado inferior del rectangulo.

Una vez elegidas las dimensiones del rectangulo-dominio, aparece una cruz-cursor
en el vértice inferior izquierdo del rectangulo y el mensaje de la ventana inferior del pu-
pitre pasa a ser el de la figura 5.

=
o L_J
£. e

F. om— c0.0>

u=3

Desplaza la CRUZ con las teclas con flecha w pulsa la tecla INSERT para
fijar el nuevo punto. Usa las teclas + o - para ACELERAR O DECELERAR
los MOUIMIENTOS DE LA CRUZ

Pulsa F para TERAMINAR

e
Figura 5
V=1 u-2 Tomilo con seniele X+: 40,91
Se fija el nuevo pun- e < sa, 46

1.

to desplazando el cursor .
mediante las flechas del
teclado. Su posicion en
coordenadas cartesianas
asi como el dngulo que
forma con el semieje X +
el segmento de extremos
el ultimo punto seleccio-
nado anteriormente y el
punto actual, se explicitan
continuamente en la es-

COLORES

@ b K ~C

]

LG EES ]

<0,0)

quina superior derecha de |

v

Dasplaza la CAUZ con las teclas con flecha y pulsa la tecla INSERT para

Lja velocidad de desplazamiento del cursor se puede variar con las teclas +y —.

Fijado el segundo punto, la ventana inferior izquierda del pupitre ofrece las diferen-
tes posibilidades para unir dichos puntos (figura 7), pidiendo a continuacién el ancho del
trazo (figura 8) y el color del mismo (figura 9).

JL

U-3
Los puntos marcados los qguieres unir mediante: - (1) N
H ADA - <¢2) SEGMENTO -
— €3> CIRCUNFERENCIA EN LA CUAL OCUPEN PUNTODS DIAMETRALMENTE OPUESTOS -
- <4> ARCO DE CIACUNFERENCIA - iPulsa 1 0 2 0 3 o 4!
Figura 7
-3
SEGMENTO
Quieres que el TRAZO sea: - (1> FINO - (2) GRUESD -
(Ver Ventana U-1) iPulsa 1 o 2!
Figura 8

I i

u-3
SEGMENTO GRUESO
El color que deseas para el trazo es: (del O al F)
iVEA NUMEROS DE COLORES EN UENTANA U-1!

la pantalla (ﬁgura 6) fijar el nuevo punto. Usa las teclas + o - para ACELERAR 0 DECELERAR
los MOUTHIENTOS DE LA CRUZ
L Pulsa F opara TEANTHAL
Figura 6
44

Figura 9

; Las figuras 10 y 11 muestran el resulta-

/ do de unirlos con segmento fino color 7 y
con circunferencia de trazo grueso y color F. O

<0,0>
<0,0)>
Figura 10

Figura 11
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Si se elige unirlos mediante un arco de circunferencia, hay que dar a qué lado de la
cuerda que determinan ambos puntos esté el arco, y podemos variar su amplitud con las

flechas (figuras 12y 13).

k=

0,0

Tme 08 ITUYEN
I I I I | I I E I

u-3
Pulsa 1 si quieres mantener esta curvatura
Pulsa 2 si quieres canbiarla
iPULSA 1 o 2!

Figura 12
—

. ===
’;- f====a
8. (S
9. IS
A.
B. I
C. EEE
D. S
— .
u-3

g:?gres que el TRAZO sea: - (1) FINO - (2) GRUESO -

(VUer Ventana U-1» iPulsa 1 o 2t

Figura 13

De nuevo se puede desplazar el cursor'y repetirse el proceso.
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3.2. Manejo si hay opciones rellena

Varia Unicamente en que la ventana inferior (figura 14) ofrece una opcion 5 de re-
lleno de color de una region. En este caso no se elige color para el trazo, siendo éste
siempre blanco, aunque si se puede decidir la anchura del mismo.

uy-3
Los puntos marcados los quieres unir mediante: - (1) NADA - (2) SEGMENTO -
- (3> CIRCUNFERENCIA EN LA CUAL OCUPEN PUNTOS DIAMETRALMENTE OPUESTOS -
-~ (4> ARCO DE CIRCUNFERENCIA - (5) RELLENAR LA ZONA CERRADA EN LA QUE ESTA
LA CRUZ ACTUAL CON UN COLOR - iPulsa 1 o0 2 o 3 o0 4 o 9!

Figura 14

Para rellenar de color, el borde debe delimitar una region cerrada. Basta con despla-
zar el cursor al interior de dicha zona y elegir el color deseado para el relleno (figuras 15

y 16).

MMO 0D DYV O NGO

<0.,0>
u-3 O
Rellenar Zona Cerrada

El color que deseas para el relleno es: (del 0 al F)
iUER NUMERDS DE COLORBES EN UENTANA U-1!

<0,0)

Figura 15 Figura 16

3.3. Dibujo de un friso

Una vez finalizado el diseiio del dominio, pulsando la letra F se accede a la pantalla
de la figura 17. En ella aparecen numerados del | al 7 los siete tipos de frisos y una re-
presentacién de cada uno de ellos. Basta elegir uno de dichos nimeros y el dominio sera
replicado segun la definicion del friso elegido, quedando representado éste.
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oo [RPPRRPRRPPPRRAPPCRP PP

B O O O O O O O O S A G G G &
ddddddddddddddd

s LPPPEPERPACEPAPPPPPPPPAPPPPPP
llalkllblibbllbblhbllhbblhbblhbblhblll

= s [EPARANAR AN A AN YA

so tipo flp

B R R R R R R TR

o e+ LPOAAARANAAAPHARAAAN PP
el gl o)

= veo o+ [RLFPIGAAILNPILOAIOPIOIN

Figura 17

Las figuras 18, 19, 20, 21, 22 y 23, muestran ejemplos de dominios y los frisos
completos obtenidos a partir de éstos.

FRISO: FM1

fachhonot

Figura 20

o7l ov ooy oy oy oo
P AN AN AN A
L
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Figura 21

FRISO: FM2

N/ANIA

sa una tecla

Figura 22
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FRISO: F2M

Pulsa una tecla

Figura 23

3.4. Analisis de los movimientos que dejan invariante al friso

Tras representarse el friso, pulsando una tecla aparece la ventana de la figura 24. Si
se elige la opcion 1 se marcaréa el dominio, los movimientos que generan la célula, asi
como la traslacion que define al friso (figuras 25 y 26).

poRinioc

s Siatrt FRISO: F1 M

Translacisn
—_—

aldegee

B35% N4

3

[v==
¢Quieres dibujar otro friso con el mismo dominio?

Pulsa ’S’ o °N’

Figura 25

u-3
é¢Quieres marcar los elementos que definen el friso?

Pulsa ’ 1’ para marcar, ’'2° para continuar

/ FRISO: FM2

Translacisn i
.

U-3
¢Quieres dibujar otro friso con el mismo dominio?

Pulsa *%*‘ a *H*

Figura 24
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Figura 26
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A continuacién se ofrece la posibilidad de dibujar otro friso con el mismo dominio
(figura 27), pasando, si se elige S, a la pantalla de la figura 17 (repitiéndose de nuevo el
proceso).

u-3
‘Quieres dibujar otro friso con el mismo dominio?

Pulsa S’ o ’N’

Figura 27
3.5. Grabar un friso en el disco

Antes de salir, se ofrece la posibilidad de grabar en disco el friso dibujado (figura
28). E1 nombre del archivo se dard a continuacion sin extension, afiadiéndosele automati-
camente la extension .FRI.

v-3
éQuieres dibhujar otro friso con el mismo doninio?

Pulsa S’ o 'N’

Figura 28

3.6. Cargar un friso

La segunda opcion de la primera pantalla consiste en leer un friso del disco. Basta
con elegir la opcion 2 y teclear el nombre del friso. éste se cargard y representara en pan-
talla, pudiéndose repetir para el dominio que lo define todo el proceso indicado a partir
de 3.3.

4. Almacenamiento de la informacion

La secuencia de ordenes de la tortuga se almacena en memoria dindmica y se ejecu-
ta sucesivas veces (una por cada dominio).

Para dar una idea de la bondad del tratamiento en cuanto al pequefio tamafio de los
bloques de 6rdenes a memorizar, indicaremos que los archivos correspondientes a las fi-
guras 20 y 23 ocupan respectivamente 184 y 782 bytes (no Kb).
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Acerca de la red de tenis (con DERIVE)

Eugenio Roanes Lozano*
Eugenio Roanes Macias**
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* Este coautor es ademds Monitor Nacional de Tenis por la RFET

Resumen:

Los sistemas de computo algebraico se muestran, a veces, impotentes para resolver
completamente ciertos problemas, por lo que, en tales casos, se esta comenzando a combi-
nar calculo simbdlico y numérico. Presentamos aqui un sencillo ejemplo para ilustrar lo an-
tedicho. Se trata de calcular el drea de la superficie cubierta por una red de tenis, tal como se
dispone habitualmente en los clubs de tenis, para compararla con su posicion tedrica, pres-
crita por la Federacion de Tenis. Sorprendentemente, esta diferencia no es pequeia, segun
s€ muestra a continuacion, usando sélo herramientas de Matemitica Elemental y DERIVE.

Introduccion

En una pista de tenis, los dos postes de la red deben ser colocados en diferente posi-
cion, segun que se vaya a jugar «simples» (dos jugadores) o «doblesy (cuatro jugadores).
El reglamento de este deporte indica que para jugar simples los postes deben estar
en posicion de simples (més proximos) y el cable del que cuelga la red debe quedar muy
tenso y sujeto en su centro por una cinta vertical (cuyo otro extremo se fija al suelo),

*eroanes@fi.upm.es
**roanes@ecmos.sim.ucm.es
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para asi asegurar que la altura de la red en su centro sea la correcta. Asi se hace en los
partidos de campeonato individuales de cierto nivel, por lo que a esta posicion de la red
la denominaremos posicion de campeonato. En tal caso, la forma del borde superior de
la red puede describirse por dos segmentos concatenados iguales, formando una letra
«uve» muy abierta.

Pero lo habitual es jugar simples con la red colgando de los postes en la posicion de
dobles (mas separados entre si) y sin cinta vertical en el centro, limitandose los jugado-
res a ajustar la altura correcta de la red en su centro, regulando la tension de la red. En
tal caso, la forma del borde superior de la red puede describirse por una curva catenaria.
Asi ocurre en la mayoria de los clubs, por lo que a esta posicion de la red la denominare-

mos posicion de club.

1. Dimensiones

Altura de los postes (tanto en simples como en dobles): 1,07 m.

Altura de la red en su centro (tanto en simples como en dobles): 0,93 m.

Distancia del centro de la red a los postes de simples: 4,115 m + 0,93 m = 5,035 m.
Distancia del centro de la red a los postes de dobles: 4,115 m+ 1,37 m + 0,93 m = 6,405 m.

1,37

1,07

0,93

5.035

2. Ecuaciones

Introduzcamos un sistema de referencia en el plano de la seccion vertical de la pista
que contiene a la red, cuyo eje de abscisas sea la linea de tierra y cuyo eje de ordenadas
sea el eje de simetria de la red.
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2.1.  Posicion de club

Para simplicidad de cdlculo, supondremos el peso de la red (de nylon) acumulable
al peso del cable que la soporta (de acero). Denotemos por T a la tension (horizontal) en
el punto medio, M, del cable. Siendo P un punto arbitrario del cable, s la longitud del
arco de cable de extremos My P, y m la masa de la unidad de longitud de cable, el peso
del arco de cable de extremos My P serd —mgs. En consecuencia, la tension, T, del ca-
ble en P resultard de componer T (horizontal) con la reaccion, mgs (vertical), ante el
peso de dicho arco del cable. En la posicion de equilibrio, la direccion del cable en P
serd la direccion de 7”. Por tanto, denotando por y a la funcion que define la posicién del
cable en equilibrio y denotando por ¢ al angulo de T’ con T, se tiene

de donde, derivando, resulta

y”:ﬂ @:”/’_ﬁ 1+y’2

T
Iqego designando abreviadamente por k al cociente mg/T, se obtiene la ecuacién diferen-
cial del cable de la red de tenis

y’=k. \/l+—y’2

Mediante el cambio de variable )’ = z, se transforma en la ecuacion de variables se-
parables

2=k . V1 +2Z2

que vamos a integrar con ayuda de DERIVE. Cargando el archivo ODE1. MTH (en el
modo Utility), se integra la ecuacion anterior, mediante la expresion de autor

SEPARABLE (k, (1 +z A 2) A(1/2), %, 2,0, 0)

ya que, para x = 0 es z =y’ = 0 (pendiente horizontal). Aplicando el comando Simplify,
se obtiene .

INVZ+1+2)=k.x
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y resolviendo esta ecuacion respecto de la variable z, resulta

ek.x e-—k.x

Al restituir el cambio de variable y’ = z, vuelve a obtenerse otra ecuacién de varia-
bies separables, que puede integrarse mediante la siguiente expresion (donde RHS es la
funcion lado derecho de la igualdad, que incluye Derive 3):

SEPARABLE (RHS (#3), 1, x,y, 0, 0.93)

ya que para x = 0 es y = 0.93 (altura de la red en su centro). Aplicando el comando Sim-
plify, se obtiene
k.x —k.x
y-093=% __° _
2.k .k

o
| —

es decir, la catenaria de ecuacion
y=0.93 + (1/k) cosh (kx)— 1/k

debiendo ahora determinar la constante & por la condicion de ser y = 1.07 para x = 6.405
(altura de la red en el poste)
k. 6405 k. 6405
1.07-093 = ¢ . -
2.k 2.k k

Notemos que, a diferencia de otros Sistemas de Computo Algebraico, DERIVE
transforma todas las entradas numéricas (incluso las dadas en coma flotante) a su expre-
sion fraccionaria.

Desafortunadamente, Derive no puede resolver la anterior ecuacion trascendente
(respecto de la variable k), por lo que nos conformaremos con una aproximacion numéri-
ca, suficiente para nuestro proposito.

Para obtener tal aproximacion, haremos uso del método de biseccion. Este método,
basado en el teorema de Bolzano, debido a su caracter recursivo, puede ser implementa-
do facilmente en DERIVE:

BOLZANO (£, x, pl, p2, €): = IF (ABS (pl —p2) <e OR ~
LIM [f, x, (p] +p2)/2] =0, (p1 + p2)/2, ~
IF [lim (f, x, p1) * lim [f, x, (pI + p2)/2] > 0, ~
BOLZANO (f, x, (pl +p2)/2, p2, €), ~
BOLZANO (f, x, p1, (p] + p2)/2, €)))

Los argumentos de la funcion BOLZANO son: f(funcién), x (variable), p1 (extremo
inferior), p2 (extremo superior) y e (cota superior de error). Se supone que /' (p1) y f(p2)
son de distinto signo. En nuestro caso, f'sera la funcion
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w (k) : = (1/k) * COSH (6.405 * k) + (0.93 — 1/k) — 1. 07

la cual toma valores de distinto signo en 0.001 y en 0.02 (como puede comprobarse con
el comando sign de DERIVE), por lo que el proceso recursivo puede comenzar a partir
de pl =0.001 y p2 = 0.02. Eligiendo como cota de error e = 0.00001, al pedir a DERIVE
que calcule

BOLZANO (w (k),k,0.001,0.02,0.00001)

el sistema devuelve 0.00682153, por lo que tomaremos como valor aproximado de la
constante k

k,=10.00682
lo que nos lleva a considerar la funcién de red en posicién de club en la forma:
F (x) = (1/ky) * cosh (ky* x) + 0.93 — /k,.

Las aproximaciones que DERIVE devuelve para F (0) y F (6.405) son, respectiva-
mente, 0.930005 y 1.06988.

2.2. Posicion de campeonato

De acuerdo con lo indicado en la introduccion, el borde superior de la mitad dere-
cha de la red es un segmento de extremos los puntos (0,0. 93) y (5. 035,1. 07), luego la
ecuacion de la recta que contiene a dicho segmento es

Gl (x)=0.93 + mx
siendo, de acuerdo con lo indicado en 1, la pendiente de dicha recta

o = 1.07-0.93
5.035

En consecuencia, la ecuacion del borde superior de la red completa en posicion de
campeonato es

G (x) =093 + m-ABS (x)
2.3. Diferencia de areas
La diferencia de areas puede ser calculada por integracion de la funcion diferencia
de las funciones F'y G1, siendo los limites de integracion inferior y superior, respectiva-

mente, 0 y la distancia del centro de la red a uno de los postes de simples. Por simetria
de la red, el area que ha de ser calculada sera doble del valor de esta integral definida.

59



Calculando con ayuda de DERIVE, esto es, integrando entre las posiciones teoricas de
los postes de simples, resulta

2*INT [F (x) =Gl (x), x, 0, 5.035]

y aproximando, se obtiene el resultado —0.415067 (valor negativo, como era previsible).

3. Representacion grafica de la red

La forma de la red (considerada como un obsticulo a superar por los jugadores)
puede ser obtenida en Derive mediante las siguientes funciones definidas por partes, ob-
tenidas a partir de las funciones F'y G anteriormente consideradas

FF (x): = [F [NOT ABS (x)>604. 5,F (x),0]
GG (x): = IF (ABS (x)<503. 5,G (x),IF (NOT (ABS (x)<503. 5 OR ~
ABS (x)>604. 5),107,0))

Haciendo un plot para representar ambas funciones simultaneamente, se obtienen las
graficas de ambas posiciones de la red. Y para sacar el mejor provecho de las posibilida-
des grificas del sistema (teniendo en cuenta la forma de la red de tenis), puede utilizarse,
por ejemplo, la overlay position y eligir escalas 1.5 para abscisas y 0.25 para ordenadas.

4. Conclusion

Una adecuada combinacion de célculo simbélico y numérico ha permitido resolver
automaticamente este sencillo problema con ayuda de DERIVE. Hemos llegado a con-
cluir que la superficie cubierta por la red de tenis (para «simples») en su posicién orto-
doxa supera a la que cubre tal como se dispone habitualmente en los clubs de tenis en

jii mas de 0,4 metros cuadrados !!!
por lo que quienes practican este deporte a cierto nivel no han de conformarse con verifi-
car la altura de la red en su centro.
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El Monasterio de El Escorial,
un trozo de Guadarrama
ordenado por la Geometria

Concepcion Romo Santos

Catedratica de Algebra. Universidad Complutense de Madrid

Introduccion

Al iniciarse las obras de El Escorial, en un reino de Castilla llevado por un creci-
miento demografico notable, la regién de Madrid esta aun poco poblada. De esta manera
el Rey para su nueva capital y para su obra de El Escorial tiene mucho espacio disponi-
ble pues Felipe Il era amante de la naturaleza, del canto de los ruisefiores y de algin que
otro paseo por el campo para ir de caza o pesca. ‘

La arquitectura del Monasterio de El Escorial es escenario de una época. La estudia-
remos brevemente asi como la vida y obra de sus principales arquitectos.

1. El Escorial. Biografia de una época

Toda arquitectura es escenario, pero el Monasterio de San Lorenzo el Real de El Es-
corial es mucho mas. Primero ocupd una parte de los pensamientos de su rey Felipe. En
la cabeza del rey catdlico fue creciendo y ajustandose el programa: templo conmemorati-
vo, panteodn real, palacio, monasterio, colegio y biblioteca. Luego se proyecto y trazo en-
teramente en un gabinete creado expresamente para esta ocasion en los Alcazares de Ma-
drid, lo que constituia una novedad absoluta en la Espafia de la época. Ya puesta en
marcha la gran tarea, miles de espafioles de todas las procedencias, a los que se sumaron
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algunos flamencos, franceses e italianos, gastaron parte de su existencia en su construc-
cion. Convocados por una capacidad de contratacion hasta entonces desconocida se reu-
nieron en una nueva Babel de profesionales, que obligd a unificar el sistema de medida.
La vara de Burgos se convirtid asi en una nueva medida utilizada no s6lo aqui , sino en
cuatro continentes. Para el control de la obra se urdio un entramado burdcratico y admi-
nistrativo de una complejidad tal, que ha hecho pensar que fué un modelo a escala del ar-
mazoén del nuevo estado moderno.

Desde sus obras, entre granito, cal y pizarra, ingenios, bueyes y barro, se goberno
gran parte del mundo conocido con ordenes escritas con mala letra en los méargenes de
los papeles. El Monasterio se cruzo en la vida de los principales artistas y artesanos de la
época. Asi Miguel Angel, Vasari, Tiziano, El Greco, Leoni, Cellini..., tuvieron contacto
con la gran construccion. Luego ya erigida se convirtié en el simbolo fisico mas contun-
dente del poder del soberano. Y todo ello sucedioé en menos de 25 afos. Mientras, en cla-
ro contraste, la gran obra de la cristiandad —San Pedro de Roma— solo veia crecer una
parte de su fabrica : Ia cupula.

.Se puede explicar una época con un edificio? Desde luego, si el edificio es El Es-
corial y la época el reinado de Felipe I, si. Otra cosa es como hacerlo.

Hemos acotado «La época» en el periodo 1.555 a 1.598, es decir, en el espacio de
tiempo en el que Felipe 11 tuvo el poder. Y asi, aparecen tres actos: El Escorial en idea y
proyecto, El Escorial en construccion, El Escorial culminado y habitado.

Desencadenada la aventura por la victoria espafola en San Quintin, el inico escena-
rio bélico que vivio en su vida Felipe 11, pudo a partir de ahi pensarse en un templo con-
memorativo al santo de la onomastica. La muerte del emperador Carlos, movio a la idea
de incluir un panteon real segin el mandato de su testamento. El establecimiento perma-
nente de la corte, antes itinerante, en Madrid permiti6 configurarlo también como pala-
cio, cerrando la red del Alcazar, de Aranjuez, El Pardo y Valsain y orienté en su ubica-
cion. Debia existir un monasterio de Jeronimos siguiendo la positiva experiencia real de
Yuste. La finalizacion del Concilio de Trento con sus nuevos criterios e importante pre-
sencia espafiola, pudo hacer pensar en un colegio o universidad, y el evidente interés hu-
manista del rey Felipe en la existencia de una gran Biblioteca.

Durante la trabajosa y problematica construccion, mientras se discute si las obras
deben realizarse a jornal, o como mejorar las cabrias, se decide elevar dos plantas para
acoger a cien monjes, se ponen en duda las propias trazas de la Basilica y se acude al
Cousejo de la Academia de Florencia, Herrera desentierra un procedimiento clésico del
prelabrado en cantera que racionalice la construccion.

En estos aiios se atesoran todo tipo de obras de arte, constituyéndose el monasterio
en una auténtica «Camara de Maravillas». Y el rey, que habia visto morir a sus cuatro
mujeres y a seis de sus hijos, muere a los 71 afios, a las 5 de la madrugada del 12 de sep-
tiembre de 1.598, dentro de El Escorial, su obra.

Mientras el Monasterio de El Escorial ahi sigue. Pueden ustedes ir a verlo cuando
quieran. Es posible que parte de aquella época siga flotando por sus espacios.
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2. Laregion de Madrid en tiempos de Felipe 11

Al iniciarse las obras de El Escorial, en un reino de Castilla Hevado por un creci-
miento demografico notable, la region de Madrid estd atin poco poblada. La misma villa
de Madrid no es ain mas que una poblacion de tamafio medio, muy inferior a Toledo y
Valladolid, incluso a Salamanca y Segovia. En 1.561 hay 4.500 vecinos, aproximada-
mente 20.000 habitantes. Madrid esta alejada de todo lugar de consideracion con la unica
excepcion de Alcala de Henares y se conforma con una corona de pueblos pequefios: en
1.561, Barajas, Leganés, Vallecas, Fuenlabrada, incluso Getafe, tienen mas de 300 a 400
vecinos; entre Madrid y la muralla montanosa de Guadarrama-Gredos, las dos unicas po-
blaciones notables son Colmenar Viejo con 899 vecinos y San Martin de Valdeiglesias
con 704 (aproximadamente 4.000 y 3.200 habitantes). Eso quiere decir que el rey para su
nueva capital y para su obra de El Escorial tiene mucho espacio disponible pues Felipe I1
era amante de la naturaleza, del canto de los ruiseiores y de algun otro paseo por el cam-
po para ir de caza o pesca.

3. Lavida cotidiana en tiempos de Felipe 1I . Los gastos de un dia

Tanteo de lo que parece ha menester mi sefiora dona Isabel con una mujer de servi-
cio para el gasto ordinario de cada dia.

De dos panecillos, 0cho Maravedies....... ..ot 8 mrs
De frutas y ensalada para principio y postre ... 10 mrs
De dos libras de carnero para comer y cenar... 36 mrs
De tocino y verduras .........coeecenivnsvevcniinnsans G 8 mrs
D UNa VA cuirimimiiis i e s e s e e e R 4 mrs
De sal, agua y eSPecias wmusmmarsmsssmsssiasmsssimsi i SRR A 6 mrs
De lefia, carbon para calentar ¥ BUISAT ... .ccocieiieiiirsieeremmessisreesssiesasssnns 12 mrs
De un pan para la mujer de SErvicio ..o iesisrsseesssssssree 16 mrs
De media libra de carnero y media de vaca.......cveveeeerenccincecicrcnnnennens 15 mrs
DE VINO ..ooiveeirercerrrcrveer e e i i s ieisrs e raiing ST 6 mrs
Del salario de la mujer del SErvicio ......oiiviivinieiiieiirier e 17 mrs
Para cosas extraordinarias de cada dia demas de los sobredichos, en que se con-

sidera botica, falta de salud, lavar la ropa y otro alglin regalo para algunos dias.. 17 mrs
Que montan cada dia siznsaisasaamssnasgsnanarisiveaasiiga: . 150 mrs

De manera que los dichos ciento cincuenta maravedies cada dia hacen en los 365
dias del afio, considerando el dia de pescado lo mismo que el dia de carne, treinta y cua-
tro mil y setecientos cincuenta maravedies.

Que hacen ciento y cuarenta y seis ducados.

(Instituto Valencia de Don Juan, Envio 71, fol. 510)
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4. La historia arquitectonica del Monasterio de El Escorial

La historia arquitecténica del Monasterio de El Escorial, esta formada realmente por
una cadena de reformas y ampliaciones sobre el proyecto primitivo, tanto en su estructu-
ra y forma, como en sus usos. Aunque el resultado final que ha llegado ante nosotros
aparece como un elemento cristalizado y arquitectonicamente unitario y puro.

La primera ampliacion del Monasterio se hizo sobre la primera idea del «cuadroy,
como era llamada la planta del Monasterio. El rey Felipe Il y Juan Bautista de Toledo lo
ampliaron al doble de la superficie que habian trazado los monjes jerénimos en el re-
planteo del lugar.

Posteriormente Juan de Herrera, amplia en dos plantas la zona de convento y cole-
gio, ya que en el proyecto primitivo tenia cuatro plantas en su mitad este y dos en la mi-
tad oeste, quedando por tanto el alero de todo el edificio en la misma cota. Hizo desapa-
recer también cuatro torres, dos en la fachada principal y otras dos en el centro de las
fachadas sur y norte, y dos campanarios en la zona de palacio que formarian con los dos
existentes un cuadrado en torno al cimborrio de la basilica.

El patio de palacio es transformado perdiendo su forma cuadrada por la inclusién de
un pabellon de servicios en forma de T que subdivide al gran patio que tendria una im-
portancia similar al patio de los Evangelistas, en dos pequenos patios y otro mayor de
forma rectangular, conocido como Patio de Coches.

S. Los grandes arquitectos de El Escorial

Ademas de Juan de Herrera intervinieron en las obras del Monasterio los siguientes
hombres :

— Juan de Minjares, aparejador de El Escorial.

— Juan Bautista Monegro, arquitecto y escultor, autor del San Lorenzo de la facha-
da principal.

— Francisco de Mora, ayudante de Juan de Herrera.

— Francisco Paciotto, ingeniero militar, sus ideas se utilizaron en el disefio final de
Juan de Herrera.

— Tibaldi, arquitecto.

— Juan Bautista de Toledo. Ademas de la traza universal del complejo de El Esco-
rial, Toledo realizé el patio de los Evangelistas.

— Pedro de Tolosa, arquitecto.

— Gaspar de Vega.

— Fray Antonio de Villacastin, obrero mayor de las obras de El Escorial.
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Matematicas para Juegos

Nueva seccion del Boletin de la Sociedad Puig Adam
Coordinada por Miguel Angel Gallardo Ortiz
Profesor de la Universidad Carlos 111

La Sociedad de Profesores de Matematicas «Puig Adam» inaugura una seccion es-
pecializada en juegos, abierta a todos sus miembros y a otros profesores eventualmente
invitados a colaborar en ella.

No vamos a descubrir aqui las estrechas relaciones que desde siempre han manteni-
do las Matemdticas y la teoria y la préctica del juego, en cualquiera de sus modalidades y
estilos de éste, ni tan siquiera la obvia utilidad educativa del juego inspirado en las Mate-
madticas. No creemos que, aqui y ahora, sea necesario.

Lo que si debemos hacer, desde ahora, es divulgar, proponer y seleccionar colabora-
ciones con un criterio abierto y sugerente.

En principio, no se trata solo de hacer matematicas recreativas, sino que lo ideal se-
ria que desde esta nueva seccion se dieran a conocer el talento y la curiosidad que des-
piertan los juegos mas atractivos, y que se puedan modelizar matematicamente.

Asi, la progresién conceptual que va de los tan antiguos, pero todavia fascinantes
Tangrams chinos, hasta el famoso Tetris, pasando por el genial cubo de Rubik, adapta a
cada momento de la historia de las Matematicas el gusto por el juego inteligente, del que
quisiéramos hacernos portavoces y eco.

Alan Turing, en su mds que recomendable articulo «Computing Machinery and In-
telligence», considera que la inteligencia artificial estara madura cuando no sea discerni-
ble de la natural, al menos en escenarios como el que actualmente ofrece Internet, espe-
cialmente por la disponibilidad de programas telematicos como «telnet», «talk», o los
IRCs que posibilitan la multiconferencia escrita, y en tiempo real, eliminando virtual-
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mente las distancias, incluso a escala planetaria. Construir programas y protocolos quc
permitan jugar asi al ajedrez, poker, mus, 0 a nuevos juegos que todavia no podemos si-
quiera adivinar, es s6lo una cuestion de tiempo y dedicacion matematica e informatica, y
en menor medida, de los recursos técnicos que, en principio, cabria suponer mas necesa-
rios, y que cada vez son mas accesibles.

Y para bien o para mal, estamos muy cerca de ver a un campeon mundial de aje-
drez inhumano. En cualquier PC se puede simular nuestro juego favorito, y no resulta
nada facil estar a la altura de nuestro implacable adversario informatico. Eso no signi-
fica, ni mucho menos, que consideremos recomendable pasar horas y horas ante una
pantalla tratando de descubrir la estrategia y las tacticas de un programa de ordenador.
Antes al contrario, el juego debe ser, para cualquier mentalidad matemitica, un vehi-
culo de comunicacion y, sobre todo, una sana fuente de relaciones intelectuales y hu-
manas.

En ntmeros anteriores de este Boletin ya hemos hecho referencia a las autopistas de
la informacién y a la enorme utilidad que tienen para los matematicos. Como no podria
ser de otra manera, el juego es una de las actividades que despierta mayores pasiones y
dedicaciones en la llamada red de redes telematicas.

Internet es un medio practicamente ideal para jugar, superando virtualmente las dis-
tancias y las diferencias entre personas y culturas. Y como no podria ser de otra manera,
esta dando lugar a toda una explosion de actividades ludicas, muchas de las cuales solo
pueden ser comprendidas por medio de las Matematicas. Nuestra primera intencion es la
de conectar con el fenomeno del juego en Internet, y divulgar, aqui y ahora, las mejores
referencias que encontremos en la red.

Aungue el correo electronico no es el recurso mas adecuado para jugar, por lo lento
que seria el desarrollo de cualquier partida, si que es muy util para mantener el contacto
con aficionados con los que deseamos compartir experiencias y referencias.

El coordinador de la seccion «Matematicas para Juegos», que desde esta publica-
cion espera la mas amplia y entusiasta colaboracion de socios y amigos, personalmente
no tiene ninguna duda de que estamos en el albor de una nueva era ludica, y es evidente
que estara representada por una generacion de juegos imposibles de desarrollar sin las
nuevas tecnologias o las matematicas.

Mi querido Vocal para Publicaciones, Prof. Dr. Ferndndez Biarge, ya me ha preve-
nido sobre lo dificil que es mantener en nuestro boletin la fertilidad de una seccion tan
ambiciosa como ésta.

Pero como coordinador de la seccion de «Matematicas para Juegos», ya he hecho
mi primera apuesta, tal vez mas basada en la experiencia que en la intuicion. Desde
esta seccion, y su esfera de influencia, gracias a nuestra vocacion matematica, pode-
mos y debemos participar en las decisiones técnicas que tiene que tomar la autoridad
del Juego, y el momento no puede ser mads oportuno, a mi juicio, ya que se han transfe-

rido recientemente las competencias en materia de Juego a las Comunidades Autono-
mas y es muy posible que ello vaya a provocar una estimulante demanda de dictame-
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nes e informes periciales de matemati i ; ST
ematicos e ingenieros, distribuida
ografia. , por toda nuestra ge-

w ]aCOn:lo no podria ser de otra manera, la industria del juego, que es con diferencia una
s me(ljs renta.bles de_ nuestro pais en términos de beneficios por inversion empresarial
’ . . ’

necesita de cantidades ingentes de matematica, ingenieria y creatividad.

Desde esta seccion cultivaremos tanto como nos sea posible la literatura lidica ma-

Nadle puede gaptar mejor que un matematico todas las sutilezas estadisticas que se
aprecian en un casino, o en tombolas, rifas, bingos o sorteos. Y sélo desde las matemati-
cas se puedt? demostrar una irregularidad sistematica en el juego que se supone de azar
En este sentido, nada nos agradaria mas que recibir comentarios y, mucho mejor aun, es:

En Esta_dos Unidos se celebran, desde 1991, las denominadas BARGE, «Big August
Rec.‘Gal_nblmg Excursion», en las que aficionados al juego asisten a un’a cor%venfi'
multltu_dmaria, compartiendo experiencias, fuentes de informacion, y por supuesto vigir:
tan casinos y organizan campeonatos y exhibiciones. Tal vez nosotros, con la ayu,da de

E]
p" ltu, muy pI‘OﬂtO.

Ademds, el tipo de juegos en redes de ordenadores que antes hemos descrito, ins-
trumentalmente necesita de algoritmos y protocolos con los que representar el dine’ro de
las apuestas. Una de las mejores formas de poner a prueba los algoritmos criptograficos
y los protocolos con los que representar el dinero electrénico es, precisamente% la fre-

’

Y la simulacion de realidades, o de ficciones, puede dar enormes satisfacciones a la

imaginacion, ademas de hacer asequibl i6 imi

e la contemplacion y entendimient s di
vy e . 0 e B
ficilmente accesible. g delomis &

Es decnr, que el juego, tal y como aqui queremos entenderlo, no sélo sirve para de-
sarrolla.r la inteligencia, lo cual es por otra parte innegable, sino que tambiénpermite
concebir y poner a prueba la mis avanzada tecnologia para medios de pago y crédF;to ba-
sada en una codificacion criptografica de complejidad matematica creciente. Si un s,iste-

ma esta disefiado a prueba de jugadores, e i i
: , €s muy posible que resista cualquier o -
ba, en cualquier momento y lugar. ! e

. tES defmltlva, est,a.seccu')n pretende tomar muy en serio al juego, siempre desde el
punto de vista matematico, pero nunca con la solemnidad del burro sino con toda la inte-

li i
gencna_ que, nos consta, merecen nuestros lectores, y también, asi los esperamos, nues-
tros activos colaboradores. ’
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Nota: para mayor agilidad en la correspondencia, los comentarios, y las propuestas
para publicacion pueden dirigirse a:

Miguel Angel Gallardo (APEDANICA)
Apartado Postal 17.083
28080 Madrid

O bien, y siempre que ello sea posible, al

E-mail; gallardo@batman.fi.upm.es

68

Congresos

JORNADAS SOBRE ENSENANZA DE MATEMATICAS
CON DERIVE

Santander 28-30 junio 1995

Para informacion e inscripciones, dirigirse al Comité Organizador:

Dpto. de Matematica Aplicada a la Técnica

Universidad de Valladolid

E.U. Politécnica

C/ Francisco Mendizabal, 1

47014 VALLADOLID

Tel: 983 - 42 35 11 (mafianas: Carlos Marijuan)
983 - 42 35 12 (tardes: Alfonso Poblacion)

VI ENCUENTRO DE GEOMETRIA COMPUTACIONAL (6 EGC)

Universitat Politécnica de Catalunya
Barcelona, 5-7 julio 1995

Para informacion e inscripciones, dirigirse al Comité Organizador:

Ferran Hurtado (coordinador)

Facultat d’Informatica

C/ Pau Gargallo, 5

08028 Barcelona

Tel: (91) 401 69 22 - Fax: (91) 401 70 40 - email: 6egc@ma2.upc.es
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X ESCUELA DE VERANO DE INFORMATICA Y VIDEO
I.C.E. DE LA UNIVERSIDAD AUTONOMA DE MADRID

Informacién: GRUPO LOGO-MADRID
Apartado 43074 MADRID-28080
Tel: (91) 719 48 70 - Fax: (91) 717 3052

VII JORNADAS PARA EL APRENDIZAJE
Y LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS

Madrid, 14, 15y 16 Septiembre 1995

Convoca: Federacion Espanola de Sociedades de Profesores de Matematicas

Organiza: SMPM «<EMMA CASTELNUOVO»
Facultad de Matematicas - Ciudad Universitaria - 28040 Madrid

Tel. + Fax: (91) 394 45 80

EACA 95
PRIMER ENCUENTRO DE ALGEBRA COMPU TACIONAL
Y APLICACIONES

Santander, 18-19 Septiembre 1995

Para informacion e inscripciones, dirigirse al Comite Organizador:

email: eaca95@matsunl.unican.es

CONGRESO DE ECUACIONES DIFERENCIALES
Y APLICACIONES (CEDYA)
CONGRESO DE MATEMATICA APLICADA (CMA)

Vic (Barcelona)
18 al 22 de septiembre de 1995

Para informacién e inscripciones, dirigirse al Comité Organizador:

Comité Organizador del X1V C.ED.Y.A/IVCMA.
Estudis Universitaris de Vic

C/ Miramarges, 4 - 08500 Vic

Fax: (93) 889 10 63 - e-mail: cedya maia.ub.es
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CONGRESO «BLAS CABRERA:
SU VIDA, SU TIEMPO, SU OBRA»

Islas Canarias, 5-12 noviembre 1995

Para informacién e inscripciones, dirigirse al Comité Organizador:

Francisco Gonzalez Redondo

Dpto. Algebra (D 3517) Facultad de Educacion (UCM)
C/ Juan XXIII, s/n

28040 Madrid

Tel: (91) 397 62 48

Fax: (91) 397 62 63

V SIMPOSIO INTERNACIONAL EN EDUCACION MATEMATICA

ELFRIEDE WENZELBURGER

16 al 18 de octubre, 1995
Ciudad de Mexico, México

Mesas Redondas * Conferencias * Exhibiciones * Talleres

Organizado por la Maestria en Educacion Matemdtica UACPyP, CCH
Universidad Nacional Autonoma de México

Comité Organizador del V Simposio Internacional en Educacion Matematica
ELFRIEDE WENZELBURGER (Maestria en Educacion Matematica)
Universidad Nacional Autonoma de México

Oficinas Admvas. 2, 1. Piso

Ave. Universidad 3000

04510-México D. F. MEXICO

Tel. (52-5)-622-2340

Fax: (52-5)-616-2297

e-mail:mcruzaredvax l.dgsca.unam.mx

Costo de inscripcion: US$40. 00 (incluye Memorias y comida de clausura)
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ICME 8 (SEVILLA 1996)
VIII CONGRESO INTERNACIONAL
DE EDUCACION MATEMATICA

14 al 21 de julio de 1996

El Comité Espaiiol del VIII Congreso Internacional de Educacién Matematica
(ICME-8), en nombre de la Comision Internacional de Instruccion Matematica (ICMI)
v de la Federacién Espafola de Sociedades de Profesores de Matematicas tiene el pla-
cer de anunciar que dicho Congreso tendra lugar en Sevilla del 14 al 21 de julio de
1996.

El ICME-8 pretende continuar la serie de Congresos con el objetivo de ampliar el
desarrollo de la educacién matemdtica para mejorar el aprendizaje y la ensefianza de las
matematicas.

Programa del Congreso

El ICME-8 contendra un rico programa cientifico que cubrira las mas importantes
areas de la educacion matematica y hara frente a los cruciales problemas que puedan ser
de interés para los 3.500-4.000 participantes que se espera acudan a este Congreso.

Las principales actividades incluiran Conferencias Plenarias y Ordinarias, Grupos
de Trabajo, Grupos Tematicos, Mesas Redondas, Talleres, Presentaciones Nacionales,
Comunicaciones Breves, Proyectos, Peliculas y Exposiciones Especiales. Habra también
Exposiciones de libros, software y diversos materiales para la ensefianza. Los grupos de
Estudio del ICMI y los organizadores de los distintos Seminarios del ICMI, contribuiran
al Programa presentando informes de sus actividades. También se realizardn encuentros
especiales durante el Congreso. Cada participante recibird un ejemplar de las Actas del
Congreso.

Los idiomas oficiales del Congreso seran el espafiol y el inglés. El francés y el por-
tugués, como idiomas de los paises limitrofes, podran ser hablados y traducidos de ma-
nera informal en los grupos de trabajo, grupos tematicos y grupos de estudio. No obstan-
te, la mayoria de las sesiones s¢ desarrollaran en inglés. Distintas informaciones,
servicios y traducciones estardn disponibles en otros idiomas.

Para propuestas acerca del Programa Cientifico, dirigirse por escrito al Presidente
del Comité Internacional de Programa.
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Segundo Anuncio

E! Segundo Anuncio, que se publicara durante el segundo semestre de 1995, con-
tendr4 una completa y detallada informacion sobre los programas cientifico y social del
Congreso, asi como, Boletines de Inscripcion, de Alojamiento y de Presentaciones Cor-
tas. Para recibirlo, puede dirigirse a:

SAEM THALES Facultad de Matematicas
C/ Tarfia, s/n 41012 SEVILLA

Tél.: (95) 462 36 58

Fax: (95)423 63 78

e-mail: icme8@obelix.cica.es

Nota: Los socios de la «Sociedad Puig Adam», como los de las otras sociedades
matematicas federadas, tendran un descuento en su cuota de inscripcion.
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Problemas propuestos

Problemas propuestos en la Fase Final de la
XXXI OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA
celebrada en Castellon de la Plana

Problema 1.%;

Se consideran conjuntos A de 100 numeros naturales distintos, que tengan la pro-
piedad de que si a, b y ¢ son elementos cualesquiera (iguales o distintos) de A, existe un
triangulo no obtusangulo cuyos lados miden a, b y ¢ unidades. Se denomina S (A) a la
suma de los perimetros de los tridngulos considerados en la definicion de A. Calcula el
valor minimo de S (A).

Problema 2.2:

Recortamos varios circulos de papel (no necesariamente iguales) y los extendemos
sobre una mesa de modo que haya algunos solapados (con parte interior comun), pero de
tal forma que no haya ningtn circulo dentro de otro.

Pruébese que es imposible ensamblar las piezas que resultan de recortar las partes
no solapadas y componer con e¢llas circulos disjuntos.

Problema 3.%:
Por el baricentro G de un triangulo ABC se traza una recta, que corta al lado AB en

Py al lado ACen Q.
Demuestra que:
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PB QC 1
PA QA 4

Froblema 4.2
Halla las soluciones enteras de la ecuacion
px+ty)=xy

siendo p un numero primo.

Problema 5.%
Demuestra que en el caso de que las ecuaciones

X+mx—n=0,
nx3 —2m2x2 —Smnx —2m* —n? =0
(n*0)
(m#0)

tengan una raiz comun, la primera tendra dos raices iguales, y determina entonces las
raices de las dos ecuaciones en funcién de n.

Problema 6.%:

Siendo AB un segmento fijo y C un punto variable dentro de €1, se construyen trian-
gulos equilateros de lados AC y CB, ACB’ y CBA’, en el mismo semiplano definido por
AB, y otro de lado AB, ABC’, en el semiplano opuesto. Demuestra:

a) Las rectas AA’, BB’ y CC’ son concurrentes.

b) Si llamamos P al punto comin a las tres rectas del apartado a), hallar el lugar ge-
ométrico de P cuando C varia en el segmento AB.

¢) Los centros A’’, B”” y C”’ de los tres tridngulos forman un tridngulo equilatero.

d) Los puntos A”’, B’”, C** y P estan sobre una circunferencia.
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Problemas resueltos

PROBLEMA 4.2 (BOLETIN N.¢ 36)

Sea AD la bisectriz interior del tridngulo ABC. Sean E, el punto simétrico de D res-
pecto del punto medio de BC, y F el punto de BC tal que BAF = EAC. Demostrar que

F=¢’

C B

&)

|

=i

Soluciéon

Al realizar una simetria respecto
de la recta AD, esta recta queda in-
variante y el tridngulo ABC se trans-
forma en el triangulo AB’C’, estan-
do B’ en la recta AC y C’ en la recta
AB. Los puntos D, M (punto medio
de BC), E y F se transforman en los
puntos D’ =D, M, E’ y F’ que cum-
plen las mismas propiedades que sus
originales. Y ademas, por construc-
cion de F’, {F’ es el punto de corte
de las rectas AE y B’C’!

Tomemos como referencia eu-
clidea {A, u;, u,}, donde u, y u, son
los vectores unitarios

Chb.0)
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siguientes: 4, = AC -AC u2=—’f1_ti =AB.
l4cy b 148l

Observemos que si BF=X BC , entonces FC= (1—A)BC ,y por lo tanto

BF = _A
FC 1-&

1) Los vértices de los triangulos tienen coordenadas: A (0,0), B (0,¢), C (b,0),
B’ (c,0) y C’ (0,b).

2) El punto D es el punto de corte de la recta BC con la recta AD cuyo vector direc-
tor es (1,1) y pasa por el origen, y por tanto, su ecuacion es y = x.

La recta BC tiene de ecuacion vectorial:
Y= AB+ ABC = (0,0) + Mb, —¢) = (Ab,c-\c)

Al cortar con y = x, queda Ab = c—Ac, luego A= —E—
b+c

Por consiguiente, BD=-€ BC
b+e

3) El punto medio M de BC cumple:

2BM = BC

4) Para E tenemos:

BE = BM + DM=§J+BW-35=2BV—£=(1—EL_)BC= b_pC
+c

De donde

E=E+lﬁ;=(0,c)+bb (b,—c)=(-—b2——,c— b"-)= L (52 ¢?)
+c >

5) El punto F’ es el corte de AE con B’C’. Como la ecuacion general de AE es

x_
b2

Y la ecuacioén vectorial de 3°C’ es

|
G

P = A+ AEC = (¢, 0) + Mc, b) = (c —Ac, Ab)

El punto F’ verifica B'F’ = ABC’, donde A cumple € 2)‘0 = % . Por tanto
b

o

NOTA. El proceso seguido aqui demuestra también el teorema de la bisectriz inte-
rior, pues en el apartado 2) se obtuvo

BD=_C BC
b+ec

de donde

DC=(1- e J3C= b nC

Por consiguiente

BD ¢
DC b
Bienvenido Jiménez Martin.
I. B. «Alonso de Madrigal». Avila.
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PROBLEMA 7.2 (BOLETIN N.2 36)

Sea a un nimero real dado. Calcular los nimeros reales x|, X,,... X, que verifican el
sistema de ecuaciones:

2
xf +ax +(a;1) =x,

a—l)2

x§+axz+(

[

x2_ | +axs_ +(a_—_1) =X
2
a—l)2

2

xZ +axn +( =x

Solucién

A) Resolvamos en primer lugar el caso n = 2:

(M (SR

% ray+ (=1 =+

Se trata de hallar los puntos de corte de dos parabolas que son simétricas respecto
de la recta y = x. Por tanto los puntos de corte de una de ellas, pongamos la primera, con
la recta y = x serdn puntos de corte de las dos parabolas (aunque puede haber otros que
no estén sobre la recta).

Resolviendo el sistema

resulta como solucion Unica

Esto implica que la recta y = x es tangente a las dos pardbolas y que éstas no se cor-
tan en mas puntos. Véamoslo de modo analitico.

El sistema (1) se puede escribir de la siguiente forma:

Sumando las dos ecuaciones y simplificando resulta:

2 2
e+ 4, 401 =0
2 ¢ 2

que tiene como solucion tnica la que indicabamos anteriormente.

Veamos a continuacion el caso general, utilizando las ideas descubiertas en el caso
n=2.

B) Caso general

El sistema propuesto inicialmente puede escribirse:




Sumando todas sus ecuaciones y simplificando, resulta:

2 2 2 2
(X| + ff:_l) + ()Q + g:ﬂl_.) + ...+ (x”*l + ﬂf,,l,) + (x,, + Q.:,l,) =(
2 2 2 2

cuya Unica solucion es x| =—

Bienvenido Jiménez Martin
I. B. «Alonso de Madrigal (Avila).

PROBLEMA 9.2 (BOLETIN N.? 36)
Determinar todos los numeros naturales # tales que el nimero:
nn+1)(n+2)(n+3)

tiene exactamente tres divisores primos.

Solucion

Usaremos continuamente el siguiente hecho elemental: si el nimero b es multiplo
de m, entonces el siguiente multiplo de mes b + m.

Llamemos a, =n (n+1) (n+2) (n +3). Este nimero es siempre miltiplo de 4.3.2 = 24,
ya que al ser el producto de 4 nimeros consecutivos n, n + 1, n + 2y n + 3, exactamente
uno serd multiplo de 4, el que esta dos lugares detras o dos delante sera multiplo de 2'y
otro (que puede coincidir con alguno de los anteriores) sera miltiplo de 3. Por lo tanto a,
tiene siempre los divisores primos 2 y 3. Por consiguiente, si verifica el enunciado, sera
de la forma

a,=23p conrz3,szl,r21yp primo, p = 5.

Observemos que al ser p 2 5 un divisor primo de a,, exactamente uno de los cuatro
nlimeros consecutivos x, # + 1, n + 2 y n + 3 tiene que ser multiplo de p.

El primer n que cumple lo pedido es #n = 2. Veamos si hay mas.

Consideremos los siguientes casos para los cuatro nimeros consecutivos n, n + I,
n+2yn+3.
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A) -Alguno es multiplo de 6 (y por lo tanto de 2 y de 3).

Podemos distinguir tres subcasos:

Al)

A2)

A3)

El maltiplo de 6 esel 2.20 el 32

Entonces el anterior y el siguiente no pueden ser multiplos ni de 2 ni de 3
y deberian ser potencias de p, lo cual es imposible.

El multiplo de 6 es el 1°,

Tenemos que los cuatro nimeros consecutivos tienen que ser de la si-
guiente forma:

n=23%n+1=pn+2=2" p+3=3"

donde los exponentes verifican: i, j, k2 1; h, m 22 (ya que n > 2).
Por lo tanto 23/ +2 = 2,. Y dividiendo entre 2:

2i- l3/+ | = 2/:—!
Si fuese i > 1, entonces el nimero de la izquierda seria impar y el de la de-
recha par, lo cual es imposible. Luego /=1y sera n = 2.3/,
También se tiene que verificar 2.3/ + 3 = 3", Dividiendo entre 3:

2.3+ 1 =3n,

Si fuese j > 1, entonces el nimero de la izquierda no seria multiplo de 3 y
el de la derecha si, lo cual es imposible. Luego j = 1 y serd n = 6. Con lo
cual

at=6.7.8.9 = 24.33.7
y n = 6 verifica lo pedido.

El multiplo de 6 es el 4
Los cuatro niimeros consecutivos tienen que ser de la forma:

n=3"n+1=2"n+2=p" n+3=273

donde los exponentes verifican: i, j, k, m2>1; h 2 2.
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Razonando como en el caso anterior, deberia ser 2i3j-2 = 2h. Y dividiendo
entre 2:

2 13/‘—] = 2/:—1.
Si fuese i>1, entonces el nimero de la izquierda seria impar y el de la de-

recha par, lo cual es imposible. Luego i = 1y sera n + 3 = 2.3).
También tiene que verificarse 2.3/ — 3 = 3", Dividiendo entre 3:

231 =31,

Si fuese j > 1, entonces el numero de la izquierda seria multiplo de 3 me-
nos 1 y el de la derecha seria multiplo de 3 (sim > 1) o 1 (sim = 1), lo
cual es una contradicciéon. Luegoj =1y seran+3 = 6. Conlo cual n =3,

a,=34.5.6= 23325

y n = 3 verifica lo pedido.

B) Ninguno es multiplo de 6.

Entonces exactamente dos son multiplos de 2, uno distinto de los anteriores es
miltiplo de 3 y el que falta tiene que ser multiplo de p. Ademds cada uno de
ellos tiene que ser una potencia del primo del cual es multiplo.

Tenemos solamente dos posibilidades (segiin que los multiplos de 2 ocupen lu-

gares impares o pares):

Bl)

B2)

n=2n+1=3% n+2=2"n+3=p donde k21;i j m=2(yaque
n> 2).

Obsérvese que el multiplo de 3 no puede ser el 4.2 pues el 1.2 seria multi-
plo de 6.

Se tiene que verificar 2/ + 2 = 2", y dividiendo entre 2

2i~l + 1 =2m—l
lo cual es imposible.

n=phn+1=2n+2=3n+3=2"dondek21;ijm22
Razonando exactamente igual que en el caso anterior se llega a contradic-
cion. En resumen: los Unicos numeros n que verifican el enunciado pro-

puesto son: 2,3y 6.

Bienvenido Jiménez Martin
I. B. «Alonso de Madrigal» (Avila).
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PROBLEMA 10.2 (BOLETIN N.* 36)

Se traza una elipse tomando como eje mayor el mayor de los lados de un rectangulo
dado, de manera que la elipse pase por el punto de interseccion de las diagonales. P?ué-
bese que si se une un punto de la elipse, exterior a dicho rectangulo, con los extremos del
lado op.u’csto, las rectas asi determinadas dividen al eje mayor en segmentos que esl:i‘n en
progresion geométrica.

Solucion 1

p . .
- L:jesto(?.ue una el}pse de semiejes a y b (a > b) podemos obtenerla de una circunfe-
encia de radio @, mediante una transformacion afin que deje invariante el eje mayor, va-
mos a resolver el problema para una circunferencia de radio a, uno de cuyos didmetros
es el lado de un cuadrado.

Se trata de probar que los se i i
‘ gmentos DF, FG y GC estin en progresion Stri
es decir que se verifica: pros Beomeen

¢ =por, A 2a B
donde DF =p, FG=¢qy GC = .
Los tridngulos rectangulos ADF
y EHF son semejantes, por tanto
o 2_(1 oseap = 2_a :
» p P 4 72
Llamando k=24 , podemos
escribir h
p=kp’.
’ ol ®? H 4 ¥ '
Andlogamente, los triangulos Ky, v /o °
rectingulos BCG y EHG son seme-

jantes, por tanto

~ |~
1

ro

=S

Luego r =k,
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Por otro lado, el triangulo EDC es rectangulo y aplicando el teorema de la altura:
R =(p+p)(r'+r).
Sustituyendo los valores de p y r obtenidos
W= (kp'+p’) (r'+kr’), es decir B2 = (1 +k)2p'r’.

Volviendo a la ecuacion primera ¢* = p.r, sustituyendo los valores ¢, py r en fun-
cionde k, p’y r’, nos queda
(p +r2=kp'kr' osea, (p'+r)2=kp'r'
Y sustituyendo el valor de k
R (p' +r)Y=4ap'r

Por otra parte, segun la figura, p + ¢ + r =2a, luego kp’ + (p' + 1) + kr’=2a,y
por tanto (1 + k) (p’ +r’) = 2a, y elevando al cuadrado

(1+ kP (p'+ )2 = 4a?

Multiplicando miembro a miembro esta ltima expresion por la obtenida anterior-
mente A2 = (1 + k)’p’r’, resulta

R (142 (p° + PR =(1+kPprda?
Simplificando (1 + )%, queda

W (p'+r)Y=4dpr

que expresa la relacion geométrica entre los segmentos, segin acabamos de ver..

Para obtener el mismo resultado para la elipse de semieje mayor a y semieje menor
by tal que el eje mayor 2a es el lado de un rectangulo y el otro lado del rectangulo es 2b,
aplicaremos una transformacion afin.

Consideremos un sistema de coordenadas rectangulares de eje X la recta DC y de
eje Y la perpendicualar por el centro de la circunferencia. En este sistema la circunferen-
cia de la figura tiene por ecuacién x? + y? = ¢ y el cuadrado tiene de vértices A (—a,20),
B (a,2a), C (a,0) y D (—a,0). Consideremos la transformacion afin que «achata» la cir-
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cunferencia convirtiéndola en una elipse y de modo que el punto (0,a) se transforme en
el punto (0,6). Esta transformacion tiene por ecuaciones

[*=x]
g

Con lo cual, despejando x e y y sustituyendo en la ecuacion de la circunferencia, re-
sulta

Dividiendo entre a? y quitando las primas, queda la ecuacién de la elipse de semie-
jesayb:

) N
%[,

En esta transformacion afin el eje x queda fijo, y el cuadrado ABCD se transforma
en el rectangulo A’B’CD donde A’ = (—a,2b) y B’ = (a,2b). El punto E de la circunferen-
cia se transforma en un punto E’ de la elipse. Pero como las afinidades conservan los
puntos de corte de las rectas, F y G siguen siendo los puntos de corte de las rectas DC
con E’A’ y DC con E’B’ respectivamente. De aqui se sigue la relacion geométrica entre
los segmentos del eje mayor de la elipse, pues son los mismos que en el caso de la cir-
cunferencia.

Solucion 2
Consideremos en primer lugar que se trata de una circunferencia.

Con la notacién de la figura se tiene que el triangulo DEC es rectingulo en E por
ser DC un didmetro.

Los triangulos rectangulos IAD y CBJ son semejantes por tener un angulo agudo
igual:

ZIDA = ZDCE = £ZBJC
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I B J
c
E
Por lo tanto
14 -4D
BC BJ
y como BC = AD = AB, se tiene
IA.BJ = AB?

que expresa que los segmentos [A, AB y BJ estan en progresion geométrica.

Tengamos en cuenta la siguiente propiedad elemental: si los numeros a, b y ¢ estan
en progresion geométrica de razon R, entonces si los multiplicamos por &, ka, kb y kc es-
tan también en progresion geométrica de razon R.

Por lo tanto, si aplicamos la homotecia de centro E que transforma el punto I en el
punto D, transformara los segmentos [A, AB y BJ en DF, FG y GC respectivamente y
éstos seran proporcionales a aquéllos y por la propiedad citada estaran también en pro-
gresion geométrica.

Para obtener el resultado para la elipse, basta hacer una «contraccion» hacia la recta
DC y de modo que A se transforme en A’ segin se explicd antes.

Una consecuencia importante del método de demostracion seguido es el siguiente
procedimiento para construir puntos de la elipse de semiejes a y b.

Se traza la circunferencia de radio a.

Se traza el cuadrado ABCD de lado 24 y de modo que DC sea un didmetro de la cir-
cunferencia.

Sea A’ en AD y B’ en BC de modo que DA’ = CB’ = 2b.
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Sea E un punto cualquiera de A 2 B
la circunferencia, exterior al cuadra-
do.

Sean F y G los puntos de corte
de DC con las rectas AE y BE, res-
pectivamente.

Pues bien, el punto E’ intersec-
cion de las rectas A’F y B’G es un
punto de la elipse, segiin hemos
probado. Es mas, como EE’ es para-
lela a AD (en la transformacion afin
anterior, todo punto P se transforma
en otro P’ que esta en la paralela al
eje Y por P), se puede obtener E’
como corte entre la recta A’F (o
B’G) y la recta paralela a AD por E.

Bienvenido Jiménez Martin
[. B. «Alonso de Madrigal» (Avila).

PROBLEMA 2.2 (BOLETIN N.? 38)
ABC es un triangulo isésceles, con AB = AC. Se cumple que
(i) M es el punto medio de BC y O es el punto de la recta AM tal que OB es per-
pendicular a AB.
(ii) Q es un punto cualquiera del segmento BC, distinto de B y de C.
(iii) E esta en la recta AB y F en la recta AC, de tal manera que E, Q y F son distin-

tos y estan alineados.

Demostrar que OQ es perpendicular a EF si y sélo si QE = QF.
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Solucion

Segun la figura, donde D esta en

la recta AB y DB = AB, los angulos
ODB, OBM, BAM y OAC son igua-
les, ya que OBD y OBA son triangulos
rectangulos iguales por construccion,
AM es la bisectriz de BAC y perpen-
dicular a BC, y en el también triangulo
rectangulo OBM, el angulo OBM tie-
ne el mismo complementario MBA
que BAM, éste como angulo del trian-
gulo rectangulo BAM.

También los angulos complemen-
tarios de los anteriores son iguales:
DOB, BOM, ABM y AOC.

Sea y el angulo BOQ y A’ el pun-
to de la recta AC tal que AOA’ =y. D
Los triangulos OBQ y OAA’ son semejantes por tener dos angulos iguales. Luego

OB 00 ., OB~ 04 -

o4 oA oQ oA

Sea S la semejanza dada por S = H (O,k) o G (O,y) donde G (O,y) es el giro de
centro O y angulo y y H (O,k) es la homotecia de centro O y razoén k. Es claro que
SO)=0,S(B)=QyS(A)=A".

Por otra parte, si D’ es el punto de la recta AB tal que el dangulo DOD’ =, se verifi-
ca que S (D) es un punto de QA’ (pues D estd alineado con By A y S conserva la alinea-
cion) y también esta en OD’, luego S (D) =D".

Por las propiedades de la semejanza, S transforma puntos alineados en puntos aline-
ados, conserva los angulos y transforma los segmentos en otros proporcionales. Por lo
tanto, D*, Q y A’ estan alineados, OQ es perpendicular a D’A’ pues OB lo es a DA y
QA’=QD’ ya que BA =BD.

Si EF es perpendicular a OQ, se sigue que E=D’y F= A’ y por tanto QE = QF.

Reciprocamente, si QE = QF y supongamos que fuese F # A’ (y por tanto E # D),
entonces ¢l cuadrilatero ED’FA’ es tal que sus diagonales se cortan mutuamente en sus
puntos medios Q (pues QA’ = QD’ y QF = QE) y seria un paralelogramo y por consi-
guiente FA’ paralela a ED’ en contradiccion con que se cortan en A. Por lo tanto F = A’
y E=D’y EF es perpendicular a OQ.

Bienvenido Jiménez Martin.
L. B. «Alonso de Madrigal». Avila.
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21 OME-12-89/ 24 27 24 27 | 27 24 | 27 25 27 26 | C
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26 OMI-90-China/ 32 | XX | XX 32 | XX | XX [ XX 32 | XX | 34
01-90-Valladolid XX | XX | — — | — — | — — | — 1| —
27 OME-f1-91 33 | XX | 33 33 | XX 35 | XX | XX | — —
28 OME-12-91 32 32 [ XX | XX | 33 33 | — — 11— | —
29 OMI-91-Suecia 38 | XX | XX | XX | XX | XX | — — | — | =
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34 OME-12-93 36 36 | XX 36 | 36 36 | — — | — | —
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39 01-94-Brasil/ OME- XX | XX | XX | XX | XX | XX | XX | XX | XX [ XX
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OMI = OL. Mat. Internac. Ol = Ol. Iberoamer. de Mal. PNS = Propuestos por nuestros socios.
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INSTRUCCIONES PARA EL ENVIO DE ORIGINALES
PARA SU PUBLICACION EN EL BOLETIN

Por haber sido cambiado el modo de impresion del Boletin a partir del numero 39, nos ve-
mos obligados a cambiar las normas de presentacion de originales, que deben enviarse en papel y
ademas también en disquete, del modo siguiente:

Copias en papel (por duplicado)

Escritas con un procesador de texto en hojas DIN A-4.

Los articulos comenzaran con el titulo, nombre de autores y referencia de su departamento o
institucion (como suelen aparecer en el boletin).

Las figuras deben ser de buena calidad, incluidas en el lugar apropiado del texto en el tama-
fio en que deben ser reproducidas. Ademas, si se desea, pueden volver a incluirse al final en ma-
yor tamafio, para ser escaneadas.

Las soluciones de problemas deben comenzar indicando: «Problema numero (Boletin nime-
ro)», tal como suelen aparecer en el boletin, y terminar con el nombre del autor de la solucion de
cada problema.

Las resefias de libros como suelen aparecer en ¢l boletin, con el nombre del autor de la rese-
fia al final.

Copia en disquete

Se enviara un disquete formateado para PC compatible (DOS 3. x o superior), conteniendo
dos archivos:

a) archivo del documento para el procesador de texto utilizado

b) archivo det documento en cédigo ASCII.

Este uitimo es el que més probablemente utilizara la imprenta.

Si se desea, las figuras pueden incluirse en archivos de extension TIF (en otro caso se capta-
ran por escaneado)

Seleccion de originales

Seran revisados por profesionales del mundo académico, para decidir si se ajustan a la linea
general del Boletin. Si se considera oportuno, se pedira a los autores que reduzcan su extension o
hagan algunas modificaciones en su contenido.

RELACION DE OTROS ARTICULOS QUE HAN SIDO ADMITIDOS
PARA SER PUBLICADOS EN PROXIMOS NUMEROS DE ESTE BOLETIN

— Geometria Computacional: la Geometria contra reloj, por Manuel Abellanas.

— Sombras conicas, por José Miguel Celorrio Laseca.

— Imagen mental de los estudiantes de bachillerato sobre el concepto de funcidn, por M.¢ Dolo-
res de Prada Vicente.

-— Parchis de operaciones, por A. Teresa Castafieda Escudero y Miguel Angel Sanz Poyo.
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Como socio de la Sociedad Puig Adam de Profesores de Matematicas, deseo que
me envien gratuitamente los siguientes nimeros atrasados del Boletin:

(sefialar con una X los que interesen)

3 4 10 31 32

L] [] [ L] L]

33 34 35 36 37 38 39

L] L] [l [] ] [l L]

Envio adjuntos sellos para el franqueo.
Utilicen para el envio la direccion consignada en este recuadro:

Los numeros [, 2,5,6,7,8,9, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23,
24, 25, 26,27, 28, 29 y 30 estan agotados.

Si desea acogerse a este ofrecimiento, recorte o copie este cupdn y envielo a la:
Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Matematicas
Facultad de Educacién (despacho 3517)
Paseo Juan XXIII, s/n
Ciudad Universitaria
28040 Madrid
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SOCIEDAD «PUIG ADAM» DE PROFESORES DE MATEMATICAS
BOLETIN DE INSCRIPCION

Direccion partiCular it bt i oo s Soossron s s
Ciudad ..o s ... Cod® Postal
Centro 0 TrADAJO...c.uevrieereiiiietiee s e s e te s et re et e s e re e et s st e e s ae s e eben b e ke saneseasssssnsarassessetessnserees

SOLICITA EL INGRESO COMO SOCIO DE NUMERO DE LA SOCIEDAD.

Con esta fecha autOTiZO Al BANCO -...iiveiiieiirieiiiireressiissressessasesnssssasssssssnsinsasbaesssssesasssnnssssssasasstines
Sucursal 0 Agencia Ghmgssiisuimsmraseiisiamimniiimeaing | CN i
Direccion de [a MISINA ivevseseveniavssovseyonmieveessviisesiasis s samiovessssseys s ovsies s 1 s S5 sz
para que cargue en mi cuenta.......... Lovveeane Lo (T I /.

los recibos de las cuotas correspondientes al curso 1994-95 y siguientes.

Fecha ..cooovviiiviiiiincnn € v ceiisiiisiviivienn. de 1995

Fdo.:

La cuota anual estd actualmente establecida en 4.500 pesetas (incluida la cuota federativa de 1.500 ptas).
Remitanse ambas partes a
Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Matematicas. Apartado 9479. 28080-MADRID.

Fecha unnusinsinninsmmisnaanmmamean: BANCO! aummmmmnsmmiiii
Sucursal 0 AgENCia ......cccovvereriinirinienen s €N 1onrerpepsenesapiiEinsreas TSI ArTE TS AAES

RUEGO ABONEN con cargo a mi cuenta.......... veeene AL Lo /
los recibos de mi cuota anual de la Sociedad "Puig Adam" de Profesores de Matematicas, hasta
nueva orden.
Les saluda atentamente:
Firmado:

Nombre y Apellidos isunsiminismmsnnasamiiienabiiiammsiiin
Nombre de 18 CUENTA ....ooviiiiiiii et e sesnsa i
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Dissisimamasinissi

COMO e vrvnneene el Centro e,

domiciliado en .........

Ciudad ....ccvviiiiiiiciveciiciniciscicciceenee. Cod® Postal e Telefl L
SOLICITA EL INGRESO DE ESE CENTRO COMO SOCIO BENEFACTOR

Con esta fecha autorizo al Banco ..........ccccoevvevevvevieicvnieinnins
Sucursal o Agencia

Direccion de la misma

para que cargue en mi cuenta:.

abierta al NOMbre: umimr T A S T e e e B R T e ST e

los recibos de las cuotas correspondientes al curso 1994-95 y siguientes.

Fecha Y [T svismaisan de 1995

La cuota anual esta actualmente establecida en 4.500 pesetas (incluida la cuota federativa de 1.500 ptas).
Remitanse ambas partes a
Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Matematicas. Apartado 9479. 28080-MADRID.
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Sucursal o Agencia ..........

Direccion de €sta.................. prmiisrid i ssis s i A R s i s e s s

RUEGO ABONEN con cargo a mi cuenta:
los recibos de mi cuota anual de la Sociedad "Puig Adam" de Profesores de Matemadticas, hasta
nueva orden.
Les saluda atentamente:
Firmado:

Nombre y Apellid
Direccion ..




