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Convocatoria
de la Asamblea General Ordinaria
de 1995

Se convoca la Asamblea General Ordinaria de la Sociedad «Puig Adam» de Profe-
sores de Matemdticas correspondiente a 1995 para el dia 6 de mayo de 1995, en los loca-
les de la Facultad de Educacién de la Universidad Complutense de Madrid, edificio «Pa-
blo Montesino», sito en la calle Santisima Trinidad, 37, a las 11:30 en primera
convocatoria y a las 12:00 en segunda, con el siguiente

ORDEN DEL DIA

1. Lectura y aprobacidn, si procede, del acta de la sesidn anterior
2. Informe del Presidente sobre las actividades de la Sociedad

3. Informe del tesorero. Presentacién y aprobacién, en su caso, de las cuentas de in-
gresos y gastos

4. Informe y toma de decisiones sobre la relacién de nuestra sociedad con la Fede-
racién Nacional de Sociedades de Profesores de Matemadticas

5. Eleccién de nuevos cargos directivos, si procede
6. Asuntos de tramite

7. Ruegos y preguntas

jiEsperamos tu asistencia!!



XIII Concurso de Resolucidon de Problemas
de Matematicas

Convocado por:

Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Matematicas
y Colegio de Doctores y Licenciados en Ciencias y en Filosoffa y Letras de Madrid

BASES
PRIMERA

Podrén participar en el Concurso los alumnos de B.U.P., E.S.O. y F.P. en tres niveles:
a) Primer nivel: alumnos de 1.2 B.U.P., 3.2E.S.O. yFP. 1
b) Segundo nivel: alumnos de 2.° B.U.P., 42E.S.O. y primer curso de F.P. II

¢) Tercer nivel: alumnos de 3.2 B.U.P., 1.2 Bachillerato y segundo y tercer cursos
de F.P. 11

SEGUNDA
Las pruebas consistirdn en la resolucién de problemas (los mismos para todos los

concursantes de cada uno de los tres niveles) y se realizardn en Madrid, en un solo dia, el
24 de junio de 1995 a partir de las 10 horas.

TERCERA

Se concederan diplomas, acompaiiados de los premios correspondientes, a los mejo-
res de cada nivel.

CUARTA

Los Centros que deseen presentar a algunos de sus alumnos (hasta un mzix.imo de
seis) deberdn realizar la preinscripcin antes del dia 24 de mayo de 1995, dirigiéndose
por carta sin certificar a esta Sociedad, Apartado de correos nim. 9.479, 28080-MA-
DRID. En esta preinscripcién no es preciso hacer constar los nombres de los alumnos se-
leccionados.

QUINTA

Se comunicard directamente a los centros preinscritos el lugar de realizggién de las
pruebas. Los centros entregardn a los alumnos que envien, crederlciales ifldl.wduales en
las que se haga constar el curso en que esta’}n matriculados en el afio academlc.o 1994-95
y que han sido seleccionados por su excepcional aprovechamiento en Matematicas.

Febrero de 1995

Este Concurso cuenta con la colaboracién de Coca Cola Espaiia.

I Reuni6n Puig Adam

La Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Matematicas celebrara una sesién cien-
tifica bajo el nombre de «I Reunién Puig Adam» con el objeto de ir preparando e?,l Con-
greso del Centenario Puig Adam que se realizard en su momento con el realce debido.

Esta Reunién se desarrollard en el marco del III Simposio «Leonardo Torres Queve-
do: su vida, su tiempo, su obra» con el cardcter de Jornada Monografica, dentro de la se-
mana del 24 al 28 de abril de 1995, en el Patronato Municipal de Cultura, Camino de las
Huertas, s/n, Pozuelo de Alarcén. .

Quedan invitados nuestros socios a participar en esta I Reunién Puig Adam medlan-
te comunicaciones sobre cualquier aspecto que consideren relevante de la actividad de
don Pedro Puig Adam o de los campos de interés de éste. o

Para cualquier consulta o propuesta en relacién con la sesion, pueden dirigirse nues-
tros socios al Sr. Secretario de esta Sociedad. Se ruega que en caso de desear participar
se le haga llegar un resumen del trabajo antes del 1 de abril.



Junta de Gobierno de la Federacion

La Junta de Gobierno de la Federacién de Sociedades de profesores de Matemadticas
celebr6 una reunién en Madrid el pasado dia 22 de octubre de 1994, en la que nuestra So-
ciedad estuvo representada por el tesorero, Prof. D. Alberto Aizpiin.

Haremos a continuacién un resumen de los aspectos mas relevantes de la reunién.

El representante de la Sociedad Extremefia informé de que ya est4 editado el libro que
recoge los trabajos de las VI JAEM. Se remitirdn ejemplares a las Sociedades contra reem-
bolso, que ascenderd exclusivamente a los gastos de franqueo.

Sobre las actividades previstas para el curso 1993/94, el Secretario informé de que
no se celebrd el Seminario sobre «Psicologia y Matemiticas». Tampoco se celebré en
abril, pero se esperaba desarrollarlo antes de fin de afio, el «<Encuentro sobre Formacién
Permanente del Profesorado», y si se celebré el Seminario sobre «Lenguaje y Matemati-
cas», cuyos trabajos se recogieron en el nimero 16 de SUMA, que tenia cardcter mono-
grafico.

En cuanto a publicaciones, ha aparecido la primera, sobre la Olimpiada de Educa-
cion General Bdsica, cuyo coste ha sido de 500.000 pesetas, sufragadas en parte por Te-
xas Instruments que aport6 400.000. El Grupo Anaya ha entregado 200.000 pesetas, que
se han empleado en el envio de «ene-dgono».

El tesorero comunicé que la federacion tenfa en el dfa de la fecha un saldo favorable
de 500.000 pesetas, pero la Sociedad que organizé la dltima Olimpiada de E.G.B. ha pre-
sentado un deficit de 700.000 pesetas.

Por ultimo, la Sociedad Andaluza informé sobre el ICME 8. El plazo de inscripcion
se ha ampliado hasta el final de las JAEM (septiembre de 1995), y costard 30.000 pese-
tas a los miembros de las Sociedades federadas, y 40.000 al resto de los participantes.

Titulo Propio de Experto
en Educacion Matematica

Diversos grupos de profesionales de la ensefianza se han dirigido en el pasado re-
ciente a autoridades y personas representativas de la Facultad de Matemadticas de la Uni-
versidad Complutense exponiendo su interés en que esta facultad tuviese una presencia
mds activa en todo lo referente al mundo de la Educacién matem4tica.

El curso pasado, el decano convoc6 a personas interesadas en la cuestién a una serie
de reuniones que desembocaron en la propuesta, por parte de la facultad, de un TiTuLo
PROPIO DE EXPERTO EN EDUCACION MATEMATICA que ha empezado a impartirse el presen-
te curso 1994-95.

El titulo consta de 25 créditos (250 horas lectivas) distribuidos en materias dirigi-
das, por una parte, a proporcionar una formacion en aspectos de importancia creciente en
el campo de la didéctica de la matematica que son de indudable interés para llevar a cabo
los objetivos del nuevo ordenamiento educativo y, por otra, a ofrecer una actualizacién
cientifica, para licenciados no especialistas, en diferentes campos de la matemética que
sean de particular interés por sus posibles implicaciones y usos en la ensefianza. Concre-
tamente, se estdn impartiendo las siguientes materias:

1. Geometria Proyectiva 4. Geometrias No-Euclideas.: Una introduc-
Juan Tarrés Freixenet cion histérica
40 horas (4 créditos) Mariano Martinez Pérez

» 20 horas (2 créditos)
2. Resolucion de Problemas

Miguel Guzmidn y Marfa Luz Calleja 5. La evolucion de la nocién de integral en el
40 horas (4 créditos) siglo XIX
Fernando Bombal

3. La Construccion del pensamiento matemdti- 10 horas (1 crédito)

co: Las estructuras del andlisis
Baldomero Rubio
20 horas (2 créditos)



6. Probabilidad y Estadistica 10. Introduccion a la modelizacion en mate-
Eusebio Gémez Sdnchez-Manzano, Javier madtica aplicada
Montero, Luis Sanz y Juan A. Tejada Jesis lldefonso Diaz
20 horas (2 créditos) 10 horas (1 crédito)

7. El ordenador en la ensenanza de las Mate-\y  1yyodyccién a la teoria general de la rela-

mdticas tividad

Eugenio Roanes Macias y Eugenio Roanes Eduardo Aguirre

Lozano 10 horas (1 crédito)

20 horas (2 créditos)

12. Los computadores y las matemdticas

8. Las matemdticas en la educacion obligatoria ; -
Ricardo Pefia

Marfa Paz Bujanda o
20 horas (2 créditos) 10 horas (1 crédito)
9. Teoria de los nimeros 13. Sistemas dindmicos
Carmen Corrales José Manuel Vegas y Carlos Ferndndez Pérez
10 horas (1 crédito) 20 horas (2 créditos)

Se otorgara el mencionado titulo de experto a quien complete los 25 créditos, pero
es posible matricularse en cualquier nimero de materias del programa y obtener certifi-
cados de asistencia y aprovechamiento en materias sueltas, cuando ello proceda a juicio
de los correspondientes profesores.

Carlos Fernandez Pérez
Director del Curso del Titulo Propio.
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Noticias sobre Olimpiadas Matematicas

IX OLIMPIADA IBERO-AMERICANA DE MATEMATICA
Fortaleza (Brasil) - 1994

La 9.2 Olimpiada Ibero-americana de Matemdtica se celebré en la ciudad brasilefia
de Fortaleza, en los dias 17 al 25 de septiembre de 1994, a continuacién del Simposio
Iberoamericano de Ensefianza de las Matemdticas en el Nivel Medio.

Las pruebas de la Olimpiada se realizaron los dias 20 y 21 y el dia 22 se desarrollé
la competicién por equipos, formandose éstos con cuatro estudiantes de diferentes nacio-
nalidades. Los cuatro alumnos espafioles fueron acompafiados por los profesores don
Francisco Bellot Rosado y don José V. Aymerich Miralles.

Se propusieron, como de costumbre, seis problemas, cuyos enunciados pueden ver-
se en la seccién de Problemas Propuestos de este Boletin, para resolverlos en dos sesio-
nes, de cuatro horas y media cada una.

Cada problema fue calificado con una puntuacién de 0 a 10, por lo que cada alumno
podia obtener un maximo de 60 puntos. Las medallas de oro se otorgaron a partir de los
43 puntos, las de plata a partir de los 30 y las de bronce de 21 en adelante.

Los estudiantes espafioles tuvieron los siguientes resultados:

Antonio ROJAS LEON, de Sevilla 58 puntos (ORO)
Javier GARCIA de BRINGAS, de Cérdoba 26 puntos (BRONCE)
Jeronimo ARENAS GARCIA, de Sevilla 15 puntos

Miguel Anxo BERMUDEZ CARRO, de Galicia 14 puntos

Debemos destacar el nuevo éxito del estudiante sevillano Antonio ROJAS LEON,
que con 58 puntos de los 60 posibles (cinco dieces y un ocho), fue el ganador absoluto
de la Olimpiada, 8 puntos por encima de sus inmediatos seguidores, representantes de
Chile y Brasil. Recordaremos que este alumno obtuvo también medalla de ORO en la
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VIII Olimpiada Iberoamericana celebrada en Méjico y medalla de PLATA en la XXXIV
Olimpiada Internacional de Estambul, pero este afio cumplia los requisitos para concurrir
de nuevo a la Iberoamericana. En la Olimpiada Espafiola de 1993 alcanzo el tercer pues-
to y en la de 1994 participé fuera de concurso obteniendo la méxima puntuacion.

El alumno Javier GARCIA DE BRINGAS, obtuvo una Mencién Honorifica en la
Gltima Olimpiada Internacional. Fue el 5.2 clasificado en la Olimpiada Espaiiola de este
afio. Jeronimo ARENAS GARCIA, que también obtuvo Mencién Honorifica en la Inter-
nacional, formé parte del equipo ganador de la Prueba por Equipos en esta [beroamericana.

La Copa Puerto Rico, que premia al pais con mayor progresion en las tres dltimas
olimpiadas, fue ganada por Brasil.

XXXI OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA
Primera Fase (Madrid)

Las pruebas de la PRIMERA FASE de la «<XXXI Olimpiada Matemdtica Espaiola»
correspondientes al curso 1994-95 y a los distritos de Madrid, se han celebrado en los
dias 2 y 3 de diciembre de 1994.

Esta Olimpiada estd organizada por la Real Sociedad Matemdtica Espafiola, bajo el
patrocinio de la Subdireccion General de Becas y Ayudas al Estudio. Podian participar
en ella los alumnos matriculados en C.0.U., en el tdltimo curso de Formacién Profesional
de segundo grado, 2.° curso del 2.¢ ciclo de Bachillerato Experimental (Reforma), tercer
curso de B.U.P. y 1.2y 2.° curso del bachillerato L.O.G.S.E.

La Olimpiada se desarrolla en dos fases: la Primera tiene lugar en los distintos distri-
tos, de los que dos de ellos corresponden a Madrid; los tres ganadores de cada uno son
propuestos a la Subdireccion General de Becas y Ayudas al Estudio para la concesion de
un premio en metélico y son invitados a participar en la Segunda Fase. Los mejores clasi-
ficados en ésta, ademés de recibir los premios correspondientes, serviran de base para for-
mar los equipos que representardn a Espafia en las proximas olimpiadas internacionales.

La mencionada Segunda Fase se realizard en Castellén de la Plana los dias 24 y 25
de febrero de 1995 (los concursantes de las Islas Canarias la hardn simultdneamente en
La Laguna).

Como de costumbre, las pruebas se desarrollaron en dos sesiones de cuatro horas de
duracién cada una, en las que se propusieron ocho problemas, cuyos enunciados pueden
verse en nuestra seccién de Problemas Propuestos de este mismo Boletin. De ellos, los
seis primeros son los mismos que se propusieron esos mismos dias en la mayor parte de
los distritos espaifioles.

Las pruebas de los dos distritos que corresponden a todas las Universidades de
nuestra Comunidad, se realizaron conjuntamente, y a ellas concurrieron 116 alumnos.
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Cada problema se calificé con un maximo de /0 puntos, por lo que habia una posibilidad
teérica de obtener 80 puntos. El nivel medio de preparacién de los asistentes ha sido este
afio muy bajo, ya que las dos terceras partes de ellos no superaron los cuatro puntos en
{otal. No obstante, hubo excepciones notables, lo que permitié al Jurado seleccionar a los
seis ganadores, cuyos nombres damos a continuacion, por orden de puntuacién obtenida:

1. D. Pedro CASATEJADA HERRERA,

del C.0.U. del Colegio de San Viator, de Madrid .........c..ccoovvivinnnns 39 puntos
2. D. Antonio Jesis MORENO HERNANDO,

del C.0.U. del Colegio Santisima Trinidad de Alcorcon ................... 38 puntos
3. D. Félix SALCEDO URESTE,

del C.0.U. del Colegio Retamar de Pozuelo (Madrid) ....................... 36 puntos

4. D. Alejandro GARCIA GIL,

del C.0.U. del Instituto de Bachillerato «Miguel Delibes»

de Madrid ...oovieereeeeiee e 31 puntos
5. D. Fernando REY MARTIN,

del C.0.U. del Instituto de Bachillerato «Joaquin Turina»

de MAdrid ..oooviiiceicieee e 28 puntos
6. D. Alberto PORTAL RUIZ,

del C.0.U. del I. de B. «Manuela Malasaiia» de Mostoles

(MAATIA).ccvevee e e e 25 puntos

Nos complace sefialar que Pedro Casatejada fue premiado en nuestro Concurso
de Resolucion de Problemas de 1993, como alumno de 2.° de B.U.P., que Félix Salce-
do lo fue en 1993 como alumno de 2.° y en 1994 como alumno de 3.%, y que Alejandro
Gareia quedé campedn como alumno de 3.2 en 1994 y Fernando Rey campeén como
alumno de 2.° en 1993. Una vez mas queda probado cémo nuestros Concursos constitu-
yen un aliciente importante en la preparacién para las competiciones olimpicas.

Los problemas propuestos han resultado algo mas dificiles que otros afios, por lo
que los resultados han sido bastante malos en general. No aparecié ninguna solucién to-
talmente correcta de los problemas 1.°, 6.°, 7.2 y 8.%. Damos a continuacion las puntua-
ciones medias alcanzadas (méximo, 10 puntos) por todos los participantes, por los seis
ganadores y por los tres primeros:

Problema n.* 1.¢ 2.0 3.0 4.2 5.2 6. /ey 8.2

Puntuacién media:

de todos: 0,2 1,0 0,6 0,6 0,4 0,1 0,3 0,4
de los 6 primeros: 1,2 7.8 5,5 7,7 4.2 0,5 2,8 3,2
de los 3 primeros: 0,0 7,0 10,0 9,0 33 0,0 33 4,3
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INDICE DE NOTICIAS SOBRE OLIMPIADAS MATEMATICAS
Y CONCURSOS DE PROBLEMAS PUBLICADOS EN ESTE BOLETIN

Concurso de Resolucién de Problemas de nuestra Sociedad

Niam. (Ano) Convocado en Boletin Croénica/enunciados
I (1983) 1 2, pig. 11
11 (1984) 3 4, pag.7
I (1985) 5 7, pag.3
v (1986) 9 10, pég.5
v (1987) 13 15, pég.3
VI (1988) 17 19, pég. 17
VII (1989) 20 22, pag.9
VIII (1990) 24 26, pag.3
X (1991) 27 29, pég.3
X (1992) 30 32, pég.3
X1 (1993) 33 34, pig.9
X (1994) 36 38, pag.3
X111 (1995) 39
Olimpiada Matematica Espaiola
Nuam. (Afno) 1.2 fase (distritos) 2.2 fase (final)
XX (1984) 3, pag. 77
XXI (1985) 5, péags.8y9 5, pdgs.8y10
XXII (1986) 8, pag.5 9, péags.15y75
XXIII (1986-87) 11, péags.3y87 13, péags.9y83
XXIV (1987-88) 6, pigs.7y70 17, pags.7y71
XXV (1988-89) 20, péags.13y79 21, pags.7y6l
XXVI (1989-90) 24, péags.11y67 25, pags.9y73
XXVII (1990-91) 27, pags.7y77 28, pégs.17y79
XXVIII (1991-92) 30, pags. 19y 67 31, pags.11y81
XXI1X (1992-93) 33, péags.5y71 34, péags. 17y71
XXX (1993-94) 36, pdgs.9y75 37, pégs. 13y 109
XXXI (1994-95) 39, pags.
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Olimpiada Iberoamericana de Matematicas

Croénica y enunciados

Nam. (o) Lugar en Boletin n.*
| (1986) Colombia 8, pégs.11y83
1T (1987) Paraguay 12, pégs.3y75
111 (1988) Perd 18, péags.5y73
v (1989) Cuba 21, péags. 11y63
\Y (1990) Esparia (Valladolid) 26, pags.13y73
A%} (1991) Argentina 30, péags.15y65
vl (1992) Venezuela 32, péags.11y71
VIII (1993) Méjico 35, péags.5y65
IX (1994) Brasil 39,  pégs.y
Olimpiada Matematica Internacional
Niim. (Aiio) Lugar Croénica y en,unciados
en Boletin n.¢
XXV (1983) Paris 2, pag. 15
XXV (1984) Praga 4, pédg. 67
XXVI (1985) Helsinski 7, pags.9y89
XXVII (1986) Varsovia 10, pag. 11
11, pag. 89
XXVIII (1987) Cuba 15, péags.9y73
XXIX (1988) Australia 19, pédgs.23y77
XXX (1989) Alemania (R.F.A.) 22, péags.15y73
XXX1 (1990) China 26, pags.11y71
XXX (1991) Suecia 29, pégs.11y79
XXXIII (1992) Rusia 32, pégs.9y69
XXXIV (1993) Turquia 35, péags.3y63
XXXV (1994) Hong-Kong 38, péags.9y79
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Dos lecciones con DERIVE

Josef Bohm

Nota de los editores:

En este niimero del Boletin de la Sociedad «Puig Adam», comenzamos una seccion
fija dedicada a colaboraciones de profesores extranjeros.

Nuestro primer invitado es el profesor Josef Béhm. El profesor Béhm obtuvo un
master en Matemdtica y Geometria Descriptiva por la Universidad Técnica de Viena.
Desde 1968 ejerce como profesor de la «Handelsakademie» (centro de ensefianza se-
cundaria) en St. Polzen (Austria).

El profesor B6hm ha utilizado durante varios afios, entre otros programas, el siste-
ma de computo algebraico « DERIVE» como auxiliar en sus clases.

Fundé en 1991 el «DERIVE User Group» y es el editor de su boletin (y «alma ma-
ter», junto con su esposa Noor, de ambos).

Es, en resumen, una autoridad en el uso de DERIVE en el aula.

A continuacidn incluimos dos lecciones («teaching units»), que nos remite el profe-
sor Bohm, de aplicacién de DERIVE en la'clase de matematicas. Son acerca del binomio
de Newton la primera y sobre MCD y MCM la segunda.
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LECCION A
THE BINOMIAL THEOREM

We want to calculate — to expand — higher powers of binomials, like
(4xy - 3xyt =7 How can we do this with DERIVE?

Edit the expression, then press E for Expand and the ENTER-key, because we don’t
need any special expansion.

The result is impressive! What is the calculation time? .................

If you press the Ctrl-key together with the — - key you are able to shift the expression
so that you can see the full result. The « - key (+ Ctrl) will bring you back again.

Write down here the 1% term of the expression: ..........cccevene.

the 4 ONE: ovevvvereeerrenens and the 1ast 0Ne: ..oocvveverrvirerenans

Let now DERIVE expand the powers of (@ + b) and note only the coefficients of the
terms. (Write down the numbers neatly one beneath the other):

n=4: (a+b*
n=5 (a+b):
n=6: (a+b)
n=7. (a+b)

17



If you believe to recognize a system, then add two lines more (for n = 8 and 9). Check
the numbers with DERIVE. If you don’t see a system, then don’t worry, let DERIVE do
the work.

Complete the scheme of numbers upwards (n =3, 2, 1)

How should the prime line (for n = 0) look like? .......ccocevviiranrnne.

Which conclusion can be drawn from this line? Check it!

Write down the numbers from the coefficients scheme in form of a triangle:

(n=0) I
(n=1) ! |
(n=2) 1 2 |
(n=3)

(n=4)

(n=35)

(n="6)

(n=T7)

(n=28)

(n=9)

(n=10)

(n=11)

Can you find now (or again) an obvious scheme?

We call this triangle of numbers Pascal’s Triangle (Blaise Pascal, 1623-1662; but this
triangle is found in a Chinese paper from 1303 a.c.)

Form the sum of the numbers in each line!
WHhaAt Can YOU NOICET ..eiiiiieireiianesiaiierissesiusissesisssssvssesvasasbsessnsusesssessntsssessssssnesrosassrasessrnaess

Are you able to proof this facts? (A hint: substitute a suitable number for a and b!)

Look now at the exponents of a and b in the terms of the expansions of the first five po-
wers of (@ + b). Do you see a rule?

Try to calculate (a + b)? using Pascal’s Triangle and the rule from above:

(a+b)8 R (S I P RS

Prove your knowledge once more: (2x + 3y)° (doing it by hand only!):

(20 + 3PP 5 iieiiiissisisasiasisss iivianasiasiasiainiedusi s sk es s bes o s s SSssaFi S boRs v dTSs
Expand the terms:

Check your result using DERIVE:

Expand (a + b)°, then substitute the values 2x and 3y for a and b. Do this in the follo-
wing way:

Highlight the result of (a + b)*, then press Manage, Substitute. DERIVE asks you to
substitute each variable occuring in the activated term. If you don’t want to substitute
any variable then press ENTER. Otherwise write the substituting value instead of the of-
fered variable.

Here for a: 2x and for b: 3y. Compare the result with your one. Using Expand you will
obtain a final result. The shorter way would be: Expand immediately (2x + 3y)°.

Compare with the computers result!!

What is the effect of the changed sign in (a — b)"? Write down your observations in your
OWII WIS sosiunisismmsisaissnsnissnnssebnssonsnniiauossas bt iosdeussausne s aiEseavios Fho s (o h o A EE DA RS SR seR

Exercises: Calculate by hand and check the results using DERIVE:
(24 408 = poscrntnnsnosinesne auss Aoy AR B T O S SR =



(5ab + 2b%)° the 3™ term is: ....vveceernrned the TR LEIMS: 1oovverierie e
L2 T ) S S

Find a way to expand (3a® — 2ab + b?)* (without DERIVE)?

The rule to expand the powers of binomials is called
the Binomial Theorem

The numbers of Pascal’s Triangle have fascinated the mathematicians ever since. On the
next pages you will have the opportunity to experiment with these numbers.

Using a felt-tip pen mark all the even numbers in Pascals Triangle. Look at the pattern,
which occurs:

15 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
17 20 3% 3 217 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
19 36 8 126 126 84 36 9 1
110 45 120 210 252 210 120 45 10 1
1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1
1 12 66 220 49 792 924 792 495 220 66 12 1
113 78 286 715 1287 1716 1716 1287 715 286 78 13 1
1 14 91 364 1001 2002 3003 3432 3003 2002 1001 364 91 14 1
115 105 455 1365 3003 5005 6435 6435 5005 3003 1365 455 105 15 1
I 16 120 560 1820 4368 8008 11440 12870 11440 8008 4368 1820 560 120 16 1
I 17 136 680 2380 6188 12376 19448 24310 24310 19448 12376 6188 2380 680 136 17 1
I 18 153 816 3060 8568 18564 31824 43758 48620 43758 31824 18564 3568 3060 816 153 18 1
119 171 969 3876 11628 27132 50388 75582 92378 92378 75582 50388 27132 11628 3876 969 171 19 1
[ 20 190 1140 4845 15504 38760 77520 125970 167960 184756 167960 125970 77520 38760 15504 4845 1140 190 20 |
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Mark all the numbers which are divisible by 3. You will create a new pattern!

15 10 10 5 |
1 6 15 20 15 6 1

17 21 3% 3% a7 1

1 8§ 8 5% 70 5 28 8 1

1 9 3 8 126 126 84 36 ¢ 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 |
I 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1
1 12 66 220 496 792 924 792 495 220 66 12 1
1 13 78 286 715 1287 1716 1716 1287 715 286 78 13 1
| 14 91 364 1001 2002 3003 3432 3003 2002 1001 364 91 14 |
115 105 455 1365 3003 5005 6435 6435 5005 3003 (365 455 105 15 1
1 16 120 560 1820 4363 8008 11440 12870 11440 8008 4368 1820 560 120 16 't
1 17 1% 680 2380 6188 12376 19448 24310 24310 19448 12376 6188 2380 680 136 17 |
1 18 153 816 3060 8568 18564 31824 43758 48620 43758 31824 18564 3568 3060 816 153 18 1
119 170 969 3876 11628 27132 50388 75582 92378 92378 75582 50388 27132 11628 3876 969 171 19 1
120 190 1140 4845 15504 38760 77520 125970 167960 184756 167960 125970 77520 38760 15504 4845 1140 190 20 |

Here you can find a fine example of «Self similarity», a property which is an object of
many investigations in the very modern «Chaos Theory».

Supported by DERIVE you can create many different pictures originated from Pascal’s
Triangle.

Load the Utility-file BINOM.MTH (Transfer Load Utility BINOM) and use the func-
tions prepared for you. To see as many as possible from the triangle, change the displays
settings to obtain small characters:

Option Display; Reso: High, Text: Small, Set: Extended
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For DERIVE Version 3: Here we create the first 25 rows, all coefficients which are not divisible by 3 are repre-

PASC_DIV3(n,a) creates the first n rows of Pascal’s Triangle; each element divisi- sented by a dark spot.

ble by a will be represented by a O, all the other ones by a 1.
(eg: PASC_DIV(15,2) ). Which »’s are fitting onto the screen?

PASC_REM3(n,a,r) produces n rows too, and returns a «r» on each position where the

division by a gives the remainder r. (eg: PASC_REM3(20,5,2) ). PASC_DIV(S, 3)
0 (=)
PASC_REMS3(n,a) returns the first n rows showing on each position the remainders
of the division by a. 1 (1 )
2 (0 W W
3 W - - W
With Shift + F9 you can produce a copy on your printer. (Turn on your printer!!) Take a 4 SER R
larger triangle and colour same remainders with same colours. You will receive interes- [
ting pictures. 5 M EEEE N
6 m - W . W
. . . . 7 18 B R NN
For older versions take the equivalent functions (the pictures are nicer, because the cha- [
racter - is needed for special purposes in Version 3). 8 (M W B EENEENN
9 m . W
10 W & - - - - . . - R M
PASC_DIV(n,a); PASC_REM(n,a,r); PASC_REMS(n,a); you can use the DERIVE 3 -
functions, too, but not reverse. 11 @ " ® - . .. - B BN
12 @ . - ®@ . .. - B - N
13 @ B - @ ® - . . .- B ®H B H
14 (@ B ®R @ @ W - - - H N BB B H
15 " - . @ .- . @ . - ®@ . . B . .0
16 @ @8  ® B - ®E R HE ®H HEHE . BN
The file Datei BINOM.MTH 17 M W @ B ENEEEENEENEEE N
18 [m B L]
PASC_DIV3(n, a) := VECTOR([j, [VECTOR(IF(MOD(COMB(j, k), a) /=0, 1, 0), k, 0, )11, , 0, n) 19 mes . ... .. . @8 .. B H
| I | N R B N
PASC_REM3(n, a, r) := VECTOR([j, [VECTOR(F(MOD(COMBYj, k), a) = r, r, 0), k, 0, )], j, 0, n) 20 i ] . .
21 (m - n [ |
PASC_REMS3(n, a) := VECTOR([j, [VECTOR(MOD(COMB(j, k), a), k, 0, )11, j, 0, n) ” 7 . ¥ i i n il - .
PASC_DIV(n, a) := VECTOR([j, [VECTOR(IF(MOD{COMB(j, k), a) /= 0,8, *), k, 0, j)1], j, 0, n) 3 M EEEENE .. EEEEEN. . EEEEEN
PASC_REM(n, a, r) := VECTOR([j, [VECTOR(IF(MOD(COMB(j, k), a) =, r, -), k, 0, )11, j, 0, n) % @ - . ® . @ . . @ . W - ®m .. @ .. ®B .. N
PASC_REMS(n, a) := VECTOR([j, [VECTOR(MOD(COMBj, k), a), k, 0, j)11, j, 0, n) 5 H . B W - @ ® - @ E . HE.ENEN- EN. ENS NEM®N
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The next «<PASCAL picture» shows all the coefficients giving the remainder 2 when di-
vided by 4:

PASC_REST(20, 4,2)

10 [ = 2 & = 2 & 2 « « 2 s+ 1]

1 [ =« <« & « 2 2 2 2 & & @ & ]

12 [ = < 2 % 5 = & = « & 2 w w ]

13 [ &« « 2 2 & & « « & » 2 2 « u |}

14 [+ 2 = + « 2 = s « 2 s +« u 2 + ]

15 [ = =2 s = @ @ o =2 2 = 2 « & « o = ]

16 [ o & o & w = & & 2 & & % & & @ @« & |
17 [ & & & & @ & & « 2 2 @ % & &« & a & @ |
18 [ - 2 < e e 22 e e e e e e 2]
19 [ + v 5 o o « o 5 2 2 2 2 s+ w o= owox e w02 ]

24

LECCION B
GREATEST COMMON DIVISOR
AND LEAST COMMON MULTIPLE
(GCD AND LCM)

Using the command Factor you are able to factorize (almost) any large number easily
into its primes. Let’s take for example the nice number 844074000! Edit the number and
then press the F-key for Factor. Note the outcome:

844074000 = ......ooviririiiininiren s

(1) Using this tool you can easily find the GCD of 844074000, 4765246200 and
45585540000.

If the number which you have found now should be the GCD then all the quotients of the

given numbers and the «may be» - GCD must not have any prime in common. Please
proof that now:

true ? (yes /n0) .....ocoivieiniinni

If your answer is no, then correct your result!
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Calculate and check in a similar way the GCDs: (7) Our next task is to find the Least Common Multiple of the numbers from (1)
LCM(844074000,.....) = ......cooveevereeeeeeooeoo
(2) GCD (3285634 b* c® &2, 24710442 b? ¢*, 93085200 a* b2 df) =

(For factorizing the coefficient you first have to highlight the number as a subex- (8) Consider a check similar to that for the GCD! Write down your suggestion:
pression and then factorize!)

900 (a + b)’ (a — b)? (a® - b*)?, 1000 (a* + b?) (a® — b?) (a® - b°), B
500 (@ + b (a® + %) (a® + b2)? ) R

= s L e R Flnd the LCMS for (2)’ (3) and (4). Check the I‘esults!
(Hint: Use Factor Rational!!)

(3) GDC (

(9) LCM(data 2) = ......oovoumeeeeoosooeoooooo
(4) GCD (364’ + 12a°b — 47a*b? — 14a°b* + 12a2b* + 2ab’ — bS,
54a® —27a’b — 63ah? + 34a°D® + 8a*b* — Ta3bS + a?b°,

18a°b? — 39a*b’ + 20a°b* + 6a2b° — 6abs + b7) = (10) LCM(data 3) = ....cccoevvveervreereeeeeeresss
(11) LCM(datad) = .....cooceeeveeereeeeeeeoeeeee,
But .......... DERIVE knows a function called GCD.
(5) Let GCD(844074000, 45585540000, 4765246200) be calculated! (12) Using the Help - Command, try to find a suitable function. Choose any example
) ’ M g 1
(Author: GCD(844.......); then Simplify) and check the function!

(6) Now try: The function is: ...................
GCD(i, L) = ettt
: ? 3 (13) Can you find a sense for this function in connection with rational numbers?
GCD(4—, L g) R
GCD(i, L3 H) = oot
4 2 5 3 (14) 1 state: the LCM of two terms g and b - LCM(a,b) can easily be obtained from

the GCD(a,b) together with the expressions a and b! Try to find the rule!

Interpret the results:
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Work systematically! Begin your considerations with smaller numbers and try to state a
conjecture!

A= e D= . GCD(@,b) = .....occcieene;. LCM(a,D) = e
A= e b=y GCD(@,b) = e : LCM(a,b) = ccovvvennne
A= iveererenennes iD= s ; GCD(a,b) = oo ;: LCM(a,b) = ...covcue
A= cvivreierrenens b= e ; GCD(a,b) = .o : LCM(a,b) = ..............

If you believe that you have found the correct idea, then check it using two examples
from sheet 1 or 2:

Notate your idea as a mathematical formula:

LCM (a,b) =

Formulate it in your own words:

Here at last you find space enough for a correct mathematical proof, because some
examples dont proof the validity of your conjecture for each case!!
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Algunas observaciones sobre las 4dlgebras
de Boole (finitas) de partes de un conjunto
y proposicional

Luis M. Laita*
Eugenio Roanes Lozano**

* Dep. Inteligencia Artificial, Fac. de Informdtica (Univ. Politécnica Madrid)
**Sec. Deptal. Algebra, Fac. de Educacién (Univ. Complutense Madrid)

Abstract

Las dlgebras de Boole que se suelen tratar en Matemdtica Elemental son el dlgebra
de Boole de partes y el dlgebra proposicional.

Usualmente se define el Algebra de Partes tomando un conjunto referencial finito E,
y definiendo en P(E) dos operaciones binarias (unién e interseccién) y una operacion
uno-aria (complementario). Sin embargo, el Algebra Proposicional se suele definir a par-
tir de las variables proposicionales (un niimero finito) y sus negaciones. El conjunto de
todas las proposiciones, C, se genera mediante las operaciones binarias disyuncién y
conjuncién y la operacién uno-aria negacién.

En un 4lgebra de Boole se puede definir a partir de las operaciones un orden. El or-
den en P(E) es el contenido no estricto y en C la implicacién.

* e-mail: laita @fi.upm.es
*ok il 4
e-mail: roanes2@eucmyvx.sim.ucm.es
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Ambas estructuras no son equivalentes: (C, A, V, 7, —3) es isomorfo a un caso
muy particular de (P(E),u, N, *, C) cuando el nimero de elementos de E es de la for-
ma 2", Ello se obtiene caracterizando los dtomos de C,que son 2” si se define C a partir
de n vari?’l;flics proposicionales, consecuencia de lo cual el nimero total de elementos
de Ces 2=,

La exposicién no requiere técnicas sofisticadas.

1. Atomos y elementos maximales de un algebra de Boole

1.1. Introduccion

1.1.1. Definicién.—Un reticulo es una terna (R, U, N,) donde R es un conjunto, y U y
M, son dos operaciones definidas en R, que verifican (ambas) las propiedades conmutati-
va y asociativa y cada una de ellas es cancelativa respecto de la otra.

Un digebra de Boole es un reticulo distributivo y complementario.

1.1.2. Proposicién.—A partir de un reticulo podemos definir un orden reticular (un orden
parcial tal que, dados dos elementos cualesquiera x, y, existe el supremo y el infimo de {x,
¥1). Reciprocamente, a partir de un orden reticular podemos definir un reticulo [Ro).

1.1.3. Idea.—Usualmente se define el dlgebra de partes tomando un conjunto (finito)
E, determinando E por extension

E = {e, e, ..., e,}

(esto es, dando los dtomos del reticulo —ver 1.2.1 y 1.2.2—) y considerando el dlgebra
de Boole (P(E), U, N, *, ©).

Normalmente se define el 4lgebra de proposiciones dando las variables proposicio-
nales p, g, ..., r, a partir de las cuales se construyen todas las proposiciones mediante A,
V, =1 (esto es, dando unos elementos generadores del reticulo, pero «intermedios» desde
el punto de vista de la ordenacién, es decir, que no son 4tomos ni maximales, salvo en el
caso extremo de que exista una tnica variable proposicional). Se considera entonces el
dlgebra de Boole: (C, A, V, 1, —) donde C es ¢l conjunto de proposiciones.

Representaremos con 1 la tautologia y con 0 la contradiccién.

Pues bien, veremos como, de las construcciones anteriores, la primera es mds gene-
ral que la segunda.

30

1.1.4. Observacién.—En el anillo de polinomios IR [x] hay distintas formas de expre-
sar un mismo elemento, por ejemplo

2 l=@+ D) x-D=-1+x2=-140cx+1+x2=...

Realmente se suele llamar IR[x] al cociente IR[x]/=.
Andlogamente, hay distintas formas de expresar un mismo elemento de P(E), por
ejemplo

A=AV =AUA=ANnE=..

Usualmente se denomina P(E) al cociente P(E)/=.
También hay distintas formas de expresar una misma proposicién, por ejemplo

ar>aviieoavasanleo ..

y denominaremos simplemente C a lo que realmente es C/<>. Asi queda precisado a qué
nos referimos cuando hablamos del niimero de elementos del 4lgebra proposicional.

1.2. Atomos y maximales

1.2.1. Definicién.—Sea b € C, b distinto de la contradiccién. Se dice que b es un dto-
mo Syss.

x—o>b=2xeb]ld[x 0]

(esto es, si b es un elemento minimal para la ordenacién).

1.2.2, Consecuencia.—Definiendo andlogamente los dtomos de P(E), resultan ser los
conjuntos unitarios (el infimo del reticulo es &).

1.2.3. Definicién.—Sea a € C, a distinto de la tautologia. Entonces a es un elemento
maximal syss

a->x=>xealdx 1]

(esto es, si a es un elemento maximal para la ordenacion).
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1.2.4. Consecuencia.—Definiendo anslogamente los maximales de P(E), resultan ser
los conjuntos con un elemento menos que E (que es el supremo del reticulo).

1.2.5. Proposicion.—i) EnC:besun 4tomo < —b es maximal.
ii) En P(E): B es un dtomo < B’ es maximal.

Demostracién.—i) =) Basta tener en cuenta que Ve, de C
coded—¢
y por ser b dtomo, resulta
Vxe C,7b—>wu= [x ¢ Tb] 6 [ <> 0]

Como Ve € C: 1 (7¢) = ¢, todo elemento es la negacién de algtin elemento, luego
la implicacién anterior puede expresarse

Vye C,—Ib—)y=>[y<—>-1b]6[y<—->—|_1_]
esto es —b es un maximal.

i) < Anélogo.
ii) Trivial a partir de 1.2.2'y 1.2.4,

1.3. Caracterizacién de los &tomos y maximales

1.3.1. Definicion.—Un literal es una variable proposicional o la negacion de una va-
riable proposicional.

1.3.2. Lema.—En el dlgebra de Boole de proposiciones (C, A, V, 7 —3), donde C es el
conjunto de las proposiciones generadas a partir de las variables proposicionales
Pis Py s Py (Y SUS negaciones), los elementcs de la forma

mAmyA . AMy, (donde cada m, es, o bien p; 0 bien p;) son 4tomos.

Demostracién.—Supongamos que

a=m1/\m2/\.../\mn; mi=pi0 mi=—|pi
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Vamos a probar que a es un dtomo. Sea d un elemento cualquiera de C. Como d es

una proposicion generada a partir de las variables proposici istributivi
ict posicionales, por distributiv
puede escribir en la forma P idad se

d=b,VbyV..Vb
donde las b; son conjunciones de literales. Entonces
ande>anb;vb,v..vb)e>(@nb)Vv(@ab)Vv..vV(@aAab)
Para cada a; A b; hay dos posibilidades:
i) En b, no aparece ningun literal distinto de los que aparecen en d. Entonces

anb a

AN b (PY AL
luego

anp <0
Y por tanto, como d era la disyunci6n de las bi, se verifica
andaobienande—0
En consecuencia, si tenemos d — a, entonces a A d ¢ d, luego debe ser

dé<>a obien d0

es decir, a es un 4tomo.

203n3 Lema.—En el él_gepra de Boole de proposiciones (C, A, V, 7, =), donde C es el
junto de las proposiciones generadas a partir de las variables proposicionales
Py Py, .., p, (v sus negaciones), los 4tomos son la forma

miAmyA .. Am

1 donde C i i 1
1y ada : i
ml €s, 0 blen pl (o] blen pl (CS el re01proco del Lema anterior).
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Demostracién.—Sea a un dtomo. Como a es una proposicién generada a partir de
las variables proposicionales, por distributividad, a s puede escribir en la forma

a=b VbyV..Vh,

donde las b, son conjunciones de varias variables proposicionales y negaciones de varia-
bles proposicionales (y supondremos que ninguna b, es superflua, e.e., ninguna b, es 0).
Como Vce C

c—>CV..
en particular
by=>b V..
luego
by —a

Pero suponemos que b, no es equivalente a 0, luego como a es un dtomo (por hip6-
tesis), de la definicién de dtomo

a—b;

Repitiendo el razonamiento para b,,..., b, obtendremos que @ es una conjuncién de
literales.

1.3.4. Teorema.—En el dlgebra de Boole de proposiciones (C, A, V, 7, —), donde C
es el conjunto de las proposiciones generadas a partir de las vériables proposicionales
P1s P s Py (y sus negaciones), a es dtomo syss es de la forma
my Amy A ANy
donde cada m;, es, 0 bien p; 0 bien —p;.
Dualmente: b es maximal syss es de la forma

myY myV..vVm

donde cada m; es, o bien p; o bien 7p;.
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2. Numero de elementos de las algebras proposicional y de partes

2.1. Nimero de elementos minimales y maximales de las algebras proposicional y
de partes

2.1.1.  Proposicion.—El nimero de dtomos de las dlgebras de Boole de partes de un
conjunto puede ser cualquier niimero natural, mientras que el nimero de dtomos de las
4lgebras de Boole de proposiciones es de la forma 27, donde n es el niimero de variables
proposicionales. Suponemos ambas 4lgebras de Boole definidas en el modo usual.

Demostracion.—En (P(E), U, N, 7, C) el nimero de dtomos es el ndmero de ele-
mentos de E (y por tanto la tnica restriccién es que sea un natural).

$1 las vs’mables proposicionales de C son P1» Py» - P, €NLONCES, seglin el teorema
anterior, los dtomos de C son de la forma

ml/\mz/\.../\mn; m=p, 0 m="p,

y son todos distintos entre si, luego existen, exactamente, 2" de ellos, y por tanto siempre
hay un nidmero par de dtomos.
Dualmente, hay 2" elementos maximales en C.

2.2. Numero de elementos de las algebras proposicional y de partes

2.2.1. Ejemplo.—Consideremos el 4lgebra proposicional C generada por las variables

proposicionales P, q (y sus negaciones). Podemos considerar como modelo del dlgebra pro-

posicional C el dlgebra de partes P(E) si hacemos E={q, B, v, p} y llamamos, por ejemplo,

A= {0, B} yB = {a,v} eidentificamos la proposicién p con [x € A] y g con [x € B].
Basta para ello tener en cuenta que

AUB={xeE:xe AV xe B}
ANB={xe E:xe AN xe B}
A" ={xe E:x¢ A}

y observar que los dtomos (elementos minimales) de P(E) serdn

o B v p

y se corresponden, respectivamente, con los d4tomos de C

PATG, PAG TPAG TPATY,

luego se trata de dos dlgebras de Boole isomorfas.

35



Para justificar que se trata de un isomorfismo, basta tener en cuenta que hemos hecho
corresponder los dtomos de una y otra, que se corresponden las operaciones y que C se
corresponde con — (pues si M = {x e E:r)yN=|xe E:s)entonces: M N & r— s).

Los diagramas correspondientes a — y C serdn, respectivamente

@AV (—PAQ

—pAq —® —p =V q
PAg q pVvVaq \
0 < o
\ﬁp/\—!q 14 _‘I)V_“I7

pPA—Yq —q pV—q

/

PV A(=pVag

(B » B AUPB

donde con A representamos la diferencia simétrica.
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Es bien conocido que existen

elementos de P(E) de 0, 1, 2, 3 y 4 elementos (respectivamente) y que el nimero total de
elementos es

24 = 2(2)

2.2.2. Ejemplo.—Anilogamente, como modelo del dlgebra C, generada por las varia-
bles proposicionales p, g y r (y sus negaciones), podriamos tomar el dlgebra de partes
P(E), donde E = {e,, e,, e, ..., eg}, identificando por ejemplo

pconA={e,e,, ¢, s}
gcon B = {e,, e;, €5, ¢4}
rcon C = {eg, es, e, €1}

(la idea es que si representamos en un diagrama de Venn A, B y C en la posicién general,
haya exdctamente un elemento en cada una de las regiones en que queda dividido E).

E

GG 6) 6L E)

elementos de P(E) de 0, 1, 2, ...,7 y 8 elementos (respectivamente) y ¢l niimero total de
elementos es

28 = 2(2)
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2.2.3. Teorema.—El dlgebra de Boole de proposiciones generada por las variables

.« . . n .
proposicionales p,, p,, ..., p, (y sus negaciones) consta, exactamente, de 227 proposi-
ciones distintas.

Demostracion.—Sea C ¢l dlgebra proposicional generada por las variables proposi-
cionales p,, p,, ..., p, (y sus negaciones). Consideremos un conjunto E = {e,, e,, ..., €5,}.
Entonces el dlgebra P(E) posee 2" 4tomos (sus subconjuntos unitarios) y, segiin vimos en
2.1.1, C también posee 2" dtomos, como por eiemplo

PN Ty P3N AP,

Vamos a construir un isomorfismo de dlgebras de Boole

¢: (P(E)u,n, ", )= (C, AV, 7, )

Para ello haremos corresponder por una biyeccién (la que deseemos) los dtomos de
P(E) con los 4tomos de C,por ejemplo

le} = pyAP,AP3A . AD,

{e,) = pyATPLA TP AL AD,

y para cualesquiera subconjuntos X e Y de E, si 9(X) =x y ¢(¥) =y, entonces

eXU)=xVy
OXNY)=xAy
(p(X’):‘[x

En particular sera: O(Z) = 0 y O(E) = 1 (basta tener en cuenta que & se puede ex-
presar como interseccién de un conjunto y su complementario y E como su union).

Asi por ejemplo, p, es la disyuncién de los 21 4tomos de la forma
PIAMyAmMa A L AmMG mi=p; 6 m=Tp;

luego cualquier proposicién de C se puede expresar como disyuncién de conjunciones de
4tomos y por tanto @ es suprayectiva.
Como el orden P(E) es <,que se puede definir asi

XcYoeXuY=YeX uY=E
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y el orden en C se puede definir
X yexvy=yes uwvy=1

por tanto @ conserva la ordenacion.

Como consecuencia de que conserve la ordenacion, al ser la relacién antisimétrica,
debe ser @ inyectiva.

Y el ndmero de elementos de E si es conocido: 227,

2.2.4. Corolario.— Hay (2()“), (21“)’ (22n), (2811) de cada tipo, esto es
(37)= 1 tnfimo

(21“) =20 4tomos

(22“) elementos que son disyuncién de dos dtomos

n . . .
(23 ) elementos que son disyuncion de tres dtomos

- .
(2,, _ 1) = 2" maximales

(%2) = 1 supremo

2.2.5. Observacién.—Es un resultado conocido que toda dlgebra de Boole finita es
isomorfa al dlgebra de Boole de partes de un cierto conjunto (Teorema de Stone).
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Nuevas tecnologias en la ensefianza
de la Matematica

Alfonsa Garcia, Angeles Martinez, Rafael Minano

Departamento de Matemdtica Aplicada E.U. de Informdtica
Universidad Politécnica de Madrid (Esparia)

1. Trayectoria historica

La preocupacidén por impartir una docencia de calidad, acorde con la evolucién
cientifica y tecnoldgica, es una constante comiin a todos los profesores universitarios.

Este interés se centra en dos aspectos: por una parte, la renovacion y actualizacién
de los conocimientos tedricos y, por otra, la incorporacién de nuevos métodos y herra-
mientas de trabajo.

En este ultimo sentido, hace afios que calculadoras y ordenadores relevaron de su
papel a las tradicionales tablas de logaritmos y reglas de célculo, y ocuparon un lugar
importante en disciplinas como Anélisis Numérico, Estadistica o Algebra Lineal.

Sin embargo, en las ultimas décadas, el nacimiento y desarrollo de Sistemas de Cal-
culo Simbdlico (SCS) ha dado lugar a una nueva forma de entender la creacién y la do-
cencia del conocimiento matematico.

La posibilidad de disponer, simultineamente, de capacidades graficas, numéricas y
simbdlicas permite abordar una clase de problemas més reales e instructivos y funda-
mentalmente ofrece la posibilidad de trabajar de un modo mds heuristico y cercano a la
investigacién .

Desde que aparecieron los primeros SCS (MACSYMA, 1970; REDUCE, 1978;
MUMATH, 1979; MAPLE, 1980; MATHEMATICA, 1989; DERIVE, 1989) muchos
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profesores se plantearon qué tipo de modificaciones se deberian introducir en la ense-
fianza, tanto desde el punto de vista de los contenidos como de la metodologfa.

A finales de Ia década de los ochenta algunos profesores de la Universidad Politéc-
nica de Madrid (UPM) acogimos con entusiasmo estas nuevas tecnologias y nos propusi-
mos su introduccién en la docencia, considerando que el conocimiento de este tipo de
herramientas refuerza el cardcter de la Matematica como disciplina bdsica.

Al principio realizdbamos précticas usando pequefios laboratorios (12 6 |5 ordena-
dores personales) y grupos reducidos de alumnos. Las sesiones con ordenador se realiza-
ban fuera del horario lectivo de alumnos y profesores y tenian un cardcter totalmente vo-
luntario. A pesar de estos inconvenientes la experiencia tuvo una gran acogida y poco a
poco se fue ampliando.

En la actualidad, el uso de SCS en la ensefianza estd plenamente asentado en nues-
tro Departamento. El plan de prdcticas de cada asignatura estd absolutamente integrado
en su planificacion docente y en su evaluacion.

Al mismo tiempo que la preocupacion por incorporar estas herramientas a la docen-
cia oficial, surgio el interés por conocer si en otros lugares se estaban haciendo cosas si-
milares e intercambiar experiencias.

Después de un primer encuentro con otros profesores de la propia UPM, en diciem-
bre de 1991 organizamos las primeras «Jornadas sobre enseflanza experimental de la
Matematica en la Universidad» que se celebraron en Madrid y sirvieron para conocer el
estado del arte en distintas Universidades espafiolas.

El gran interés que despertaron estas jornadas motivé nuevos contactos con profeso-
res de otros pafses y la continuacién regular de este tipo de encuentros en Espaia.

En el primer sentido cabe citar nuestra participacion en diversos congresos interna-
cionales ([121,[13],[22].[261,[271,[37]) y la creacién del grupo espafiol de usuarios de
DERIVE, que pretende ser punto de contacto para la difusién e intercambio de experien-
cias en relacién con el uso en la ensefianza de este SCS.

En relacion con el segundo punto, aquellas primeras jornadas tuvieron su continua-
cién en un encuentro celebrado en Valencia en abril de 1993, y en el que se celebrard en
Barcelona el préximo mes de febrero (Temu 95).

2. Reflexiones sobre el aprendizaje de las Matematicas

Estd cominmente admitido el beneficio que la formacién matematica proporciona
al desarrollo de cualidades intelectuales como la intuicién, la capacidad de abstraccidn,
de andlisis y de sintesis. Por este motivo es peligroso que la atencién al cdlculo prime so-
bre la atencion al razonamiento formal, situacién ésta relativamente frecuente. Si pre-
guntarnos a un estudiante de ensefianza secundaria por algiin concepto matematico, por
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ejemplo si le preguntamos ;qué es un limite? o ;qué es una derivada?, es muy probable
que su respuesta comience con una frase del tipo: «es una cosa que se hace....». La rela-
cién de este estudiante con los conceptos matemadticos que se le han presentado se limita
al dominio, mds o menos profundo, de algunas técnicas de cdlculo.

Desde luego no es esto lo deseable, aunque tal vez sea un paso necesario. El conoci-
miento de las técnicas de célculo se contempla casi como un prerrequisito para poder lle-
gar a la comprension del concepto. De hecho, esto no es en absoluto ajeno al cardcter ex-
perimental de la matemdtica. Para llegar a conocer algo es preciso ensayar, analizar lo
que ocurre en diversas situaciones y, en definitiva, experimentar.

Una forma de ensefianza eficiente deberfa contemplar no solo la presentacion de los
conceptos y resultados con las correspondientes técnicas de célculo, sino también un entre-
namiento de la intuicién, que permita al alumno descubrir propiedades y caracteristicas de
los objetos de estudio a partir del andlisis de diversas situaciones. Eslo requiere realizar
muchos cdlculos para poder intuir resultados generales a partir de observaciones particula-
res y posteriormente disponer de una buena capacidad de razonamiento para contrastar la
certeza de las intuiciones.

Generalmente, se alude a la falta de tiempo para madurar suficientemente los con-
ceptos y asimilar las caracteristicas de los distintos objetos matematicos.

Las nuevas tecnologias permiten desarrollar procesos de «simulacién», que facilitan
el estudio de diferentes situaciones y la experimentacién a bajo coste.

3. Uso de nuevas tecnologias en la ensenanza

La influencia de los ordenadores en la sociedad actual es innegable. Las siguientes
palabras del profesor M. de Guzmadn expresan con mucha elocuencia esta situacion:

«El ordenador y el estilo mental que impone va invadiendo nuestra sociedad y
nuestra cultura de manera imparable. El ordenador estd ahf con todo su influjo, con todo
su impacto potencial. Impacto en la visién de la cultura, en la visién de la ciencia, en la
vision de la Matemdtica. Sin duda ofrece unas ventajas de las que no podemos prescin-
dir, de las que no vamos a prescindir aun cuando pudiéramos hacerlo. Mds vale que
pensemos bien las posibles consecuencias negativas que se pucden presentar para tratar
de soslayarlas.»

Estas reflexiones nos sugieren que antes de incorporar una nueva tecnologia en la
actividad docente es imprescindible analizar las posibles ventajas e inconvenientes que
se pueden plantear. En nuestro contexto, estas nuevas tecnologias se refieren basicamen-
te al uso de calculadoras grificas y software matematico en ordenadores personales. Es-
tas herramientas, que denominamos asistentes matematicos, no estén disefiadas con fines
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docentes, sino con el fin primordial de ayudar a resolver los problemas matematicos que
aparecen en cualquier trabajo cientifico o tecnoldgico. Por esta razén es necesario buscar
la manera més adecuada de trabajar con ellas.

3.1. Ventajas

Del mismo modo que los investigadores mateméticos han encontrado un gran apo-
yo para su tarea en los ordenadores y los SCS, las recientes experiencias en el campo do-
cente confirman que la ensefianza de las Matemdticas se enriquece con el uso de estas
herramientas. Entre las ventajas més significativas de trabajar con SCS, 6 en general con
cualquier tipo de asistente matematico, se pueden destacar las siguientes:

1. Desde el punto de vista de la formacién, el uso de un asistente matemadtico abre
la atractiva posibilidad de experimentar con las Matemdticas. A veces la mejor forma de
comprender el verdadero alcance de un teorema o la efectividad de un algoritmo es ana-
lizar los resultados que se obtienen al variar las hipétesis, condiciones iniciales, etc.

2. Desde un punto de vista efectivo, el dedicar menos tiempo a la realizacion de
cdlculos rutinarios permite primar la reflexion y el andlisis de los resultados.

Las posibilidades graficas permiten la mejor comprension de muchos conceptos.

La potencia de cdlculo obvia las dificultades de muchos alumnos con la operatoria y
Jes permite usar las Matemdticas y llegar més lejos sin el lastre de sus deficiencias de
formacién.

Es posible presentar una Matemdtica més préxima a los problemas reales y al traba-
jo en la actividad profesional, sin necesidad de usar datos preparados para facilitar los
calculos.

3. Desde el punto de vista de la organizacién docente permiten un proceso de
aprendizaje mas autonémo del estudiante, que puede adaptar su ritmo de trabajo a su si-
tuacién personal.

También pueden favorecer el trabajo en equipo.

4. Suele sefialarse como ventaja la incidencia positiva en la motivacién, pero tal
vez esto sea coyuntural, ya que el atractivo del ordenador se debe entre otras cosas a su
caricter de «juguete nuevo».

De todos modos resulta sumamente gratificante ver como los estudiantes encuentran
atractivo y divertido el trabajo matematico ante las posibilidades del sistema, que elimi-
na la labor rutinaria y potencia la parte creativa.

5. Conviene sefialar también el reconocimiento de las Matematicas como soporte
de otras ciencias. La posibilidad de utilizar estas herramientas para resolver problemas
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en otros contextos (fisica, quimica, biologia,...) hace que los estudiantes valoren positi-
vamente la relacion entre la teoria y la practica matematica.

3.2. Peligros

La incorporacién en la ensefianza de asistentes matematicos encuentra el rechazo de
muchos profesores que, no sin razones, se oponen a ella.

1. Un primer riesgo que se corre al usar ordenadores o calculadoras grificas en
clase, tiene su origen en el propio atractivo de la herramienta: puede que el alumno se
centre mds en la problematica del ordenador/programa que en la del problema matemati-
co.

A titulo de ejemplo cabe citar la siguiente experiencia real:

Un profesor estd explicando el concepto de integral de Riemann en una clase en la
que los alumnos estdn sentados, por parejas, frente a un ordenador personal.

Siguiendo las indicaciones del profesor los alumnos teclean una expresion ¢ inme-
diatamente aparece en la pantalla del ordenador la representacién grafica de una suma
inferior.

-1

Figura 1

Durante unos minutos nadie estd escuchando las explicaciones del profesor. Al no-
tar la falta de atencién éste decide dar una vuelta por la clase y ve cémo la mayoria de
los alumnos ha conseguido modificar el dibujo inicial (cambiando los colores, el tamafio
de la gréfica, etc.). Les apetece mds investigar €l uso del programa que entender el con-
cepto matematico.
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2. Un segundo riesgo evidente es la pérdida de destrezas bdsicas. Conviene sefia-
lar que los ejercicios de célculo que suelen Ilevarse a cabo en un curso de Matematicas
permiten el desarrollo de interesantes capacidades mentales que se verfa mermado con el
uso de estas herramientas, Algunos profesores son contrarios al uso de ordenadores y
calculadoras, justamente porque opinan que es necesario que el alumno calcule para ad-
quirir la necesaria destreza y habilidad.

3. Con el uso de un asistente matemético se pierde ademds el sentido de la dificul-
tad del problema (la médquina lo hace todo igual de rdpido). Se puede llegar a convertir
las Matematicas en algo «mégico» que uno usa sin saber cémo funciona.

4. Por otra parte el alumno suele tener confianza ciega en la mdquina, lo que pue-
de favorecer la pérdida del sentido critico.

3.3. Detalles de implementacién

Una posible forma de evitar los innegables riesgos sefialados antes, serfa tomar lo
que podemos denominar «solucién del avestruz»: prohibir el uso de ordenadores y calcu-
ladoras en la resoluci6n de problemas matematicos, de modo que el alumno, con la reali-
zaci6n de los célculos, desarrolle su capacidad mental y distinga la dificultad de cada
problema.

Pero es evidente lo absurdo de esta solucién por su falta de realismo. No podemos
obviar la dificultad de evitar que el alumno utilice el ordenador de su casa para realizar
esos calculos, reduciendo asi su «ejercicio mental» a pulsar la tecla adecuada.

Los ordenadores existen y hay que aprender a convivir con ellos. ¢Como? Es preci-
so replantearse el enfoque de la ensefianza teniendo en cuenta esta realidad.

Es necesario ensefiar a hacer cdlculos a mano, pero enfatizando mds en las ideas que
en las rutinas de célculo. Hay que seguir ensefiando los métodos algoritmicos de resolu-
cién de problemas y hay que conseguir que los alumnos los entiendan ¥ sepan usar co-
rrectamente. Pero al mismo tiempo, hay que mostrar que precisamente el cardcter algo-
ritmico de las rutinas de célculo es lo que permite relegar esta tarea a un ordenador y que
éste no hace mds que un subconjunto de nuestra actividad, aunque eso si, de una manera
mds rdpida y segura.

Algunas de las dificultades que se plantean a la hora de incorporar el uso de asisten-
tes matemadticos en la ensefianza son:

¢ (Qué tipo de herramienta elegir?

Las caracteristicas mds valoradas en una herramienta que se pretende utilizar en cla-
se son:
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— Accesibilidad

— Facilidad de manejo

— Versatilidad y flexibilidad
— Interactividad

De acuerdo con esta valoracién las herramientas mds populares son calculadoras
gréficas y sistemas de cdlculo matemético accesibles desde un ordenador personal. Es
evidente que no se puede elegir un sistema que resulte adecuado para el estudio de cual-
quier materia, sin embargo si parece claro que la filosoffa general debe ser optar por sis-
temas que ofrezcan el maximo de posibilidades con un tiempo minimo de aprendizaje.
Por ejemplo no parece adecuado ensefiar a manejar un sistema que incluya posibilidades
de programacidn si el tiempo disponible en la asignatura no va a permitir sacar partido
de esta capacidad.

* (Qué tipo de problemas proponer?

Si el alumno dispone con facilidad de acceso a un ordenador y un SCS se complica
la tarea de proponer problemas. Una breve reflexién basta para desestimar la forma tra-
dicional de proponer ejercicios como:

— Calcilense los siguientes limites ...
— Calcuilese la inversa de las siguientes matrices ...
— Obténgase una primitiva para las siguientes funciones ...

La mayoria de los problemas que suelen aparecer en los textos cldsicos no sirven,
bien porque en su resolucién el ordenador no aporta nada, o bien porque ésta se reduce a
apretar la secuencia adecuada de teclas. Se plantea pues la necesidad de buscar nuevos
problemas que permitan cubrir los objetivos docentes aprovechando la capacidad de la
méquina y no compitiendo con ésta. En este sentido parece adecuado proponer proble-
mas mds sofisticados en los que los alumnos tengan que combinar sus conocimientos
con las diversas técnicas que ofrece el ordenador, o bien cambiar el enfoque de los mis-
mos de modo que el ordenador, utilizado como herramienta de célculo, favorezca el ra-
zonamiento.

® (Comoy en qué casos permitir el uso del ordenador?

En muchos casos es necesario que el alumno realice «a mano» algunos célculos ru-
tinarios que podria hacer el ordenador. Carece totalmente de sentido pensar que el alum-
no no tiene que aprender a derivar, porque esto ya lo puede hacer la maquina.

Una buena solucién puede ser que los alumnos utilicen el ordenador no para hacer
algo que ellos no saben hacer sino para hacer de forma mas répida, algo que ellos «con
paciencia» serfan capaces de hacer. De este modo el ordenador puede suponer un refuer-
20 positivo y no un obst4culo.
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7_»

e ;Cémo evitar que la clase de Matemdticas se convierta en clase de «aprender a

usar» una herramienta informdtica?

Un requisito fundamental de cualquier herramienta novedosa que se pretenda utili-
| de minimizar (cuando no anular) el tiempo empleado en su aprendizaje.

zaren clasees e
as las instrucciones de-

El profesor deberd preparar las actividades pricticas con tod
talladas con la precision necesaria para que el alumno no tropiece con dificultades que
no sean de Matemdticas.

No debe confundirse el objetivo basico de sustituir parte del tiempo empleado en

aprender a calcular #x# por aprender qué es #%% con el objetivo de aprender cémo calcu-

lar #*¥ con una miquina.

e ,Cémo evitar que los alumnos pierdan interés por aprender las técnicas basicas

de cdlculo?
echo de que la miquina sabe calcular una de-
r «algoritmico» de cierlos problemas. En este
sentido puede resultar muy interesante mostrar las limitaciones de los sistemas utilizados
mediante ejemplos que pongan de manifiesto su incapacidad para resolver algunos pro-
blemas. Analizar los fallos de un sistema de software matematico resulta mas formativo
de lo que parece a primera vista, ya que perinite analizar téenicas de cdleulo y sus condli-
ciones de validez.

Es preciso tener claro que no se trata de
ordenadores de hoy sino personas que puedan lleg

Precisamente se debe intentar usar el h
rivada o un limite para incidir en el caracte

formar personas que sean capaces de usar los
ar a disefiar los ordenadores de mafiana.

o ;Cdmo evitar que los alumnos pierdan interés por aprender Matemdticas?

Si a un alumno s6lo se le muestran las capacidades de un SCS, puede llegar a creer
que el estudio de teorfas y conceptos mateméticos estd fuera de lugar, ya que todo, o al
menos casi todo lo que €l va a necesitar en su vida profesional (si se piensa en un inge-
niero) lo puede hacer un ordenador.

Anle estas «conclusiones» €8 necesario mostrar que solo la riqueza del pensamiento
matemético y de la mente humana son capaces de enfrentarse a nuevos problemas elabo-
rando estrategias similares a las que se conocen. El disefio de teorfas y técnicas para re-
solver nuevos problemas 6 problemas clasicos de un modo mis eficaz puede ser un buen

aliciente para estudiar Matematicas.

e ;Como fomentar el sentido critico?

Hay que evitar a toda costa la fe ciega en el ordenador. Para esta larea s puede sa-
allos que tiene cualquier programa procurando situaciones contradic-

car partido de los f
ar la coherencia de los resultados.

torias que obliguen al alumno a analiz
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Tamblen se puede favorecer el desarrollo de la capacidad critica haciendo resol

un mismo problema mediante diferentes procedimientos (gréafico, numéri i o)

y contrastando resultados. numerico. snaftce..)
Mucho menos trascendentes son las dificultades debidas a falta de infraestruct

ya que, queramos o no, desapareceran en un plazo muy breve. En muy pocos afi urzll’

qu1er‘alumr10 ppdré disponer en su calculadora de bolsillo de un SCS como DE;?\I;;E-

Conviene pues ir pensando en la forma de afrontar esta realidad. ‘

4. La experiencia del Departamento de Matematicas de la EUI

~El Departamento de Matemadticas de la EUI propone trabajos con ordenador desd

el afio 1982. Las primeras préacticas consistfan en la programacién de algunos al or'tes )

estudiados en Calculo Numérico y el andlisis de datos estadisticos realizand ot

ma al efecto. P
A partir del aﬁo 1990 el uso de ordenador se hizo extensivo al resto de las asignat

del departamento, implementando éste en forma de «précticas de laboratorio» asga dur:ils

ser complemento de algunos temas especificos a parte integrante de todas las rr’laﬁeriaz o

4.1. Organizacion de las practicas

CualeEn la actuahdad. el De.:partamento de Matemadticas imparte ocho asignaturas de las
cual S cuaAtIo sl;)n obligatorias: Matemadtica Discreta, Andlisis Matemdtico y Métodos nu
éricos, Algebra, y Estadistica. Todas ellas cu i
cbra, ; entan con un plan de précticas con ord
2z I e_
Eadl;)r y los sistemas mds utilizados son DERIVE y STATGRAPHICS. En cada caso se
a . , . . . ’
dedigislcat('io la herram1e~nta mas apropiada al objetivo docente perseguido, y se ha evitado
ee r 1er(;1p0 a ensefiar .el uso del programa proporcionando a los alumnos, en cada
prac Ilj:a, to as. las instrucciones necesarias sobre la sintaxis del software elegido
" a ;)rganlzac1f)n docente es similar para todas ellas. Los alumnos disponen de una
gurs enla que estan rf.:dacta(.ios'todos los problemas que deberdn resolver a lo largo del
o ;) y alls correspondlentes indicaciones para cada uno de ellos. Para cada asignatura, to-
a(si aos alumnos tl‘enen una o dos horas semanales de clase en el laboratorio, un aula e,qui—
Eaciéco(? unos veinte order.ladores personales, donde trabajan por parejas y bajo la tutori-
acid 1110 : un .profehsor. :l final de cada hora de pricticas, o al cabo de varias sesiones si el
equiere, han de rellenar una hoja de respue
. ‘ stas con el
ciones, conclusiones, etc. ’ SRR
Con.el-;m cuanto al conte,n%do de las précticas, siguen la filosofia general de analizar o
jeturar resultados tedricos desde un punto de vista experimental. Lo que se pretende
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es que los alumnos descubran resultados que posteriormente se definirdn y estudiardn
con rigor en las clases de teorfa, o bien que reflexionen sobre conceptos y métodos de
trabajo vistos en clase, pero a un ritmo més personalizado y con el apoyo grafico, simbo-
lico y numérico que ofrece el ordenador.

En estas sesiones practicas el profesor se encarga de guiar el trabajo de cada alumno
y de corregir sus errores (en cierto sentido se podria decir que son unas «tutorfas activas
y en grupo»), y al mismo tiempo explica algunas reglas de calculo que en una clase tra-
dicional, sin mas herramientas que la pizarra y la calculadora, resultarian tediosas y poco
claras. Los problemas que no requieren una cantidad excesiva de calculo, de apoyo grafi-
co o que tienen un cardcter mds deductivo se hacen en las clases de problemas tradicio-
nales.

En general, se procura que no haya solapamientos entre los problemas de clase y las
précticas, y en estas ultimas se abordan cuestiones en las que el ordenador ofrece una gran
ayuda. En algunos casos se usa un algoritmo sobre varios casos particulares para detectar
condiciones suficientes y necesarias de convergencia; en otros, se estudian varias funcio-
nes de una misma familia para conjeturar sus propiedades comunes, y otras veces se usa el
ordenador como una simple calculadora que permite variar datos y obtener soluciones en
muy poco tiempo. En definitiva se hacen «experimentos» con el objetivo concreto de
aprender Matematicas.

4.2. Opiniones de los alumnos y resultados académicos

El objetivo fundamental de las pricticas es ayudar a los alumnos a entender y utili-
zar adecuadamente las Matematicas, y una forma de saber en qué medida se alcanza este
objetivo es consultando su opinién.

En los dltimos afios, al finalizar el curso, hemos realizado una encuesta a los estu-
diantes en la que se les pide su valoracién sobre el tipo de ejercicios propuestos (interés,
dificultad y claridad del enunciado), la utilidad de los mismos para entender mejor los
conceptos que se tratan y la organizacién de estas sesiones: tiempo asignado, califica-
cidn, etc.

La opinién de los alumnos, en general, ha sido muy positiva. La valoracién media
del interés y la utilidad de las cuestiones propuestas es bastante alta (entre 3.5 y 4 sobre
5) y casi todos coinciden en destacar el apoyo que suponen para entender mejor las asig-
naturas y estudiar con regularidad. En este sentido sefialan que son un buen complemen-
to a los problemas de clase, pero que tanto unos como otros son NEcesarios.

También destacan el hecho de que el apoyo grafico les ayuda a asimilar mejor algu-
nos conceptos y que lo més positivo de las sesiones con ordenador es la posibilidad de
experimentar formas de resolver problemas sin pasar por la fase de los célculos y con la
certeza de que los errores en la solucién sélo se deben a planteamientos incorrectos.

50

En cuanto a los resultados académicos, merece la pena destacar dos hechos: por una
parte, la asistencia a clase es cuantitativamente mayor que en los afos precedentes y se
mantiene mds o menos en el mismo nivel durante todo el curso. Y por otra parte, el in-
cremento del rendimiento de los alumnos se ha hecho patente en el ndmero de aproba-
dos, que ha pasado del 30% al 65% en unas asignaturas y del 22% al 50% en otras, aun-
que es dificil aislar la influencia de las pricticas en esta mejora.

Estos datos permiten medir de alguna manera los resultados de nuestras practicas,
pero tal vez lo miés significativo no sean los niimeros, sino las impresiones que hemos
ido recibiendo los profesores involucrados en esta experiencia.

La mayoria hemos observado que los alumnos realmente se ponen a hacer problemas
y a pensar estrategias de solucion cuando se sientan frente al ordenador, que acuden a cla-
se con asiduidad, incluso, a veces, hay que «empujarlos» para que salgan del laboratorio,
y tal vez lo mds importante sea que algunos han llegado a ver las Mateméticas como algo
dtil y divertido. Segun sus propias palabras: «Las practicas ayudan a comprender lo dado
y es cuando te enfrentas a si realmente lo has entendido o no. Ademds, hacen que las ma-
tes no sean odiosas».

4.3. Opiniones de los profesores

Desde que conocimos los SCS, los profesores del Dpto. de Matemiticas de la EUI
asumimos con entusiasmo la tarea de incorporarlos a nuestra docencia y, més por intui-
cién que por conocimiento, apostamos por el éxito de la empresa. No serfa honrado ocul-
tar que sin esta voluntad de dnimo las pricticas no habrian llegado a formar parte de los
planes de estudio actuales.

Es cierto que desde el primer momento fueron bien acogidas por los alumnos y que
su actitud nos animé a seguir trabajando en esta linea, pero no es menos cierto que su de-
sarrollo y puesta en marcha ha supuesto un esfuerzo de creatividad y una inversion de
tiempo mucho mayores de lo esperado.

Por una parte, ha sido necesario buscar la manera de enfocar la docencia de los con-
ceptos matematicos desde un punto de vista totalmente diferente, y por otro hemos teni-
do que modificar los contenidos de nuestra ensefianza para buscar la vertiente de mate-
madtica aplicada que en muchos casos desconociamos.

Esta tarea ha resultado enriquecedora tanto para alumnos como para profesores y en
estos momentos podemos decir que gracias a la aparicién de los asistentes matematicos
la ensefianza de las Matematicas en la Universidad, o al menos la nuestra, ha rejuveneci-
do.

A grandes rasgos, nuestra valoracion global es positiva, aunque a veces el resultado
obtenido (niimero de aprobados y sus calificaciones) nos parece pobre en relacién con el
esfuerzo realizado.
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5. Ejemplos concretos de actividades practicas

En esta seccién se presentan algunos ejemplos coneretos que estdn (o han estado)
incluidos en los planes de practicas de las distintas asignaturas. S6lo se pretende ilustrar
un poco las distintas filosoffas posibles que se pueden seguir en el disefio de los experi-
mentos matemdticos.

5.1. Los calculos largos no son problema

Una de las utilidades més inmediatas del sistema es la de actuar como una polente
calculadora, de este modo es posible abordar aquellos problemas que, pese a tener inte-
rés pedagbgico y resultar motivadores para el alumno, se solian rechazar en un curso tra-
dicional por requerir cilculos excesivamente laboriosos. Veamos un ejemplo de uno de
estos problemas:

Se quicre diseiiar el perfil de un automé6vil que se ajuste a las caracteristicas de la fi-

gura.

Figura 2

Los datos mds relevantes son los siguientes:

— En x = 0 la altura debe ser O y la pendiente 1.

— En x = 1’2 la altura y la pendiente serdn 0’5.

— Enx=2laalturaserd 1,y enx =3, 1’05 (para estos puntos no s¢ dispone de da-
tos sobre la pendiente).

— Enx =38 la altura debe ser 0’6 y la pendiente —2/3.

— En x =45 la altura serd 0 y la pendiente —3’5.
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Encontrar una funcién interpoladora apropiada.
Para resolver este problema se va guiando el trabajo del alumno.

La funcién pedida, que pod
’ . i podemos denotar por S, deb i i
[0, 4°5] y ajustarse a la siguiente tabla P e e continuiy dertvable en

X fx) fix)
0 0 1
1’2 0’5 0’5
2 1 2

3 1°05 ?
38 0’6 ~2/3
4’5 0 -3’5

on la informacién de la que se dispone se puede definir una funcién tipo esplin ci-

l)]CO, que \/Ll]!:,gl deldd i?“l un [)() Inomio (le tercer g]a(l() en (:a(la Hne]\/al() I)C X. En
l .
este caso serian .; [30|II][)IIIID.‘3

P(x):=ax’ +bx+cx+4,
Px):=ax®+ by + ¢x +d,
Py(x): = ax® + bx? + cX +d,
P):=ax’+bx?+cx+d,
Pi(x): = a0 + box? + cox + d

s . . o .
Z obtle?nf:n los coeficientes definiendo veinte ecuaciones, a partir de las condiciones
adas y pidiendo «suavidad» en los puntos de unién.

P . _ .
ara cada i = 1, ..., 5 se define DP.(x) como el polinomio derivado de P(x) y

D2P(x) como la segunda derivada. Se deben verificar las ecuaciones

P0)=0, P(I'2)=0'5, P(1'2)=0’5, P,2)=1, P,2)=1,
Py3)=105, P,(3)=105 P,(38)=06, P(3'8)=06, P4’5)=0,
DP©)=1, DP(1'2)=0’5, DP,(1'2)=0'5, DP,2)=DP,(2),
D2P,(2)=D2Py(2), DPy3)=DP,3), D2P3)=D2P,3),
DP(3'8)=-2/3, DPy(3’8)=-2/3, DP(4°5)=-35
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Para resolver con DERIVE este sistema en las incognitas a, ey Ay by, o, bs, ¢y ooy
€5 s oy dgy usamos la instruccion SOLVE ([ecuaciones], [incégnitas]), y se obtienen
los coeficientes buscados, con lo que

Pi(x)=235x3 25,2 4 &
54" 24

Po(x) = — 11765,3 , 2563 2 _ 29049, | 7829
205687 " 1344 1344 6160

P3(x) = 37_x3 _5105,2 4 8739, _ 6753
1056°  7392° " 3080" 3080

Pa(x) = 18115 13207419, , 169713, 1060887
1182727 1182727~ 28160 197120

Ps(x) = — 51503 | 62035 2 _ 83018, | 111276
10297 1029 343 343

La funcién es

P (x) sixe [0, 1°2]
P,(x) sixe [1°2,2]
S )= Pa(x) sixe [2,3]
P,(x) sixe [3,3'8]
P(x) sixe [3’8,4°5]

Después de haber calculado la funcién S el alumno usard DERIVE para obtener su
representacion grafica y comprobar que se ajusta al enunciado.

Conviene notar que DERIVE resuelve (de modo exacto) el sistema de veinte ecuacio-
nes con veinte incégnitas en muy pocos segundos. Este ejercicio practico se completa pi-
diendo al alumno que cambie (a su gusto) el modelo de automavil, proponiendo las modi-
ficaciones necesarias en la tabla de datos, obteniendo a continuacién la correspondiente
funcion § y realizando la representacion gréfica. En esta parte, que les resulta relativamen-
te dificil, utilizan DERIVE para hacer ensayos con agilidad, pues es relativamente compli-
cado prever la incidencia en el resultado final de las modificaciones en la tabla de datos.

5.2. Modelizacion de aplicaciones practicas

Una de las tareas més dificiles para los estudiantes es la modelizacién matematica
de un problema que estd formulado en lenguaje natural. Estos problemas suelen provenir
de situaciones reales y es razonable que un ingeniero sepa tratarlos y resolverlos. A con-
tinuacion mostramos dos ejemplos: uno que utiliza conceptos de Algebra Lineal y otro
de Anélisis Matematico.
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Estudio de poblaciones:

Los estudiantes de tres grupos de Algebra de la E.U.L estdn eligiendo profesor,
Cada dia el 5% de los estudiantes del grupo 1 pasan al grupo 2 y otro 5% pasan al grupo
3. De los estudiantes del grupo 2 el 15% pasan al grupo 1 y el 10% al grupo 3. Y de los
estudiantes del grupo 3, el 10% pasan al grupo 1y el 5% al grupo 2.

Para representar estas fluctuaciones se considera la matriz

90_ 15 10

100 100 100
M=|5 75 5

100 100 100
5 10 85

100 100 100 ‘

X
La distribucién de estudiantes de cada dfa se representa por el vector (xz) cuyas
coordenadas son los tantos por uno de estudiantes en cada grupo. X3

0,2
a) El primer dia la distribucién de estudiantes ests dada por el vector v = (0,5)
0,3

Calcular M - v ;Qué representa este resultado?
Calcular la distribucién de estudiantes al cabo de tres dias.

b)  Siun dia la distribucién de estudiantes es (82) , ,cudl era la distribucién el dia

anterior? Interpretar el resultado.

¢) (Es posible que haya dos dias consecutivos con la misma distribucién de estu-
diantes? Calcular, si existen, este tipo de distribuciones.

d) (Es posible que un dia lectivo no haya estudiantes en ningtin grupo? (Cuantos
estudiantes habria el dia anterior en cada grupo? Interpretar el resultado.

Si M se interpreta como la matriz de una aplicacion lineal, ;qué nombre reciben
las distribuciones de estudiantes que «desaparecen» al dia siguiente?

e) Estudiar si la distribucién de estudiantes tiende a estabilizarse.

INDICACION: Se puede calcular la distribucion de estudiantes al cabo de 50, 60, vees
100 dias con la instruccién VECTOR (M" . v, n, 50, 100, 10).
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Costes de produccion:

En una empresa, el coste de fabricacion de n de sus productos viene determinado

por la sucesién recurrente
a,=10 a=2n+a, _,

E1 empresario recibe una oferta con la cual es posible la fabricacion, en iguale_s
condiciones de calidad, con un coste de la primera unidad fabricada b, = 1000y, a partir

de aqui el coste del n-ésimo articulo fabricado seria log n + }l—

Estudiar el interés de la oferta en funcién del nimero de unidades fabricadas y es-

cribir las conclusiones justificindolas.
Para ello, seguir los siguientes pasos:

__ Primero, hacerse una idea de como van siendo los valoresde a, y b, al aqmentar
n. Esto puede hacerse calculdndolos para distintos valores de n (por ejemplo,
aproximando VECTOR ([, a(n), b(n)), n,1,101,20) que nos da }os costes de fa-
bricar 1, 21, 41, 61, 81 y 101 articulos, siendo a(n) y b(n) funciones que repre-
sentanaa, y b, respectivamente). '

— En segundo lugar, estudiar el orden de magnitud de las sucesiones a, y b,.

INDICACION: Para a, se puede resolver la ecuacién en diferencias.
Exponer las conclusiones.

5.3. Experimentando con el método de Newton

Es relativamente frecuente que los alumnos apliquen un teorema sin pararse a com-

probar las hipétesis, o que no distingan el cardcter necesario del suficiente en una cierta

condicién. 3 - 1

Con el ejemplo que se presenta a continuacion se pretende profundizar en el teore-
ma que proporciona condiciones suficientes de convergencia de la sucesion generada poi
el método de Newton para la aproximacion de una raiz real. E1 ejercicio propuesto es €

siguiente:

‘. 4x -7 .- P .
a) Comprobar analiticamente que la funcion f(x) = -5 tiene una unica raiz

(concretamente en el punto x = 7/4 = 1.75).

b) Aplicar el método de Newton en [1.6, 1.8], comprobando grificamente condi-

. P . e 2
ciones suficientes de convergencia. (En qué punto conviene empezar a iterar?
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¢) Describir lo que ocurre al aplicar Newton empezando en 1.6 y explicar por qué.
d) Describir lo que ocurre al aplicar Newton empezando en 3 y explicar por qué.
€) Describir lo que ocurre al aplicar Newton empezando en 1.5 e intentar explicar
por qué.
En un ejercicio previo el alumno ha definido la funcién

NEW(n, x,): = ITERATES (x —f (x) | dif (f (x), x), X, X,, )

Cuando se pide a DERIVE que aproxime esta expresion, devuelve el resultado apro-
ximado de 7 iteraciones del método de Newton aplicado a la funcién f'y tomando como
valor inicial x .

Con Jos distintos apartados se pretende ver c6mo, cuando no se cumplen las condi-
ciones suficientes de convergencia, la sucesion generada puede converger a la raiz bus-
cada, diverger o converger a un valor diferente (concretamente con x,=15 la sucesion
converge a 2).

5.4. El ordenador ayudando a pensar

En el ejemplo que sigue se presenta otra forma de usar el asistente matemético. En
este caso con la pretensién de que el alumno razone y sea capaz de «descubrir» propie-
dades matematicas.

Uno de los objetivos académicos, presentes en cualquier curso de Cdlculo del pri-
mer afio de Universidad, es conseguir que el alumno asimile la interpretacién de las pro-
piedades analiticas de una funcién sobre su grifica. Las propiedades mas estudiadas son
continuidad, derivabilidad, limites, comportamiento asintético, crecimiento, extremos,
etc., y uno de los problemas cominmente propuestos es el estudio de asintotas oblicuas.

La forma tradicional de tratar esta cuestion es ensefiar a calcular los coeficientes a y
b de la recta y = ax + b, asintota oblicua de f{x), y posteriormente utilizar esta informa-
cién para obtener la grafica de y = f{x) .

Actualmente, las capacidades de un programa como DERIVE permiten abordar este
problema con otra metodologia: a partir de la gréfica de la funcién el estudiante puede
conjeturar la existencia de asintotas oblicuas y tantear para calcular el valor de los para-
metros a y b.

La practica que proponemos es la siguiente:

R tar graficamente la funcid x) =
epresentar g uncién f(x) AT i

a) Hallara = lim @:

X —> oo X

b) Representar graficamente la recta y = ax. ;Qué relacién tiene con la grafica de
f(x)? (Haciendo zoom se puede observar mejor, escala x: 5, y: 5 por ejemplo).
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i i { arecta y = L . Buscar
¢) Calcular «a ojo» la distancia entre fix) y larecta y = ax cuando x —)w ! o
un valor b tal que la recta y = ax + b «coincida» graficamente con f{x) cuando
— oo, (Representar la recta para distintos valores de b hasta encontrar una elec-
cion valida.)
d) Calcular lim (f(x) —ax)
x>0
. Qué relacion tiene este valor con el b hallado en ¢)?
¢Cual es la asintota oblicua de f(x)?

© PO

asintota oblicua la recta y = 2x — 1. _ '
f) Calecular los limites necesarios para justificar el resultado anterior y representar

conjuntamente la gréficas de la funcién y la recta.

e) Dada g(x) B Gk . buscar un polinomio p(x) tal que g(x) tenga como

5.5. DERIVE como ayuda previa al razonamiento analitico

En muchas ocasiones se plantean problemas del ti.po: 3
«Estudiar el comportamiento de...» y a continuacién se pone una funcidn, una suce-
16 rie. una integral impropia, etc. .
Slon’llij: 2:3:teos ;asos el a%umnoﬁziene que, en primer lugar, imaginar lo que ocurre }i des-
pués demostrarlo con un cierto rigor. En esta situa’c%én el.ordenadgt puede serleturtlldga(riz
el primer paso, y no solo por sus capacidades gréficas sino t.ar.nbler/l por su Sr(; e;uceSiO_
célculo. Un ejemplo de esta utilidad se puede ver en un ejerciclo pract}go SO N
nes definidas de modo recurrente, con el que se pretende pqr}]er de mani 1estot a ;;;)mo de
portancia que tienen los primeros términos de una sucesion en el comportam

ésta.
Dada la sucesién definida por

n2+10

=7 Xnp,=X,._
=T ml 2

a) Escribe una funcion DERIVE, H(n), que delcp'ﬂ‘ine los n primeros Erminos de
la sucesion (se puede hacer de varias formas distintas). ) ‘

b) Estudia monotonia y acotacion (cscrihft H(20) para \iE‘-l: qué T)(.:.t{l,le). e

¢) Intenta encontrar una expresion explicita para x,, (Cudnto crees que puede Vi

lerel lim x,?
n— oo

La sucesién propuesta no €s m
término décimo es decreciente. El

onétona, al principio es creciente, pero a partir del
alumno deberd explicar la razén de este comporta-
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miento, después de haberlo observado, y posteriormente demostrard, formalmente, que
la sucesion es convergente.

Sobre el valor del limite sélo se les pide que lo encuentren de forma intuitiva, por
ejemplo representando gréficamente los términos comprendidos entre x,,, ¥ X5, de 1a
sucesion, y que justifiquen el resultado obtenido. Una demostracién «rigurosa» de que el
limite es cero no es accesible a las alturas del curso en que se hace esta practica que co-
rresponde al primer tema de la asignatura de Andlisis matemadtico de primer curso.

BIBLIOGRAFIA

[1] ABELLANAS, M.; GARCIA, A.: «Laboratorio de Matemdticas». Actas de las Jornadas sobre
la innovacién emergente como medio de mejora de la calidad de la ensefianza en la Ingenie-
rfa. Universidad Politécnica de Madrid, 1991. p. 286-292.

[2] ABELLANAS, M.; GARCIA, A. (Eds): « Actas de las Jornadas sobre Ensefianza experimental
de la Matemdtica en la Universidad». Universidad Politécnica de Madrid, 1992.

|3]  AKRITAS, A.G.: «Elements of Computer Algebra with Applications». Wiley, 1989.

[4] BLANCO, G.; de la CruUZ, A.; GARCIA, A. y otros: «Prdcticas de Matemdticas. Algebra y
Cdlculo con Derive y Mizar». Escuela Universitaria de Infomdtica (U.P.M.), 1991,

[5] BROWN, D.P.; PORTA, H.; UHL, J.J.: «Calculus & Mathematica». Addison-Wesley, 1992.

[6] BUCHBERGER, B.; COLLINS, G.E.; Lo0s, R.; ALBRECHT, R. (Eds.): «Computer Algebra.
Symbolic and Algebraic Computation» (2* ed.). Springer-Verlag, 1983.

[71 DAVENPORT, J.; SIRET, Y.; TOURNIER, E.: «Computer Algebra. Systems and Algorithms for
Algebraic Computation». Academic Press, 1988,

[8] DERIVE. «User manual». Version 2.5. Soft Warehouse Inc., 1992.

[9] ELLis, W.; Lobl, E:: «Maple for the Calculus Student». Brooks/Cole Publishing Company,
1989.

[t0] EVANS, B.; JOHNSON, J.: «Uses of Technology in the Mathematics Curriculum». Cipher Sys-
tems, 1990.

[11] GaArcia, A(Ed.): «Prdcticas de Matemdticas con Derive». CLAGSA, 1994.

[12]  GARCiA, A.; MINANO, R.; RINCON, F. «Using Derive to teach Mathematics for Computer
Science Students». Actas de International Spring School on the Didactics of Computer Al-
gebra. Krems ,1992.

[13] GARCIA, Ay otros:«;Se entienden mejor las Matemdticas ante el ordenador?». Memorias
del Congreso Iberoamericano de Infomdtica Educativa. Computadoras, Educacién y Socie-
dad. Santo Domingo, 1992.

[14] GILLIGAN, L.G.; MARQUARDT, I.F.: «Calculus and the Derive program: Experiments with
the computer» (2* ed.). Gilmar Publishing Company, 1990.

[L5] GuzMmAN, M.; RUBIO, B.: «Problemas, conceptos y métodos del andlisis matemdtico. Estra-
tegias del pensamiento matemdtico. Vol. 3». Pirdmide, 1993.

[16] HALMOS, P.R.: «Is Computer Teaching Harmful?». Computers and Mathematics. Notices of
the American Mathematical Society, 38, (1991), p. 420-423.

[17] HerMAN, E.A.: «Mathematica-A Review». Notices of the American Mathematical Society,
35 (1988), p. 1334-1344.

59



[18]
(19]
[20]

[21]
[22]

[23]

[24]

{25]
[26]
(27]
(28]
[29]
(30]

[31]
[32]

[33]
[34]
[35]
[36]

{371

{38]

HOWARD, J.C.: «Practical Applications of Symbolic Computation». IPC Science and Tech-
nology Press, 1979.
Hugso, J.L.; Roca, A.; TORREGROSA, J.R.: «Matemética Aplicada. Pricticas con Ordena-
dor». U.P. Valencia, 1992.
JAMES, D.A.: «Computers in Calculus. The Dearbon Project». Notices of the American
Mathematical Society, 37 (1990), p. 8-11.
LEINBACH, L.C.: «Calculus Laboratories using Derive». Wadsworth, 1991.
Lias, A.; MARTINEZ, A.:«Using Derive: an experience in Algebra and Discrete Mathema-
tics». Actas de Krems’93 Conference on Teuching Mathematics with Derive. Krems, 1993.
LLORENS, J.L. «Introduccion al uso de Derive. Aplicaciones al dlgebra lineal y al cdlculo
infinitesimal». U.P. Valencia, 1993
LORET, G. y PRIETO, M. (Eds):«Consideraciones acerca de la construccion de sistemas tu-
toriales inteligentes». Departamento de Ciencias de la Computacion. Universidad de la Ha-
bana.
MARTINEZ, M.A.: «Algebra lineal con Derives, Actas sobre nuevas tecnologias en la ense-
fianza de las matematicas en la Universidad. Valencia, 1993.
MARTINEZ, M.A.; MINANO, R.: «Limits with Deriver. Comunicacion en First International
Derive Conference. Plymouth, 1994.
MaRrTiNEZ, M.A.; MINANO, R.; RincON, E.: «Teaching some numerical methods with Deri-
ve». Comunicacion en First International Derive Conference. Plymouth, 1994.
MASON, J.C.; Cox, M.G. (Eds.): «Scientific Software Systems». Chapman and Hall. 1990.
MIGNOTTE, M.: «Mathematics for Computer Algebra». Springer-Verlag, 1992.
MORALES, F.: «Riemann: Un entrenador inteligente para el Cdlculo Integral». ADIE Jun.
92 p. 32-35.
RAYNA, G.: «Reduce. Software for Algebraic Computation». Springer-Verlag, 1987.
RETER, C.; YUSTER, T.R.: «Computers in Mathematics at Lafayette College». Notices of
the American Mathematical Society, 37 (1990), p. 124-178.
RYAN, R.A.: «Use of MACSYMA and MAPLE in Mathematics teaching UCG». IMS Bulle-
tin, 24 (1990), p. 55-58.
SMART, R.: «Computers in the University of Wisconsin, Madison Mathematics Depart-
ment». Notices of the American Mathematical Society, 36 (1989), p. 545-553.
STEEN, L.A. (Ed.): «Calculus for a new century. A pump, not a filter». Mathematical Asso-
ciation of America, 1990.
VARIOS, «Prdcticas de Andlisis Matemdtico y Métodos Numéricos». Departamento de Ma-
temdtica Aplicada. E.U. Infomdtica (U.P.M.), 1993.
VILLEN, J. y otros: «[insefianza de las Matemiticas en la Universidad: El laboratorio de
Matemdticas». Memorias del Congreso [beroamericano de Infomdtica Educativa, Computa-
doras, Educacién y Sociedad. Santo Domingo, 1992.
WOLFRAM, S.: «Mathematica: A System for Doing Mathematics by Computer». Second Edi-
tion. Addison-Wesley, 1991.

60

Algoritmos matemaéticos y derecho industrial

Miguel Angel Gallardo Ortiz
Profesor de la Universidad Carlos Il
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tes en sus estatutos juridicos que sin duda afectarén a la actividad y a los intereses de los
matemaéticos de todo el mundo.

Sin embargo, no todos los paises tienen el mismo grado de compromiso ni marcos
legales remotamente homologables. Las diferencias legislativas en relacién con la pro-
piedad intelectual y copyright por un lado y el derecho industrial y las patentes por otro,
crean unas tensiones internacionales que para algunas tecnologias provocan situaciones
injustas e incluso absurdas y que tampoco facilitan el desarrollo del conocimiento ni la
proteccidn del interés general, o tan siquiera el particular.

Como principio general, cabe distinguir entre las ideas y su expresién por un lado
del andlisis tecnico-juridico, y por el otro, entre lo que es Ciencia y lo que sélo es Tecno-
logfa. Lo primero sélo se reconoce, y lo segundo, se protege mejor y se autoriza, dentro
de ciertos limites, su explotacion exclusiva.

Copyright. La propiedad intelectual y las Matematicas

Todas las artes y oficios, desde siempre, han guardado celosamente sus mds distin-
guidos secretos. Las leyendas y las tradiciones estdn repletas de anécdotas entre cripticos
maestros y audaces aprendices. Y para cualquier mente cultivada, muy pocas cosas pue-
den ofender tanto como una piblica acusacion de plagio.

Pero el cuidado y la estima del buen nombre no bastan para garantizar que el talen-
to, y el esfuerzo de muchos afios, no se vean seriamente comprometidos por la avaricia,
incluso cuando sélo se trata de atribuir honores y el legitimo derecho al reconocimiento
publico que todo autor original merece.

Los matematicos podemos recordar algunas efervescentes y muy controvertidas eta-
pas de la Ciencia, y algunos destacados personajes, que ilustran encendidas disputas por
la titularidad de descubrimientos tan fundamentales como sin duda lo es el Célculo Infi-
nitesimal en la Historia de las Matematicas. Otra ciencia, hace pocos afios, sufrié una
importante convulsién por la titularidad de un descubrimiento tan vital para la humani-
dad como fue el virus del SIDA, pues uno de sus principales investigadores se sintié vic-
tima del lento y complejo proceso de publicacidn de las revistas cientificas internaciona-
les.

En nuestro pais, y hoy en dia, los mateméticos disponen ya de varios procedimien-
tos con los que reservarse el derecho a reivindicar la titularidad de sus ideas originales.

En primer lugar, encabezar cualquier escrito con una (C), seguida del afio en curso y
el nombre de su autor, editor u otros titulares, reserva automaticamente todos los dere-
chos asociados al Copyright, segin los principios del Convenio de Berna de 1886 y su
posterior revisién, en Paris en 1971. Es una buena costumbre editorial que, lamentable-
mente, muchas veces se descuida.
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Por otra parte, en algunos casos puede ser mds interesante, al menos desde el punto
de vista industrial, el utilizar técnicas de proteccién basadas en criptologia, la limitacion
de la ejecucion de las copias no licenciadas, y en cualquier caso, se debe personalizar el
software tanto como sea posible.

Tanto para reclamar derechos posteriormente, como para ofrecer garantias perma-
nentes a los usuarios del software, conviene considerar aqui la posibilidad de hacer un
depésito notarial del c6digo fuente de los programas.

Las patentes y las matematicas

Aqui y ahora no es posible patentar ni algoritmos ni férmulas matemadticas, inde-
pendientemente de cuél sea su complejidad o su utilidad. Sin embargo, es previsible que
esta situacién cambie sustancialmente debido a las circunstancias tecnolégicas interna-
cionales, y a los poderosos intereses que reclaman un cambio de la politica industrial y
cientifica al respecto.

Como se ha mencionado anteriormente, las ideas en si, y las Matemiticas, en princi-
pio, no 50N otra cosa, no pucden patentarse, sino s6lo su materializacién en invenciones.

Sin embargo, la legislacion norfeamericana si que permite patentar algoritmos, 1o
cual estd originando una curiosa industria, basada en empresas que tienen como dnica
actividad licenciar los algoritmos cuyos derechos adquieren.

Uno de los mas conocidos ejemplos es el del algoritmo criptolégico para firmas
electrénicas RSA, y més recientemente, el algoritmo LZW de U nisys para codificar en el
formato de archivos graficos GIF, pero también existen interesantes ejemplos en com-
presion, correccion automética de errores, tratamiento digital de imigenes y sonidos,
mas o menos ingeniosas aplicaciones de la teoria de juegos o la inteligencia artificial, y
otras técnicas directamente basadas en algoritmica.

Pero como decimos, s6lo pueden protegerse los programas, modems, multimedia y
criptosistemas que se construyan con ellos, aunque fuera de los EEU U nada impida toda-
via el copiar literalmente toda la secuencia de operaciones de cualesquiera de ellos, y
luego codificarla como mejor convenga en cada momento y circunstancia.

Esta anacrénica situacion puede desequilibrar durante muchos afios la productividad
matemélica europea, ya que existen amplios catdlogos de algoritmos cuyos derechos in-
dustriales estdn reivindicados casi exclusivamente por norteamericanos, mientras que,
debido a la imposibilidad de explotarlos comercialmente, son muy pocos los europeos
que reivindican este tipo de derechos, y muchos menos aiin los que consiguen alguna
rentabilidad econémica.

Desde hace pocos afios, el precio total para la concesion de una patente solicitada
directamente por el propio inventor en Espafia se ha encarecido sustancialmente puesto
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La historia de la Matematica
como recurso didactico
(1.2 Parte)

Mariano Martinez Pérez

Prof. Universidad Complutense de Madrid

Me es muy grato publicar este modesto trabajo en la revista de la Socie-
dad Puig Adam de Profesores de Matemdticas.

A mediados de los arios 50, varios grupos de mds de 110 alumnos por aula
del Instituto de San Isidro de Madrid esperdbamos cada dia la llegada de Puig
Adam, abrigo gris marengo y bufanda blanquisima, que empezaba enseguida a es-
parcir por encima de nuestras cabezas las explicaciones, tranquilas pero cdlidas y
emotivas, sobre no sé qué aventuras que le pasaban a unas rectas y a un plano.

El no podia saberlo (;o si?) pero a algunos de aquellos rapaces nos llegaba un
claro mensaje de que la matemdtica encierra una gran belleza ( ;quién lo diria?).

A su memoria, dificil de olvidar.

Agradezco a mis alumnos de Historia de 5.2 curso de la Facultad de Matemdticas
sus comentarios y discusién conjunta de este papel.

1. Introduccion y declaracién de intenciones

Cuando se puso en marcha el Seminario de Historia de la Matemadtica en nuestra Fa-
cultad de Mateméticas de la Universidad Complutense, hace ahora quince afios, la histo-
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fia de la matemdtica era un campo de conocimiento ignorado por casi todos los matemi-
ticos y, en consecuencia, como casi siempre, desdefiado. La actitud de la mayoria de los
matematicos hacia el pequeio grupo de chalados que $e dedicaba a estas rarezas indtiles
iba de la indiferencia mads condescendiente a la hostilidad manifiesta en algunos casos

(pocos, por fortuna) ;Bueno, el que no vale para otra cosa...!

Con el paso de los afios esta actitud ha cambiado esencialmente. La difusion y apre-
ciacién de la importancia de la historia de la matematica por parte de muchos profesores
e investigadores, al menos en nuestra Facultad, es hoy grande, Y confiamos en que haya
contribuido a mejorar la ensefianza misma de la matematica en este nivel superior. Una
prueba indirecta de este cambio de actitud estd en el funcionamiento en la Facultad, des-
de hace varios afios, de los cursos del titulo propio de Historia de las Matemiticas, para
licenciados (profesores la mayorfa), excelentemente conducidos y coordinados por el
profesor Jests Fortea Pérez, Otra prueba estd en la inclusion en el nuevo plan de estudios
a punto de entrar en vigor, de dos asignaturas de historia de la matematica, en primero y
segundo ciclo respectivamente.

Al mismo tiempo han ido apareciendo traducidos en el mercado librero espafiol una
buena cantidad de textos basicos (y algunos mds especializados) sobre el tema, lo que
supone una ayuda muy importante a su difusion.

Sin embargo, en los extensos dominios de la ensefianza media, la inmensa mayoria
de los profesores de matemdticas, incluso jovenes, no han tecibido en la Universidad
practicamente ningtin conocimiento de historia de la matemdtica (jy, para mds inri toda-
via, cuando los han recibido han solido ser topicos archirrepetidos falsos o deformados!).

A pesar de estas malas condiciones, mi experiencia personal impartiendo algunos
cursos y conferencias sobre el tema, me ha demostrado que ya hay entre los colegas de
ensefianza media un interés bastante extendido, y que crece rapidamente, por conectar
con la historia y explorar sus posibles aplicaciones a mejorar la ensefianza de la matema-
tica a este nivel, que s¢ ve aquejada de tantos problemas.

La intencién més importante de este trabajo es precisamente la de abundar en ello,
defendiendo, dentro de las posibilidades de un espacio muy reducido, la importancia
fundamental que tiene para el «ensefiante» de matematicas el conocer, cuanto més a fon-
do mejor, la historia de esta ciencia que ensefia, toda ella, de los antiguos a los moder-
nos. Esta conviceion, tan radical aparentemente, me fue ganando a medida que me iba
introduciendo cada vez mis, tanto en los momentos de brillantez como en los 0scuros Ie-
covecos de la historia de la matemdtica.

Dentro de un campo tan extenso, no €s casual que, aun siendo importantes los he-
chos concretos, menudos, los detalles materiales explicitos de 1a evolucién histérica, lo
sea mucho mis el desarrolio de las grandes ideas, los esfuerzos de siglos y milenios por
capturar y dominar conceptos de una profundidad y complejidad insospechadas cuando
el hombre los empez6 a manejar. Volveremos sobre ésto en el parrafo IL.

Declarada brevemente cudl es mi intencién, debo afiadir enseguida, para evitar con-

fusiones, cudl no es mi intencion.
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saber lo que han hecho otros hombres en épocas pasadas. Pero la pregunta sigue ahi:
jpor qué? El hombre no ha tenido casi nunca una vida demasiado facil (seglin épocas,
claro) y los problemas de supervivencia que le ha ido planteando la vida diaria parecian
mis que suficientes como para monopolizar su atencion y disuadirle de distraerla en evo-
car el «pasado» que ya no se puede cambiar y no plantea problemas.

La explicacion de la «simple y desinteresada curiosidad» por la historia encuentra
un apoyo fécil: Cuando leemos los hechos de nuestros antepasados parece claro que,
ademds de vivir nuestra propia vida real y concreta (que puede ser muy anodina), vivi-
mos otras vidas, es decir, entiquecemos nuestra vida, vivimos mds o de manera m as inte-
resante. Nosotros no hemos explorado las fuentes del Nilo, ni hemos conquistado Méxi-
co ni hemos descubierto las leyes de la gravitacion universal, pero si leemos la historia
de estos hechos, parece que en cierto modo los hemos vivido. Y esto «satisface» o colma
nuestra «curiosidad».

iMuy bien, muy bien! Pero eso atin no contesta a la pregunta ;por qué tenemos esa
«curiosidad», ese gusanillo?

Antes de seguir el rastro a esta pregunta fascinante, cabe pararse a considerar lo pa-
recidas que son a este respecto la historia y la literatura. También leyendo una gran no-
vela parece enri(uecerse nuestra vida, al vivir «per accidens» otras vidas, las de los per-
sonajes de ficcion. La diferencia en el caso de la historia estd precisamente en que
sabemos que todo ha sido realidad y no ficcién. No cabe duda de que producird una ma-
yor emocion el sentir el calor de las huellas seguidas de otros hombres tan de carne y
hueso como nosotros mismos. Es ya una cuestion de intensidad «emocional».

Planteadas asf las cosas, Ortega y Gasset publicé en 1935 su importantisimo ensayo
«Historia como Sistema». No voy a privar al lector que lo desconozea del placer de leer-
lo y ponerse en contacto con las ideas de Ortega en sus propias palabras; al contrario,
creo que toda persona medianamente culta deberia leerlo. Pero necesitamos y nos basta
con un resumen muy breve.

Los griegos inventaron el método racional de conocimiento, la filosofia, para en-
frentarse al gran problema del conocimiento del mundo. Con este nuevo método lo que
se buscaba era una presunta realidad verdadera, inmutable y permanente, siempre la
misma, que estarfa detrés (0 debajo) de las apariencias cambiantes y engafiosas del
«mundo real». A esta realidad auténtica e inmutable la llamaron el «ser», la «esencia» o
la «naturaleza» de las cosas.

Su biisqueda e intento de conocimiento iba a ser la tarea de la «filosofia primera» 0
«metafisica» de Aristoteles.

De esta filosofia general se irfan diferenciando con el tiempo, tanto en su campo
concreto de problemas como en sus objetivos, todas las ciencias particulares. Estas cien-
cias «parceladas», como la fisica, la quimica, la astronomia, la matemdtica, conseguirian
avances tan impresionantes en pocos siglos, que a lo largo del siglo XIX la filosoffa pali-
decia de envidia, solfa decirse, ante 108 «6xitos de las ciencias».
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Sin embargo, como nos dice Ortega, estas gloriosas ciencias habian fracasado escan-
dalosamfante a la hora de explicar un hecho simple y modesto pero que nos es muy proxi-
mo: la vida humana, la vida como el quehacer cotidiano del hombre en su globalidag (que
no se reduge aparentemente a fisica, ni a quimica ni a una biologia «racional» que evita
margina cuidadosamente la «vida» concreta y actual). ’

La razén de tan ruidoso fracaso la encuentra Ortega precisamente en las peculiarida-
des de esa rara cosa que es el hombre. Quizés el hombre, la cosa mds cambiante que en
el mundg pueda encontrarse, no tenga eso de una «esencia», «ser» o «naturaleza» inmu-
:labl;:s, s(lino que todo en él. sea temporalidad y cambio. (Emilio Lled6 nos dice: «estamos
t ae; b(i)zn eeS trlrirlr;ft(:;: La vida es necesariamente tiempo, pero (gran paradoja) el tiempo

, En rfasumen', segﬁn Ortega, el hombre no tiene esencia, no tiene naturaleza, sdlo tie-
1;_1; dgltir;fr;b?é ‘hISIOI'la. Y hablando en sentido estricto hacer antropologia es hacer histo-

. Slorprendente: resulta asi que el interés «desinteresado» por la historia, por «pura
curiosidad», en el fondo no lo es, sino que el hombre necesita conocer su h,istoria para
saber de si mismo, para conocerse y saber a qué atenerse sobre sf mismo. ’

Es inevitable y muy ilustrativo el comparar la pura curiosidad por la historia con el
hambre. También en una interpretacién ingenua y simplista podria pensarse que la finali-
daq del comer es la de dar «placer» al sentido del gusto y «matar el hambre» Gnicamente
Evidentemente, la importancia real de alimentarse es mucho mds dramadtica y «necesaria».

. EI. hombre, cosa histérica. El hombre sélo tiene algo propio, su historia; ése es su a—'
trimonio, grande o pequefio. Y todas las creaciones del hombre tienen caréct,er histéricc?

La cultura en general, la ciencia, son inevitablemente histéricas, dependen del tier.n—
po. Son, en definitiva, creaciones vivas. ,

Y cuando se ensefia una ciencia como la matemética (por descender a nuestro tema con-
m:eto/ aqL.n? de_ manera a-histdrica,se esta ensefiando algo estdtico y muerto, que no viene de
ningun sitio ni va a ningiin otro El integrar en la ensefianza su cardcter hist(:)rico y cambiante
parece una de las pocas cosas que puede hacer fluir por las venas de esa ciencia sangre, vida
y calor. Y si el profesor ensefia algo vivo, los alumnos lo van a notar, y es lo més 16 ?co, na-
tural que, sobre todo a su edad, se interesen mds por algo vivo que p(;r algo muerto.g ’

III. Diversos aspectos de la historia de la Matematica, utiles,

importantes, incluso necesarios para la ensenanza de la
Matematica

Yamos a abapdonar por el momento las ideas tedricas generales que acabamos de
resumir, por muy importantes que sean, para bajar al terreno concreto que responde al ti-
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tulo exacto del trabajo. Se trata, ya lo hemos anunciado, de «demostrar» o justificar con-
cretamente la utilidad que puede tener la historia de la matemitica aplicada a mejorar la
ensefianza de la matemética misma (y casi lo mismo podriamos decir de las demds cien-
cias, fisica, quimica, astronomia, etc.).

En mi opinién, y limitindonos siempre a los niveles elemental y medio de la ense-
fianza (como de los 12 a los 18 afios o asf), hay que empezar por hacer una distincién
muy clara entre dos sentidos distintos (y complementarios) del significado que se le pue-
de dar a la expresi6n «aplicacién de la historia de la matematica a la ensefianza»:

1) Un primer sentido indirecto, tedrico y general: el que se refiere a los conoci-
mientos generales de historia de la matemética que conviene tenga el profesor, y
que, sin sacarlos directamente al aula por su generalidad misma, profundidad o
dificultad para ser entendidos, van a influir sin embargo decisivamente en su ma-
nera de presentar y explicar la asignatura en el aula.

2) Un segundo sentido directo, particular y concreto: el que se refiere a los materia-
les histéricos concretos y puntuales que, utilizados directamente en el aula, ante
sus alumnos, ayuden al profesor a hacer entender mejor (jsi Dios quiere, por su-
puesto, que todo parece indicar que no!) las ideas matemiticas que les va a ex-
plicar a esos alumnos.

Supongo que ante estos dos puntos 1)y 2), 1a mayorfa de los profesores pensardn
enseguida que el 2) es mucho més importante que el 1), si no incluso que es el Gnico re-
almente importante. La razén para ello es, sin duda, la de que la «utilidad» de 2), sea
después la que sea, se «entiende» bien sin més, de entrada. En cambio 1) a primera vista
parece pertenecer al terreno de los lejanos principios filoséficos, muy importantes ellos,
eso si, pero escasamente Utiles en la vida diaria.

En mi opinién, ocurre exactamente lo contrario. La importancia comparativa del as-
pecto 1) frente al 2) vendria a ser como de 10 a 1 (si hubiera que puntuarlos tan ruda-
mente). Lo que ocurre es que la gran importancia de 1) no es ficil de entender y apreciar
cabalmente mientras uno no se ha introducido lo suficiente en la historia de la matemati-
ca; no estd tan clara, en suma.

Asi pues, ¢no veremos la «verdadera utilidad» de la historia de la matematica para
nuestro trabajo de ensefiantes hasta que estemos bien introducidos en ella? ;no parece
pedirse demasiado? Pues estrictamente hablando asi es, y es bastante natural; lo mismo
viene a pasar con casi todos los conocimientos: uno no podrd sacarles partido, mucho o
poco, mas que si los tiene en alguna medida. Recordemos las palabras de Puig Adam en
uno de sus hermosos prélogos, el del Cdlculo Integral, donde dice, por cierto a continua-
cién de una defensa de la perspectiva histérica: Los #inicos conocimientos que no se apli-
can jamds son los que no se tienen. No vamos a saber todos de todo, pero algo més con-
vendria (seria necesario) saber.
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Quizds lo que mas dificulte en este caso el ver la situacién con claridad es el hecho
de que todos hemos sido victimas, como recorddbamos mds arriba, de una ensefianza de
la matemdtica (en todos los niveles) estrictamente divorciada y separada de lla historia
que la ha producido, partiendo del punto de vista aparentemente tan razonable que se ex-
presa en la pregunta: «pero jqué tendrd que ver la matematica auténtica, es decir la ac-
tual, con su penoso y complicado desarrollo histrico?» Y en la prictica ,todo se reducia
a deno.mmar con nombres de matematicos (desconocidos) a teoremas conocidos. Eso no
es la historia, ni mucho menos, por supuesto. ‘

' Permitanme adelantarles ya que algunos de los mds mayisculos errores, de los mds
importantes desde el punto de vista pedagdgico por su extensién y profundida’ld (como en
los mares y lagos), que se han producido en la ensefianza de la matemadtica a mediados
dff .este. siglo (en todos los niveles, repito), sélo se han podido producir por culpa de una
solida ignorancia de ese tipo de conocimientos generales acerca del desarrollo histérico

de las ideas matematicas a los que me refiero en 1) (Vé 4
éase més adel 5
- A, apartado B)- ( 4s adelante en el parrafo III

Int'entaré esmeradamente justificar un poco estas afirmaciones que pueden parecer
tan .r?dlcales, con unos cuantos ejemplos bastante generales. Se podria dar una «demos-
tra01.on» mds cumplida acumulando otros ejemplos como evidencia, pero eso exigirfa de-
masiado espacio, y pienso también que los colegas lectores y curiosos pueden buscar
otros muchos ejemplos por si{ mismos, affin de leur laiffer le plaifir de les inuenter
C(/)mo decia Descartes en las dltimas lineas de su La Géométrie. A ésto estard dedicado ei
parrafo TII - A, que considero el nicleo del trabajo. El parrafo IIT - B serd mds breve
estard dedicado al punto 2) anterior; también aqui el problema se introduce pero quedZ

comgletamente abierto como interrogante para los futuros «usuarios» de la historia en la
ensefianza.

III - A. ;Qué puede ensenar al profesor la historia de la matematica?

Henos ya dispuestos a meterle mano al punto 1) anterior.

_ Simplificando un poco la situacién real por razones de claridad, vamos a clasificar
las/ ideas que constituyen ese gran aglomerado que es la matematica ,(asf en general, sin
mas necesidades de precision por ahora) en dos grandes grupos que, «a f’ortiori» no’van
a ser del todo disjuntos (¢le permitirfamos en la vida a uno de nue:stros alumn(;s hacer
una «clasificacion» tan chabacana?). En el grupo o entrardn las ideas de o sobre los ob-
jetos matf:m'éticos en la historia, mientras que en el [ las ideas sobre el peculiar método
de conocimiento matemdtico. Esta pseudoclasificacién tiene la ventaja de permitirnos
plantear por separado las dos preguntas: ;qué nos ensefia la historia sobre «? ;y sobre B?

en‘tendlendo siempre que como respuestas buscamos hechos relevantes para la ensefianza
misma.
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o) Los objetos matemdticos en la historia
1. De las ideas intuitivas bésicas... Los orfgenes, a veces remotos

La matemdtica actual maneja una gran cantidad de objetos distintos y de ideas de
estos objetos. Cualquiera podrd recordar adn con terror la copiosa granizada de concep-
tos que le cay6 encima a lo largo de su carrera (de los cuales «aprendié» bastantes, pero
no «entendié» casi ninguno).

Sin embargo, la situacién era muy distinta hasta mediados del siglo XIX, en que co-
mienza la llamada matemdtica abstracta. A lo largo de varios milenios los matemaéticos
venian estudiando una pequefia cantidad de objetos, que ademds eran, aparentemente,
mucho mis sencillos que los que estudia la matematica hoy. Si se examinan las cosas
con mis detalle, lo que se descubre es que la mayoria de estas ideas nuevas, tan abstrac-
tas y generales (piénsese en la multitud de «espacios» distintos o de diferentes estructu-
ras algebraicas «raras») tienen su origen en generalizar algunos aspectos concrelos de
estructuras y objetos clisicos. Los diferentes anillos y cuerpos generalizan propiedades
esenciales de los nimeros enteros, reales o complejos. Y todos los complicados espacios
actuales generalizan las propiedades importantes de ese continuo particular que puede
ser la recta o el plano usuales, a través de sus conexiones con los nimeros reales como
via.

Pero lo més notable que nos muestra la evolucion historica es que frente a la larga y
penosa elaboracién histdrica de los conceptos clasicos mas importantes (continuidad, nd-

mero real, limite), su generalizacién a los tan complicados actuales ha sido, comparativa-
mente, un hecho «esencialmente trivial». Es importante entender bien esta afirmacion,
que puede resultar extrafia. No se trata de que un espacio de Hilbert sea en si tan sencillo
como los niimeros reales, ni que no tenga interés o presente problemas mas dificiles o in-
teresantes que éstos. Mucho menos se trata de restar el menor mérito a matemiticos de la
talla de Riesz, von Neumann o Hilbert, que los introdujeron y estudiaron. Y algo andlogo
dirfamos de una variedad diferenciable y del plano o el espacio tridimensional usual. Lo
que se afirma es que «comparativamente» es mucho mas trivial, desde el punto de vista
conceptual, pasar de los niimeros reales a los espacios de Hilbert, que de los naturales a
los reales. Todas las apariencias que apuntan en sentido contrario se derivan del supuesto
equivocado de que entendemos claramente y sin misterios la continuidad del espacio, o
lo que es un nimero real (jno digamos ya el conjunto de todos los reales!). Nada mads le-
jos de la verdad, y el estudio histérico en profundidad de la evolucién de estas ideas des-
de sus etapas iniciales de intuiciones basicas, pasando por las inesperadas dificultades
que presentaron, hasta su llamada conceptualizacion «definitivas, este estudio historico,
digo, lo muestra sin lugar a dudas. Los grandes pasos se dieron antes (0 a lo mejor no se
han dado todavia, como pone en evidencia el problema de los infinitésimos; véase I1I -
A, o, niimero 3) y como conclusion resulta que hemos estado tomando como claros y fa-
miliares, sin problemas, conceptos sumamente conflictivos y poco claros. {Ya va siendo
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«Tres» y «Muchos», etc., y a largo plazo se irfan decantando las ideas de los nimeros
cada vez mayores.

Un punto muy interesante de todo este proceso, que s6lo mencionaremos de pasada,
es el siguiente: Una de las mayores dificultades que sin duda tuvo el hombre para ir pro-
gresando en el concepto de nimero fue la de darle nombre a los distintos ndmeros.

La importante idea de base de un sistema de numeracién es mas tardia, pero atn asi
nos consta casi con toda seguridad (cosa excepcional en historia tan antigua) que su apa-
ricién data de hace unos 40.000 afios o mdas. Esta idea de base conducird a lo largo del
neolitico a los sistemas de numeracién aditivos (atin no posicionales), con un simbolis-
mo artificial inventado «ad hoc», como el de los egipcios. Las dos tltimas etapas de este
proceso que hemos llamado el de los «origenes remotos» en el campo de los nimeros,
son la de la introduccién de los nimeros «fraccionarios» en Egipto y Mesopotamia (véa-
se més adelante, La medida) y, por tltimo, la importantisima invencion de los sistemas
de numeracién posicionales en Mesopotamia. Este hecho impulsard de una manera im-
parable el célculo con ndmeros fraccionarios (jy hasta con los terribles radicales irracio-
nales, a través de sus aproximaciones!) en forma de «fracciones sexagesimales». Mis
adelante todo ello lo heredardn los «ntimeros decimales», inica pero poderosa herra-
mienta para el manejo y exploracién hasta de los nimeros irracionales, durante los siglos
y siglos que habrian de transcurrir antes de que se diera su definicién matematica exacta.

2. Elespacio

Si las primeras etapas en la progresiva elaboracion de la idea de ndmero han tenido
que ser muy remotas, las que se refieren a la fijacion de las bases intuitivas de la geome-
tria deben serlo atin mucho mds, si de verdad queremos remontarnos a los origenes.

Desde sus primeros pasos el hombre ha tenido que moverse en el espacio fisico que
lo rodeaba, e ir explorando sus propiedades intuitivas bdsicas. Un lento proceso de abs-
traccién comenzaba asi, que conduciria al final a los refinados conceptos geométricos de
los griegos. Aspectos tan claros ¢ inmediatos como el de la «continuidad» del espacio
(que tantos y tan complejos problemas iba a plantear mds tarde), el de la «distancia» en
el sentido original y completamente cualitativo del contraste «lejania»- «cercania», no
tuvieron mds remedio que formar parte de la concepcién por el hombre de la realidad en
la que estaba inmerso. Sin estos lejanos pasos nunca se hubiera conquistado el mundo
puramente abstracto de nuestra geometria.

El problema de controlar y expresar simbdlicamente el «alejamiento» de unos luga-
res a otros, llevard al hombre a la «medida de distancias», como primer intento de con-
trolar esa cualidad y a la vez la continuidad del espacio; lo veremos por separado mds
adelante (La medida). Como ejemplo de una propiedad espacial que tendrfa gran impor-
tancia en el futuro y que nuestro antepasado lejano debié descubrir muy pronto (aunque
sin formulérsela nunca explicitamente, por supuesto), es la que hoy llamamos propiedad
arquimediana de la distancia : Si una distancia a es més grande que otra b, entonces su-
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bien me::‘ngas o bien ordenados y «cuasitopoldgicos», a los mapz:ls depnave er'r’l e,
como los futuros «portulanos», nos revelarin un «espacio proyectivo» en egaClon ot
dfa caracteristicas clar{simas, o bien otros de tipo mds rudimentario en los o 1o <t per’o
gico» salta a la vista. aue o ctopole
La prehistoria de la geometria es pues, contra lo que sospechaban hace afios casi to-

dos los historiador Ati
es de la matemadtica, un c inari i
) ampo extraordinariam i
poco explorado adn!). e fnieresanie Gy

(Continuard)
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Reserias de libros

EUGENIO ROANES MACiAS y EUGENIO ROANES LOZANO: Nuevas Tecnologias en Geome-
tria, Editorial Complutense, Madrid, 1994, 232 péginas y un disquete de HD de 3,5,

Es dificil encontrar razones que expliquen el retraso con el que se van aplicando a la
enseflanza de las Matemdticas las tecnologias basadas en el uso de ordenadores, mientras
tantas actividades humanas las han incorporado con pleno éxito. Ya no valen las excusas
del alto costo de los equipos necesarios ni la de la dificultad de manipulaciones graficas.
Los autores de este libro vienen luchando desde hace mis de diez afios para evitar esta si-
tuacién, y este mismo Boletin ha publicado algunos de los articulos surgidos de esta lucha.

En este libro se muestran brillantes aplicaciones de los ordenadores a la ensefianza
de la Geometria. Con ellos se pueden acometer muchas actividades de caracter geométri-
€0, como la simulacién grifica de problemas, el disefio de construcciones graficas, la re-
alizacién de célculos geométricos, 1a automatizacién de relaciones y transformaciones
del plano y la demostracién automdtica de teoremas de la Geometria. Algunas de estas
actividades son aprovechables desde la ensefianza primaria y otras en niveles sucesivos.
A cada una de ellas se dedica un capitulo del libro.

Todos los temas tratados se ilustran con programas suministrados en el disquete que
acompaiia el libro, y que pueden ejecutarse en un ordenador personal. Algunos de ellos
reproducen los que los mismos autores dieron a conocer en articulos o libros anteriores y
otros muchos se ofrecen en éste por primera vez.

Cada tema va acompafiado de un amplio repertorio de ejercicios para resolver con
las herramientas descritas en el libro.

La biblioteca de programas (para cualquier PC con pantalla EGA o VGA, bajo
DOS) que contiene el disquete se organiza en ocho directorios:

— DEMO: Programas de demostracién ejecutables. Con solo pulsar repetidamente
una tecla, ellos mismos generan datos y producen resultados. Es destacable, por
su belleza, el relativo a las teselaciones periédicas del plano.
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— EJEC: Programas ejecutables de simulacién. Funcionan interactivamente, pi-
diendo datos al usuario y mostrando los resultados. Son notables los relativos al
problema de Apolonio y al teorema de Simson.

— ELAB: Modelos de programas para elaborar simulaciones de problemas geométri-
cos. Para construir otras andlogas se requiere un programa Turbo-Pascal para PC.

— GEOD: Programas de construcciones geométricas. Permiten manipular interacti-
vamente figuras planas, con insospechadas posibilidades didécticas. Requieren
el sistema «The Geometer’s Sketchpad», del que dimos noticia en nuestro Bole-
tin n.? 37 (pag. 105).

— GEOS: Programas que muestran secuencialmente el proceso de algunas cons-
trucciones geométricas. Requieren el mismo sistema que los anteriores.

— LIBE: Programas de cdlculo geométrico automatizado. Requieren el sistema
MAPLE y su paquete «Euclidean Geometry». En el disquete se incluye una im-
plementaci6n de la «Turtle Geometry» en Maple V.2.

— MECA: Programas de demostracién automética con MAPLE. Contiene los pro-
cesos de demostracién automdtica de numerosos teoremas geométricos, por va-
rios métodos: uno basado en seudodivisiones y otros basados en el uso de bases
de Groebner. También requieren MAPLE, y algunos de ellos sus paquetes «Eu-
clidean Geometry» y «Groebner».

— PROV: Programas de demostracién automdtica con REDUCE. Otros procesos
de demostracién automdtica, utilizando ese sistema. Requiere REDUCE y algu-
nos su paquete «Groebner».

No debe pensarse que el libro es un simple manual para el uso de los programas
ofrecidos. Su propésito es, méds bien, mostrar, en forma apasionante, una nueva manera
de enfocar la ensefianza de la Geometria, ofrecer valiosas herramientas para hacerlo y
animar a los lectores a seguir los trabajos que con tanto entusiasmo han dedicado los au-
tores a mejorar esa ensefianza.

J.F.B.

CHEN, CHUAN-CHONG y KoH, KHEE-MENG: Principles and Technigues in Combinatorics.
World Scientific Publishing Co. (73, Lynton Mead, Totteridge, London N20 82H),
1992. ISBN 981-02-1139-2 pbk. 298 pg.

Los profesores Chen y Koh, de la Universidad Nacional de Singapur, han participa-
do durante varios afios en las sesiones de entrenamiento de la Delegacion de su pafs en la
Olimpiada Matemitica Internacional (en la que Singapur participa desde 1988) y ense-
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fian Matemidtica Discreta. Su libro Principles and Techniques in Combinatorics deberia
ocupar, por derecho propio, un lugar destacado en una antologia de su género, en la que
compartiria honores con Problems in Combinatorics and Graph Theory de Ioan Tomes-
cu, Combinatorial Problems and Exercises de Laszlo Lévasz, y A textbook of Combina-
torics, de Wilson y van Lint, por citar inicamente tres ejemplos recientes.

En efecto, en el libro que comentamos, a través de una impresionante coleccién de
109 ejemplos resueltos con detalle, para que el estudiante pueda seguir todos los pasos,
se describen minuciosamente los principios de recuento combinatorio (de adicién, de
multiplicacién, de la biyeccién, de complementacién, del palomar, de inclusién y exclu-
sién, de simetria) y las nociones bdsicas de esta rama de las matematicas, incluyendo
funciones generatrices y relaciones de recurrencia y una pequefia introduccién a la teorfa
de Ramsey. Ademds se proponen (con la respuesta numérica al final del libro) otros 489
problemas y ejercicios, muchos de los cuales proceden de Concursos, entre los que hay
algunos de la Olimpiada Matemadtica Espafiola.

Para el lector potencial puede ser ttil saber que no se utilizan los términos «varia-
ciones con o sin repeticién» ni «combinaciones con repeticién», que son comunes
en nuestra lengua; igualmente, los autores emplean la notacién N = {1,2,3,...} y
N*=1{0,1,2,...} al contrario que la francesa; pero éstos son pequefios detalles que no al-
teran la magnifica impresién que causa esta obra, de gran utilidad en cursos de Matemé-
tica Discreta para alumnos de Matemadtica Pura, Aplicada e Informdtica.

F. Bellot Rosado

MARCIN E. KuczMA: 144 Problems of the Austrian-Polish Mathematics Competition
1978-1993. The Academic Distribution Center (1216 Walker Road, Freeland, MD
21053, USA), 1994; 157 pgs. ISBN 0-9640959-0-4.

La Competicién Matemdtica austro-polaca es un concurso de problemas para estu-
diantes preuniversitarios que se desarrolla anualmente, de forma alternativa en Austria y
en Polonia, entre equipos de ambos paises, formados por estudiantes de Bachillerato que
no se han clasificado para la Olimpiada Internacional (!).

Tiene lugar a finales de junio o primeros de julio, desde 1978.

El concurso consta de dos partes:una fase individual, similar a 1a LM.O. (2 dias de
examen, 3 problemas cada dfa; 4 h. 30 m. de duracidn) y al tercer dia, la fase por equi-
pos: 3 problemas en 4 horas; el equipo austriaco y el polaco ocupan aulas separadas, y
los estudiantes (6 por cada pais) trabajan conjuntamente. Las clasificaciones de ambas
fases son independientes.

El libro del Dr. Kuczma recoge todos los problemas propuestos en las 16 primeras
ediciones del concurso (algunos de los cuales son originales suyos), con sus correspon-
dientes soluciones, y, si el caso lo requiere, algunos comentarios. Podrd observarse que
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el nivel de dificultad de los problemas es muy alto, similar —y en algunos casos supe-
rior— al de los propuestos en la Olimpiada Internacional. Las soluciones son elegantes,
ingeniosas,... y a menudo, artificiosas, lo cual no es extrafio dado que se deben en mu-
chos casos al propio Marcin Kuczma, cuya habilidad como problemista es bien conoci-
da, tanto para los lectores de CRUX MATHEMATICORUM, la magnifica revista cana-
diense de problemas, como para los miembros del Jurado Internacional de la LM.O., que
ha seleccionado en dos ocasiones problemas suyos para proponerlos a los participantes.
A titulo de ejemplo, veamos algunas muestras de los enunciados de los problemas
incluidos en el libro.
3.5: Sea A|/A A, un tridngulo y B|,B,,B, puntos en los lados AAL AA,
y A A,, respectivamente (distintos de los vértices). Demostrar que las mediatri-
ces de los tres segmentos A.B, nunca son concurrentes.

3.8: Sea S un conjunto de 1980 puntos del plano. La distancia entre dos cua-
lesquiera de ellos es mayor o igual que 1. Probar que S contiene un subconjunto T
de 220 puntos, tal que dos cualesquiera de ellos distan entre si al menos V3.

8.7: Hallar una cota superior para el cociente.
XX + 2xQx3 + x3x4
x12+ x22+x32+X42

sobre todas las cuaternas de nimeros reales, con X, #0.
Nota: cuanto menor sea la cota, mejor ser4 la solucion.

10.2: (Uno de los problemas mads dificiles de la coleccién). Sea »n un cua-
drado perfecto tal que todos sus divisores primos tienen un niimero par de ci-
fras en su escritura decimal. Sea P (x) = x* — 1987x. Demostrar que, para x,y €
Q, la igualdad P (x) = P (y) implica x = y.

(La solucion publicada es del eminente matemético polaco A. Schinzel).

11.3: Sea ABCD un cuadrildtero convexo sin ningiin par de lados parale-
los. Se consideran los dos dngulos formados por dos pares de lados opuestos de
ABCD. Sus bisectrices interiores cortan a los lados de ABCD en P,O.R,S, de
manera que PORS es un cuadrilatero convexo.

Demostrar que ABCD es ciclico si y s6lo si PORS es un rombo.

Los aficionados a la resolucién de problemas gozaremos con la lectura de este libro,
que sin duda se unird a otras obras similares, ahora ya cldsicas, como The Hungarian
Problem book, The USA Mathematical Olympiad o The Canadian Math. Olympiad.

F. Bellot
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Resefa de congresos

The first International DERIVE Conference.

Del 11 al 15 de julio tuvo lugar en la Universidad de Plymouth (G.B.) el congreso
arriba mencionado. Asistieron méds de 200 congresistas, fundamentalmente procedentes
de la Europa comunitaria y los Estados Unidos. Posiblemente era mayor el grupo de pro-
fesores de enseflanzas medias que el de profesores universitarios.

Estuvieron presentes y expusieron las novedades de la nueva versién 3 los creadores
del lenguaje (Albert Rich y David Stoutemyer). Esta versién est4 a punto de ser comer-
cializada (ya estdn en pruebas las primeras beta-version). Presenta muchas novedades y
mejoras, manteniendo la filosofia del producto.

Asistié también Josef Bohm, alima mater de The DERIVE Newsletter, del que acaba
de aparecer el nimero 15.

Hay una nueva revista sobre DERIVE: The DERIVE Journal, cuyo editor es John
Berry, chairman del congreso.

Se anunci6 un International Symposium en Honoluli para verano de 1995 (organi-
zado en grupos de trabajo) y el proximo International DERIVE Conference (1996, pues
es bianual), posiblemente en ESPANA (Valencia).

Esparioles que presentaron comunicacién fueron Abia/Marijudn/Poblacién (Vallado-
lid), Llorens (Valencia), Roanes/Roanes/Garbayo (UCM Madrid), Rincén/Martinez/Mi-
fiano (UPM Madrid), y Mifiano (UPM Madrid); siendo el espafiol uno de los grupos m4s
NUMmMerosos.

No se publicaron actas pero algunos articulos irdn apareciendo en The DERIVE
Journal.

Hubo tres clases de sesiones: comunicaciones, grupos de discusién y talleres. Las
sesiones fueron, por lo general, muy interesantes y se recogieron los distintos aspectos
(desarrollo de aplicaciones, DERIVE en la ensefianza a los distintos niveles,...).
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Es de destacar el extraordinario ambiente que hubo durante el congreso y la exce-
lente organizacién de la Universidad de Plymouth y de Software House.

Maple Summer Workshop and Symposium MSWS’94,

Del 9 al 13 de agosto tuvo lugar en el Rensselaer Polytechnic Institute en Troy
(N.Y., USA) el citado congreso. Los asistentes procedian fundamentalmente de Nortea-
mérica, aunque habia también numerosos europeos.

Los dos primeros dias se dedicaron a cursos, tanto de iniciacién como avanzados
(por ejemplo Advanced Programming y Algorithms of Computer Algebra, este tltimo
presentado por el propio Keith O. Geddes).

En los restantes tres dias, en unas sesiones maratonianas, un dia incluso de 8:30
a.m. a 9:45 p.m., alternaron las comunicaciones plenarias con las comunicaciones en se-
siones paralelas. En ellas se pudo confirmar la flexibilidad del uso de Maple en las dis-
tintas ciencias (Biologia, Fisica, Matemdticas, Robdtica,...) tanto a nivel de ensefianza
como de investigacion.

Michael Monagan presentd las nuevas lineas de desarrollo de Maple (ya estd comer-
cializada la version V.3) y se estd trabajando el la préxima version.

The Maple Technical Newsletter ha entrado en una nueva época y prometen mds ar-
ticulos de aplicacidn y didacticos.

Espafioles que presentaron comunicaciones fueron Roanes/Roanes (UCM Madrid) y
Alonso/Gutierrez/Recio (Santander), esta segunda cancelada a wltima hora por un pro-
blema familiar.

Se presentaron también otros productos de Waterloo Maple Software como Theorist
(similar a Maple, mds reducido, y s6lo para Mac) y Scientific Word (procesador de texto
cientifico, con salida LATEX).

Curiosamente, los grupos de discusién sobre Maple en high-schools fueron los mas
concurridos, teniéndose que improvisar alguna sesién extra.

El préximo afio tendrd lugar de nuevo en Estados Unidos, aunque se habla de una
posible version europea.

Las actas han sido publicadas por Birkhauser, con el titulo Maple V: Mathematics
and Its Applications, siendo el editor el chairman del congreso (Robert Lépez).

Los medios con que se conté fueron impresionantes (hay, por ejemplo, 650 maqui-
nas Unix en el campus), y la organizacién, excelente.

Eugenio Roanes Lozano
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Problemas propuestos

Problemas propuestos en la
IX OLIMPIADA IBERO-AMERICANA DE MATEMATICA
celebrada en Fotaleza (Brasil)

Problema 1.%;

Se dice que un nimero natural n es «sensato» si existe un entero r, con 1 <r < n—1,
tal que la representacién de n en base r tiene todas sus cifras iguales. Por ejemplo, 62 y
15 son sensatos, ya que 62 es 222 en base 5y 15 es 33 en base 4. Demostrar que 1993 no
es sensato pero 1994 si lo es.

Problema 2.%:

Sea un cuadrildtero inscrito en una circunferencia, cuyos vértices se denotan conse-
cutivamente por A, B, C 'y D. Se supone que existe una semicircunferencia con centro en
AB, tangente a los otros tres lados del cuadrildtero.

i) Demostrar que AB = AD + BC.
ii) Calcular, en funcién de x = AB e y = CD, el drea médxima que puede alcanzar un
cuadriltero que satisface las condiciones del enunciado.

Problema 3.2

En cada casilla de un tablero de n por n hay una ldmpara. Al ser tocada una ldémpara
cambian de estado ella misma y todas las ldmparas situadas en la fila y la columna que
ella determina (las que estdn encendidas se apagan y las apagadas se encienden).

Inicialmente todas estdn apagadas. Demostrar que siempre es posible, con una suce-
sién adecuada de toques, que todo el tablero quede encendido y encontrar, en funcién de
n, el nimero minimo de toques para que se enciendan todas las ldmparas.
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Problema 4.%:

Se dan los puntos A, B y C sobre una circunferencia K de manera que el tridngulo
ABC es acuténgulo. Sea P un punto interior a K. Se trazan las rectas AB, BP 'y CP, que
cortan de nuevo a la circunferencia en X, Y y Z. Determinar el punto P para que el tridn-
gulo XYZ sea equildtero.

Problema 5.2

Sean n y r dos enteros positivos. Se desea construir 7 subconjuntos A, A,, ..., A, de {0,
1, ..., n—1 ) cada uno de ellos con k elementos exactamente y tales que, para cada entero x,
0 <x<n-1, existen x, en Av X, en Az, s X, €0 A, (un elemento en cada conjunto) con

x=x1+x2+...+xr

Hallar el menor valor posible de k en funciénde ny r.

Problema 6.%:

Demostrar que todo niimero natural n < 2109000 pyede ser obtenido a partir de 1 ha-
ciendo menos de 1.100.000 sumas; mds precisamente, hay una sucesi6n finita de nime-
ros naturales Xgp Xps res X CON k< 1.100.000, x,=1,x,=n, tal que paracadai=1,2, ..,
k, existenr,s,con0<r<i,0<s<iyx,=x +x,.

Problemas propuestos en Madrid en la Primera Fase de la
XXXI OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA

Problema 7.%:

Sean a, b, ¢ tres nimeros reales distintos y P(x) un polinomio con coeficientes rea-
les. Si se sabe que

1) P(x) da resto a cuando se divide por x—a;
2) P(x) da resto b cuando se divide por x-b;
3) P(x) daresto ¢ cuando se divide por x—c,

encontrar el resto de la divisién de P(x) por (x—a)(x—b)(x—c).
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Problema 8.%:

Demostrar que si (x + \/x2 +DH @+ \/yz +1)=1,entonces x+y=0.

Problema 9.%:

Los cuadrados de los lados de un triangulo ABC son proporcionales a los nimeros
1,2,3.

a) Demostrar que los dngulos formados por las medianas son iguales a los del tridn-
gulo ABC.

b) Demostrar que el tridgngulo cuyos lados tienen por longitudes las medianas de
ABC es semejante al tridngulo ABC.

Problema 10.%:

Determinar el menor nimero natural m tal que, para todo niimero natural n 2 m, se
verifique # = 5a + 11b, siendo a y b enteros mayores o iguales que 0 .

Problema 11.%

Un subconjunto A ¢ M = {1, 2, 3, ..., 10, 11} es majo si tiene la siguiente propie-
dad:

«Si2ke A,entonces2k—1€ Ay 2k+ 1€ A».

(El conjunto vacio y M son majos). ; Cudntos subconjuntos majos tiene M?

Problema 12.%

Se consideran las parédbolas de ecuaciones

y:cx2+d (c>0,d<0)
x=ay’+b (@a>0,b<0)

que se cortan en cuatro puntos. Demostrar que esos cuatro puntos estdn en una misma
circunferencia.
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Problema 13¢:

El esquema adjunto representa una red de caminos.
Los circulos son plazas y los segmentos que unen cada
circulo con sus contiguos son caminos, todos de la mis-
ma longitud. En cada plaza hay instalado un dispositivo
de alarma, que funciona cuando en la plaza se encuean-
tran simultdneamente dos personas. La alarma de la pla-
za central funciona siempre que en esa plaza se encuen-
tre al menos una persona.

Para vigilar la instalacion salen, a la vez, dos perso-
nas, una de A y otra de B. Ambas siguen trayectorias de longitud minima, con velocidad
constante, y en cada plaza el segmento que toman para seguir lo eligen al azar con pro-
babilidades iguales para las opciones existentes. La velocidad de quien sale de A es 3/5
de la velocidad de quien sale de B.

Resolver las cuestiones siguientes:

1) ;Cual es la probabilidad de que la alarma no suene?

2) (Cual es la probabilidad de que la alarma suene una sola vez?

3) (Cual es la probabilidad de que la alarme suene mas de una vez?

4) El trimestre proximo se proyecta realizar 3200 inspecciones como la descrita.
(Cuantas veces es esperable que suene la alarma?

Problema 14.%;

C, es una circunferencia de radio R y €', es una circunferencia de radio r, tangente
interior a C, en el punto P. Desde Q, punto de C, diametralmente opuesto de P, se trazan
las cuerdas QA y QA’, tangentes a C, respectivamente en 7'y en 1°. La recta PT corta a
C,enH’ylacuerda PT’ cortaa C, en H’.

1) Calcular el drea y el perimetro del hexdgono QHAPA'H’ para R = 2r.
2) (Para qué relacién entre R y r el hexdgono es regular?

Algunos problemas propuestos en otros distritos en la Primera Fase
de la XXXI OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA

Problema 15.2:

Demostrar que existe un polinomio P(x), con coeficientes enteros, tal que sen 1° sea
solucion de la ecuacién P(x) = 0.
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Problema 16.2:

Un avién de la compafa «Air Disaster» debe realizar un viaje entre dos ciudades con
un total de m + n escalas. En cada escala el avién deberd cargar o descargar una tonelada
de cierta merancia, realizindose cargas en m de las escalas y descargas en las n restantes.
En la compaiiia nadie ha observado que el avion no soporta una carga mayor de & tonela-
das (n < k < m + n), y las escalas de carga y descarga se han distribuido al azar. Sabien-
do que el avidn parte con n toneladas de mercancias, /Cual es la probabilidad de que lle-
gue a su destino?

Problemas resueltos

PROBLEMA 10 (BOLETIN n.° 35)

Sea ABC un tridngulo equildtero y T su circunferencia inscrita. Si D y E son los pun-
tos de los lados AB y AC, respectivamente, tales que DE es tangenie a I", demuestre que
AD | AE _
DB EC

Llamemos, por comodidad, AD = x, AE = ¥, r la longitud del

radio y a la del lado del tridngulo. Se trata de demostrar que es

X_ 4+ Y _q >
a-x a-y

es decir, a? = 2a(x + y) - 3xy

Para cada tangente a I" ésta es ex-inscrita al tridngulo
ADE. Por tanto, el segmento AN es AN= (x + y + DE):2, es de- B
cirx+y+DE=a (I).

SiS(...) representa el drea de un tridngulo, se tiene

S(DOE) = S(ADO) + S(AEO) - S(ADE), que lleva a DE.r = xr + yr — xy sen60° (IT)
Eliminando DE entre (I) y (1I) se obtiene (@ —x—y)=xr +yr — xy sen60°,

Como es a® = 12/, sustituyendo y simplificando se llega sin dificultad a
a* = 2a(x + y) - 3xy, como se debia demostrar.

Alberto Aizpin (Madrid)
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PROBLEMA 13.2 (BOLETIN N2 35)

Diremos que cuatro puntos de un plano forman una cuaterna conciclica si estén so-
bre una circunferencia o sobre una recta.Si los ocho puntos A,B,C,D.E,F,G,H, del pla-
no,son tales que las cuaternas ABCD, ABFH, ACFG, BDEH y CDEG son conciclicas,
probar que la cuaterna EFGH también lo es.

Solucion:

El simbolo (YXZ) representara al 4ngulo orientado correspondiente al par de rectas
determinadas por los puntos XY, una, y los XZ, la otra. Es sabido que una condicién ne-
cesaria y suficiente para que cuatro puntos,

X,Y,Z,T, sean conciclicos,solamente se encuen-

tra considerando dngulos orientados y que tal E
condicion es (YXZ) = (YTZ). Recordamos tam-

bién que dado el par de rectas XY, XZ, siempre

existe una medida de (YXZ), sea o, que cumple \
0<o<7y que entonces el 4ngulo no orientado de

las mismas rectas, o bien mide o, o bien 7oL, ‘ N
Por tanto, el problema exige demostrar que es

(EGF) = (EHF).

O )

Partimos de (EGF) = (EGC) + (CGF) (1) y de (EHF) = (EHB) + (BHF) (2)
Por ser conciclicos C,D,E,G, resulta que (EGC) = (EDC)

Por ser conciclicos A,C,F,G, resulta que (CGF) = (CAF)

Por ser conciclicos B,D,E,H, resulta que (EHB) = (EDB)

Y por ser conciclicos A,B,F,H, resulta que (BHF) = (BAF).

Utilizando las dos primeras igualdades en (1) y las dos ultimas en (2) quedan

(1’) (EGF)=EDC)+(CAF) ; (2’) EHF)=(EDB)+(BAF)
Restando (1’) y (2") se llega a

(EGF) — (EHF) = [(EDC) — (EDB)] + [(CAF) — (BAF)] =
= (BDC) — [(FAC) — (FAB)] = (BDC) — (BAC).

Pero A,B,C,D, son conciclicos y por tanto el dltimo miembro de esas igualdades es
0. Asi que (EGF) = EHF), lo que indica que E,F,G,H, son conciclicos.

Alberto Aizpin (Madrid)
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PROBLEMA 14.2. BOLETIN N.° 35

Dados los niimeros naturales n, m, y siendo 1 < n < m hallar el determinante de la ma

iz A= (@), (=1.2en /=12, siendo =1+ (7) (%) y, si i), ;= (7) (7)-

i\

SOLUCION: El determinante se calcula mediante una suma de productos.Cada uno
de tales productc?s se forma tomando como factores un elemento de cada fila y uno de
cada columna. Distinguiremos dos tipos de productos:

uno) Ningun factor 1 se ha tomado en la diagonal principal de la matriz. Entonces

T L (m)(n .
cada término es I,y ( z)( j) que, por la conmutatividad, se puede considerar como

(’?)(’g)(’;’)(?)(ﬁ)(g) Fijando para las i/ el orden 1,2,...,n, a cada

una} de ellas corresponde otra permutaci6n para las J UysJys ) y €l signo del producto
sera + o — segun sea par o impar el nimero de inversiones de la permutacién de las J
Pero hay n! permutaciones, la mitad pares y la mitad impares, lo que produce que la
suma de este tipo de productos sea 0.

dos) Se ha tomado 4 veces 1 de la diagonal principal (h = 1,2,...,n=2). Pensemos
que son los 1 C(.)rrespondlentes a los términos a,, Qyps-eslyy s 10 que no restringe el razo-
nalziuento, repetible para cualquier otro caso. Entonces, cada sumando del determinante
esdelaforma 1x1x1...1xI1 a;,, para i=h+1,h+2,...n;j=h+1,h+ 2,0,

Como hay (n—h)! permutaciones posibles, de las que la mitad son pares y la mitad

impares, resulta ZH a;=0.Para h = n— 1, se obtiene mn =
obtiene 1. ! ig (1)(1) ypara fi=m e

Asi, el determinante pedido es A = 1 + 2 (a.-1)= (m + ”) :
i: 1 n n

Alberto Aizpiin (Madrid)
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Indice de soluciones publicadas

|— Niimero de Boletines en que aparecen las soluciones
Propuestos Procedentes de de los problemas de niimeros
eneln? 12122 | 32 | 4° |52 | 62 | 7.2 | 82| 92 | 102
1 Varios 4 4 — — | — — - — | — | —|C
2 OMI-83-Paris 3 3 3 4 4 4 — | — | = —=1]C
3 OME-f2-84 19 | 19 19 19 | 18 19 | 19 9| —]|—1|C
4 OMI-84-Praga 5 5 6 5 6 4 |- —-]—] —=]C
5 Varios 8 7 12 7 7 8 — — | =] —=|C
6 Varios 7 7 16 — | — — |- | == —=1]C
7 OMI-85-Finlandia 9 9 16 16| 9 9 — | == —=1]C
8 OI-85-Bogotd 10 [ 10 | 17 10 | 10 11 | — — | — | —|C
9 OME-{2-86/Varios 18 [ 19 | 20 18 | 19 19 | 17 17 | 11 17 | C
10 China/Australia 20 | 15 | 21 20 | 15 21 | 20 23121 | —|C
11 OME-f1-86/ 13 | 14 14 14 | 14 23 | 20 15 | 20 12 | C
OMI-86-Varsovia 26 | 20 12 20— — | — | —|—| —]C
12 OI-87-Urug./OME-f1 16 | 14 14 17 | 15 17 | 15 15 |15 | 21 ]C¢C
13 OME-f2-87 20 | 21 21 21 | 21 21| — | — | —| —|C
14 Varios 15 15 15 5| — | — | — — | — ] —|C
15 OMI-87-Cuba 18 | 18 18 21 | 21 21 | — - | -] —|C
16 OME-f1-87 22 (22 | 21 18 | 22 22 | 22 2 | —| —|C
17 OME-2-88 25 | 23 | 23 23 | 23 23 | — — |- —1|C
18 OI-88-Peri 23 123 | 23 23 | 25 25— | —|—|—=1cC
19 OMI-88-Australia 23 | 26 | 24 24 | 23 26 | — | — | —| —|C
20 OME-f1-88/Putnam 24 | 26 | 24 25 | 24 26 | 24 26 [ 26| 24 | C
21 OME-2-89/ 24 | 27 | 24 27 | 27 24 | 27 25 | 27 | 26 | C
OI-89-Cuba 26127 | — | —|—| —|— | —]|—]| =<]cC
22 OMI-89-R.F.A./ 28 | 28 | XX | 28 | 29 30 | 30 30 | 30 | 31
Oposiciones 31 | 30 | 29 — | — — | — — | —| —|C
23 Oposiciones 27 | 27 | 28 28 | 29 31 | 31 30| —| —|C
24 OME-{1-90 30 | 31 31 30 | 31 30 | 30 31 | — | — | C
25 OME-2/f1-90 34 | 31 29 29 | 31 32 | 32 32 132|133 |C
26 OMI-90-China/ 32 | XX [ XX | 32 | XX | XX |XX | 32 [ xx| 34
OI-90-Valladolid XX | —| —|—| — =] == =
27 OME-f1-91 33 | XX | 33 WIXX | 35 | XX | XX | — | —
28 OME-f2-91 32 | 32 | XX | XX | 33 33 | — - | = | —
29 OMI-91-Suecia BIXX XX [ XX |XX | XX | — | — | — | —
30 OI-91-Argentina/ XX | XX | XX | 33 |38 | XX |XX | 33 |33]| 33
OME-f1-91 33 | 34 | 34 34 | — — = — | = -
31 OME-f2-92/ 36 | XX | 36 36 | 36 | XX [ XX | XX | XX | 35
OME-f1-91/PNS XX | XX | XX | 35| 34 — | — — | — | —
32 OMI-92-Moscu/ 35 | XX | XX | XX [ XX | XX | 38 35 | XX | 38
OI-92-Venez./PNS 38 | 38 | 38 B — | — |- — | =] =
33 OME-f1-92/f1-92(v) XX | XX | XX | XX [ XX | 35 | XX | XX | XX | XX
/PNS XXX | XX | XX [XX | — | — | — | — | —
34 OME-{2-93 36 | 36 | XX | 36 | 36 36 | — — | — | =
35 OMI-93-Turgq./ XX | XX | XX | XX [ XX | XX | XX | XX | XX | 39
OI-93-Méjico/PNS XX [ XX | 39 PIXX [ XX | — | — | — | —
36 OME-{1-93/f1-93(v) XX | XX | XX | XX [ XX | XX | XX | XX | XX | XX
37 OME-f2-94/PNS XX XX | XX | XX [ XX | XX | XX | XX | XX | —
38 OMI-%4-Hong-Kong XX [ XX | XX | XX | XX | XX | — — | — | —
39 OI-94-Brasil/OME- XX | XX | XX | XX [XX | XX | XX | XX | XX | XX
£1-94/£1-94(v) XX [XX | XX [ XX |XX | XX | — | — | — | —
CLAVES: XX = Pendiente de ublicacidn; C = Completo; OME = Olimpinda Matemdtica Espafiola (fase 1 0 2);
OMI = OL. Mat. Internac. OI = O, Iheroamer. de Mat. PNS = Propuestos por nuestros socios.
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Como socio de la Sociedad Puig Adam de Profesores de Matematicas, deseo que
me envien gratuitamente los siguientes nimeros atrasados del Boletin:

(sefialar con una X los que interesen)

3 4 10 31 32

L] [ L] L] L]

33 34 35 36 37 38

[] [ [] ] [ L]

Envio adjuntos sellos para el franqueo.
Utilicen para el envio la direccion consignada en este recuadro:

Los ndmeros 1, 2, 5, 6,7, 8,9, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23,
24, 25, 26, 27, 28, 29 y 30 estan agotados.

Si desea acogerse a este ofrecimiento, recorte o copie este cupén y envielo a la:
Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Matematicas
Aptdo. 9479 - 28.080 -MADRID.
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SOCIEDAD «PUIG ADAM» DE PROFESORES DE MATEMATICAS
BOLETIN DE INSCRIPCION

SOLICITA EL INGRESO COMO SOCIO DE NUMERO DE LA SOCIEDAD.

Con esta fecha aUIONZO 8l BANCO w....uuuuuuuuvuvevvereereeesesessssessensesesssesessesesssesssssssssssssssssssoseses e
Sucursal 0 Agencia ...........ou.........
Direcci6n de la misma

para que cargue en mi cuenta.......... YA Y S freseserestssasansenneen? /.
los recibos de las cuotas correspondientes al curso 1994-95 y siguientes.

Fecha ..o € e, de 1995

Fdo.:

La cuota anual est4 actualmente establecida en 4.500 pesetas (incluida la cuota federativa de 1.500 ptas).
Remitanse ambas partes a
Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Mateméticas. Apartado 9479. 28080-MADRID.

Direccion de ésta........oviriereeererererie s eoseeseeoe e

RUEGO ABONEN con cargo a mi cuental../vmeed o]
los recibos de mi cuota anual de la Sociedad "Puig Adam" de Profesores de Matemdticas, hasta
nueva orden.
Les saluda atentamente:
Firmado:

Nombre y Apellidos ........cc.ocuiiereiicnrnrinnninn,
NOmbre de 1a CUEILA ....cvevsiversiereeereeeeeeereseees e




SOCIEDAD «PUIG ADAM» DE PROFESORES DE MATEMATICAS
BOLETIN DE INSCRIPCION (CENTROS)

COMO Gitsinnemisnmaansaavdel Ceniro riprimmimismmiimtimiisins b s s mer s mms?
CIOMHSTHNOOUGIT v sawnis vuvs swumeniiomsunvenssis 5o oo i o 7o S8 ¥4 S PSS v S B i S v s
Ciudad ..o COA2 PoStal...veceeen Telef. isriuiiainaiiiiisi:

SOLICITA EL INGRESO DE ESE CENTRO COMO SOCIO BENEFACTOR

Con esta fecha autorizo al Banco

Sucursal 0 AZENCIA ...coviviiiieiiiiiiiiiiiie et sae
DirecciOn de 18 MISINA 5. umsursssssiimsiissmssvisssksiiussines siseisesessiimi s Lids s aassvansd e s i an e SRV
para que cargue en mi cuenta:..

E1103 15 4 BT 1103 0 L) (< RSSO PRTRO
los recibos de las cuotas correspondientes al curso 1994-95 y siguientes.

Fecha sunainiasmiinin de asivmmiimnmimnmiaas de 1995

Fdo.:

La cuota anual est4 actualmente establecida en 4.500 pesetas (incluida la cuota federativa de 1.500 ptas).
Remitanse ambas partes a
Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Matematicas. Apartado 9479. 28080-MADRID.

Fecha Girimmimimmivansinmimssmimmnsmrss, BANCO: anaimsrisnsaimmmmiiimmsmm i i mmiismmar
Sucursal 0 Agenciagmesosmnaspsmanmnmsmonaspmammn  CTl s s T e G R
DITECCION & ESLA..c.veriuieiiiecereecieiirereeesiteestersraseeisseestsasseeasasseestsessssassnestssaseesssessasasesassnsnsasssenaneessenns

RUEGO ABONEN con cargo a mi cuenta......... Y Y S Jussmvecssmapremmssnines /
los recibos de mi cuota anual de la Sociedad "Puig Adam" de Profesores de Matemiticas, hasta
nueva orden.
Les saluda atentamente:
Firmado:

NoOmbre y APEllidos ....vcvvvieerreieearareeiisrecrireessssassesnessssssssssesessassasess
NOMDIe de 12 CUBNLA ...occuvieeiiiiicisieinreeisiessisiss s sassssssasesiassbasrasesneesnnes
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