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Punto tercero: Nuestro tesorero, Sr. Aizpan, distribuyo entre
los asistentes unas hojas con el detalie de los ingresos y gastos de
la Sociedad en el ejercicio anterior, explicando que la situacion
economica es satisfactoria, a pesar de que en breve hay que
ingresar el importe de nuestras cuotas federativas en la cuenta de
la Federacion. Ello nos permite mantener sin elevacién el importe
actual de las cuotas anuales. En este curso se han emitido 280
recibos, de los que han sido devueltos 37 (en la mayor parte de los
casos por errores de los bancos, o de los datos, facilmente
subsanables).

Explico que, de acuerdo con lo aprobado en la Asamblea
anterior, se pas6 a operar con otro Banco distinto, lo que ha
supuesto un ahoro considerable en comisiones bancarias.

Punto cuarto: Seguidamente se procedié a la renovacién de
los cargos de nuestra Junta Directiva. El sefior Presidente mostré
sus deseos de ser relevado en su cargo, al que tanto trabajo ha
dedicado gustosamente en estos afos, pero sin que por ello deje
de colaborar, en la medida de sus posibilidades, en las tareas de la
Sociedad. También se pronuncié en el mismo sentido nuestro
Vocal de Actividades y Concursos, sefior Ochoa. Se hizo una
propuesta de nueva constitucién de la Junta, que encabezaba don
José Javier Etayo Gordejuela, matematico bien conocido por todos,
hoy vicerrector de la Universidad Complutense y que es hijo del
que fué nuestro Presidente en los afios 86-88. El sefor Etayo no
estaba presente, por hallarse fuera de Madrid, en mision oficial,
pero comunico telefénicamente su aceptacion.

Se tom¢ el acuerdo unanime de constituir la Junta Directiva
con la composicion detallada en la propuesta, que es la que
aparece en la pagina 2 de este Boletin. Como se ve, en esta Junta
permutan sus anteriores cargos los sefiores Martinez Sanchez y
Roanes Macias. E!l sefior Garcia Sestafe continda en la Junta,
como Vocal de Actividades y Concursos y se incorporan a ella don
Miguel Angel Gallardo Ortiz, como Vicesecretario y don Eugenio
Roanes Lozano, como Bibliotecario.

Punto quinto: En Ruegos y Preguntas, se pidié fijar
definitivamente la fecha de las pruebas de nuestro Xl Concurso de
Resolucién de Problemas, acordandose que se realizarian el 25 de
Junio, a las 10 h., en la Escuela U. "Pablo Montesino".

Se pidid6 que en el proximo numero de nuestro Bgletin se
incluya la lista de nuestros socios. Se traté una vez mas de la
conveniencia de convertir este Boletin en una Revista, con
posibilidad de tener suscriptores, publicidad, intercambio, etc., lo
cual se llevaria a cabo en cuanto se encontrasen personas
dispuestas a hacerse cargo, desinteresadamente, de todas las

tareas organizativas que ello lleva consigo.

El sefior Fernandez Biarge rogd a todos que, cuando tengan
conocimiento de alguna noticia que pueda ser de interés para
nuestros socios, relativa a reuniones de profesores, conferepcias,
cursos, concursos, publicaciones, etc., se la comuniquen
urgentemente, para su inclusién en nuestro Boletin. Del mismo
modo, seria conveniente que los que hayan participado en alguna
de esas actividades, o leido algun libro o publicacién de interés
general, enviasen una crénica o resefia, para su publicacién.



Grupo de Trabajo Avuntamiento

Instilucién Amigos de la
de Andlisis Dimensional de Paniza

Femnando el Cai6lico Culwra Cientifica

ACTIVIDADES CULTURAL-UNIVERSITARIAS “JULIO PALACIOS™
Paniza (Zaragoza), julio 1994

CURSO DE ANALISIS DIMENSIONAL

20 lecciones tedricas; 10 horas de ejercicios practicos- Curso de 30 horas lectivas
Director: F. Gonzdlez de Posada

PROGRAMA

Lunes, 4 de julio
Jueves, 7 de julio

9:30-10:30 1. Teoria Dimensional: objeto v naturaleza

10:30-11:30 2. Andlisis Dimensional: objeto y 9:30-10:30 13. Mecinica de Fluidos
naturaleza 10:30-11:30 14, Hidréulica
12-1 3. Primer Postulado: Leves {isicas 12-1 15. Termologia
1-2 4. Segundo Postulado: Constanies fisicas 1-2 16. Fenémenos de ransmision del calor

4°30 a2 6'30: Ejercicios de aplicacion 4°3026'30:  Ejercicios de Aplicacion

Martes, 5 de julio Viernes, 8§ de julio

9:30-10:30 17, Termomecdnica de Fluidos (I)
10:30-11:30 18, Termomecdnica de Fluidos (I1)

9:30-10:30 5. Teorias fisicas
10:30-11:30 6. Bases v {6rmulas dimensionales

12-1 7. Teorema 7T 12-1 19. Ecuaciones diferenciales ordinarias
1-2 8. Planieamiento general de problemas 1-2 20. Ecuaciones diferenciales en derivadas
47302 6730: Ejercicios de Aplicacion parciales

4°30a7°30: Complemento
Miércoles, 6 de ju”io XXIX Jornadas de Analisis Dimensiona!
9:30-10:30 9. Mecinica newloniana
10:30-11:30  10. Dindmica del punto material
12-1 11. Resistencia de materiales
1-2 12, Elasticidad
4'3026'30: Ejercicios de Aplicacion

Sdbado, 9 de julio

9:30-11:30 XXIX Jornadas de
12:2 Analisis Dimensional

Documentacién
Se entregard a los alumnos:
a) Pre-texto del Curso
b) Diploma de asistencia con aprovechamiento dc la Escuela de Andlisis Dimensional
¢) Diploma de asistencia a las Jomadas de Trabajo de] Grupo Interuniversitario de Andlisis Dimensional

Validez académica
Curso reconocido como propio del Doctorado en el Programa “Andlisis Dimensional. Aplicaciones a la
Fisica. la Ingenieria y la Arquitectura™. Departamenio de Fisica e Instalaciones. Universidud Politécnica de

Madrid. Se entregard centificado de estudio.

Actividades complementarias
- Conferencias publicas: 8'30 de la 1arde
- Folklore regional. Corales
- Piscina municipal

Derechos de matricula
10.000 ptas
Ingresar en Banco Cenlral Hispano
Sucursal Universidad (Farmacia)
C.C. n" 0049-2196-08-1110213620
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Sociedad Madrileiia de Profesores de Matematicas
"EMMA CASTELNUOVO"

Esta sociedad ha publicado recientemente el nimero 0 de su Boletin,
correspondiente al Otofio de 1993.

' an 16 paginas y una presentacion muy cuidada, contiene interesante
informacion sobre las actividades que se desarrolian o anuncian en el mundo
del profesorado de Matematicas.

La citada Sociedad, con nuestra Federacién de Sociedades de
Profesores de Matematicas, es la encargada de la organizacion de las
VIl JAEM, que se celebraran en Madrid en Septiembre de 1995.

En los dias 11 al 15 de Abril de 1994, esta Sociedad ha organizado
"Cinco Encuentros de Didactica Matematica con Emma Castelnuovo”,
que tendran lugar en el /. B. “"San Mateo" (c/ Beneficiencia, 4 de Madrid), de
17:30 a 20:30.

Sociedad Castellano-Leonesa
de Profesores de Matemaéticas
Seccién Provincial de Burgos

Siguiendo la inicitiva de nuestra Federacién de Sociedades de
Profesores de Matematicas, esta Sociedad organiza la V Olimpiada
Nacional de Matematicas para alumnos de E. G. B. , que se celebrara en
Burgos del 20 al 24 del proximo mes de Junio.

Los participantes en estas pruebas seran alumnos o alumnas de 8° de
E.G.B., seleccionados por las diferentes Sociedades federadas, en numero
limitado para cada Comunidad Auténoma, hasta un total de 44. De Madrid
iran cuatro y de Castlla-Le6n otros cuatro. Ademéas de las Pruebas olimpicas
propiamente dichas, estan previstas interesantes actividades culturales,
turisticas y recreativas. Los premios seran mas bien simbélicos, pero tanto el
alojamiento y manutencion de los participantes como las excursiones o
visitas previstas, estaran costeadas por la organizacion.



El correo electrénico para matematicos

Como puede apreciarse desde hace mucho tiempo, este boletin pretende
fomentar todo tipe de actividades de interés o utilidad para los
matemdaticos. ¥ a estas alturas del desarrollo y divulgacioén de 1la
informatica, todos sabemos que ni se puede ni se deben ignorar las
posibilidades de intercomunicacioén gque ofrecen los ordenadores, ni las
ventajas de distribuir abundante material por medio de disquetes
compatibles, de forma facilmente editable y econémicamente reproducible,

Asi, uno de los mads importantes canales de comunicacién que habitualmente
utilizan los investigadores de todo el mundo es el correo electronico, y
muy en especial, la red mundial Intdnet, a 1la que se puede acceder
directamente desde la mayor parte de las universidades, e indirectamente
desde cualquier lugar doénde trabajemos con un ordenador Yy un simple modem.

Para los matemdticos, es una muy importante ventaja el no tener que
reteclear la informacién alfanumérica ya digitalizada, independientemente
de donde proceda, y en qué lengua esté escrita. Las relaciones telemdticas
nos lo permiten, con la ventaja de que nos podemos organizar coémodamente
en grupos de trabajo que eliminen virtualmente las distancias fisicas.

Ademas, existen grupos de "news", es decir, tableros de noticias y
mensajes, con contenidos especificamente matemdticos, y en particular, 1la
seccion de sci.math edita periocdicamente un gran archivo con las FAQs
(Frequently Asked Questions) gue permite actualizar los conocimientos
matemdticos de sus lectores remotos, Yy sobre todo, relacionarse con quien
publica sus mensajes y elabora listas de direcciones electrénicas con
colaboradores en muchas lineas de viva investigacion. Asi, es pasible
participar activamente enviando mensajes de respuesta, matizacién o
presentacion, como el gque nosotros guerriamos preparar en breve,
ofreciendo una version en disquete de colecciones de problemas.

La Facultad de Informatica de la Universidad Politécnica de Madrid ha
puesto a la disposicién de 1la Sociedad Puig Adam de profesores de
matemdticas el acceso a la informacién digital de interés a través de la
red Internet, a la que estdn conectados cientos de ordenadores en dicha
facultad. Con el proposito de organizar una futura distribucion entre
nuestros lectores de disquetes con los contenidos de las news sci.math,
seria muy recomendable que lo notificasen por escrito los suscriptores de
este boletin que estuviesen interesados en recibirlos pericdicamente.

Fdo.: Miguel Angel Gallardo Ortiz, Vicesecretario
Apartado Postal 17083 E-28080 Madrid
E-mail: gallardo@batman.fi.upm.es
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UNIVERSIDAD POLITECNICA DE MADRID

INFORME PRELIMINAR SOBRE EL USO DE
SOFTWARE EN MATEMATICAS

El pasado 3 de Marzo, el Gabinete para la Aplicacion de las
Tecnologias a la Educaci6n (G.A.T.E) de la Universidad
Politécnica de Madrid, dedicd una sesion a la presentacion de un
Informe Preliminar sobre el Uso de Software en Matematicas,
en la que se suministré a los asistentes una valiosa informacion
acerca de los siguientes temas:

- Programas Tutoriales disponibles para la Ensefianza de
las Matematicas (presentada por los profesores de la E.U.IT.
Telecomunicacion Rosario Franco Soler y Gerardo Belabasquer
Villa).

- Programas Matematicos de aplicacién a la Ensefianza de
las Matematicas, comprendiendo calculo simbdélico, caiculo
numeérico exacto y con precision controlada, representaciones
graficas y calculos estadisticos (presentada por los profesores de
la Facultad de Informatica June Amillo Gil y Rafael Guadalupe
Garcia).

- Experiencias en la U.P.M. sobre el desamolio o uso de
esos tipos de programas (presentada por los profesores Alfonsa
Garcia, de la E.U. de Informéatica y Manuel Abellanas Oar, de |a
Facultad de Informatica).

El GATE. trata de difundir entre los profesores una
informacion lo mas amplia posible sobre las experiencias que se
estan desarrollando en centros de la U.P.M. y sobre los productos
didacticos que el mercado ofrece hoy dia. Para ello se ha puesto
en marcha el Proyecto GRADIENTE (GRupos para la Aplicacion,
Difusion de Informacion y Experimentacion de Nuevas Tecnologias
aplicadas a la Ensefianza), que trata de integrar, en grupos
tematicos, a los profesores interesados en estos temas. Entre los
temas seleccionados figuran: Electrénica, Gestién de Empresas,
Inglés, Matematicas e Informatica Basica.
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El'informe a que nos referimos es el correspondiente al grupo
de Matematicas. En la parte correspondiente a Programas
Tutoriales se ofrece una descripcién detallada y evaluada de los
programas GRAPH, MATHWISE, An Introduction to Groups, A
simple Introduction to Numerical Analysis, Discrete
Mathematics, CAML, CD-Mathematics y de los Programas
tutoriales de la U.P.M.

En la parte correspondiente a Programas Matematicos se da
una informacién pormenorizada y evaluada comparativamente, de
los programas de interés para la Ensefianza que ofrece
actualmente el mercado. Por creerlo de sumo interés para nuestros
socios, incluimos en las paginas siguientes, un sucinto resumen,
en forma de cuadros, que incluia el Informe del que estamos dando
cuenta.

En cuanto a las Experiencias en la U.P.M., el Informe recoge
en primer lugar las que fueron presentadas en las "Jornadas sobre
la Ensefianza Experimental de las Matemaéticas en la U.P.M."
celebradas en Septiembre de 1990 y en las "Jornadas sobre la
Ensefianza Experimental de las Mateméticas en la Universidad” de
Diciembre de 1991.(Ver nuestros Boletines nimeros 29 -pag.15- y
30 - pag.12). Posteriormente, se ha continuado trabajando, entre
otros centros, en la Facultad de informatica (asignaturas de Célculo
y de Algebra), en la Escuela U. de Informatica (Dpto. de
Matematica Aplicada), en la E. U. de Topografia (Matematicas | y
1), en la E-T.S. de I. de Caminos, Canales y Puertos (Mecanica,
Analisis Matematico y Calculo), E. U. de |. Técnica Industrial
(Matematica Aplicada), y E. U. de Arquitectura Técnica (Mate-
matica Aplicada).

1
—
—

)

NIVEL
EDUCATIVO
Bueno
Bastante
bueno.
Bueno
investigacion
Mejor
investigacicin
Bueno
Bueno
Excelente
Bueino
Excelente
nivel
educativo

Pobre, mejor

8.0
6.5
7.5
8.5
6.5
8.0
8.5
9.0
7.0

Idioma
Pocas
posibilidades.
Complicado
manejo
Interface
ninguna
ninguna
Poco
reperforio
operaciones

Facil
manejar
Iacil de
manejar.

Uso
Notebooks
usar

Buenoy
resultados.

amigable.
Precision
operaciones
Interface
Facil de
Ser para
Windows
Muy grdfico

VENTAJAS | DESVENTAJAS |PUNTUACION
Fntorno

OPERACIONES
Operaciones no
muy complejas
miy
complicadas
Cualquier tipo
de operacion
Cualquier
operacion
Operaciones
bdasicas
Todas
operaciones
Todo tipo
operaciones.
Todo tipo
operaciones.
Operaciones
basicas

Operaciones de
cualquier tipo

Operaciones rno

RAFICOS | COMPLEJIDAD
2D, 3D
Buenos
2Dy 3D
celentes
Buenos
Buenos
Buenos

Fxcelentes
Excelentes

Fxcelentes
2Dy 3D
FExcelentes

¥,
Ex

G

NUMERICO
Ambos
Ambos
Ambos
(Kernel
Maple)
Ambos
Ambos

estadistica
estadistica
estadistica

numérico

INFORME DE EVALUACION PARA LA ENSENANZA DE MATEMATICAS

>50000 | estadistica

20000
>20000
30000
>40000
>40000
20000
15000
70000
10000

Windows
Windows
Windows
Windows
MSDOS
MSDOS
MSDOS
Windows
MSDOS

MsDos 3.x

386
Copro.
JMb RAM
18Mb HD
386
4Mb RAM
7Mb HD
386
Copro.
6Mb RAM
12Mb HD
386
Copro.
8Mb HD
SMb RAM
ninguna
286
386
IMb RAM
386
JMb RAM
ninguno

ninguna

HARDWARE | SOFTWARE | PRECIO | SIMBOLICO

Jathematica
Adathl.ab
CA-PCGSA
tatGraphics
finitab
graphic
pproach to
e Calculus

pstal

PROGRAMA
derive
faple V
L'fﬂl/ICA D



Si
Si
No
No
Si
No
No

GRUPOS DE
INVESTIGACION

APOYO
Bastantes libros

MATERIAL DE
Bastantes
publicaciones
Bastantes
publicaciones
Bastantes
publicaciones
Bastantes
publicaciones

lente
lente

NIVEL
DOCUMENTACION
Normal

Fxce
Bueno

Ixce
Bueno
Normal
Bueno

Excelente
Normal

Pobre

Detalles
PRECIO
20000
>20000
30000
>40000
>40000
20000
15000
70000
>50000
10000

Universidad
Universidad
Universidad
Universidad
Uniiversidad
Universidad
Universidad
Universidad
Universidad
Universidad

DESCUEN10O

Nacional
Nacional
Nacional
Nacional
Nacional

Nacional
Internacional

DISTRIBUCION
Internacional
Internacional
Internacional

CAD
Mathematica

PROGRAMA

approach to the

SCA-PCGSA
Calculus

Derive
Maple V
Mail
Mathlab
Instat
StatGraphics
Minitab

A graphic

-13-

XXX OLIMPIAD2Z
MATEMATICA
ESPANOLA

1994

=\

FASE FINAL

Con arreglo al calendario previsto, las pruebas
de la Segunda Fase de la XXX Olimpiada Matematica Espa-
fiola, correspondientes al curso 1993-94, han tenido lugar
los dias 25 y 26 del pasado Febrero. Como en los anos
precedentes, esta Olimpiada estd organizada por la Real
Sociedad Matemdtica Espaniola bajo el patrocinio de la
Subdireccion General de Becas y Ayudas al Estudio.

En esta Fase Final han participado un total de
71 aspirantes, seleccionados por los distintos distritos
donde se realizé la Primera Fase. En las Islas Canarias
realizaron las pruebas tres alumnos y en Madrid,
simultdneamente (en los 1locales de 1la Facultad de
Ciencias Matemdticas de la Universidad Complutense) los
restantes 68. De éstos, tanto en Madrid como en
Barcelona, habian sido seleccionados 6 alumnos y 4 en
Ledn. Tres alumnos concurrieron como ganadores de cada
una de las pruebas celebradas en Asturias, Cantabria,
Castelldn, Coérdoba, Extremadura, Galicia, Granada, Jaén,
Navarra, La Rioja, Salamanca, Sevilla, Valladolid vy
Zaragoza. Dos, seleccionados en cada una de las
celebradas en Alicante, Almeria, M&laga y Pais Vasco, y
uno seleccionado en Murcia.

Ademds, participé "fuera de concurso", don
Antonio Rojas Leén, que ya quedé en tercer lugar en la
anterior OME, y gand medalla de plata en la XXXIV
Olimpiada Internacional (Turquia, 1993) y de oro en la
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VIII Olmpiada Iberoamericana (Méjico, 1993); su
participacién tiene el exclusivo objeto de poder
confirmar su incorporacién al equipo que Espaha
presentard en una de las olimpiadas internacionales, a la
que por su edad todavia puede concurrir.

Como es tradicional en esta Segunda Fase, las
pruebas consitieron en la resolucién de seis problemas,
tres en cada una de las dos sesiones de cuatro horas, gue
tuvieron lugar en dias consecutivos. En nuestra seccién
de Problemas Propuestos, en este mismo Boletin, pueden

verse sus enunciados.

El Jurado, tras examinar y valorar los
ejercicios presentados, se reunié el dia 4 de Marzo, e
hizo piblicos 1los nombres de los aspirantes mejor
clasificados. Se asigné a cada particpante una
puntuacién de cero a diez puntos por problema, con lo que
habia una posibilidad tedrica de obtener 60 puntos.

A juzgar por los resultados, los ejercicios ofre-
cieron, en esta ocasién, menores dificultades que en ahos
precedentes; para que nuestros lectores puedan valorar la
de cada uno de 1los problemas propuestos, damos a
continuacién una tabla con los valores medios de las
puntuaciones alcanzadas en ellos por todos los
participantes y por 1los siete primeros clasificados
(incluido uno "fuera de cncurso").

Problema n¢® 1 2 3 4 5 6

Media para todos 3,7 3,1 7,8 4,3 5,0 2,9
Media 7 primeros 9,6 6,0 10,0 9,0 9,0 8,7
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Los aspirantes mejor clasificados fueron los

siguientes:

Invitado, fuera de concurso:

D. Antonio ROJAS LEON, de Sevilla ... ... 59 puntos
l1® - D. David SEVILLA GONZALEZ, de Madrid . ... 59 puntos
2¢ = D. Tomés BAEZA OLIVA, de Madrid .. ... ... 52 puntos

32 - D. Miguel CATALINA GALLEGO, de Valladolid 50 puntos

4° - D. Alfonso GARCIA SAZ, de Zaragoza ... ... 49 puntos
52 - D. Jerénimo ARENAS GARCIA, de Sevilla ... 48 puntos
6° - D. Miguel A. BERMUDEZ CARRO, de Galicia .. 47 puntos
7¢ - D. Javier GARCfA DE BRINGAS, de Cérdoba .. 45 puntos

8® - D. Luis J. PASTOR VIVAS, de Cérdoba .. ... 43 puntos

El Sr. ROJAS LEON ha revalidado su derecho a
participar en la préxima Olimpiada Matemdtica Iberoameri-
cana, ya que su edad se lo permite todavia. Los tres
siguientes, recibirédn los premios de la XxX Olimpiada
Matematica [Espaiola y entre +todos los citados se
escogeran los equipos que Espafia presentard a las
Olimpiadas Internacionales de este afio.
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Han obtenido puntuaciones meritorias, préximas a

las de los citados:

D. Rubén Albiol Lépez (Barcelona) 41 puntos
D. Alfredo Ferndndez Diaz (Granada) 41 puntos
D. Alejandro Garcia Gil (Madrid) 40 puntos
D. Pedro Nicolds Terdn Agraz (Asturias) 38 puntos
D. Fermin Elias Mira Pérez (Alicante) 38 puntos
D. Inaki Anasagasti Echeita (Pais Vasco) 36 puntos
D. José Ram6én Domingo Malasaha (Barcelona) 36 puntos
D. Jorge Olmos Florez (Zaragoza) 36 puntos

Recordaremos que el Sr. SEVILLA GONZALEZ ya se
clasificé en 4¢ lugar en la XXIX O. M. E. , siendo alumno
de 3¢ de B.U.P. y participé en la ©O. M. Internacional
celebrada en Turquia, y el la 0. Iberoamericana M. de
Méjico, en la que obtuvo Mencién Honorifica. El Sr. BAEZA
OLIVA también participdé en la primera fase de la XXIX O.
M. E. como alumno de 3¢, quedando s6lo a un punto del
sexto clasificado para la fase final. Ambos habian
recibido premios en 1los Concursos de Resolucidén de
Problemas de nuestra Sociedad, en los ahos precedentes.

Damos la enhorabuena a los ganadores y a los
Centros que se han esforzado en su preparacién y deseamos
que tengan una destacada actuacién cuando participen
representando a Espafia en las proéximas Olimpiadas
Internacionales.
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INTRODUCCION A LA CRIPTOGRAFIA DE LA
CLAVE PUBLICA

PATRICIA GARCIA TUNON y POLICARPO ABASCAL FUENTES.
E.U.LL e Llnforméticos de Gijén
Universidad de Oviedo

1 Introduccién

La ”Criptologia” es la ciencia que estudia sistemas de ocultacién de informacién. de
tal manera que un mensaje resulte ininteligible para cualquiera excepto para el receptor
adecuado.

La Criptografia es la parte de la Criptologia que estudia el disefio y la implementacién
de sistemas de cifrado orientados al enmascaramiento de mensajes, también llamados
"criptosistemas”.

Debido al auge de las comunicaciones electronicas el mantenimiento del secreto se ha
convertido en un tema importante a todos los niveles y sobre todo en el mundo de los
negocios.

Desde que alguien envié por primera vez un mensaje cifrado mediante un criptosistema.
también hubo alguien que, interceptando el mensaje, tratd de descifrarlo sin conocer pre-

viamente (a diferencia del receptor legitimo) las claves secretas utilizadas para el cifrado.
Esta técnica se denomina ” Criptoandlisis” y, quienes la practican, ”criptoanalistas”.

Para tener idea de la estructura general de un criptosistema, es necesario conocer sus

ingredientes principales :

e Un esquema de cifrado E y un esquema de descifrado D.

e Una clave K.

e Un texto original P y un texto cifrado C.

El esquema de cifrado/descifrado es el siguiente:

P—| Eg(P) —C—| Dk(C) |—P
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Dados un texto original P y una clave K, la funcién de cifrado Eg produce el texto-
cifrado C=Ey(P), que sera el que se transmita. La funcién de descifrado Dy recupera
P haciendo Dk (C)=P.

Una condicién basica es que E sea inyectiva, ya que ldgicamente debera transformar
textos originales distintos en textos cifrados distintos. Asi la funcién de descifrado Dg
serd la inversa de la funcién de cifrado Eg.

Se supone que un criptoanalista posee un conocimiento completo de la forma general de
los esquemas de cifrado y descifrado, tiene acceso a un determinado mimero de pares de
texto original-texto cifrado producidos por el criptosistema que est4 tratando de romper,
y dispone también de informacién adicional como por ejemplo estadisticas del lenguaje
(frecuencias de letras o simbolos) y una idea sobre el contexto general de la comunicacién.
El criptoanalista no conoce la clave K, y su tarea consiste en producir la mejor estimacién
P’ de P. Si el criptoanalista, combinando todos los conocimientos que posee, consigue
determinar la clave K, entonces ha roto el criptosistema.

Es una desventaja de los criptosistemas convencionales que requieran establecer previ-
amente una clave secreta (o privada) entre cada par de comunicantes. Esto convierte el
propio manejo de las claves en un problema crucial para la seguridad del sistema que ira
disminuyendo segun aumente el nimero de usuarios.

La pérdida de vigencia de estos criptosistemas nos induce a no tratarlos explicitamente,
si bien como referencia y primer acercamiento a la criptografia citaremos Proteccién de
la Informacién de A.Rodrigez Prieto.

2 Criptosistemas de Clave Publica

En 1976, Diffie y Hellman sugirieron el modo de subsanar algunos de estos problemas,
desarroliando los denominados criptosistemas de clave piblica, los cuales permiten
que usuarios que nunca se hayan visto o comunicado previamente, puedan disponer al
instante de una comunicacion segura.

En términos generales, todos los usuarios utilizaran el mismo criptosistema y cada uno
coloca en un directorio piblico una clave de cifrado E para que lo usen los otros usuarios,
pero se guarda para si mismo su clave de descifrado D. Estas claves, aplicadas al texto
original P o al texto cifrado C, deben tener las siguientes propiedades:

1. Si C=E(P), entonces P=D(C); por tanto, D(E(P))=P, para cada P.

2. E y D deben ser rapidos y ficiles de aplicar.
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3. E tiene que poder ser hecho piblico sin que ello signifique revelar D; es decir, obtener
D a partir de E tiene que ser computacionalmente inviable.

El esquema de cifrado/descifrado es el siguiente:

DIRECTORIO PUBLICO

EA Ep Ec .. |

!
C

A B

Si A quiere enviar un mensaje P a B, lo que tiene que hacer es coger del directorio
publico el método publico de cifrado Eg y transmitirle abiertamente y sin cuidado a B el
texto cifrado C=Eg. Sélo B puede descifrar C, porque sélo B conoce el método secreto

de descifrado D para aplicarselo a C.

Los criptosistemas que vamos a tratar se basan, como la mayoria, en la teoria de
Cuerpos Finitos, puesto que sus esquemas de cifrado y descifrado se fundamentan en la
aritmética modular. Por tanto, la primera tarea que se hace necesaria es la definicion

de un alfabeto de simbolos.

El alfabeto se forma con los simbolos que a los usuarios les convengan, siempre que
a cada simbolo se le asigne un \nico equivalente numérico pues es con ellos con los que
va a trabajar el criptosistema, dado que la primera tarea que se llevard a cabo para el
proceso de cifrado serd traducir cada uno de los simbolos del texto original a su

correspondiente equivalente numérico.

Por motivos de claridad y sencillez, manejaremos las letras mayusculas del alfabeto
inglés, resultando 26 simbolos, con sus respectivos equivalentes numéricos:

(SIMBOLO A|B|C|D|...| W|X|Y|Z

EQUIV. NUM. (00 (01 |02 |03 |... |22 |23 24|25

Pasamos ya a la descripcién de algunos criptosistemas orientados a su utilizacién en una
red de transmisién en clave piblica, explicando los métodos de cifrado y descifrado y

detallando, a través de ejemplos, su funcionamiento:
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2.1 Criptosistema Exponencial

Fue inventado en 1978 por Pohlig y Hellman y estd basado en la exponenciacién modular,

lo cual implica una fuerte resistencia al criptoanalisis.
Vamos a describir cémo procede este criptosistema:
Sea p un primo impar y sea € un entero positivo, con med(e,p —1)=1.

Primero traduciremos sus simbolos a sus equivalentes numéricos ¥ después, agrupare-
mos los nimeros resultantes en bloques de 2m digitos decimales, donde 2m es el mayor
entero positivo tal que todos los bloques de equivalentes numéricos correspondientes a

m simbolos sean menores que p; por ejemplo, y puesto que el tamano del alfabeto que

estamos utilizando es 26, si 2525 < p < 252525, entonces m=2.
Para cada bloque P del texto original, que es un entero con 9m digitos se formard un

bloque C de texto cifrado utilizando la relacién:
C = P* (modp)

Y el texto cifrado consistira en la sucesién de bloques C que se vayan calculando.

As{ pues, vemos que la funcion de cifrado consiste en una aplicacién de Z, en Z, y la

de descifrado es:

P = CF (mod p), donde & es un inverso de ¢ (mod (p — 1))

Notar que usando el Pequenio Teorema de Fermat recuperaremos el bloque P
0t = (P = P = PHUH = (PPTH)EP = P (mod p)

Esta relacién inversa permitira recuperar los equivalentes numéricos de los simbolos del
texto original, y por tanto lo inico que quedard para volver a disponer del texto original
serd la traduccion de cada equivalente a su simbolo correspondiente. El hecho de que
para utilizar este criptosistema se exija que mecd(e,p — 1) = 1, es para que la aplicacion
de cifrado de Z, en Z, sea biyectiva y por tanto sea posible recuperar el texto original a

partir del texto cifrado.

Vamos a ver esta técnica de cifrado con un ejemplo :
Sean p=2633 y =29, vemos que med(e,p — 1)=med(29.2632)=1.
Y puesto que 2525 < 2633 < 252525, quiere decir que m=2.
Para poner en clave el mensaje original SECRETO se pasan los simbolos a sus equiva-
lentes numéricos, y luego se forman bloques de longitud 2m=4 a partir de estos digitos,

con lo se obtiene :
1804 0217 0419 1423
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Se ha afiadido el 23 al final, correspondiente a X, para completar el ltimo bloque con 4
digitos.
Ahora se traduce cada bloque P del texto original al bloque C del texto cifrado usando

la relacion :

C = P*® (mod 2633)

Por ejemplo, para el primer bloque:
C = 1804 = 444 (mod 2633)
Realizando el mismo proceso con cada bloque, se obtiene el siguiente texto cifrado:
044413801867101
Para recuperara el texto original se necesitara € (aqui € =2269):
P = C*”% (mod 2633)

Para el bloque 444, por ejemplo: P = 444%*% = 1804 (mod 2633).
Aplicaremos la misma relacién a cada bloque C' del texto cifrado, para obtener:

1804 0217 0419 1423
que traducido de nuevo a simbolos del alfabeto, es :
SECRETOX

Para ver que este criptosistema es resistente al criptoanalisis supongamos, poniéndonos
en el peor caso, que el criptoanalista de alguna manera conoce del primo p utilizado, y
que ademés conoce el bloque P de texto original correspondiente a un bloque C' de texto
cifrado, por lo cual, de la expresién :

C = P° (modp)

s6lo le falta por conocer e para poder descifrar el texto cifrado completo.

Sin embargo, aqui es donde van a empezar los verdaderos problemas para el criptoanalista.
Tal como indica la relacién, e es el logaritmo en base P de C médulo p; existen varios
algoritmos que permiten encontrar logaritmos moédule un primo con n digitos decimales,
pero incluso el mas répido de ellos requiere tal nimero de operaciones que, por ejemplo,
si p tiene 100 digitos decimales, encontrar logaritmos médulo p llevaria aproximadamente
74 afos.

También habria que tener en cuenta que para nimeros primos p en que p — 1 tiene sélo
pequefios factores primos, es posible usar técnicas especiales para encontrar logaritmos
médulo p de una forma muy rapida. Obviamente, este tipo de nimeros primos no deben




ser usados en este sistema de cifrado. Tomar un primo p = 2¢ + 1, donde ¢ es también
primo, evita este inconveniente.
El criptosistema Exponencial se suele usar en clave ptblica como transmisor de claves

comunes que pueden ser utilizadas para un sistema de cifrado en sesiones de comunicacién
de datos, y deberan ser construidas de tal manera que los individuos no autorizados sean

incapaces de descubrirlas en un tiempo factible.

Sean p un primo grande y a un entero con mcd(a,p) = 1. Cada individuo de la red posee
una clave k que es un entero con med(k,p—1) = 1. Cuando dos individuos con claves k; y

k; desean intercambiar una clave, el primero envia al segundo el entero y; = @ (mod p)
y el segundo conocera la clave comun K calculando :

K = yk = dd*® (modp)
El primer individuo hard los mismos pasos, pero esta vez con su clave y el entero y,
recibido del segundo.

De manera similar, un grupo de n individuos pueden compartir una clave comun:

K = d"®* (mod p) si tienen claves ky, ky. ..., k,.

2.2 Criptosistema de ElGamal

Es un sistema de cifrado orientado a sistemas de transmision con cifrado en clave publica;
estd basado en la funcién unidireccional exponencial discreta, por lo cual presenta una

fuerte resistencia al criptoandlisis.
Vamos a ver como funciona este sistema de cifrado :

Sean un cuerpo finito GF(p) y a un elemento primitivo.
Cada usuario U de la red de comunicacién en clave publica escoge, al azar, un entero
ru € [2, p—1], que constituird su clave secreta, la clave piblica de cada usuario U serd el
elemento ¢’ € GF(p).Si un usuario A quiere transmitir un mensaje cifrado al usuario

B, debera realizar las siguientes operaciones:

o Escoger, al azar, un entero k y calcular o* (mod p).

® Traducir los simbolos del mensaje a sus equivalentes numéricos y agruparlos en

bloques de 2m digitos.

o Para cada bloque P del texto original, formar un bloque C de texto cifrado utilizando

la relacién :

C = P ((a"®)") (modp)

El texto cifrado consistira en la sucesién de bloques C' que se vayan calculando.

-23-

¢ Transmitir el texto cifrado junto con a* (mod p).

Entonces, el usuario B podra recuperar el texto original realizando las siguientes opera-

ciones:

e Calcular § = (a*)™® (mod p).
e Calcular A, que es un inverso de § médulo p.

o Para cada bloque C del texto cifrado, calcular el correspondiente bloque P del texto

original utilizando la relacién: P = C - 8 (mod p).

En resumen, podemos ver el resultado de la transmisién como el texto original cubierto
por una mascara a* "8 (mod p), junto con una pista o¥ (mod p). para desenmascarar e
texto. Pero resulta que esa pista sélo podré usarla alguien que conozca rg.

2.3 Criptosistema RSA

Es un sistema de cifrado orientado también a su utilizacidon en un sistema de comunicacion

con clave piblica.
La clave publica es el par (n, N'), que consiste en un exponente entero positivo n y un

mddulo N que es el producto de dos primos grandes, N = pgq. tales que med(n. é (N)) =
mcd(n, (p—1)(g—1)) = 1. Estas son las condiciones que deben cumplir p y ¢ para que el
monomio utilizado como funcién de cifrado sea permutacional sobre Z, y Z,, y por tanto

lo sea también sobre Zy, puesto que N = pgq. (Notar que ¢ es la funcidn de Euler.)

Para convertir un texto original en un texto cifrado, primero se traducen sus simbolos
a sus equivalentes numéricos (manteniendo los ceros iniciales) y después se agrupan los
ndmeros resultantes en bloques de 2m digitos decimales, del mismo modo que en apartados
anteriores.
Para cada bloque P del texto original, se forma un bloque C de texto cifrado utilizando
la relacion :
C = P" (mod N)

Y el texto cifrado consistird en la sucesion de bloques C' que se vayan calculando.

Como vemos el cifrado es similar al del criptosistema exponencial, sin embargo, es en
el descifrado donde difieren.
Para construir la funcién de descifrado, hay que tener en cuenta que la funcién de cifrado
que nos llevaba de Zn a Zy es un endomorfismo de anillos y no de cuerpos (a diferencia de
lo que sucedia en el Exponencial, en el que el médulo de la funcién de cifrado era primo).
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Siendo esto asi, no se puede considerar un inverso de n médulo N como exponente de un
monomio permutacional en Zy.

Asi pues, la solucidn a este problema es la siguiente :

En primer lugar (y aqui es donde radica la eficacia de este sistema para su utilizacion
en redes de clave publica), el procedimiento de descifrado exige el conocimiento de p y g,
puesto que va a ser necesario disponer de dos inversos en vez del unico que se necesitaba
en el criptosistema Exponencial. En el RSA, para el descifrado, se necesita d, un inverso
de n modulo p — 1, y se necesita k, un inverso de n médulo ¢ — 1, los cuales existen
porque mcd(n, (p—1)(¢ — 1)) = 1. v ademds, puesto que p y ¢ son primos, Z, y Z, son
cuerpos. y por tanto d y k si que se pueden considerar como exponentes de monomios

permutacionales en Z, y Z,, respectivamente.
Para cada bloque C del texto cifrado, se plantea el siguiente sistema de congruencias :

P

2

Pq

il

P = C? (mod p)
P C* (mod q)

Se resuelve este sistema de congruencias, ¥ puesto que su solucién es unica. cosa que
garantiza el Teorema Chino de los Reslos, se tiene que P~ = P, el bloque del texto
original correspondiente al bloque C de texto cifrado.

Y repitiendo este proceso para cada bloque C, se recupera el texto original, solventando
el problema derivado de Ja no primalidad de N.

Para entender cémo el criptosistema RSA satisface por completo todas las necesidades
de un sistema de cifrado de clave piublica. obsérvese en primer lugar que cada individuo
puede encontrar dos primos grandes p v ¢. con 100 digitos decimales, en s6lo unos minutos
de tiempo de computacidn, y sélo tiene que hacerlo dos veces.

Una vez que se han encontrado p y ¢, hay que escoger un exponente n para el cifrado, con
mcd(n, ¢(pq)) = med(n, (p —1)(¢ — 1)) = 1. Una sugerencia para escoger n es tomar
cualquier primo mayor que p y que g. No obstante, cada individuo puede escoger el n de
la forma que mejor le parezca.

Después, la exponenciacién modular necesaria para el cifrado de mensajes utilizando el
criptosistema RSA puede ser realizada en sélo unos pocos segundos de tiempo de com-
putacién, suponiendo incluso que los modulos, el exponente y la base de la exponenciacion
modular tengan 200 digitos. De igual forma, utilizando el algoritmo de Euclides, se pueden
encontrar rapidamente los inversos d y k del exponente de cifrado n médulo p—1 y médulo

g — 1, respectivamente. una vez que se conozcan p y ¢.

Para ver por qué el hacer publica la clave de cifrado, es decir, el par (n, N'), no im-
plica revelar la clave de descifrado, que es la terna (n, d, k), hay que tener en cuenta
que para encontrar d y k es necesario disponer previamente de p — 1y ¢ — 1, lo cual
supone una tarea no menos facil que factorizar el entero N; y como se puede deducir, si
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tanto p como ¢ tienen alrededor de 100 digitos decimales, N = pgq tendrd aproximada-
mente 200 digitos decimales. Y existen estudios sobre el tema de la factorizacion segiin los
cuales la factorizacién de un entero de ese tamaiio requiere 3.8 x 10° afios de computacion.

2.4 Criptosistema de la Mochila

Por dltimo, vamos a ver un sistema de cifrado basado en el problema de la mochila. Dado

un conjunto de enteros positivos aq, as, ..., @, ¥y un entero S, el problema de la mochila

pregunta cuéles de esos enteros suman S. Otra manera de enunciar el problema de la

mochila es preguntar los valores de z,, 74, ..., z,, (0 6 1 cada z;), de tal manera que :
S =az + azy + ... +a,z,

Buscar soluciones a este problema por un método de tanteos (prueba y error) puede
necesitar un chequeo de las 2" posibilidades para (z;. 24, ..., z,). Incluso el mejor de
los algoritmos exixtentes para resolver el problema de la mochila es inviable para un n lo

suficientemente grande.

Ciertos valores de los enteros a;, a,, .... a, hacen que la solucion al problema de la
mochila sea mucho mas sencilla que en el caso general. Por ejemplo, si a,=2?"1, para
encontrar la solucion a § = a2, + a7y + ... + a,2,. donde z;=1 ¢ 0. para

1=1,2,...,n, simplemente tendremos que encontrar la expansién binaria de 5. También
podemos producir problemas de la mochila sencillos si escogemos los enteros a;. as. .. ..
a, de tal manera que la suma de los primeros j — 1 enteros sea siempre menor que el

j-ésimo entero, es decir :
g=1
Za; <a;, J7=23...,n
1=1

Si una secuencia de enteros aj, ay, ..., a, satisface esta desigualdad, la denominare-
mos secuencta superincremental. Dicha condicién de desigualdad permite que los proble-
mas de la mochila basados en secuencias superincrementales puedan ser resueltos muy
rapidamente.

El criptosistema de la Mochila se fundamenta en esta observacién. Fue inventado por
Merkle y Hellman, y fue considerado bueno para un sistema de cifrado de clave piiblica
hasta hace poco (luego veremos por qué dejo de serlo).

El sistema de cifrado de la Mochila que vamos a describir esta basado en la transformacién
de secuencias superincrementales y funciona de la siguiente manera:

Cada individuo escoge una secuencia superincremental de enteros positivos, de una deter-
minada longitud N, es decir, a;, as, ..., ay, asi como un médulo m con m > 2ay y un
multiplicador w con mecd(w,m) = 1.
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La secuencia transformada, que ya no es superincremental, by, b2, ..., by, con b; =
wa; (modm),0 < b; < m,paraj = 1,2, ..., N, se hace piblica.

Cuando alguien quiera enviar un mensaje cifrado P a este individuo, lo primero que tiene
que hacer es traducir el mensaje original a una cadena de 0’s y 1's usando los equivalentes
numeéricos binarios de los simbolos del alfabeto que forman el texto original. Esta cadena
de 0’s y 1's se divide luego en segmentos de longitud N (para simplificar, suponemos que
la longitud de la cadena es divisible por N; sino, se soluciona rellenando el iltimo bloque
con 1's). Para cada bloque, se calcula una suma utilizando Ja secuencia by, by, ..., by
por ejemplo, el bloque zy2; ... 2y da S = byz; + byzy + ... + byzy.

Finalmente, las sumas generadas por cada bloque forman el texto cifrado.

Para descifrar un texto cifrado generado por el problema de la mochila, sin conocer m y
w, hay que resolver un grupo de complicados problemas de la mochila de la forma : l

S = b]I] + bQIz + ... + le'/\"

Por otra parte, cuando se conocen m y w. el problema de la mochila se puede transformar
en un problema de la mochila mucho mas facil, ya que :

TS = s T m =

S = whar + Thry + ... + Ghyay = @11y + agay + ... + anzy (mod m),
donde wb; = a; {mod m), donde @ es un inverso de v médulo m, de tal manera que :
So = a1x1 + axxy + ... + anzy.

donde S, es el menor resto positivo de 1 S médulo m. Esta férmula se cumple porque
ambos lados de la ecuacién son enteros positivos menores que m, los cuales son congruentes
modulo m.
Vamos a ilustrar estos procedimientos de cifrado y descifrado del criptosistema de la
Mochila con un ejemplo :
Empezamos i 1

p con la secuencia superincremental {a. ag. a3, aq, as, ag, a7, as. dg, A1p) =

(2, 11, 14, 29, 58, 119, 241, 480. 959, 1917).

Tomamos m = 3837 como médulo, de tal manera que m > 2aj0, y w = 1001 como
multiplicador, de tal modo que mcd(w,m) = 1, para transformar la secuencia superincre-
mental en la secuencia :

(2002, 3337, 2503, 2170, 503, 172. 3347. 855, 709, 417)
Para cifrar el mensaje :
SECRETO

primero se traducen los simbolos a sus equivalentes numéricos decimales en Zyq, después
se traducen los decimales a binarios de cinco digitos, y luego se agrupan estos digitos en
bloques de diez, para obtener :

1001000100 0001010001 0010010011 0111011111

527 =

Para cada uno de los 4 bloques de 10 digitos binarios obtenidos, se forma una suma

mediante la adicién de los términos adecuados de la secuencia :
(2002, 3337, 2503, 2170, 503, 172, 3347, 855, 709, 417),

sumando aquéllos a los que les corresponda un 1. Esto da como resultado el siguiente

texto cifrado, formado por las 4 sumas :

05027027590380113510

Por ejemplo, se calcula 5027 mediante la suma de 2002. 2170 y 855.

Cuando el receptor quiera descifrar e} mensaje. lo que tiene que hacer es separarlo en
bloques de sumas, y para cada una de ellas calcular el menor resto positivo del resultado
de multiplicarla por 23, puesto que 23 es un inverso de 1001 modulo 3837.

Luego. con cada uno de los 4 restos positivos obtenidos. se resuelve. mediante el algoritmo
que antes se describié, el sencillo problema de la mochila correspondiente a la secuencia
superincremental original. (2, 11, 14, 29, 58, 119, 241, 480, 959, 1917).

Por ejemplo. para descifrar el primer bloque encuentra que 5027 - 23 = 511 (mod 3837),
v luego ve que 511 = 2 + 29 + 480. Esto le dice que el primer bloque de digitos binarios
del texto original era 1001000100. De la misma manera encuentra el resto de bloques
de digitos binarios del texto original. con lo cual ya sdlo le quedard volver a pasar el
equivalente binario al equivalente decimal, y traducir el equivalente decimal al simbolo
correspondiente en el alfbeto, para recuperar €] texto original :

SECRETO

Recientemente, Shamir ha demostrado que el criptosistema de la Mochila no es satisfacto-
rio para la Criptografia de clave piblica. La razon es que él ha descubierto un algoritmo
eficiente para resolver problemas de la mochila con secuencias como las explicadas.

El algoritmo encontrado por Shamir puede resolver estos problemas de la mochila em-
pleando un tiempo de orden polinomial, en vez de requerir tiempo exponencial, como
sucedia con los algoritmos conocidos hasta entonces para resolver los problemas de la

mochila en general.
Se han estudiado varias maneras de alterar este sistema de cifrado de la Mochila para
evitar la debilidad encontrada por Shamir, pero desgraciadamente. hoy en dia los crip-

toanalistas trabajan a igual o incluso mayor nivel que los criptégrafos, y resulta que
también se han descubierto hace poco algoritmos eficientes para resolver estas nuevas

estrategias.
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Las pruebas consistiran en la resolucion de problemas (los mismos para
todos los concursantes de cada uno de los tres niveles) y se realizaran en
Madrid, en un solo dia de la segunda quincena del mes de junio de 1994.
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Se concederan diplomas, acompafiados de ios premios correspondien-

tes, a los mejores de cada nivel.

CUARTA
Los Centros que deseen presentar a algunos de sus alumnos (hasta un
maximo de seis) deberan realizar la preinscripcion antes del dia 22 de Mayo
de 1994, dirigiéndose por carta sin certificar a esta Sociedad, Apartado de
correos n° 9.479, 28080 - MADRID. En esta preinscripcién no es preciso
hacer constar los nombres de los alumnos seleccionados.
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Se comunicaré directamente a los Centros preinscritos la fecha exacta,

lugar y hora de realizacion de las pruebas y estos Centros entregaran a los
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el curso en que estan matriculados en el afno académico 1993-94 y que han
sido seleccionados por su excepcional aprovechamiento en Matematicas.
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SIMETRIA EN MOSAICOS ROMANOS

Eugenio Roanes Macias y Eugenio Roanes Lozano
Sec Dptal de Algebra. Facultad de Educacién UCM
José Maria Alvarez Martinez
Director del Museo Nacional de Arte Romano

Resumen: El objetivo inicial de esta investigacién era tratar de averiguar
si entre los mosaicos romanos de tipo geométrico existian modelos de los 17
grupos de simetria del plano. Al analizarlos hemos encontrado muchos
mosaicos que parecen haber sido disefiados para servir de modelo para
estudiar sobre ellos transformaciones y construcciones geométricas. Esto nos
animé a aprovecharlos para tal fin. Para ello se ha escogido una coleccién
de mosaicos romanos preferentemente bicolores del género "italiano" (siglo
1), asi como de frisos periddicos y de rosetones, tanto ciclicos como
diedrales, con la originalidad de ser también invariantes por homotecias.

1. MOTIVACION DE ESTE ESTUDIO

Comenzamos narrando la situacién que nos motivé a interesarnos por los
mosaicos romanos, desde un punto de vista geométrico.

Los movimientos o isometrias que dejan invariante una figura plana
constituyen el grupo de simetria de esa figura (grupo del tridngulo, grupo
del cuadrado, etc).

Partiendo ahora de un dibujo o motive, que esté contenido en un
paralelogramo, y adosando paralelogramos iguales (conteniendo el mismo
motivo pictérico), de modo que recubran el plano sin solapamientos, se
obtiene una figura denominada mosaico periédico. Asi pues, las Iraslaciones
que dejan invariante un mosaico periddico resultan de componer dos
traslaciones cuyos vectores yacen sobre dos lados consecutivos del
paralelogramo inicial (vectores pues linealmente independientes).

Los movimientos (no sélo traslaciones) que dejan invariante un mosaico
periédico forman el grupo de simetria del mosaico ("simetrias" en el sentido
de isometrias que lo transforman en si mismo).

Los grupos de simetria también se denominan grupos cristalogrdficos
planos. El nimero de posibles grupos de simetria resulta ser muy reducido,
si s6lo se consideran mosaicos bicolores. Tan sélo existen 17 (ver [Mar],
por ejemplo), lo que fue demostrado por el cristalégrafo Fedorov (1891) y
redescubierto por Klein y Fricke (1897) y después por Polya y Niggli (1924).

En 1944 E. Muller [Mul] analizé los grupos de simetria existentes en la
omamentacion de la Alhambra de Granada. Autores de la categoria de los
gedmetras Coxeter [Cox], Berger [Ber] y Griimbaum-Shephard [G-S] citan que en
la Alhambra sélo se encuentran modelos de mosaicos de 13 de los 17
grupos citados, pero el profesor Rafael Pérez G6mez de la Univ. de Granada
ha comprobado la existencia de modelos de los 17 grupos (véase [Per]).
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La publicacién de este hallazgo motivé a los dos autores de este articulo
citados en primer lugar a desarrollar una simulacién informdtica de modelos
de grupos de simetria tomados de la ornamentacién de la Alhambra [R-R].

Por otra parte, un célebre matemdtico comentd en cierla ocasién que en la
ornamentacion del arte egipcio cldsico existfan modelos de los 17 grupos.
Pero, que sepamos, no hay documentacién publicada de tal hallazgo.

Todo ello nos molivé a satisfacer la curiosidad de averiguar si los
creadores de los mosaicos romanos de tipo geométrico habfan intuido los 17
modos de generarlos, desde un punto de vista geométrico.

2. MOSAICOS ROMANOS DE MOTIVOS GEOMETRICOS

La Geometrfa griega tuvo su proyeccién artistica en la construecién de
mosaicos de motivos geométricos. Los griegos del periodo helenistico
acostumbraban a pavimentar las mejores habitaciones de casas y patios con
mosaicos construidos con reselas (pequenas piedras orloédricas coloreadas,
cuyas aristas miden de 3 mm a 1.5 cm). Esta costumbre fue trasmitida a los
romanos. Pero todavia en muchos mosaicos romanos puede leerse un nombre
griego como autor del mismo. Ademds, algunos de los MOSaicos romanos
reproducen el motivo de sus precursores griegos,

La moda en los motivos geomélricos representados y en los colores
utilizados en los mosaicos romanos evolucioné en el tiempo. Los mosaicos de
molivos estrictamente geomélricos en colores blanco y negro, del género
calificado de iraliano, proliferaron durante el siglo II en la parte
occidental del imperio romano, habiéndose hallado numerosos ejemplares en
Mérida e lidlica. En el siglo Il son frecuentes los mosaicos tricolores,
conservindose los motivos geométricos, como son la mayoria de los de la Casa
del Anfiteatro de Mérida. Finalmente, en el siglo IV dominan los mosaicos
excesivamente recargados y policromos, con preponderancia de colores rojo,
amarillo, blanco y negro, como pueden verse en las villas romanas de La
Olmeda y de Quintanilla de la Cueza (Palencia), descubiertas en 1968 y 1969,
respectivamente [Cor]. A veces, en una misma habitacion se han encontrado
dos (o tres) mosaicos superpuestos, por deterioro de los primitivos o por
evolucién en la moda, como ocurre en la Casa de la Basilica en Mérida.

Son los mosaicos bicolores del género italiano del siglo I los mds
interesantes desde el punto de vista geométrico. Tales mosaicos se
encuentran a lo largo y ancho de todo el imperio romano, siendo frecuentes
en Mérida, Itdlica, Liédena (Navarra), Pompeya, Roma, Cartago y también en
algunas provincias del norte del imperio romano.

Los mosaicos periédicos, frisos y rosetones de motivo geomélrico
constituyen una excelente motivacién para ejercitarse de modo agradable en
el uso de diversos conceptos propios de la Geometria Elemental:
transformaciones geométricas del grupo euclideo y construcciones geométricas
sencillas.

A fin de escoger una pequefia coleccidn representativa de cada uno de los
modos geométricos de generacién de estos mosaicos, hemos consultado
numerosos catdlogos de mosaicos romanos de molive geométrico (citados en la
bibliografia) y hemos buscado en diversas villas romanas.
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3. CONCEPTOS GEOMETRICOS RELATIVOS A MOSAICOS
PERIODICOS.

La introduccién de estos conceptos es més sencilla a la Juz de un ejemplo.
En la figura 3.1 se muestra un mosaico romano hallado en Mérida (ermita de
la Piedad) en mayo de 1980 [Alv] y que también se halla en Matard, en la
Casa de los Repuxos (Coimbra) y en Ostia (ltalia).

a S

Fig 3.1 Fig 3.2

Su construccién geométrica se obtiene fdcilmente. A partir del cuadrado
DEFG (fig 3.2) de centro O, se trazan dos cuadrantes de circunferencia DE y
FG. de centro O. Andlogamente, a partir de los respectivos cuadrados EFIH y
DGKJ, se trazan dos cuadrantes de circunferencia FE y DG, bastando ya
colorear el cuadrildtero mixtilineo bordeado por esos cuatro arcos.

Formalmente, un mosaico (bicolor) es el subconjunto del plano que estéd
coloreado sobre fondo blanco. Los mosaicos que, en principio, nos interesa
considerar son los mosaicos periddicos, es decir, los obtenidos repmeqdo
periédica e indefinidamente, segin dos direcciones distintas, el motivo
representado en un paralelogramo. Asi, por ejemplo, a partir de la parte
rectangular MNPQ, aplicando reiteradamente traslaciones de vectores MN Y MQ,
se obtiene el mosaico periddico del cual aparece una parie en la figura 3.1

Mis precisamente, las traslaciones que iransforman un mosaico, S, en si
mismo forman el grupo de traslaciones de i, que denotamos T(M). El mosaico
M es periddico, si T(H) es generado por dos Iraslaciones de veclores
linealmente independientes.

Por otra parte, observemos que el mosaico periédico de la fig 3.1, también
puede ser generado por traslaciones a partir de una parte propia del
rectdngulo MNPQ. En efecto, a partir del rombo XUWYV y aplicando las
\raslaciones de vectores XU y xv (y sus productos), también se genera dicho
mosaico. Sin embargo, ninguna parte propia de dicho rombo (que sea cer.rada
respecto de la Topologia Euclidea usual) permite generar el mosaico mediante
rraslaciones. Ello se expresa diciendo que XUWV es una célula de este
mosaico. Es claro que la parte rectangular UVPQ es otra célula de este

mosaico.
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En general, una célula del mosaico periédico 41 es un poligono convexo, C,
tal que las imdgenes de C mediante las traslaciones de T(M) recubran el
plano y tal que ningin otro poligono convexo estrictamente contenido en C
verifique esa condicién. De ello resulta que la unién de las imdgenes de C
mediante las traslaciones de T(#) es todo M.

Observando de nuevo el mosaico periédico de la fig 3.1, notemos que,
ademds de las traslaciones citadas, existen otras isometras que transforman
en si mismo dicho mosaico, como son la reflexion de eje XW o la de eje UV.
En general, el grupo de las isometrias (traslaciones, rotaciones. refle-
xiones y reflexiones con deslizamiento), que transforman un mosaico
periddico, fl, en si mismo, se denomina grupo de la isometrias de # y se
denota G(fH). Es claro que T(#) ¢ G(#). )

Como ya se ha indicado, el mosaico periddico de la figura 3.1 puede
obtenerse aplicando traslaciones a la célula rémbica XUWV, pero haciendo uso
de otras isometrfas de G(#), no sélo wraslaciones, se puede generar M a
partir de una parte propia de esta célula. Asi, a partir de la parte
triangular XOV, aplicando isometrias de G({), se genera el mosaico # v eslo
no puede conseguirse 4 partir de una parte propia cerrada de la XOV. Ello se
expresa diciendo que el tridngulo XOV es un dominio fundamental de este
mosaico, Otro dominio fundamental serfa el tridngulo UOW, por ejemplo.

En general, un domino fundamental del mosaico periédico 56‘[ es un poligono
convexo, D, tal que las imdgenes de D mediante isometrias de G( ) recubran
el plano y tal que ningiin otro poligono convexo contenido en D verifique esa
condicién. De ello resulta que la unién de las imdgenes de DAl mediante las
isometrias de G(#f) es todo #.

Dado un mosaico # y elegido un punto, X, del plano, al conjunto de
imdpenes de X medidnte las traslaciones de M, es decir la Grbita de X por
T( A1), se denomina red de_Pumos del mosaico. Siendo U y V dos puntos tales
que los vectores XU y xv definen traslaciones que generan T(M), puede
considerarse el tridngulo XUV, Segiin sea este tridngulo, se dice que la red
de puntos es:

® oblicua, si XUV no es is6sceles, ni rectdngulo

e rectangular, si XUV es rectdngulo, pero no isésceles

e rémbica, si XUV es isésceles (no equildtero) y no rectdngulo
® cuadrada, si XUV es rectingulo-isésceles

o hexagonal, si XUV es equildtero

Para una informacién detallada sobre los distintos tipos de red, puede
consultarse, por ejemplo, [R-R] o [Sch].

Volviendo al mosaico de la figura 3.1, observemos que el rombo XUWV es una
célula de dicho mosaico, y los lados (orientados) XU y Xv determinan dos
vectores libres, cuyas traslaciones generan T(H{), por lo que XUWV se dice
que es célula reticular (vinculada a la red del mosaico). Owra célula
reticular del mismo mosaico_serfa el paralelogramo XUVZ, siendo Z el punto
tal que los vectores XZ y UV son equipolentes.

En general, se dice que el paralelogramo XUWV es célula reticular del
mosaico periédico A, si XUWYV es una célula de cfﬂ tal que las traslaciones de
los vectores XU y xv generan T(A).
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Si un solador tuviera que reconstruir el mosaico de la figura 3.1 usando
baldosas de forma poligonal, lo mds pequefias posibles, podria usar losetas
triangulares como la UXV (fig 3.2), ya que mediante una rotacién de media
vuelta con centro ‘O se completa la célula XUWV, a partir de la cual se
genera el mosaico mediante traslaciones. Notemos que a parlir de losetas mads
pequefias, harian falta dos tipos de losetas, OXU y OXV, ya que (supuesio que
la baldosa solo tiene grabada una de sus dos caras) el solador tiene
libertad para variar su posicién sobre el suelo aplicando movimientos que
conservan el sentido (traslaciones y rotaciones), pero no movimientos que lo
cambian (reflexiones y reflexiones con deslizamiento).

En general, una losera del mosaico periddico f es un poligono convexo, L,
tal que las imdgenes de L mediante isometrias del subgrupo, G'(M). de las
isometrias de G(M) que conservan el sentido, recubran el plano y 1al que
ningin otro poligono convexo estrictamente contenido en L verifique esa
condicion. De ello resulta que la unién de las imdgenes de LN# mediante las
isometrias de G*(:{R‘[) es todo 4.

En consecuencia, si se parte de un dominio fundamental, aplicando (si
fuera preciso) movimientos que cambian el sentido se obtiene una losela,
Aplicando a esta rotaciones, se obtiene una célula. Y aplicando a esta
traslaciones se completa el mosajco.

4, CONVENIOS DE NOTACION

Para expresar abreviadamente los movimientos a considerar, llamaremos:
traslaciéon AB a la traslacién de vector AE, rotacién (P,o) a la rotacién o
gito de centro P y amplitud o, semigiro P a la rotacién (P,n), reflexién AB
a la reflexion o simetria de eje la recta AB y reflexidn con deslizamiento
MN a la composicion de la reflexion MN con la traslacién MN.

Por otra parte, se demuestra (en [Mar], por ejemplo) que toda rotacion que
transforme un mosaico periodico en si mismo, ha de tener amplitud 27/1,
2n/2, 2n/3, 2n/4 6 2n/6, es decir, ha de ser de orden 1, 2, 3, 4 6 6.

Para los 17 grupos de simetria, existen varias notaciones, que aparecen
recogidas y comparadas en el articulo [Sch]. Posteriormente han aparecido
otras dos notaciones, una de ellas debida al topéloge J. M. Montesinos (de
la Univ. Complutense) [Mon], que aporia un nuevo e interesante enfoque al
estudio de este problema, haciendo intervenir el caleidoscopio u "orbifold"
obtenido al pasar al cociente del plano euclideo respecto de grupos
discretos apropiados. Aqui adoptamos la notacién internacional de las tablas
de cristalografia para rayos X, por ser la m4s usada.

De acuerdo con esta nolacién internacional, se usan las siguientes
abreviaciones en los nombres de los grupos cristalogrdficos: M (mirror) para
indicar la existencia de reflexiones de ejes paralelos, MM (mirror mirror)
para indicar la existencia de reflexiones de ejes en dos direcciones
distintas, G (glide-reflection) para indicar reflexiones con deslizamiento
de ejes paralelos, GG para indicar reflexiones con deslizamienio de ejes en
dos direcciones, C para indicar célula centrada (esto es, célula reticular
rémbica con ejes de reflexion sobre una de sus diagonales, o ambas, pero no
sobre sus lados), P para indicar célula primitiva (demds casos).



Para cada uno de los mosaicos romanos de la coleccién representativa
elegida de los 17 grupos de simetrfa, se van a indicar brevemente: las
isometrias por las que es invariante y que caracterizan el grupo de
simetrfa, la construccién geométrica del mosaico con regla y compds, una
célula fdcil de detectar, una célula reticular, una loseta, un dominio
fundamental, el tipo de red, los movimientos en que es invariante y su
generacion como modelo de grupo de simetria. (Algunos de los mosaicos se
mostrardn algo simplificados, para resaltar su aspeclo geomélrico, pero sin
que ello afecte al grupo de simetria a que pertenecen).

5. MOSAICOS INVARIANTES SOLO POR TRASLACIONES (P1)

La figura 5.1 muestra un mosaico romano exislente en Mérida (Alcazaba) y
en Liédena (Navarra) [Bla]. Owo igual se encuentra en Timgad (Argelia).
Ninguna rotacion (distinta de la identidad), ni reflexién, ni reflexién con
deslizamiento lo transforman en s{ mismo (sélo traslaciones), por lo que es
modelo del grupo de simetria P1.

Figura 5.1 Figura 5.2

Su construccion geométrica puede obtenerse como sugiere la figura 5.2. A
partir de un rectingulo ABCD, tal que 4B = 2aD, en el que se inscribe la
semicircunferencia ANB de centro el punto medio M de aB, trazando el radio
MN vy coloreando los tridngulos mixtilineos ADN y BMN. A partir de esta
célula rectangular es fdcil generar el mosaico aplicando reiteradamente
traslaciones AB y AN, por lo que la célula ABCD no es reticular. En cambio,
el paralelogramo ABEN es célula reticular. Como G(#l) consta sélo de
traslaciones, el paralelogramo ABEN es también loseta y dominio fundamental.
La red de puntos es pues oblicua. El grupo de simetria del que es modelo,
por constar s6lo de traslaciones, se reduce a T(#{), que es generado por las
traslaciones AB y AN.

Ligeras variantes del mosaico de la fig 5.1 se encuentran en Mérida (Casa

del Mitreo), en la Plaza de la Corredera (Cérdoba), en Cuevas de Soria y en
las ruinas de Pompeya y de Cartago (Cartago romana, no punica).
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6. MOSAICOS INVARIANTES POR REFLEXIONES DE EJES
TODOS PARALELOS, PERO NO POR ROTACIONES,
NI POR REFLEXIONES CON DESLIZAMIENTO DE
EJES DISTINTOS A LOS DE REFLEXION (PM)

En la figura 6.1 se muestra un mosaico romano periédico procedente de
Itdlica, que tiene en su centro un busto de Baco y se conserva en el Museo
Arqueolégico de Sevilla [Blal. Los movimientos que lo transforman en si
mismo (ademds de traslaciones) son reflexiones de ejes todos paralelos, pero
no_rotaciones, ni reflexiones con deslizamiento de ejes distintos a los de
reflexién, por lo que es modelo del grupo de simetria PM.

b g
b o

Figura 6.1 Figura 6.2

Su construccion geométrica puede oblenerse como indica la figura 6.2, a
partir de un rectingulo ABCD, tal que aB = 2D, en el que se determinan los
puntos medios, M y N, de a8 y Cb, se trazan los segmentos AN Yy BN, ¥ se
colorea el tridngulo ABN. A partir de esta célula rectangular se genera el
mosaico aplicando reiteradamente traslaciones AB y AD, por lo que esta
célula es reticular. Como G'(#) consta sélo de traslaciones, ABCD es también
loseta. El rectingulo AMND es dominio fundamenital, ya que aplicdndole la
reflexion MN se obtiene la célula ABCD. La red de punios es pues
rectangular. El grupo de traslaciones T(#) es generado por las traslaciones
AB y AD. Ademds de estas traslaciones, el grupo de simetria consia de las
reflexiones MN, AD, BC ,...

Figura 6.3 Figura 6.4
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En la figura 6.3 se muestra otro mosaico romano de tipo PM, procedente de
Ostia (ltalia), cuyo estudio se sigue de la fig 6.4, del mismo modo indicado
anteriormente, respecto de la figura 6.2. El dominio fundamental AMND puede
construirse trazando los cuadrantes de circunferencia MP y PN, de centros
respectivos A y el centro de ABCD, y sombreando el tridngulo mixtilineo MNP,
Notemos que aunque las tramas de semicircunferencias frontera de las
regiones coloreadas en los mosaicos de las figuras 5.1 y 6.3 son similares,
son modelos de distinlos grupos de simetria.

En la villa romana de Quintanilla de la Cueza (Palencia) se encuentran
varios mosaicos de tipo PM.

7. MOSAICOS INVARIANTES POR REFLEXIONES CON
DESLIZAMIENTO DE EJES TODOS PARALELOS, PERO
NO POR ROTACIONES, NI REFLEXIONES (PG)

En la figura 7.1 se muestra un mosaico romano procedente de Granollers y
también de Emeuville (Bélgica). Los tinicos movimientos que lo transforman
en si mismo (ademds de traslaciones) son reflexiones con deslizamiento de
ejes todos paralelos, por lo que es modelo del grupo de simetria PG.

Figura 7.1 Figura 7.2

Su construccién geométrica puede obtenerse como indica la figura 7.2, a
partir de un rectdngulo ABCD, tal que AB = (3/4)aD, descomponiéndolo en 3x4
cuadraditos iguales y sombreando los seis que se indican. A partir de esta
célula rectangular se genera el mosaico aplicando traslaciones AB y AD, por
lo que esta célula es reticular. Como G'(fl) consta sélo de traslaciones,
ABCD es también loseta. Considerando los puntos medios, E, F, M y N, de los
respectivos segmenlos BC, AD, AB Y EF, se obtiene como dominio fundamental
el rectingulo ABEF, ya que aplicdndole la reflexién con deslizamiento MN se
obtiene la célula ABCD. La red de puntos es pues rectangular. El grupo de
traslaciones T(M) es generado por las traslaciones AB y AD. Ademds de estas
traslaciones, el grupo de simetria consta de las reflexiones con desliza-
miento MN, NM, AF, FA, BE,...

Los mosaicos de tipo PG son raros en el arte romano.
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8. MOSAICOS INVARIANTES POR REFLEXIONES
Y POR REFLEXIONES CON DESLIZAMIENTO DE
EJES PARALELOS Y DISTINTOS A LOS DE
REFLEXION, PERO NO POR ROTACIONES (CM)

La figura 8.1 muestra un mosaico romano procedente de Sainte Colombe
(Francia). Los tnicos movimientos que lo transforman en si mismo (ademds de
traslaciones) son reflexiones de ejes todos paralelos y reflexiones con
desliza- miento de ejes paralelos a los de reflexién y distintos de ellos,
por lo que es modelo del grupo de simetria CM.

Figura 8.1 Figura 8.2

Su construccién geomérrica puede obienerse como indica la figura 8.2,’3
partir de la parte rombica ABCD, de la cual la recta AC es eje de simetria.
A parir de la célula ABCD se genera el mosaico aplicando reiteradamente
traslaciones AB y AD, por lo que esta célula es reticular, Como G'(#) consta
sélo de (raslaciones, ABCD es también losera. El tridngulo ABC es dominio
fundamental, ya que aplicdndole la reflexion AC se obtiene la célula rc')rrllblca
ABCD. La red de puntos es pues rombica. El grupo de traslaciones T(#{) es
generado por las traslaciones AB y AD. Ademds de traslaciones, el grupo de
simetria consta de las reflexiones de ejes las rectas AC y sus paralelas por
B, D,..., asf como las reflexiones con deslizamiento MN, NM, PQ, QP,...

= T =
FTT: T

Figura 8.3 Figura 8.4

No siempre la célula reticular es tan fdcil de identificar. Asi, en la
figura 8.3 se muestra otro mosaico romano de tipo CM procedente de Hemsworth
(Gran Bretafia), cuyo andlisis sigue de modo andlogo de la fig 8.4.
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Figura 8.5 Figura 8.6

La figura 8.5 muestra otro mosaico romano de tipo CM, procedente de Mérida
(Alcazaba y Casa del Anfiteatro). Su estudio se sigue de la fig 8.6, en que
puede observarse que el paralelogramo equildtero ABCD ahora también es
equidngulo (lo que no ocurria en el caso de la fig 8.2).

Los mosaicos romanos de tipo CM son muy frecuentes. Si en el mosaico de la
figuras 6.3 se prescinde del sombreado (conservando sélo su borde), se
obtiene otro mosaico romano de tipo CM, que se encuentra en la villa romana
de Los Quintanares (Rioseco de Soria).

9. MOSAICOS INVARIANTES SOLO POR ROTACIONES DE
ORDEN 2 (SEMIGIROS) Y POR TRASLACIONES (P2)

En la figura 9.1 se muestra un mosaico romano procedente de Badalona y
Mataré. Los unicos movimientos que lo transforman en si mismo (ademds de
traslaciones) son rotaciones de 180 grados (semigiros), por lo que es modelo
del grupo de simetria P2.

Figura 9.1 Figura 9.2

Su construccién geométrica directa puede obtenerse, a partir de un
cuadrado, trisecando sus lados y trazando paralelas a sus diagonales por los
puntos de divisién, asi como paralelas a los lados por los puntos medios de
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estos, para colorear las paries indicadas en la fig 9.2. Una célula de este
mosaico es el cuadrado ABCD, de centro O, a partir del cual se genera el
mosaico aplicando reiteradamente traslaciones AB y AD, por lo que esla
célula es reticular. El tridngulo ABC es dominio fundamental, ya que
aplicdndole la rotacién O-1t se obtiene la célula ABCD. En consecuencia, el
tridngulo ABC es también loseta. El grupo de rraslaciones T(#) es generado
por las traslaciones AB y AD. Ademds de estas traslaciones, el grupo de
simetria consta de los semigiros de centros los vértices de ABCD, su centro,
O, y los puntos medios de sus lados, asi como los semigiros resuliantes de
componer aquellos con las traslaciones de T(AT).

Figura 9.3 Figura 9.4

En la figura 9.3 se muestra otro mosaico romano de tipo P2, procedente de
Roma. Su construccién se sigue ficilmente a partir de la cuadricula marcada
en la fig 9.4. Notemos que en este caso el paralelogramo ABCD (que no es
equildlero, ni equidngulo) es célula reticular. En consecuencia, la red de
puntos es, en general, oblicua, para mosaicos de lipo P2.

Los mosaicos romanos de tipo P2 son bastantes escasos.

10. MOSAICOS INVARIANTES POR ROTACIONES DE ORDEN
MAXIMO 2 Y POR REFLEXIONES CON DESLIZAMIENTO
DE EJES EN DOS DIRECCIONES (PGG)

En la figura 10.1 se muestra un mosaico romano procedente de Tréves
(Alemania). Los tinicos movimientos que lo transforman en si mismo son
semigiros y reflexiones con deslizamiento de ejes en dos direcciones
perpendiculares entre sf, por lo que es modelo del grupo de simetria PGG.

Su construccion geoméirica puede oblenerse como indica la fig 10.2, a
partir de un rectdngulo ABCD de centro 0O, tal que aB = (3/2)ap,
descomponiéndolo en 6x4 cuadraditos iguales y sombreando los doce que se
indican. A partir de esta célula rectangular se genera el mosaico aplicando

traslaciones AB y AD, por lo que esta célula es reticular. Considerando los
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Figura 10.1 Figura 10.2

puntos medios, H, I, J, K, de los lados de ABCD, se obtiene como dominio
Jundamental el rectingulo AHOK, ya que aplicdndole la reflexién con
deslizamiento MN se obtiene el rectdingulo AHJD, al cual basta aplicar el
semigiro O para obtener la célula ABCD. En consecuencia, el rectdngulo AHID
es loseta, La red de puntos es pues rectangular. El grupo de traslaciones
T(AT) es generado por las traslaciones AB y AD. Ademds de estas traslaciones,
el grupo de simetria consla de las reflexiones con deslizamiento MN, NM, PQ,
QP,..., asi como de semigiros de centros los vértices de ABCD, su centro O,
los puntos medios de sus lados,... (Notemos que otra posibilidad consiste en
tomar como célula A’B’C’D’ y generarla a partir del dominio A’H'QP,
aplicando sucesivamente las reflexiones con deslizamiento MN y PQ).

Figura 10.3 Figura 10.4

En la figura 10.3 se muestra otro mosaico romano de tipo PGG, procedente
de Aquilée (Italia), cuyo estudio se sigue de la fig 10.4., del mismo modo
indicado anteriormente, respecto de la figura 10.2.

Los mosaicos de tipo PGG son escasos en decoracién, en general, y en
particular en el arte romano.
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11. MOSAICOS INVARIANTES POR ROTACIONES DE ORDEN
MAXIMO 2, POR REFLEXIONES DE EJES TODOS PARALELOS
Y POR REFLEXIONES CON DESLIZAMIENTO DE EJES
PERPENDICULARES A LOS DE REFLEXION (PMG)

En la figura 11.] se muestra un mosaico romano tricolor procedente de
Caerwent (Gran Gretaia)., Los tnicos movimientos que lo transforman en si
mismo (ademds de traslaciones) son semigiros, reflexiones de ejes lodos
paralelos y reflexiones con deslizamiento de ejes perpendiculares a los de
reflexion, por lo que es modelo del grupo de simetria PMG.

Figura 11.1 Figura 11.2

Su construccion geomérrica puede oblenerse como indica la figura 11.2, a
partir de un rectdngulo ABCD de centro O, tal que A8 = (1/2)aD, inscribiendo
en él dos circunferencias tangentes y trazando la recta que pasa por los
centros de ellas, para colorear alternativamente un semicirculo de cada una.
A partir de esla célula rectangular se genera el mosaico aplicando
traslaciones AB y AD, por lo que esta célula es reticular. Considerando los
puntos medios, H, 1, J, K, de los lados de ABCD, se obtiene como dominio
fundamental el rectangulo ABQP (1al que P y Q son los puntos medios de ax y
B1), ya que, aplicindole la reflexién PQ, se obtiene el rectdngulo ABIK, al
cual ~basta aplicar el semigiro O para obtener la célula ABCD. En
consecuencia, el rectdngulo ABIK es loseta. La red de puntos es pues
rectangular. El grupo de traslaciones T(M) es generado por las traslaciones
AB y AD. Ademds de estas traslaciones, el grupo de simetria consta de los
semigiros O,H,LLK,A,B,C.D,..., las reflexiones PQ, FE,... y las reflexio-
nes con deslizamiento HO, OH, AK, BI, ....., asi como sus composiciones con
las traslaciones de T(J).

Notemos que otra posibilidad consiste en tomar como célula PQRS (fig 10.2)
y generarla a partir del dominio PQIK, aplicando sucesivamenie el semigiro O

y la reflexién EF.
Los mosaicos de tipo PMG son rarisimos.
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12. MOSAICOS INVARIANTES POR REFLEXIONES DE EJES
EN DOS DIRECCIONES Y POR ROTACIONES DE ORDEN
MAXIMO 2, CUYOS CENTROS ESTAN TODOS EN EJES
DE REFLEXION (PMM)
La figura 12.1 muestra un mosaico romano que se encuentra en Mérida (Casa
del Anfiteatro) y también en Roma. Los tinicos movimientos que lo transforman
en si mismo (ademds de traslaciones) son reflexiones cuyos ejes son rectas

de dos direcciones perpendiculares y semigiros cuyos centros estdn todos en
ejes de reflexiones, por lo que es modelo del grupo PMM.

:u

Figura 12.1

Su construccién geométrica puede obtenerse como indica la figura 12.2, a
partir de un rectdngulo ABCD de centro O. A partir de esta célula rectan-
gular se genera el mosaico aplicando traslaciones AB y AD, por lo que esta
célula es reticular. Considerando los puntos medios, H, 1, J, K, de los
lados de ABCD, se obtiene como dominio fundamental el rectdingulo AHOK, ya
que aplicdndole la reflexién KO se obtiene el rectdngulo AHID, al cual basta
aplicar la reflexién HO (o el semigiro O) para obtener la célula ABCD. En
consecuencia, el rectdngulo AHJD es loseta. La red de puntos es pues
rectangular, El grupo de traslaciones T(M) es generado por las traslaciones
AB y AD, Ademds de estas traslaciones, el grupo de simetria consta de los
semigiros O,H,1JK,AB,C.D,... y las reflexiones KI,AB,CD,HO,AD,BC...

Figura 12.3 Flgura 124

En la figura 12.3 se muestra otro mosaico romano de tipo PMM, procedente
de Itdlica, que también se encuentra en el Museo Municipal de Cartagena y en
Biches (Francia), cuyo estudio se sigue del mismo modo de la fig 12.4.

Los mosaicos romanos de tipo PMM son muy numerosos. En la villa romana de
La Olmeda (Palencia) existen varios.
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‘ 13. MOSAICOS INVARIANTES POR REFLEXIONES DE EJES
EN DOS DIRECCIONES Y POR ROTACIONES DE ORDEN

‘ MAXIMO 2, CUYOS CENTROS NO ESTAN TODOS EN
EJES DE REFLEXION (CMM)

| Volvamos sobre el mosaico romano considerado en el apartado 3. Aquel
mosaico se transforma en si mismo por reflexiones cuyos ejes son rectas de

: dos direcciones perpendiculares y semigiros cuyos centros no todos estdn en
ejes de reflexiones, pero no por rotaciones de orden mayor que dos, por lo

| que es modelo del grupo de simetria CMM. Se describié ya en el apartado 3.

hd Hd A&

Figura 13.1 Figura 13.2

En Ia figura 13.1 se muestra otro mosaico romano de tipo CMM, procedente
de Liédena (Navarra). Su estudio es andlogo. De acuerdo con la fig 13.2, a
partir del dominio fundamental ABO, mediante la reflexién AO se completa la
loseta ABD, aplicando a la cual el semigiro O se obtiene la célula reticular
consistente en el rombo ABCD. En cuanto a su construccién geométrica
(restringida al citado dominio), basta trazar los cuadrantes de circunfe-
rencia HO y HA y colorear el tridngulo mixtilineo AOH. La red de puntos es
rémbica. El grupo de traslaciones T(#) es generado por las traslaciones AB y
AD. Ademds de estas traslaciones, el grupo de simetria consta de los
semigiros O,H,LLJK,A,B,C,D...., las reflexiones de ejes AC, BD (y sus
gﬁralﬁla; Kpor los vértices de ABCD) y las reflexiones con deslizamiento HI,

rr.

Figura 13.3 Figura 13.4

En la figura 13.3 se muestra otro bello mosaico romano de tipo CMM,
procedente de Ostia, cuyo estudio se sigue de la fig 13.4. La célula reti-
cular ABCD es aquf un rombo equidngulo, es decir un cuadrado.

Los mosaicos romanos de tipo CMM son muy numerosos.



14. MOSAICOS INVARIANTES POR ROTACIONES DE ORDEN
MAXIMO 4, PERO NO POR ROTACIONES (P4)

La figura 14.1 muestra un mosaico romano existente en Mérida (Casa del
Mitreo), asf como en Tivoli (Italia). Los vnicos movimientos que lo trans-
forman en s{ mismo (ademds de traslaciones) son rotaciones de 90 grados y
semigiros, por lo que es modelo del grupo de simetria P4.

.
Figura 14.1 Figura 14.2

Su construccion geométrica directa puede obtenerse fdcilmente a partir de
un cuadrado descompuesto en 3x3 cuadraditos iguales, marcando las lineas
indicadas en la fig 14.2. Una célula de este mosaico es el cuadrado ABCD, de
centro O, a partir del cual se genera el mosaico aplicando reiteradamente
las traslaciones AB y AD, por lo que esta célula es rericular. El tridngulo
ABO es dominio fundamental, ya que aplicdndole rotaciones (O,1/4) se obtiene
la cé€lula ABCD. En consecuencia, el tridngulo ABO es también losera. La red
de puntos es pues cuadrada. El grupo de traslaciones T(M) es generado por
las traslaciones AB y AD. Ademds de estas traslaciones, el grupo de simetria
consta de rotaciones de 90 grados de centros O,A,B,C,D,... y semigiros de
centros los puntos medios de los lados de ABCD, asf como los productos de

estas rotaciones por las traslaciones de T(JH).

Un mosaico similar (pero con el cuadrado central de cada célula coloreado)
se encuentra en Mérida (Casa de la Basilica) y ea el Museo Arqueoldgico de
Zaragoza. En la villa romana de La Olmeda (Palencia) se pueden contemplar
mosaicos de tipo P4.

15. MOSAICOS INVARIANTES POR REFLEXIONES Y POR
ROTACIONES DE ORDEN 4 CUYOS CENTROS ESTAN
EN EJES DE REFLEXION (P4M)

El mosaico romano de la fig 15.1 se encuentra en el Museo Nacional de Arte
Romano de Meérida y también en Florencia. Este mosaico es invariante por
reflexiones y por rotaciones de 90 grados cuyos centros estdn todos en ejes
de reflexién, por lo que es modelo del grupo de simetria P4M.
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Figura 15.1 Figura 15.2

Su construccion geométrica puede obtenerse como indica la figura 15.2, a
partir del cuadrado ABCD de centro O. A partir de esta célula cuadrada se
genera el mosaico aplicando las traslaciones AB y AD, por lo que esta célula
es reticular. Considerando los puntos medios, H, I, J, K, de los lados de
ABCD, se obtiene como dominio fundamental el tridngulo rectdngulo-isdsceles
AHO, ya que aplicdndole la reflexién HO se obtiene el tridngulo ABO, al cual
basta aplicar rotaciones (O,m/4), para obtener la célula ABCD. En conse-
cuencia, el tridngulo ABO es loseta. La red de puntos es pues cuadrada. El
grupo de traslaciones T(#]) es generado por las traslaciones AB y AD. Ademds
de estas traslaciones, el grupo de simetria consta de las rotaciones de 90
grados de centros O,A,B,C,D,..., los semigiros HLJK,..., las reflexiones
OH,AD,BC,01,AB,CD,0A,OB,... y las reflexiones con deslizamiento HI, IH, IJ,

JK, KH, ....
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Figura 15.3 Figura 15.4

La figura 15.3 muestra otro mosaico de tipo P4M, existente en Mérida (Casa
del Mitreo), en Liédena, en Matar6 y en Barcelona. Su estdio es andlogo,
como sugiere la fig 15.4. En el Museo Arqueolégico de Sevilla se encuentra
un mosaico, procedente de Itdlica, aparentemente similar a este, pero con
los pétalos alternativamente en dos colores, con lo cual resulta ser de tipo
PMM (por no ser invariante por rotaciones de 90 grados).
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16. MOSAICOS INVARIANTES POR REFLEXIONES Y POR
ROTACIONES DE ORDEN 4 CUYOS CENTROS NO
ESTAN EN EJES DE REFLEXION (P4G)

La fig 16.1 muestra un mosaico romano, que se encuentra en Mérida, en
Liria (Valencia) y en Pompeya. Este mosaico es invariante por reflexiones y
por giros de 90 grados cuyos centros no estdn todos en ejes de reflexién,
por lo que es modelo del grupo de simerria PAG.

Figura 16.1 Figura 16.2

Su construccion geométrica puede obtenerse como indica la figura 16.2, a
partir del cuvadrado ABCD de centro O. A partir de esta célula cuadrada se
genera el mosaico aplicando traslaciones AB y AD, por lo que esta célula es
reticular. Considerando los puntos medios, H, I, J, K, de los lados de ABCD,
se obtiene como dominio fundamental el tridngulo rectdngulo-isésceles HOK,
ya que aplicdndole la reflexién HK se obtiene el cuadrado AHOK, al cual
basta aplicar rotaciones (O,m/4), para obtener la célula ABCD. En conse-
cuencia, el cuadrado AHOK es loseta. La red de puntos es pues cuadrada. El
grupo de traslaciones T(M) es generado por las traslaciones AB y AD. Ademids
de estas traslaciones. el grupo de simetrfa consta de las rotaciones de 90
grados de centros O,A,B,CD,..., los semigiros H,LJK,..., las reflexiones
HII,JK,KH,... y las reflexiones con deslizamiento AO, OA, BO, OB, PQ, QR,

RS, SP....

Figura 16.3 Figura 16.4

-47 -

En la figura 16.3 se muestra otro mosaico de tipo P4G, procedente de
Itdlica y que puede verse en el Museo Arqueolégico de Sevilla, en la Plaza
de la Corredera (Cérdoba) y en Barcelona. Su estudio es andlogo, como
sugiere la fig 16.4. Leves variantes de este mosaico (con los arcos de
circunferencias pequefias prolongados unos grados mds, pero del mismo tipo
P4G) se encuentran en Mérida, en Quintanilla de la Cueza y en Matard.

Figura 16.5 Figura 16.6

En la figura 16.5 se muestra un bello mosaico ateniense de tipo P4G, cuyo
estudio se sugiere en la fig 16.6.

Los mosaicos romanos de tipo P4G son muy numerosos.

17. MOSAICOS INVARIANTES POR ROTACIONES DE ORDEN
MAXIMO 3, PERO NO POR REFLEXIONES (P3)

La figura 17.1 muestra un mosaico romano procedente de Mérida (Casa del
Anfiteatro). Los tnicos movimientos que lo transforman en si mismo (ademds
de traslaciones) son rotaciones de 120 grados, por lo que es modelo del
grupo P3. Este mosaico tricolor es el tinico ejemplar P3 que hemos hallado.

Figura 17.1 Figura 17.2
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Su construccién geométrica directa puede obtenerse como sugiere la propia
fig 17.1, a partir de una trama hexagonal, disponiendo alternativamente
hexdgonos coloreados en oscuro, blanco y claro. Una célula de este mosaico
es el hexdgono regular ABCDEF, de centro O (fig 17.2), a partir del cual se
genera el mosaico aplicando reiteradamente traslaciones de vectores AC y AE.
El rombo ABCO es dominio fundamental, ya que aplicdndole rotaciones (O,m/3)
se obtiene la célula ABCDEF. En consecuencia, el rombo ABCO es también
loseta. La red es hexagonal. El grupo de traslaciones T(M) es generado por
las traslaciones AC y AE. Ademds de estas traslaciones, el grupo de simetria
consta de rotaciones de 120 grados de centros los vértices de ABCDEF y su
centro O. Sustituyendo los tridngulos AFE y ABC por los tridngulos CDG y EDG
(respectivas imigenes de aquellos por las traslaciones AC y AE), se obtiene
la c€lula reticular ACGE.

18. MOSAICOS INVARIANTES POR REFLEXIONES Y POR
ROTACIONES DE ORDEN MAXIMO 3 CUYOS CENTROS
ESTAN TODOS EN EJES DE REFLEXION (P3M1)

En la figura 18.1 se muestra un mosaico romano procedente de Ouzouér-sur-
Trézée (Francia). Entre los movimientos que lo transforman en si mismo estdn
reflexiones y rotaciones de 120 grados cuyos centros estdn todos en ejes de
reflexién, pero no rotaciones de 60 grados, por lo que es modelo del grupo

de simetria P3M1.

Figura 18.1 Figura 18.2

Su construccion geométrica directa puede obtenerse como sugiere la figura
18.2, a parir hexdgonos regulares en los que estd inserito un tridngulo
equildtero coloreado exceplo en el triangulito bordeado por las paralelas
medias de este, Una célula de este mosaico es el hexdgono regular ABCDEF, de
centro O, a partir del cual se genera ¢l mosaico aplicando reiteradamente
las traslaciones AC y AE. El tridngulo equildlero ABO es dominio funda-
mental, ya que mediante la reflexiéon OB se obtiene el rombo ABCO. al que
basta aplicar rotaciones (O,n/3) para completar la célula ABCDEF. En conse-
cuencia, el rombo ABCO es también losera. La red es hexagonal. El grupo de
rraslaciones T(M) es generado por las traslaciones AC y AE. Ademds de estas
traslaciones, el grupo de simetria consta de las rotaciones de 120 grados de
centros los vértices de ABCDEF y su centro O, las reflexiones OA,0B,0C,0D,
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OE,OF,AB,BC,CD,DE,EF,FA vy las reflexiones con deslizamiento HJ. JH. JL. LH
IK, KM, MI (donde H.LJ,K,L M son los puntos medios de los lados de ABCDEF).‘
El paralelogramo ACGE indicado en la fig 17.1 es célula reticular.

Este grupo de simetrfa P3MI es raro entre mosaicos romanos. En Pompeya
y en Utique (Tunez) se encuentra otro (que también aparece en la Alhambra).

19. MOSAICOS INVARIANTES POR REFLEXIONES Y POR
ROTACIONES DE ORDEN MAXIMO 3 CUYOS CENTROS
NO ESTAN TODOS EN EJES DE REFLEXION (P31M)

N_o hemos encontrado ningiin mosaico romano del grupo P31M. Por no omitir
algin ejemplo de este grupo, analicemos el de la fig 19.1 (procedente del
pavimenio de las Instalaciones Deportivas, Complejo Sur, de la UCM). Entre
los movimientos que lo transforman en si mismo estin reflexiones y
rotaciones de 120 grados cuyos centros no estdn todos en ejes de reflexin,
pero no por rotaciones de 60 grados, por lo que es modelo del grupo P3IM.

Figura 19.1 Figura 19.2

Su construccion geométrica directa puede oblenerse como sugiere la fig
19.2, A partir del hexdgono regular ABCDEF, de centro O, descomponiéndolo en
una cadena de seis tridngulos equildteros iguales (OAB, OBC, OCD......). En
el primero de estos tridngulos, OAB no se marca nada y en el segundo, OBC,
se une su baricentro, Z, con O. Esto se repite, alternativamente, en los
otros cuatro tridngulos de la cadena.

Una célula de_ este mosaico es el hexdgono ABCDEF, a partir del cual se
genera el mosaico aplicando reiteradamente las traslaciones AC y AE. El
tridngulo isésceles AOC es dominio fundamental, ya que mediante la reflexion
AC se obtiene el rombo ABCO, al que basta aplicar rotaciones (O,n/3) para
completar la célula ABCDEF. En consecuencia, el rombo ABCO es también
loseta. La red es hexagonal. El grupo de traslaciones T(#) es generado por
las traslaciones AC y AE. Ademds de estas traslaciones, el grupo de simetria

cconsta de las rotaciones de 120 grados de centros los vértices de ABCDEF y

su_centro O, las reflexiones AC,CE.EA,... y las reflexiones con desliza-
miento PQ, QP, QR, RP,... (donde P,Q,R son los puntos medios de las
diagonales AC,CE,EA del hexdgono ABCDEF), El paralelogramo ACGE indicado en
la fig 17.1 es célula reticular.
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20. MOSAICOS INVARIANTES POR ROTACIONES DE ORDEN 6
PERO NO POR REFLEXIONES (P6)

La figura 20.1 muestra un bellisimo mosaico romano procedente de Aquincum
(Hungria). Este mosaico se transforma en si mismo por rotaciones de 60
grados, pero ninguna reflexién lo deja invariante, por lo que es modelo del
grupo de simetria P6.

Figura 20.1 Figura 20.2

Su construccién geomérrica directa puede oblenerse como sugiere la figura
20.2, a partir de una célula hexagonal regular ABCDEF, de centro O,
descomponiéndola en seis tridngulos equildleros. En uno de ellos, AOB, se
traza un arco de centro el punto medio de 4B y extremos los puntos medios, S
y T, de OA y OB, y se traza el segmento BS, para colorear el tridngulo
mixtilineo BST. El mismo trazado se repile en los otros cinco tridngulos
equildteros citados. A partir de la célula ABCDEF, se genera el mosaico
aplicando reiteradamenie las traslaciones AC y AE. El tridngulo equildtero
ABO es dominio fundamental, ya que aplicindole rotaciones (O,7/6) se obtiene
la célula ABCDEF. En consecuencia, el tridngulo ABC es también losera. La
red es hexagonal. El grupo de traslaciones T(fl) es generado por las trasla-
ciones AC y AE. Ademds de estas traslaciones, este grupo de simeftria consta
de las rotaciones de 60 grados de centro O, las de 120 grados de centros los
vértices de ABCDEF y las de 180 grados de centros los puntos medios de los
lados de ABCDEEF. El paralelogramo ACGE indicado en la fig 17.1es célula

reticular.
Los mosaicos romanos de tipo P6 Son. escasos.

21. MOSAICOS INVARIANTES POR ROTACIONES DE ORDEN 6
Y POR REFLEXIONES (P6M)

La fig 21.1 muestra un mosaico romano que se encuentra en Mérida (Casa del
Mitreo y Parador Nacional), en Itdlica y en Mataré. Este mosaico se
transforma en si mismo por rotaciones de 60 grados y por reflexiones, por lo
que es modelo del grupo de simetrfa P6M. Por su belleza y simplicidad ha

sido muy copiado posteriormente (patio del Alcazar de Sevilla, por ejemplo).
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Figura 21.1 Figura 21.2

Su construccién geomérrica directa puede oblenerse como sugiere la propia
figura 21.2, a partir de la célula hexagonal regular ABCDEF, en la que se
unen con segmentos los puntos medios de sus lados para colorear los
triangulitos isésceles cuyos lados mayores son dichos segmentos. A partir de
esta célula se genera el mosaico aplicando reiteradamente las traslaciones
ACYy AE. El tridngulo rectdngule AHO es dominio fundamental, ya que mediante
la reflexién de eje OH se obtiene el tridngulo equildtero ABO, al que basta
aplicar rotaciones (O,%/6) para completar la célula ABCDEF. En consecuencia,
el tridngulo ABO es también /losera. La red es hexagonal. El grupo de
traslaciones T(M) es generado por las traslaciones AC y AE. Ademds de estas
traslaciones, el grupo de simetria consta de las rotaciones de 60 grados de
centro O, las de 120 grados de centros los vértices de ABCDEF y las de 180
grados de centros los puntos medios de los lados de ABCDEF, asi como de
reflexiones de ejes las rectas que contienen a radios y lados de ABCDEF y de
las reflexiones con deslizamiento HI, 1J, JK, KL, LM, MH, HJ, JL, LH,.....
El paralelogramo ACGE indicado en la fig 17.1 es célula reticular.

Figura 21.3 Figura 21.4

En la figura 21.3 se muestra otro mosaico de tipo P6M procedente de
Itdlica, cuyo estudio se sugiere en la fig 21.4.

Los mosaicos romanos de tipo P6M son muy numerosos.
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22 LOS SIETE GRUPOS DE FRISOS PERIODICOS

Volviendo a los conceptos geoméiricos del apartado 3, si a una célula
rectangular ABCD se le aplican reiteradamente solo las traslaciones AB y BA,
se obtiene una banda cuyo motivo (pictérico) se repite periddicamente, esto
es, un friso periédico.

También los frisos pueden clasificarse, atendiendo al grupo de isometrias
que lo dejan invariante, resultando siete tipos posibles (ver [Mar], por
ejemplo). Mostraremos un friso romano representativo de cada tipo.

Frisos invariantes sélo por traslaciones

La fig 22.1 muestra un friso romano, muy frecuente en Meérida (donde
aparece bordeando varios mosaicos). Es invariante sélo por las traslaciones
del grupo generado por la traslacién AB. Se genera aplicando dichas trasla-
ciones a la célula ABCD (fig 22.2).

Figura 22.1 Figura 22.2

Frisos invariantes por una dnica reflexién

La fig 22.3 muestra un friso romano procedente de Mérida (Casa del
Mitreo). También se encuentra en la Casa de los Repuxos (Coimbra) y en la
Casa del Poeta Trigico (Pompeya) Es invariante sélo por la reflexion de eje
IK (ademds de por traslaciones). A partir del dominio ABIK (fig 22.4),
aplicando la reflexion IK, se obtiene la célula ABCD. Aplicando reilerada-
mente a esta las traslaciones AB y BA resulta el friso.

Figura 22.3
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Frisos invariantes por reflexiones y no por semigiros

La fig 22.5 muestra un friso romano procedente de Meérida (Casa del
Anfiteatro). Es invariante sélo por las reflexiones de ejes paralelos AD,
HJ, BC.... (ademds de por traslaciones). A partir del dominio AHID (fig
22.6), aplicando la reflexion HJ, se obtiene la célula ABCD. Aplicando
reitera- damente a esta las traslaciones AB y BA resulta el friso.

Figura 22.5 Figura 22.6

Frisos invariantes por reflexiones de ejes perpendiculares

La fig 22.7 muestra un friso romano procedente de Mérida (Casa del
Anfiteatro). Es invariante por la reflexion de eje IK, por las reflexiones
de ejes AD, HJ, BC,... y por los semigiros de centros LOK, ... (ademds
de por traslaciones). A partir del dominic AHOK (fig 22.8), aplicando
sucesivamente las reflexiones HJ e IK, se obtiene la célula ABCD. Aplicando
reiteradamente a esta las traslaciones AB y BA resulta el friso.

Figura 22.7 Figura 22.8

Frisos invariantes sélo por semigiros (ademds de Iraslaciones)

La fig 22.9 muestra un friso romano procedente de Roma (Termas de
Diocleciano). Es invariante sélo por los semigiros O,LK,... (fig 22.10),
ademds de por traslaciones. A partir del dominio AHID, aplicando el semigiro
O. se obtiene la célula ABCD. Aplicando reiteradamente a esta las
traslaciones AB y BA, resulla el friso. (Frisos similares se encuentran en
Mérida y en otras ciudades romanas).




Figura 22.9 Figura 22.10

Frisos invariantes sélo por reflexiones con deslizamiento

La fig 22.11 muestra un friso romano procedente de Badalona. Es invariante
sélo por las reflexiones con deslizamiento KO, IO, ... (y por traslggnones).
A partir del dominio AHJD (fig 22.12), aplicando la reflexién con
deslizamjento KO, se obtiene la célula ABCD. Aplicando reiteradamente a esta
las traslaciones AB y BA resulta el friso.

RAEEE TN

FHRRHRUN

Figura 22.11

Figura 22.12
Estos frisos son poco frecuentes. En Mérida (en la calle Copcordia) existe
otro friso de este grupo, aunque mucho mds incémodo de clasificar.

Frisos invarianles por semigiros v reflexiones de ejes todos paralelos

-

La fig 22.13 muestra un friso romano procedente de Mérida (Travesia de
Pedro Maria Plano). Es invariante por los semigiros K, O, I: ..... (fig
22.14) por las reflexiones MN, PQ, ... y por las reflexiones con
deslizamienio KO, OK, ..... (ademds de traslaciones). A partir del dominio
AMND. aplicando sucesivamente la reflexién MN y el semigiro O (que pued(? ser
sustituido por la reflexién con deslizamiento KO), se obtiene la célula
ABCD. Aplicando a esta las traslaciones AB y BA se obtiene el friso.

DNJ Q(

K 0 1

AMHPB
Figura 22.13 Figura 22.14
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23. ROSETONES CICLICOS Y DIEDRALES INVARIANTES
POR HOMOTECIAS

Desde Leonardo da Vinci, es sabido que existen dos tipos de rosetones. Uno
estd formado por aquellos que son invariantes s6lo por n rotaciones concén-
tricas de amplitudes 2jm/n;j=0,1....n-1, de modo que el grupo de isometrias
que lo transforman en sf mismo es el grupo ciclico de orden n (grupo de
rotaciones del n-gono regular), Y el otro tipo de rosetones estd formado por
aquellos que son invariantes por las rotaciones anles indicadas y también
por reflexiones, de modo que el grupo de isometrias que lo transforman en si
mismo es el grupo diedral de orden 2n (grupo de isometrias del n-gono
regular). La originalidad de los rosetones romanos que vamos a analizar es
que también son invariantes por un grupo discreto de homotecias, concén-
tricas con aquellas rotaciones.

Rosetones ciclicos invarianies por homotecias

La fig 23.1 muestra una simulacién informdtica (utilizando [G-R]) de un
bello rosetén romano parcialmente conservado, procedente de Mérida (Casa del
Anfiteatro). Este rosetén se transforma en si mismo por rotaciones de
amplitud miiltiplo de 10 grados y también por homotecias, segiin vamos a ver.

Figura 23.1 Figura 23.2

Su_construccién geomélrica directa se obtiene a partir de la region
angular convexa AOB (fig 23.2) de amplitud 2nt/n (n=36 para el rosetén de la
fig 23.1). Suponiendo oA = 0B, se elige en el lado OB de la region angular
un punto C, tal que C£08, y se van determinando alternativamente sobre los
lados OA y OB los punios D, E, F, G, H, ..... , de modo que CDIAB, DEIAC,
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EFICD, FGIDE, GHIEF, ..... , terminando por colorear los tridngulos ACD,
DEF,FGH.... , o bien del mismo color, o bien alternativamente en dos colores
(rojo y verde en el caso del rosetéon romano de la fig 23.1). Este proceso
indefinido de determinacién de los puntos D.E.F,G.H.... es claro que también
se puede efectuar en sentido contrario, acercandose al vértice O de la
regién angular, Finalmente, aplicando rotaciones de centro O y amplitud 27t/n
se replica el motivo representado sobre la region angular AOB, extendiéndolo
a todo el plano (por razones obvias, en la prdctica tales roselones s¢
limitan a dibujar sélo en una corona circular representativa de todo el
plano, del mismo modo que en los mosaicos peridicos se limita a un recidn-
gulo en que se aprecie claramente la periodicidad del motivo).

Asi pues, el rosetén resulia ser invariante por la rotacion g de centro O
y amplitud 27/n, vy en consecuencia por el grupo ciclico de rotaciones
concéntricas generado por g

<g>= (gili=0,1, ..... .n-1} (1)

Por otra parte. en la homotecia h de centro O en la que D es imagen de A, el
trapecio ABCD se transforma en el DCEF, este en el FEGH. .., En consecuencia
la imagen del trapecio ABCD en h” és FEGH. la imagen en h” es HGLJ, ..... De
ello se sigue facilmente que todo el roseton es invariante por el grupo
libre de homotecias generado por h

<h> = (b'ljez) (2)

supuesto bicolor el rosetdn (y si fuera tricolor, como el de la fig 23.1,
bastaria considerar que h es la homotecia de centro O tal que h(A)=F). De
todo ello resulta que el roseton lambién es invariante por el subgrupo de
transformaciones del grupo equiforme generado por g v por h

<gh> = (Wg'li=01, ... n-1; jez) A3)

es decir, por un grupo abeliano de tipo finito con coeficiente de torsién 36
y niimero de Betti uno, isomorfo a Z/(36)@z.

Volviendo a nuestro rosetén, al contemplar la curva que siguen los puntos
A,C,Z...., sucesivas imdgenes de A en las potencias de hg,

{(hgl(A) ljen) (4)

se observa que tales puntos siguen una linea espiral, pero ies esla una
espiral de Arquimedes, espiral logaritmica, o qué lipo de espiral? Al tratar
de expresar esla sucesion de puntos en coordenadas polares, (r.@), se
observa que mientras los dngulos crecen en progresion aritmélica de
diferencia 2m/n. los radios vectores crecen en progresion geomélrica cuya
razén es la razén k=oc/op de la homotecia h, de modo que, tomando como
origen de 4ngulos la semirrecta OA y siendo a la medida de oa, los puntos de
la sucesién (4) pueden expresarse en polares en la forma

AL
Q=5 rj-ak" 5
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luego la ecuacién en polares de la espiral que pasa por dichos puntos es

)
=ak " (6)
En realidad, en el rosetén romano representado en la fig 23.1 lo que puede
contemplarse es la linea poligonal cuyos vértices son los puntos (5), la
cual estd inscrita en la espiral (6). La aproximacién de esta poligonal
esp:rgl a la espiral (6) es bastante buena, al ser n suficientemente grande,
36, Y nawralmente también pueden contemplarse en dicha figura las im4genes
de esta espiral en las rotaciones (1).

Otro rosetén de tipo ciclico e invariante por homotecias puede verse en el
Museo Arqueoldgico de Barcelona.

Rosetones diedrales invariantes por homotecias

La fig 23.3 muestra una simulacién informdtica (utilizando también [G-R])
de otro rosetén romano procedente de Mérida (Travesia de Pedro M" Plano).
Este roseién se transforma en si mismo por rotaciones de centro comin, O, y
amplitud 18 grados, por reflexiones cuyos ejes pasan por O y por homatecias
de centro O.

Figura 23.3 Figura 23.4

Su construccién geomélrica se puede iniciar a partir de una regién angular
AOB'dc amplitud 7t/n (n=20 para el rosetén de la fig 23.3). Supuesto ABLOB,
se elige en el lado OB de la regi6n angular un punto C, 1al que Ceos.
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Proyectando ortogonalmente C sobre OA, se obtiene D. En la semirrecta OD se
toma el punto Ee op, tal que el dngulo (no orientado) DCE sea igual al BAC,
Proyectando ortogonalmente E sobre OB, se obtiene F. En la semirrecta OF se
toma el punto Geor, tal que el dngulo orientado) FEG sea igual al DCE,
Proyectando ortogonalmente G sobre OA, se obtiene H. En la semirrecta OH se
toma el punto JeoH, tal que el dngulo HG] sea igual al FEG....... Basta
ahora colorear los tridngulos rectdngulos ABC, CDE, EFG, GHJ..... Aplicando
la reflexién, s, de eje OB, se extiende el molivo a toda la regi6n angular
AOA" de amplitud 27t/n, donde A'=s(A). Finalmente, al aplicar las rotaciones
(1), se completa el roseton.

La construccién geométrica directa (sin hacer uso de s, ni g) puede obte-
nerse facilmenie, construyendo poligonos regulares concéntricos de n lados,
cuyos radios crecen, o decrecen, en progresion geométrica, situados de modo
que la semirrecta de origen el centro comin que contiene un radio de un
poligono, contenga un apotema del siguiente.

En consecuencia, este rosetén resulta ser invariante por el subgrupo de
transformaciones del grupo equiforme generado por g, por s y por h

<g,s,h> = (Ws'g' |i=0,1, ..... -1 u=0,1; jez)
y la espiral (6) se ha de sustituir por las dos espirales
n n
@
r=ak ; r=ak

lo que puede observarse en el rosetén de la fig 233

Notemos finalmente que al disefiar este rosetén, asi como el de la fig
23.1, el artista-geémetra ha tenido la astucia de elegir un motivo que haga

resaltar tales espirales.

Otros rosetones similares de tipo diedral e invariantes por homolecias
pueden verse en Meérida (Alcazaba), en el Museo Monogrifico de Linares
(Jaén), en el Museo Arqueoldgico de Zaragoza, en Ampurias, en Badalona y en

Pompeya.

24. CONCLUSIONES

El arte romano proporciona modelos de teselaciones, de gran interés desde
un punto de vista geométrico, por sus "simetrias’ (en el sentido usual de
transformaciones por las que son invariantes). Ademds de las simetrias
habituales en decoracién: lineal (frisos periédicos), bilineal (mosaicos
periédicos) y radial (rosetones), hemos encontrado modelos con simetria
proporcional (invariantes por homotecias), que enriquecen el grupo de
transformaciones en las que la figura es invariante.

De acuerdo con lo anteriormente indicado, rosetones como el de la fig 23.1
no sélo ayudan a estudiar el grupo (3), de rotaciones y homotecias concén-
tricas, sino que también ayudan a dotar de significado geométrico al coefi-
ciente de torsién de un grupo abeliano de tipo finito sencillo.
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Por otra parte, a nivel elemental, los rosetones invariantes por homote-
cias son un excelente modelo para estudiar proporcionalidad geométrica,

Notemos finalmente que en las teselaciones del arte romano hemos hallado
modelas de 16 (de los 17) grupos de simetria del plano. No hemos encontrado
ningtn mosaico romano del grupo P31M, Queda abierto el problema de su (poco
probable) existencia. Roma y Meérida son las ciudades romanas donde hemos
encontrado modelos de mis tipos, En Mérida hemos hallado modelos de 10 (de
los 17) grupos de simetria del plano, asi como de los 7 tipos de frisos y de
los dos tipos de rosetones. Concretamente, del grupo P3 sélo hemos hallado
modelo en Mérida.
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Al - Andalus
La Ciencia Islamica en Espaiia

por Concepcion Romo Santos
Catedratica de Aigebra
Universidad Complutense de Madrid

Intreoduccién

En el extraordinario marco de la Alhambra de Granada ha
estado expuesta durante la primavera de 1.992 LA]—Anda1us.
Las artes isldamicas en Espaffia' . Esta exposicion es un
testimonio de la brillante cultura islédmica que ejercid una
influencia preeminente en la peninsula Ibérica desde el afio

711 hasta 1.492.

E1 objetivo de este trabajo es el estudio de la ciencia
isldmica en Espafia a través de las obras expuestas en Jla
Alhambra de Granada.

1.- La originslidad de la ciencia drabe

E1 primer tratadoc de trigonometria europeo fué escrito por
Ibn Mu ad de Jaén. Hay que sefalar que nuestro hombre supo
plantear y resolver el problema del triangulo polar,que tanto
interés tuvo después para la navegacion, y establecié gran
numero de relaciones trigonométricas que fueron utilizadas
durante siglos-Regiomontano,por ejemplo,se beneficié de las
mismas-,y sclo fué superado,y a fines de] siglo XVI,por el
francés Francois Viete 1.540-1.603

Pero quienes méas cuenta se dieron de Jas discrepancias
entre la teoria y la prdctica fueron Jlos astrénomos, que
pretendian poder predecir con sus tablas 1la posicion de un
astro en el cielo en un momento cualquiera del futuro. Mas
como podian comprobar qQue sus previsiones no se cumplian,
realizaron mds y més observaciones y construyeron nuevas
tablas ( toledanas, de Jaén, alfonsies ), al tiempo qgue
procuraban aumentar la precisidén del utillaje astrondmico.
Asi, Ibrahim b. Said al- Sahli ( el de Castellén de la Plana)
construyé uno o dos globos celestes en los que aparecen
bastante bien delineadas Jlas constelaciones; también es autor
de bastantes astrolabios.

Ante la gran demanda que de estos aparatos hacian los
astrélogos -en el siglo XI soberanos como Alcadir de Toledo y
Al-Mutamid de Sevilla creian en esta pseudociencia-, los
astronomos inventaron aparatos que pesaran menos y fueran
utilizables en cualquier parte del mundo, es decir, que
fueran universales : Azarquiel dibujé la 1amina de 1la azafea;
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Ali b. Say, la 14mina universal; Ibn al- Samh, Azarquiel y
Umayya b. Abi Salt construyeron unos aparatos que hoy
denominamos ecuatorios y gque permiten calcular, con cierta
exactitud, posiciones planetarias sin necesidad de recurrir a
las tablas astrénomicas.

Sus precedentes més claros son los planetarios y los
astrolabios de engranaje. su maximo logro cientifico
consistié en que Azarquiel se dio cuenta de que podia
conseguir una mayor exactitud al determinar la posicién de
Mercurio si, apartandose del modelo ptolemaico, representaba
el deferente de este planeta por un évalo.Esta realizacioén
gréfica de Azarqguiel constituye el primer caso claro e
indiscutible de superacién de una astronomia de circulos
(aristotélico- ptolemaica ) para pasar a una astronomia
basada en otro tipo de curvas. Tanto Georg von Peurbach
(1.423-1.461 ) como Erasmus Reinhold (1.511-1.553 )
conocieron la obra de Azarqguiel, quien pudo asi inflir en el
6valo ensayado por Johannes Kepler (1.571-1.630 ) para Marte,
antes de pensar en una elipse.

Para determinar la posicién de un astro se requiere que
los calculos sean hechos para un momento dado, y para fijar
éste se necesita el auxilio de un reloj: la Antigledad
clasica y los &rabes del emirato independiente ( Abbas b.
Firnas ) conocieron los gnomones, © relojes de sol, y las
clepsidras. Pero el desarrollo de éstas Ultimas se debid a
1as manos de un artifice andalusi de la época taifa, Ahmad o
Muhammad b. Jalaf al- Muradi, quien invento complicados
mecanismos ( alguno ha sido ya reconstruido ) en los que al
flujo motor del agua se une el mercurio que, en el interior
de 1los brazos de una balanza, dispara ( histéresis )y el
sistema y pone en marcha mecanismos subsidiarios.

A través de éste resumen podemos comprobar que a fjna]es
del siglo XI,Al- Andalus estaba a la cabeza de la ciencia
europea.

2. Astrolabios, Globos celestes y Laminas universales

expuestos en la Alhambra de Granada.

Astrolabio de Ahmad b. Muhammad al- Naggas

Periodo de taifas, fechado en 472 / 1.079-80

Latén

Diametro 11,5 cm
Germanisches Nationalmuseum
Nuremberg

w.I. 353
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E1 astrolabio, unido a un apar i
p?rg medir _Tas altitudes celestes, pgim?gg d?nt?ﬁﬁﬁE:ECT?n
altitud recientemente medida y ajustar el instrumento ar ?
en funcién de Jla I1at1tud en que se halla el usugr'al
gigzﬁzz:zzrhe1adccnf1guracién del cielo en ese instante :gé

_ redaron este tipo de instrum :
astrolabio planisférico, de sus predeceggfgsdgegzgg:1or ?T
desarrollaron de casi todas las formas concebibles ¥ .

El astrolabio sur
1. ge a partir de una i
Sg;ereograf1ca,1 desarro]lada primero por HigggiECC1gg
as acia e afio 150 a.c La part :
celeste es decir la part = D et o XA
y ; e visible en el hemisferio t
se proyecta en el pl ‘ o sur
92 e planc del ecuador celeste desde el polc sur

W E% ?stro1abio estandar estd compuesto por dos partes

28 ga es: una ce?es?e y otra terrestre., Primero, hay una

a]g&nas a;§z§é1jccn 1ﬁpwlm.ﬂas que representan la posicidén de

as ijas importantes y un anili

representa la ecliptica, el recorri 1 air dor
ride anual del Sol alreded

g:te:;?nasztr:;1a?é 2egund0t hay wuna lamina para 1at%tag

: u estan marcados el meridiano

:2;;$onte1 10caj. En la lamina aparecen también curvasy qﬁé

arimu?n Cianggb1?;d ydun ?paratc ortogonal gque indica el
cimut. red - la parte celeste - gira socbre ]

) &

;2?1221 By ;2 ?:;tzsterq?stre - se simula la rotacion aparente

rellas e 1 -
So3 ool ¥ O ke n el ciele respecto al horizohte

Entre los siglos IX y XVI s

e redactaron docenas
égztidosd &rabes sopre ¢1 uso del astrolabio, vy conservamgi
¢ Euﬁipae Zstgg;a21osd1s1amicos. E1 astrolabio se transmitid
‘ vés e Al- Andalus y se convirtié
instrumento europeo méas o hedi v o
popiramente popular de Ta Edad Media y de?l

E uso pt C'Da de astro ab O, ade as de se uf Ode (¢]
e u A\ S a (o] ! e Cél Duto de
d e o] ab Cab e Ccor una sola a y era

ESte astro ab o] ue eCl o e Za agoza pot A |“ad b-
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Globo celeste atribuido a Ibrahim b. Said al-= Sahli.
Periodo de taifas, ca. 1.085
Latdén

Didmetro 19 cm. Bibliothégque Nationale, Département des

Cartes et Plans, Paris.
N. Res. Ge. A. 325.

Un globe celeste es un instrumentc que S1rve para

1pe de
objetivos didacticos QEner?1es. Ee ?ﬁzgee;errg?ag?égo gon e
i siciones de las estrella
e W Egs estrelias y la ecliptica se representan en el

ziéég?;fa&e una esfera de radio arbitr?r;o ?g;gizdo g?nzgg gz
or s
urn anille horizontal que representa e o el o

1a esfera se fija enh el plano del meridiano, ©

su inclinacién respecto al heorizonte se

te- r - ero 1 i g
nSéE; :?ustar ge forma que el conjunto rapres?ntajﬁéag1e1ouﬁa
?e1acicn con el horizonte de ‘cua1qu1er doc? b éeriodo
rotacién de la esfera sobre su eje correspon e a n  perise
de tiempo de 24 horas. Por ultime diremos que s
dos globos celestes isldmicos mads antiguos.

Lamina universal de Muhammad b. Hudayl

periodo almohade, fechado en 650 / 1.252-53
Latdn
Diametro 17 cm . ‘
Real Academia de Ciencias y Artes
Barcelona
Toledo

en
astrénomos musulmanes :
vl B 1 cuyas marcas se relacionan
latitud cero,
para

En el siglio ‘ Ll
sarrollaron una lamina univ . C
gin las de una léamina de astro1ab1g para un? L
siendo por lo tanto un astrolabic que un
-

cualquier latitud con una sola lamina.

. 1 2] 1 e
Astrolabjo con lémina universal y léminas as roléaicas de
aAhmad b, Husayn b. Baso

Periodo nazari , fechado en 704 / 1.304-5.

Latén, diametro 16,5 cm.
Lintoé Collection, Point Lookout, NewYork.
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E1 astrénomo Al1i b. Jalaf al-Sayyar finventé el astrolabio
universal, instrumento que solo conocemos gracias a la
compilacién andalusi titulada Libros del Saber, realizada en
el siglo XIII.

Parece ser gue ni el astrolabio universal de A1f b. Jalaf
ni su tratado sobre 1l1a utilizacién del mismo fueron conocidos
en el mundo musulmén fuera de Al- Andalus y del Magreb. E]
instrumento consiste esencialmente en un conjunto de marcas
que pueden rotar una sobre otra, el cual puede usarse para
hacer 1la conversién de cualquier sistema de coordenadas
celestes a otro; por eso es particularmente Gtil para
resolver problemas de cdlculo horario en cualquier Jlatitud.
El mismo 1instrumento fué ‘reinventado-en Alepo por Ibn al
Sarray a principios del siglo XIV y solo se conserva un
ejemplar disefado y construido por é1 en el Museo Benaki de
Atenas. En el siglo XIV el constructor de astrolabios Ahmad
b. Husayn b. Baso, miembro de una importante familia de
astronomos de la mezguita aljama de Granada, desarrollé una
modificacién de la 14mina para usarla con una red astrélabica
estandard. Se conocen tres astrolabios de este tipo firmados
por Ibn Baso, siendo éste uno de ellos. Representa la
culminacién de los instrumentos astrondmicos de al- Andalus
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Como socio de la Sociedad Puig A@am de Prgfesoris
de Matematicas, deseo que me envien gratuitamente

los siguientes nlUmeros atrasados del Boletin:

(senalar con una X los que interesen)

3 4 10 26 31
] ] [] ] ]
32 33 34 35 36

I O O O U

Envio adjuntos sellos para el frangueo.

Utilicen para el envio la direccién consignada
en este recuadro: |

Los numeros 1, 2, 5, 6, 7, &, 9, 11, %i, %é,
14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 223 23, , ,

27 y 29 estén agotados.

Si desea acogerse a este ofrecimiento, recor-

te o copie este cupdn y envielo a la:

" de Profesores de Matematicas

i d "Puig Adam
Skt g Aptdo. 9479 - 28.080 -MADRID.
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UNOS TEOREMAS SOBRE DOS
FIGURAS HOMOTETICAS

por Juan Bosco Romero Marquez
Profesor asociado de la Universidad de Salamanca
Dep. de Didactica de las Mateméticas y de
Didactica de las Ciencias Experimentales.
Escuela de Formacién del Profesorado de Avila
1.B. "Isabel de Castilla"

En este articulo presentamos unos teoremas elementales que
complementan y generalizan a los teoremas ya enunciados en nuestro
trabajo [1], sobre un par de triangulos homotéticos.

Debido al caracter elemental de las demostraciones de los
teoremas gue presentamos aqui, pensamos que este topico podria ser
incluido en la programacién de los Ultimos cursos de la Ensefanza
Media y, con los alumnos de las escuelas de Formacion del
Profesorado, como una aplicacion interesante de Algebra - Geometria
Vectorial, es decir, de Algebra Lineal.

Completaremos este articulo proponiendo una serie de problemas
sobre triangulos y poligonos convexos que, sugeridos por las
configuraciones de las figuras tratadas en él, y mediante el uso del
concepto de baricentro de un triangulo, nos permite estudiar nuevos
triangulos semejantes al dado, asi como los maximos y minimos de la
funcion o razén de homotecia que aparece en cada caso.

l. - Comenzaremos esta seccion con el enunciado de nuestro teorema:

Teorema 1: Sean ABC y A'B'C' dos triangulos planos homotéticos.

Definimos los puntos A", B" C" respectivamente, como interseccion

de los pares de rectas: A" =BC~CB', B"= AC'nCA', C"=ABnBA"
Entonces tenemos:

a) Los puntos A"B”C" forman un nuevo tridngulo homotético a los
trianglos ABC y AB'C'.

b) Si designamos con G, G'y G", respectivamente, a los centros de
gravedad o baricentros de los triangulos ABC , A'B'C' y A"B"C", con
X, Y y Z, alos centros de las homotecias que transforman el
triangulo ABC en el A"B"C", el triangulo A'B'C' en el A"B"C" y el
trigangulo ABC en el A'B'C’, respectivamente:

Entonces se verifica que los puntos G, G, G" X, Yy Z, son
colineales.
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Demostracién: a) (Método vectorial) ~ Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que el origen O de vectores de posicion del plano
es el punto Z, centro de la homotecia que transforma el triangulo
ABC en el AB'C'. Sea k la razon de la homotecia anterior, un numero
real distintode 0, 1y -1.

Designemos por G, G' y G" los centros de gravedad, respec-
tivamente, de los triangulos ABC, AB'C' y A"B"C"

En todo fo que sigue, si X es un punto cualquiera del plano,
designaremos con x a su vector de posicion respecto al origen O .

De las hipotesis dadas, resuita claro que podemos escribir:
a =ka ; b' =kb ; ¢ =kc

Un calculo simple con las ecuaciones vectoriales de las rectas que
definen los puntos A", B", C", respectivamente, obtenemos lo

siguiente:

a" = (K/(k+1))(b+c) , b" =(kK/(k+1))(a+c) , c" = (k/(k+1))(a+b) .
y como ademés.tenemos:
b"a" = (k/(k+1))(a-<b) , c"-a" = (k/(k+1))(a-c), c"™-b"= (k/(k+1))(b - ¢)

de aqui deducimos que los puntos A", B", C" forman un triangulo
homotético al trianguio ABC .

b) La definicion de centro de gravedad de un triangulo nos permite
escribir, para el A"B"C", lo siguiente:

g" =(a"+b"+c")/3 = (k/tk+1))(2a + 2b + 2c)/3 = (2k/(k+1)) g ,
g" =(1/(k+1))(2a' +2b'+ 2¢')/3 = (2/(k+1)) @' ,
conloque g’ = kg .

De otra parte, el siguiente calculo vectorial simple, similar al
realizado en la parte a), nos da que:

Siendo X el punto donde concuren AA", BB" y CC", podemos
escribir:
X =a+t(@"-a) =b+s(b"-b),

para los parametros { y s reales a determinar.
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El vector de posicion de C sera combir}agit_':m lineai’de de los
vectores independientes & y b, por lo gue extghran dos numeros p y
g tales que ¢ =pa +gb . Al igualar los coeficientes de a y de b en
las dos expresiones de x . teniendo en cuenta las obtemgiasl ar,tes
para a"y b", obtenemos el siguiente sistema l:neai en las incognitas
t y s (en el que se ha designado con m, para simplificar, al cociente

K(k+1) ):

1=t(1-pm)+s(1+p)m [1]
=t(1+q)m + s(1- gm)

Este sistema lineal, resuelto para f y s, nos da cqmo solumog
(con la hipétesis adicional de que el determinante del sistema, Dy =

= D(Ay) = (1+m)(1-m(1+p+q)) sea distinto de cero} :
t=s= 1/(1+m), o sea: t=s=(k+1)/(2k+1)

Finalmente, llegamos a que el vector de posicion del punto X
viene dado por la expresion:

x= (k/(2k+1)(a+b+c) = (3k/(2k+1))g

Similarmente, procediendo de forma andloga para el punto .Y
donde concurren las rectas A4A", BB" y C'C ' (con la hIPOtESIE
adicional de que el determinante del sistema obtenido paraty s Dy =

D(Ay) = (k+m)(k-m(1+p+q)), no sea nulo), llegamos a la conclusion:
y= (3k/(k+2))g

Por tanto. los vectores de posicion de los puntos Z, X : Y, que
sonlos 0, x,y, respectivamente, son lineaimente depend;gntes, lo
que significa que esos puntos son colineales, es decir, estan en la

misma recta.

De todo lo anterior deducimos que los puntos G G,G", X,Y, 2
son colineales y estan todos en la recta vectorial generada por el

vector g.

Observaciones: Podemos considerar los casos limites siguientes:

a)Si k=1, entonces a"=(bh+c)2, b"=(a+ q)/.?_ , c'"=(a+ b)/'?.’d
En este caso, los triangulos ABC y AB'C’ coquen y el centro de
homotecia esta en el infinito, es decir, la homotecia degenera en una

traslacion.

b) Si k se hace infinito, entonces, a"=b+c, b"=a *C, c’= a+b¢
Solo tenemos el centro de homotecia que transforma el trlanggio_ AB
enel A"B"C". Elfriangulo A'B'C' se reduce a un punto en el infinito.
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c) El sistema lineal [ 7] enty s, que nos determina el punto X y, de
forma analoga, el que nos determina el punto Y :
k=(k-pm)t+(1+p)ms [2]
k= (1+q)mt+(k-qm)s
pueden ser discutidos, en cuanto a la existencia de soluciones,
mediante el teorema de Rouché-Frobenius, segun los valores de Ios
parametros o datos m , p vy g, siendo interesante estudiar el
significado geomeétrico de las condiciones obtenidas.

d) Las matrices:

A5 1-pm (‘!+p)m) A k-pm (1+p)m>

X\ (1+gym  1-qm ) * T\ (1+gm k-qm

pueden ser Interpretadas como las que definen transformaciones
lineales u homomorfismos en R2, con base o referencia Z= 0, a yb
Un buen ejercicio complementario seria estudiar si son ¢ no biyectivas,
observar los rangos de esas matrices y los de las orladas con los
términos independientes. También estudiar sus valores propios y ver la
relacion de éstos con los parametros.

Ejercicio: Calcular la razén doble de ios puntos G, G', X, Y.

Tomando como origen el punto Z = O y como unidad de medida el
modulo del vector g , en la recta que contiene a ese origen, a los
puntos citados y al G", resulta, para los vectores de posicidon de esos
puntos:

g'=kg ; g"= (k1) g | x=(3K(2k+1))g | y=(3K(k+2)g

con lo que larazon doble (G'G" X Y) seré:
3KA2k+1) - 2k/(k+1) . 3k/(k+2) - 2k/(k+1)
3k/(2k+1) - k ’ 3Kk/(k+2) - k
o sea, simplificando, - 1/2 (siempre que k sea distintode 0, 1, -1, -2 y
-1/2 ). Estudiar ios casos limites correspondientes y el de k infinito.

Problemas. 1. En las condiciones del Teorema 1°, calcular el cociente
entre las razones simples de las dos ternas de puntos G, G', G" y X,
Y,Z.

2. Sean MNP, M'N'P', y M"N"P" los triangulos de puntos medics, o
de Varignon, de los triangulos ABC , AB'C' y A"B"C", respec-
tivamente. Probar que: El triangulo A"B"C" es, en cierto sentido, un
triangulo de Varignon medio de los triangulos ABC y A'B'C'.

El teorema 1° se puede generalizar para otros poligonos planos,
comowadrilateros, pentagonos, etc. Asi, tenemos el siguiente teorema
para cuadrilateros:
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Teorema: Sean ABCD y AB'C'D’ dos cuadrilateros homotéticos.
Definimos el cuadriltero A"B"C"D" cuyos vértices son, respec-
tivamente, los puntos de interseccion de las diagonales de los
trapecios BCC'B', cDD'C', DAAD' y ABB'A’. Sean G, G', G" los
baricentros o centros de gravedad de los cuadrilateros  ABCD
AB'C'D' y A"B"C"D", respectivamente. Sean MNPQ y M'N'FP'Q", los
paralelogramos de puntos medios, © de Varignon, de los cuadrilateros
ABCD y A'B'C'D', respectivamente. Entonces se verifica:

a) El cuadrilatero A"B"C"D" es un paralelogramo, qué llamaremos
de Varignon, o medio, de los paralelogramos MNPQ y MN'P'Q', res-

pectivamente.

b) Los centros de gravedad G, G' ¥ G" son colineales, es decir,
estan en la misma recta.

La demostracion del teorema €8 analoga a la del Teorema 1

I. - En esta secciéon demostramos otros teoremas y proponemos
generalizaciones del teorema anterior, ademas de las siguientes

conjeturas:

a) ¢, Son las dos condiciones del teoreme anterior equivalentes ?

b) ;, Se puede generalizar el teorema anterior a un poligono plano
de n lados ?

Comenzaremos con el siguiente:

Teorema 2,1 : Sea el triangulo OAB vy tracemos una recta paralela al
lado AB. Sean A’ y B’ los puntos en los que esa recta corta a 108
lados OA y OB . Sean G, G' los respectivos centros de gravedad
de los triangulos OAB 'y OA'B' (homotéticas en una homotecia de
centro O yrazon k), sea G* el centro de gravedad del cuadrilatero
A'ABB' (centro de gravedad de cuatro masas iguales situadas en sus
vértices) y sea G* el punto de interseccién de las rectas gque

contienen a las diagonales del cuadrilatero.

Entonces, los puntos G, G', G* Y G* son colineales.
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La demostracién es similar a la hecha en el teorema anterior
Basta elegir como origen de vectores el vértice O del triangulo dadd
ABC . Entonces podemos escribir (continuando con el convenio de
representar con una minuscula, el vector de posicion de un punto
representado con la misma letra mayuscula) que:

a' =ka ; b' = kb i c'=kc
De la definicidon de centro de gravedad, obtenemos:
g=(a+b+0)/3=(1/3)(a+b) ; g'=(a'+b'+0)/3=(k3) (a+b) ;
gh=(a+b+a'+b)/4= ((k+1)/4) (a +b).

5 De zt;a pabr:e, utilizando las ecuaciones vectoriales de las rectas

y A'B, obtenemos, para su punto de interseccid *

epadicn p ccion G*, el vector
g* = (k(k+1))(a +b)

Resulta asi que los vectores ¢ ", gt A

‘ 3¢ , g ,g", g*, tienen todos la

gg?;CIIOD del \éec;tord u= a+b, o seala de la diagonal del
elogramo definido por los lados OA y OB, con lo que

queda demostrado. ’ ’ aue el teorema

Ejercicio: Estudiar la razon doble de los puntos G, G', G* y G™.

Teorema 2.2 : Sean ABC y AB'C’' dos trig ot
. iangulos homotéticos
siendo O el centro de la homotecia. Sean G,, G5, G*3 ¥ G Ios‘

puntos definidos con esas notaciones en el teorema anteri i

c rior, aplicado

aGlos t,rnangiulos EDBC, OB'C' (correspondientes al lado a = BC )F; sean
b’va ,G% , G% vy Gg, G'x,G", G* los puntos definidos de forma

analoga para los pares de triangulos OAC, OA'C' y OAB, OAB'.

Entonces, los tridngulos G GpG, . G'3GhG: . GGG ¥
GG son tridngulos homotéticos al ABC .

La demostracic?n se obtiene facilmente como consecuencia del
teorema 2.1 y la dejamos como gjercicio.

Observaciones : De todo lo anterior, deducimos que:
a) Dos triangulos homotéticos directamente generan, con las

construcciones descritas en los teo i
Jccior remas 2.1 2.2 , un trian
homotético inverso u opuesto. ! I -
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b) Dos trigngulos homotéticos inversos generan, con dichas cons-
trucciones, un triangulo homotético directo con uno de ellos e inverso
con el otro.
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Conjetura: ; Como se generalizarian todos los teoremas anteriores a
los casos de lineas poligonales abiertas o cerradas ?

c) Estudiar estos teoremas desde los puntos de vista afin y proyec-
fivo.

d) Generalizarlos, cuando el cuerpo base no sea el cuerpo de los
numeros reales.

e) La generalizacion de estos teoremas, el 1 especiaimente, a
cuadrilateros y poligonos, ha sido publicada por el autor, en forma de
problemas, en la revista CRUX Mathematicorum . En la seccion
siguiente exponemaos algunos de estos problemas. No damos su
resolucion detallada por no alargar innecesariamante este articulo, ya
gue no tienen excesiva dificultad.

ill. Otros problemasy conjeturas.

En esta seccién recogeremos un resultado interesante relativo a
un triangulo ABC , un punto ceviano P del triangulo y la semejanza que
existe entre determinados triangulos que se construyen & partir de Py
de sus cevianas:

Teorema 3: Sean ABC un triangulo y P un punto arbitrario de su e
plano. Sea AB'C' el triangulo ceviano determinado por los puntos A Fig. 2%
deBC, B'deCA y C' de AB . tales que las tres rectas cevianas
AA' BBy CC' son concurrentes en P. Consideremos ahora los
triangulos AC'B’, BA'C', CB'A' (ver figura 2%) y los pares de puntos
By As; Cq,A3:C2 B3, situados respectivamente en los lados AB
CA y BC, tales que Tomando el sistema de coordenadas { A, Ké K(E } , de modo que
BB, || CC' | cCyll BB Ahy || CC se_a A(O,Q) , B(1,0), C(0,1), resulta facil calcular las coordenadas de
C'Cyll AR, Ahsll BB , BBl AA. P* a partir de las de P, lo que se deja como ejercicio.
Definamos, por ultimo, los puntos: ; . )
P, de interseccion G BB, con CCi. Observaciones, comentarios, problemas y conjeturas:
P, , de interseccion de A'A, con C'Cyp, 1) Enunciar e interpretar el Ultimo teorema para el caso particular en
Py, de interseccién de  A'Az con BB;. que el punto P sea un punto notable del triangulo: ortocentro
baricentro, incentro, etc. '
Entonces, las rectas APy, B'P2 Yy C'P5 . son concurrentes en un .
punto P* . al que podemos llamar conjugado del P respecto &l 2) Determinar todos los puntos notables del tridngulo que sean
iangulo ABC. y se cumple: autoconjugados, es decir para los que P = P*.
El triangulo PiPsP3 es simétrico, con una simetria de centro en \ ;'5) En el sistema de referencia citado, detgn‘ninar las coordenadas de
os puntos A;, B, C3 de la figura 29, relativa al teorema anterior.

p* del AB'C'.
Problema 1°: Sean ABC un triangulo y P un punto arbitrario de su
i plano. Sea AB'C' el triangulo ceviano asociado con P . Hallar el
1hmar aeamétrico de los puntos del plano tales que:
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a) AB'C' es semejante por una homotecia al triangulo ABC.

b) AC'B’, BA'C' y CB'A’sean tridngulos semejantes al ABC .

c) Los triangulos AC'B', BA'C', CB'A' y AB'C' sean semejantes al
triangulo ABC .

Problema 2°: Sea P = AsA, ... A, un poligono de n lados. Para
cada vértice i=1, 2, ..., n , fijo, consideremos todos los segmentos
determinados por los puntos A; y A;, con i==j. Sea Gy (para
cadaj=12 ..,n ; j=/=i), el punto medio (centro de gravedad) del
segmento AA;. Para cada A;, los puntos G; forman un poligono de
n-1 vértices, cuyo centro de gravedad designaremos con A1), .

(Como antes dijimos, entendemos por centro de gravedad de un
poligono de n vértices, al de n masas iguales situadas en ellos).

Probar que:

a) Larecta A("); A("); es paralela ala A/A;, para todos los i==j

b) El centro de gravedad G(7) del poligono P(1), cuyos vértices son
los puntos A(1),, A1), .., A1), , coincide con el centro de gravedad G
del poligono dado, P

c) A partir del poligono P(1) | tomado como nuevo P . se puede formar
analogamente otro P | y asi sucesivamente. Los centros de gravedad
de todos ellos coinciden y las sucesiones de puntos A%, tienden

todas al punto G cuando n tiende a infinito

Problema 3% Sean P=AA,.. A, y P' =A%A'5... A}y poligonos de
n lados, homotéticos. (ver Figura 3?) .Asociados a elios definimos los
siguientes poligonos:

P" =A"A", .. A", siendo A'jyy la interseccion de las rectas A ’q
y AjqA} (con i=1,2,..,n yconviniendo en que App1=Ag, Apsa= Az
etc.)

P* = A%A* ... A%, siendo A% el punto medio de A; y Aj+1 (con Jj=
=1, 2 ..,n y convenio analogo al anterior).

P** = A™A™, ..  A¥), , siendo A" el punto medio de A} y Al
(id. id.).

Probar que:
a) Los poligonos P y P" son semejantes en una semejanza, de la

que se determinaré su centro y su razon.
b) P" es el poligono de Varignon medio de los poligonos P* y P**.

Nota: Un caso interesante es el de que los poligonos P y P' sean
regulares, ya que entonces podemos calcular la razén y angulo de la
semajanza..

-77 -

Fis. 3‘

Problema 4% Sea C = { PyP,...P,} un conjunto de puntos
afinmente independientes y sea C'={ P'y.P,,...Ph} ,con P} = rF;
para i = 1,2,..,n , siendo r un nimero real no nuio (es decir, C'

homotético de C ).
Construimos los siguientes conjuntos:

c" = { PP ... P, }, siendo P"4 la interseccion de las rectas
PPis1 Y PuqP (con i=12..,n y conviniendo en que Ppyq = Py,
Ppeo = Py, etc.).

P* ={P*P*; .. P'y} siendo P%,, el punto medio de Pj ¥y Pjsg (con
j=1,2, ...n yconvenio analogo al anterior).

P = { P™P™, ... P*, }, siendo P™j,, el punto medio de Py Py
(id. id.).

Probar que:

a) C*,C", C* son conjuntos homotéticos y
P”j+2=(rP7'+2+P"j+2)/(r+1)- (r==-1)

b) Los centros de gravedad o baricentros de ios conjuntos €, C' y C"

son colineales.

c) Si PEC", entonces P€ (2r/(1+r)) C , esto es, que C" c(2r/(1+r))C.

¢, Cuando la inclusion se convierte en igualdad ?
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UN FALSO TEOREMA.

JosE Ruiz SANCHEZ

I.B. CALDERON DE LA BARCA
E.T.S.1.1 de Madrid

En ciertos textos se enuncia el siguiente

Teorem i i ;
a. Sea f es una funcidn real de variable real. Si f es invectiva. derivable

enay f'(a) #0, entonces {~! es derivableen b = f(a) y se tiene (f~')'(b) = 1
J'(a)

He aqui la demosiracion.

Do . B - R
0 b"?mtﬂ%chm Corrfo la grafica de f~! es simétrica de la grafica de f respecto de
1sectriz A del primer cuadrante, la recta simétrica s. respecto de A, de la recta

tangente ? a la grafica d ]
e S g e fen (a,b) es la recta tangente a la grafica de f~! en el

Esto significa que f~! es derivable en b y que (F~H'%) = —h dado que al ser
==

s y 1 simétn 1 A

= ricas , respecto de A, el producto de sus pendientes ( no nulas) es igual

g he aqui un ejemplo que muestra la falsedad del supuesto teorema.
aran > 2sea ay = logn y bn = 1/a,. Si A = {a,|n EN&n>2)yBesel

conjunto de los reciprocos d ] i
« procos de A es obvio que {A, B, Cg(AUTE)} es una particién de

Definimos f : R — R mediante

flz)=1= si z € bp(AUB)
flaza) = a, sineNyn>2
flaz) = b,
flaont1) =banyy  sineNyn>1
f(bn) = bay sineNyn>2.

Esta funcién es inyectiva, obvio, y derivabl
| , ) ) een z = (. En efecto, ; !
z # 0 se tiene (f(z) — f(0))/(z - 0)=1y paran > 2 PEBSEET

f(ba) = f(0) _bap, _ logn

bo=0 b, " log2+logn

cuyo limite cuando n — oc es 1. Asi pues, existe f/(0) y vale 1
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Sin embargo la funcién f~! no es derivable en z = 0 pues lim by, =0y
N — 00

S bang1) =log(2n+1) —

n—oc

es decir /™! no es siquiera continua en z = 0.
En el enunciado de] teorema se olvida algo esencial:
A la hipotesis hay que ahadir que f sea continua en algin un entorno de a.
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Los Premios Extraordinarios de Bachillerato.
La Prueba de Matematicas

por M? Dolores de Prada Vicente
Catedratica de Matematicas e Inspectora

El Ministerio de Educacién y Ciencia viene convocando
tradicionalmente los Premios Extraordinarios de Bachillerato como
reconocimiento oficial de los méritos de aquellos alumnos que
demuestran una especial preparacién en las materias cursadas en
dicho nivel educativo.

Los premios correspondientes a este afio se convocaron por
Resolucidén de 24 de Septiembre de 1993 y se celebraron el dia 1
de Diciembre en los locales del Instituto de Bachillerato "San
Isidro" de Madrid.

Para participar en ellos es reguisito imprescindible haber
cursado el B.U.P o los tres primeros cursos del Plan experimental
de la Reforma de las Ensefianzas Medias y haber obtenido una media
de 8.5 en las calificaciones de todos los cursos( dos tercios de
sobresalientes como minimo).

Se trata por tanto de una convocatoria orientada a los alumnos
mas briliantes y mas compl:ztos.

La prueba consta de 2 ejercicios, gque incluye composicién,
traduccién del idioma extranjero cursado y cuestiones o problemas
de las siguientes opciones:Matemdticas, Ciencias Naturales,
Historia de Espafia y Lengua y Literatura .

El primer ejercicio consta de dos partes, una de ellas destinada
a la redaccién de un tema de caracter general, histérico o
literario; la otra es una traduccién directa e inversa de la
lengua extranjera cursada por el alumno. Cada una de las partes
se califica de 0 a 5 puntos.

El seqgundo ejercicio consiste en contestar a cuestiones vy
ejercicios practicos sobre : Matematicas, Ciencias Naturales,
Historia de Espafia y Lengua y Literatura. Los alumnos deberan
elegir dos de estas cuatro opciones y responder a las preguntas
planteadas. La puntuacién para cada una de las opciones es de O
a 5 puntos.

La puntuacidén méxima conjunta es de 20 puntos y se reguiere un
minimo de 16 para obtener premio.

En cada provincia se puede conceder un premio por cada 1000
alumnos de la correspondiente promocién. Este afio en Madrid eran
38 los premios disponibles. Se asegura el anonimato en la
correccidén mediante un sistema de plicas, de manera gque los
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jueces corrigen el ejercicio sin saber quién es sino solamente

el namero que tiene.
La obtencién de este premio, es requisito para optar a uno de los
10 premios Nacionales de Bachillerato ya con dotacién econdmica

En la convocatoria correspondiente a este afio, el ejercicio
consitié en :
Una redaccién sobre :La generacién del 98
Una traduccién directa de textos correspondientes a los
idiomas: ingles, frances, aleman, portugues e italiano.
El texto de la traduccién inversa fué coman para todos los

idiomas.

El segundo ejercicio consistié en contestar cuestiones
relacionadas con Matematicas, Ciencias Naturales, Historia de
Espafia y Lengua y Literatura. Habia que elegir dos de estas 4
opciones.

La Prueba de Matemdticas
De los 321 alumnos que se presentaron 117 eligieron la opcidn de

Matemdticas.
El ejercicio de matematicas constaba de 2 cuestiones:

1. Calcula el valor del numero a definido por a= VE+V2+VEH*91+ -----

sabiendo que es una solucién de la ecuacién X' =4 -x 42 =0

2. a) Demuestra que si x es el lado de un poligono regular
inscri n a circunferencia de radio unidad, entonces

v =y 2-\/4-x* es el lado del poligono regular que, inscrito en
dicha circunferencia ,tiene el doble de lados gue el primero.

b) Utiliza la relacién anterior para obtener una aproximacién
de 7.

Los resultados.

Los alumnos gue eligieron matemdticas, deberian contestar a las
dos cuestiones para obtener un 5. Los criterios de calificacién
que se acordaron por los miembros del tribunal que corregian las
matemdticas fueron:
Primer ejercicio, méximo 2 puntos
Segundo ejercicio: Parte a) maximo 2 puntos
parte b) méximo 1 punto.

De los 117 alumnos que eligieron matem&ticas, 110 intentaron
resolver el primer ejercicio, 81 intentaron resolver la primera
parte del segundo ejercicio y solamente 24 intentaron resolver
la segunda parte de dicho ejercicio.
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Parece, por tanto gue los alumnos consideran mas facil el primgr
ejercicio y mas dificil el segundo, sin embargo al corregir
dichos ejercicios nos hemos dado cuenta gue Rroporc1onalmente
resuelven mejor el segundo ejercicio que el primero.

La estadistica correspondiente a los resultados de los alumnos

se presenta en el cuadro n? 1.

En la primera columna se expresan las calificaciones otorgadas
al primer ejercicio, con el numero de alumnog correspondientes
a cada categoria. En la segunda columna son las correspondientes
calificaciones y nimero de alumnos para la parte a) del segundo
ejercicio y en la tercera columna lo correspondiente a la parte
b) del segundo ejercicio.

Cuadro ne 1

Primer Ejercicio 2° Ejercicio, parte a) " 2° Ejercicio, parte b)
. ——0ee - ——-—————
Calific. n® Alumn | Calific N° Alumn [Calificac  |N° Alumn
0 36 0 62 0 15
0.5 42 0,5 3 05 4
1 14 1 1 1 5
1,5 14 1.5 4
2 5 2 17
No Contes |6 No Contes |30 No Contes (93

Los resultados nos indican gue hay 5 alumnos que resuelven bien
el primer ejercicio, 17 que resuelven bien la primera parte del
segundo y 5 que resuelven bien la segunda parte, pero solamente
hay 2 alumnos gue lo hacen bien todo.
De los 17 alumnos gue hicieron bien la primera parte del segundo
ejercicio, se han obtenido 6 demostraciones diferentes
1. A partir de la definicién y propiedades de las razones
trigonometricas
2. Aplicando el teorema de Pitagoras
3. Obteniendo el lado del poligono regular en funcién del
angulo fi/n, siendo n el nimero de lados
4. Aplicando el teorema del coseno
5. En funcién del &ngulo central
6. Por el método de Induccién.



Tipificacién de los errores que cometen

En el primer ejercicio los errores son fundamentalmente dgbidos
a fallos en los automatismos del cédlculo y simplificacidn de
radicales, en las reglas de las operaciones, y en los procesos
de resolucién de una ecuacién de cuarto grado.Algunos de ellos

son los sigquientes: . N N 4
VIV o awarm = 25242702

No saben hallar las cuatro soluciones de la ecuacién
Simplifican mal dentro de la raiz

No saben aplicar la regla de Ruffini .

segundo, primera parte, los errores son
fundamentalmente debidos a no saber demostrar, utll%zar formulas
mal, partir de lo que tienen que demostrar, gonfundlr prueba con
demostracién. Algunos de ellos son los siguientes:

En el ejercicio

Despejan y sustituyen en la misma férmula

Igualan las &reas de los poligonos de n lados Yy de 2n lados

Utilizan mal la formula del teorema del coseno
Igualan magnitudes gue no son igualables ( cuerda y arco)

No saben aplicar el método de induccién

Hacen suposiciones falsas .Suponen gque la longitud dg los lados
de una figura de n lados, es la mitad que la longitud de los

lados de la figura de 2n lados
parten de lo gue tienen que demostrar

confunden prueba con demostracién.

En el cuadro 2, se presenta la calificacién global de 1@ pyueba
de matemédticas. La primera columna indica las §1st1ntas
puntuaciones de 0 a 5, en intervalos de medio en medio punto.
La segunda y tercera columnas indican frecuencias y porcentajes
de alumnos. Los porcentajes se han calculado sobre el total ,
incluidos tambien los gque contestan en blanco.
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Cuadro 2
Categornia N° Alumnos Porcentaje
0 31 26
0,5 33 28
1 9 7
1,5 15 13
2 3 2
2,5 7 6
3 5 4
35 i 0.8
4 2 1,7
4.5 1 0,8
5 2 17
No contestan 8 i
Comentarios

De los 38 posibles premios para Madrid se han concedido 11, que son
los alumnos gue han conseguido como minimo 16 puntos como suma de los
dos ejercicios de la prueba.

Son los siguientes:

Rafael Gallegos Tejero (Colegio Sta Maria del Pilar) 17,5 puntos

Borja Ibard Gabardos (C. Ntra Sra de las Maravillas) 17,5 puntos
Esteban Greciet Garcia(C. Sta Marf{a del Pilar) 17,3 puntos
David Contreras Ros(C.Ntra Sra de las Maravillas) 17 puntos
Antonio Botija Santos( C. Sta Maria del Pilar) 16,6 puntos
Diego Plaza Lopez de Sabando( C. Joyfe) 16,5 puntos
Blanca Hernandez Oliver(C. Ntra Sra del Pilar) 16,3 puntos
Ignacio Sevilla Noarbe( I. B. Mirasierra) 16,1 puntos
Montserrat Iglesias Berzal(C.Joyfe) 16,0 puntos
Estefania Gonzalez de Ubieta y Tro(I.B. S. Juan Bautista) 16,0 puntos
Sergio Morezuelas Igualador(C. Agustiniano) 16,0 puntos

De ellos 5 han elegido matematicas

Si examinamos el contenido matemdtico de la prueba, nos encontramos
con lo siguiente:
Los alumnos gqgue han contestado bien han necesitado saber:

Resolver ecuaciones

Operar con radicales

Aplicar el teorema de Pit&goras

Tener conocimientos elementales de trigonometria.

Conocer qué significa demostrar y distinguir demostracién de
prueba

Ser capaces de pensar.
¢Es demasiado pedir a nuestros alumnos de C.0.U. gque dominen los
objetivos anteriores ?
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¢Qué le ocurre a nuestros alumnos mas brillantes en su rendimiento

natematico?.
:Es posible gue atn los "mejores" no se hayan enfrentado a problemas

que les exijan pensar un poco ?
ies gue su formaciébn basica matemdtica no es capaz de trascender el

aprendo para examinarme y luego olvido? _ i .
ces gque no saben producir la transferencia o aplicaclon de los
conceptos a otras situaciones no tan familiares a ellos ?

pPor otra parte, ¢qué sucede con nuestro Sistema Educativo?

:Es que, demasiado preocupados por intentar paliar el fracaso escolar
estamos olvidando a los alumnos mejor dotados ?

0 es gue estamos demasiado mediatizados por lograr el éxito de una
prueba externa de acceso a la Universidad, que no mide precisamente
la capacidad de pensar y razonar de nuestros alumnos?

;ouiza la presién del cumplimiento de una programacién nos esta
impidiendo 1la consecucién de los verdaderos objetivos de la

matematica?

En estos momentos en gque el Ministerio de Educacidn se plantea una
serie de medidas para incrementar la calidad de la educacién, .
urge reflexionar sobre estos y otros interrogantes y sobre la esencla
de la formacién matematica.

Las tendencias actuales en didactica de la Matemadtica y en psicologla
del aprendizaje (Polya, Schoenfeld, Greeno, Resnick), por citar solo
algunos de los més conocidos, conceden una especial importancia a la
comprensién de los conceptos y a la resolucién de los problemas,
incluyendo las ultimas investigaciones sobre procesamiento de la
informacién (Larkin, Reif ) y la teoria del cambio conceptual dentro
del marco constructivista del aprendizaje ( Osborne, Drive, Nussbaum
y Novick ).

Un objetivo de la matematica, que ya es posible a nivel de C.0.U, es
la creacién de unas estructuras formales gue junto con la consecucion
de los automatismos permitan a nuestros alumnos la resolucién de
problemas. La resolucién de problemas no surge de la nada,- salvo
quiza en algunos pocos golpes geniales-, sino que exige un sustrato
de formacién conceptual vy procedimental, que en el nivel de
aprendizaje en que estan estos alumnos se puede considerar basica.
Esta conceptualizacién exige en cierta medida abstraccién y rigor gue
no se pueden enmascarar con recetas, recursos ladicos o ejercicios
automaticos. La abstraccién y la creatividad son facultades humanas
que la matemética debe fomentar y desarrollar.

La ensefianza de las matemdticas ha de llegar ( graduandola en
sucesivos niveles) a desarrollar en el alumno la capacidad de
pensamiento, la reflexién 1légica y el razonamiento formal . Los
alumnos mAs capaces, (y a estos due se presentan al premio
extraordinario de Bachillerato no se les puede negar esa capacidad),
tienen derecho a llegar a una formacién sbélida, que no elimine 1la
necesaria formalizacidén matematica para la que estén preparados.

para ello hace falta por parte del profesor ilusién, dedicacién Yy
capacidad para motivar, pues el conocimiento de la materia se le
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Implementacién de un paquete de dibujo
de rosetones (Grupos de Leonardo)

Martin Garbayo Moreno
Dep. Didactica de la Matematica
Fac. de Educacién (Univ. Complutense de Madrid)

FEugenio Roanes Lozano
Sec. Deptal. Algebra
Fac. de Educacién (Univ. Complutense de Madrid).

Abstract

Los paquetes de programas de dibujo que incorporan posibilidades graficas
como senalar una regién del plano y trasladarla, o girarla o reflejarla respecto
de un cierto eje, suelen trabajar "pixel a pixel”. Ello provoca que los procesos
sean costosos (en cuanto a uso de memoria) v lentos.

El objetivo de nuestro programa es dibujar rosetones, de cualquiera de
los grupos posibles. con motivos disefiados por el usuario. Entendemos que
la originalidad de este trabajo radica en la forma de atacar el problema. En
el sector que se replica, los movimientos que se realizan (con las flechas del
teclado) se traducen a 6rdenes de la Geometria de la Tortuga y son almace-
nadas en memoria dinamica. En la replicacion posterior basta girar v volver a
ejecutar la serie de 6rdenes. Para el caso de que haya reflexiones, los angulos
se consideran orientados.

Nue‘stro paquete ha sido desarrollado en Turbo-Pascal, usando la imple-
mentacion de la Geometria de la Tortuga [RR1], y funciona en ordenadores

compatibles PC con tarjeta VGA o superior (en el modo 640 x 480 puntos
16 colores). ;
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1 El Grupo Puntual o de Leonardo

Consideremos una figura plana F (un subconjunto de puntos del plano) ¥
denominemos Sr al conjunto de isometrias f del plano tales que f(Fy=F
(globalmente, no punto a punto). Se dice que Sr es un Grupo Puntual o de
Leonardo si es finito y existe un punto que es doble para todas las transfor-

maciones de Sg.

Se demuestra que sélo existen dos clases de tales grupos: los grupos
ciclicos C,, v los dihedrales D, (n € IN). Sea O el punto doble citado. Siz es
la transformacién identidad. g(O.a) la rotacién de centro O y amplitud a v
S, es una reflexién respecto de un cierto eje v al que pertenece O:

C, = {1.9(0.360°/n). (0.2 % 360°/n).....g(O.(n = 1) * 360°/n)}

D,={f:f=hog.geCaAh€E{i5}}

(para n > 2. Dy, es el grupo de simetria del n-gono regular).

El modelo tipico de grupo de Leonardo lo constituyen los rosetones. Para
una mas detallada introduccion véase por ejemplo {APR],[Am] o [Ma].

2 Originalidad del paquete. Implementacién

Como comentabamos en la introduccién. el objetivo de nuestro programa es
dibujar rosetones. de cualquiera de los grupos posibles. con motivos disefiados
por el usuario. Si bien. por un lado tal posibilidad se comenta en [A-d] y
existen magnificos programas de dibujo de rosetones, frisos y mosaicos (como
Reptiles), entendemos que unimos estas dos ideas de un modo original.

En el sector que se replica. los movimientos se realizan con las flechas del
teclado. Una vez que se ha fijado el punto de destino, el movimiento que hay
que realizar para pasar del punto inicial al final se traduce al léxico de la Tor-
tuga (como una orientacion y una distancia. lo que podemos entender como
el vector de la traslacién que hace pasar del primero al segundo). Asi, basta
con un par de nimeros del tipo Real (la implementacién ha sido realizada en
Turbo-Pascal) para describir todos los movimientos realizados con el cursor
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desde que se fijé el punto anterior (la implementacién de la Geometria de la
Tortuga usada se detalla en [RR1] y fué desarrollada -en colaboracion- por
uno de los autores de este articulo).

As{ pues, desplazar Ja tortuga o trazar un segmento son operaciones tri-
viales de implementar (la unica diferencia entre ambos casos es que la tortuga
se desplace dejando rastro o no).

Si queremos trazar una circunferencia de la cual conocemos dos de sus
ptintos diametralmente opuestos. podemos calcular el vector. ¢, de la trasla-
¢ion que hace pasar de unu a otro. En la traslacion de vector %F aplicada
al punto. obtendremos el centro v el radio sera [37]. con lo que tendremos
los datos necesarios para usar la primitiva de dibujo de circunferencias. Los
datos a almacenar son pues tres nimeros de] tipo Real.

Para trazar un arco de circunferencia el proceso es similar al anterior.
s6lo que el centro se puede desplazar sobre la mediatriz del segmento de ex-
tremos los dos puntos citados. Los extremos del arco son esos dos puntos
fijados previamente. Después de cada desplazamiento del centro se vuelven
a calcular el radio v los angulos (en sentido antihorario) que forma el semieje
7+ con la recta que pasa por el centro de la circunferencia y cada exiremo
de arco. Para ello no se usa directamente la funcion ArcTan. sino que se cal-
culan las coordenadas de tortuga de estos puntos y se situa la tortuga en el
centro de la circunferencia. Los angulos que realmente se miden (en sentido
horario) son los que forma con la vertical la semirrecta de origen el punto
en que estd la tortuga (centro de la circunferencia) y que pasa por el punto
explicitado (cada extremo del arco). lo que se hace utilizando SetHeading-
Towards(punto). A partir de estos se calculan los dngulos deseados.

En este casoc se necesitan cinco nimeros del tipo Real: centro (2), radio
(1), angulo de comienzo y fin del arco (2).

En todos los casos debemos anadir dos nimeros del tipo Integer para
describir, respectivamente. el color de trazado y el ancho de cada linea.

En caso de que se deseen realizar rellenados. basta desplazarse a un punto
interior de la regién v dar el color de relleno. Hacen falta pues dos Real (para
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la traslacién) y un Integer (para el color del relleno).

Por limitaciones de la implementacién de graficos en Turbo-Pascal, es
necesario que el borde de una regién a rellenar sea del mismo color. Por ello
hemos optado por que. cuando se desee realizar rellenos. todas las lineas sean
dibujadas necesariamente en blanco.

En cada caso. estos nimeros (de los cuales su obtencion ha sido detallada)
son entradas de una primitiva (o dos) de la tortuga. que tambien hay que

guardar.

S el rosetén es de orden n. v va a haber reflexiones. el paquete. en lugar
de presentar un sector de (360/n)° presenta para dibujar en su interior un
sector de (360/2n)°.

(‘'omo se hizo en [RR2] v [RR3]. previendo el que puedan aplicarse re-
flexiones. todos los angulos van multiplicados por un sentido que se valora
en {+1.—1}. Si hay reflexiones. segin la paridad del “medio-sector”. se da

valor al sentido.

Para la replicacién posterior basta girar la tortuga v dibujar el sector el

numero de veces adecuado.

E) detalle de las posibilidades especificas de Ja implementacion queda de-
tallado en el apartado de manejo que sigue.

3 Manejo del paquete

Al arrancar el programa. este muestra la pantalla de presentacion. Pulsando
cualquier tecla se pasa a la primera pantalla. en la que se ofrece dibujar un
rosetén o leer un roseton del disco.

Si se elige la primera opcién, el programa pregunta de cuantos sectores
circulares va a constar (la respuesta debe ser un natural. n). A continuacion
inquiere si va a haber reflexiones o no. En caso afirmativo en lugar de un
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sector de (360/n)° presenta para dibujar en su interior un sector de (360/2n)°
(del cual dibujard su simétrico antes de irlo girando). También pregunta si
se van a colorear interiores de regiones. En tal caso todo el trazado de lineas
se hara obligatoriamente en blanco.

Se pasa a continuacion a la pantalla de dibujo, que presenta un ment .
va dibujados. los bordes del sector (en posicion vertical). El cursor aparece
en el vértice. y viene representado por una pequefia cruz.

3.1 Manejo si no hay operaciones ”rellena”

El meni que aparece a la izquierda muestra las opciones:

- Trazo fino / trazo grueso

Para dibujar un motivo. la secuencia de operaciones es la siguiente: se
desliza el cursor por el sector con las flechas del teclado (su ;osicién en
coordenadas cartesianas. asi como el angulo que forma con el semicje + el
segmento de extremos el dltimo punto seleccionado anteriormente v el punto
ac’t.‘ua‘:]. se explicitan continuamente en la esquina superior derecha de la pan-
talla).

‘E] desplazamiento del cursor por cada pulsacién de las flechas (o su ve-
]9c1dad cuando se mantienen pulsadas) se puede aumentar (respectivamente
disminuir) pulsando + (respectivamente -). En cualquier caso no se permite
al cursor desplazarse fuera del sector circular.

Cuando el cursor llega a su destino se pulsa la tecla Insert v el programa
pregunta cOmo unir ambos puntos. Las posibilidades se seleccionan eligiendo
el numero correspondiente y son:

1) Con nada (lo que es necesario cuando el motivo no es conexo)

2) Con un segmento (del cual estos puntos serén sus extremos)
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3) Con una circunferencia (de la cual estos seran puntos diametralmente

opuestos).

4) Con un arco de circunferencia (de la cual estos puntos seran los ex-
tremos). En tal caso hay que dar a qué lado de la cuerda que determinan
ambos puntos estd el arco y podemos también hacer variar su amplitud con

las flechas.

A continuacion pide elegir el trazo (fino -1- o grueso -2-) ¥ el color -N-

(donde N€ {1.2,...,9.A,B.....F}).
El cursor puede desplazarse de nuevo y repetirse el proceso varias veces.

Para terminar. pulsar F e Intro. El meni desaparece. asi como el sector.

v se dibuja el rosetén completo.

3.2 Manejo si hay operaciones ”rellena”

La dnica variacion es que los trazos se hardn sélo en blanco. Se ofrece en

este caso una quinta opcion:

5) Rellenar una region.

Para ello debe estar va dibujado el borde de la region v ser este cerrado
v basta ir con el cursor a un punto interior. pulsar Insert. elegir la opcion
v elegir el color deseado (para el rellenado).

Observemos que los bordes del sector no apareceran después en el roseton.
lo que debe tenerse en cuenta para gue el rellenado final sea el esperado.

En una primera pasada se dibujan los bordes blancos de las distintas
zonas del rosetén. para después en una segunda pasada realizar los "rellena-

dos”.
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3.3 Representacién de los movimientos que dejan in-
variante el rosetén

Una vez dibujado el rosetén, ofrece la posibilidad de marcar el sector repli-
cado, su eje de simetria (si lo hubiera) y el giro de menor amplitud que deja
invariante el rosetén (mediante un pequefio arco orientado). Para proseguir
basta pulsar cualquier tecla.

3.4 Grabar un rosetén en disco

Antes de salir se oferta la posibilidad de grabar en disco el rosetén dibujado
(opcion 1). El nombre del archivo se debe dar a continuacién (sin extensidn.
que sera .ROS). Con la opcidn 2 se regresa directamente al DOS sin salvarlo.

3.5 Cargar un rosetén en disco

La segunda opcidn de la primera pantalla consiste en leer un rosetén del disco
(previamente dibujado y grabado). Basta allf elegir la opcién 2 v teclear el
nombre del fichero (sin extensién).

4 Almacenamiento de la informacidén

La secuencia de ordenes de tortuga se almacena en memoria dinamica y se
ejecuta sucesivas veces (una por cada sector, si no hay reflexiones, y dos veces
por sector, una con cada sentido, si las hay).

Para dar una idea de la bondad del tratamiento en cuanto al pequefio
tamaro de los bloques de érdenes a memorizar, indicaremos que los archivos
correspondientes a los ejemplos mostrados en este articulo ocupan, respecti-
vamente, 299 v 184 Bytes (no KBytes). Si por ejemplo los capturamos con
formato .hp como archivo binario ocupan 91479 Bytes.
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RESENAS DE LIBROS

PRACTICAS DE MATEMATICAS CON DERIVE porJ. L. Coronado, A. Corral
V. Chumillas, A. Garcia, F. Garcia, J. Garcia, A. Lias, P. Lépez, A. Marti-
nez, R. Miifano, F. Rincén, B. Ruiz y J. Villén. Ed.: Alfonsa Garcia (Dpto.
Matemdtica Aplicada E.U. Informdtica UPM) 1994. 418 pdginas y un disquele.

Este libro da respuesta a una demanda actual: la escasa bibliografia
existente en mnuestro idioma sobre cémo utilizar los sistemas de cdlculo
simbélico para ensefiar y aprender Matem4ticas de una manera méds préctica y
atractiva.

El libro recoge la experiencia que durante cuatro afios han llevado a cabo
los profesores del Dpto.de Matemdtica Aplicada de la E.U. Informdtica de la
Universidad Politécnica de Madrid, basada en un enfoque experimenial de la
ensefianza de las Matemdticas, aprovechando las capacidades del sistema de
cdlculo simbélico DERIVE.

El libro estd dividido en cinco partes. La primera, titulada al Cdlculo
Elemental, contiene resolucién grdfica de desigualdades, funciones
elementales y sus gréficas, limites y continuidad y derivacién.

La segunda parte, titulada Andlisis Matemdtico y Métodos Numéricos, trata
sobre sucesiones de nimeros reales, resolucién numérica de ecuaciones,
series de ndmeros reales, polinomios de Taylor y series de potencias,
interpolacidn, integral de Riemann e integral impropia.

La tercera parte, dedicada al Algebra Lineal, contiene rangos y sistemas
de ecuaciones lineales, espacios vectoriales, aplicaciones lineales,
diagonalizacién de matrices en R y espacios euclideos.

En la cuarta parte, dedicada a la Matemdtica Discreta, se tratan
relaciones, funciones recursivas y aritmética entera y modular.

Y en la quinta parte, titulada Estadistica, se tratan variables aletorias
unidimensionales y bidimensionales.

Ademds incluye un Apéndice explicativo del uso de Derive y un disquete
conteniendo los ficheros del libro.

En el texto se recogen prdcticas sobre la mayor parte de los conceptos
matemdticos bdsicos susceptibles de ser tratados con ordenador.

El libro estd dirigido a profesores y alumnos interesados en aprovechar
estas nuevas herramientas, que estin cambiando los modos de ensefiar y
aprender Matemdticas. Aunque, en principio, pensado para un primer curso de
Ingenierias y Facultades de Ciencias, el libro puede ser también muy iitil en
los ultimos cursos de ensefianza secundaria y COU.

Felicitamos a los autores por la iniciativa y la calidad del trabajo, que
aseguran el éxito de la publicacidn.

E. Roanes Macias



-G8 -

NUEVA REVISTA

LA TORTUGA DE AQUILES. Publicacion periédica
editada por DLS-EULER Ed. (¢/ Santisima Trinidad, 30,
4° -7 - 28010 - MADRID. Tno.: 446 67 92). Cuatro
numeros anuales. Nimero suelto, 2.450 pta. Suscripcion
anual, 7.800 pta).

La Tortuga de Aquiles es la traduccion espanola
de la "New American Library” , coleccidén de exposiciones
matematicas breves, orientadas a permitr a los
estudiantes un facil acceso a algunas areas de las
Matematicas que normaimente no estan incluidas en los
contenidos de su ensefanza. La acertada eleccién de los
autores y de las materias tratadas, hicieron que esa
coleccién tuviese un gran éxito, que esperamos que se
repita con su traduccién al castellano.

El primer numero, correspondiente al Otofio de
1993, lleva el titulo de Retorno a la Geometria, y sus
autores son H.S.M. Coxeter y S.L. Greitzer. Ofrecemos
su resefia en este mismo Boletin. Los numeros
siguientes seran: En este Invierno, el 2,
- Olimpiadas Matematicas Internacionales |,
(Enunciados y soluciones recopiladas por
S.L. Greitzer).
En las siguientes estaciones apareceran:
- Métodos Matematicos de la Ciencia, de George
Polya.
- El Ingenio en las Matematicas, de Ross
Honsberger
- Nameros racionales e irracionales, de lvan Niven
- Desigualdades Geométricas, de W.W. Sawyer
- Usos del Infinito, de Leo Zippin
- Grafos y sus usos, de Oystein Ore
y otros titulos de gran interés. Esperamos que esta
coleccién sea de gran utilidad tanto para nuestros
alumnos como para sus profesores.
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RETORNO A LA GEOMETRIA
H.S.M. Coxeter y S.L. Greitzer

La colecciéon LA TORTUGA DE AQUILES ha elegido, para presentarse al puibiico,
el libro de Coxeter y Greitzer, RETORNO A LA GEOMETRIA, eleccién que nos parece
sumamente acertada, pues "desenterrar" de forma sencilla y amena los métodos
geométricos es una contribucién muy valiosa, en especial para el docente de la

matematica.

El libro, dividido en seis apartados, no sigue !a linea habitual de exposicién de los
tratados de esta disciplina, sino que desde un principio "mete" al lector en temas
concretos, siguiendo a cada rigurosa exposicién teérica una cuidada seleccién de
ejercicios, que figuran esqueméticamente resueltos al final de la obra. Cada apartado esté
encabezado por una sugestiva cita, humoristica en algunas ocasiones. El prologo,
precedido de una bella cita de Forder, "aquel que desdefia la Geometria de Euclides es
como el hombre que, al regresar de tierras extrafas, menosprecia su casa”, pone de
manifiesto la desatencién de que es objeto dicha materia en la ensefanza actual; los
autores recalcan esta afirmacién con estas palabras. "Tal vez la situacién de inferioridad
de la geometria en el programa escolar procede de una falta de familiaridad por parte de
los educadores con la esencia de la geometria y con los avances que se han producido

en su desarrollo”.

El primer apartado se refiere a PUNTOS Y LINEAS RELACIONADOS CON EL
TRIANGULO vy se inicia con la generalizacién del teorema del seno, incluyendo, a
continuacion una sencilla deducién del teorema de Ceva. Aparte de otros tépicos, es de
destacar el andiisis del cldsico problema de Steiner o de Lehmus - Steiner. "Un tridngulo
que tiene dos bisectrices interiores iguales es isésceles” cuestién no tan evidente como
parece a primera vista. Continda este primer apartado con el estudio de los tridngulos
értico (cuyos vértices son los pies de las alturas) y medial (que resulta de unir los puntos
medios de los lados) y de los tridngulos pedales, como generalizacién natural de ellos.
También tiene cabida en este apartado un somero, pero riguroso estudio de la recta de
Euler (el ortocentro, el baricentro y el circuncentro, de todo triangulo estén alineados) y

una introduccién al circulo de Feuerbach, de Euler o de los nueve puntos.

El segundo apartado se dedica a ALGUNAS PROPIEDADES DE LAS
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CIRCUNFERENCIAS, que se inicia con el concepto de potencia de un punto respecto de
una circunferencia, incluyendo el conocido teorema debido a Euler que relaciona las
longitudes de los radios de las circunferencias inscrita y circunscrita y la distancia entre
sus centros y algunas otras aplicaciones: eje radical, circunferencias coaxiales,
circunferencias que tienen por didmetros respectivos a dos cevianas de un triangulo, etc.
A continuacién se estudia la recta de Simson (como caso particular del triangulo pedal)
y el teorema de Ptolomeo. Se termina este apartado con dos curiosos teoremas no
excesivamente divulgados; el primero de ellos, conocido como teorema de la mariposa
nos dice (véase figura) que si M es el punto medio de la cuerda PQ también es el punto
medio del segmento XY. Mas reciente y también més
complicado es el "sorprendente” (como lo califican los
autores) teorema de Morley que dice: los puntos de
interseccién de las rectas que dividen en tres partes iguales
a los dangulos de un trianguio son los vértices de un tridngulo

equilatero.

El tercer apartado se inicia con una sugerente cita del matematico Charies L.
Dodgson, mas conocido como Lewis Carroll autor (entre otras obras de ciencia o de
fantasia) de Alicia en el Pais de las Maravillas, obra que deberia leer todo matematico. En
este apartado, dedicado a COLINEALIDAD Y CONGRUENCIA se introducen algunos
teoremas de la geometria proyectiva clésica. El apartado se inicia con unas aplicaciones
del teorema geométrico de Varignon {(no confundir con el cldsico teorema sobre el
momento de la resultante de fuerzas concurrentes en un punto), continuando con la
férmula de Brahmagupta, relativa a los cuadridngulos ciclicos y en el caso limite a la
férmula de Heron, que se indica debié ser ya conocida por Arquimedes. Se expone,
seguidamente, un teorema, que segun los autores es sencillo y "sorprendentemente
abandonado:" sobre los lados de un tridngulo dado se construyen exteriormente tridngulos
de manera que Ia suma de los angulos "opuestos” a los lados del triangulo dado sea
180°, entonces las circunferencias circunscritas a los tridngulos construidos son
concurrentes. Este teorema, conocido con el nombre de TRIANGULOS DE NAPOLEON,
le ha sido atribuido, aungue como dicen los autores: "se sabe que Napoledén Bonaparte
era algo matemético, con gran interés por la geometria ... pero la posibilidad de que sus
conocimientos de geometria fueran suficientes para ello, es tan cuestionable como la
probabilidad de que sus conocimientos de inglés fueran suficientes para componer su
famoso palindromo

ABLE WAS | ERE | SAW ELBA.
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Se termina este tercer apartado con los conocidos teoremas de Menelao, Pappus

y Desargues vy los relativos a los exdgonos de Pascal y Brianchon.

El apartado cuarto, que se inicia con una cita biblica, abarca el tema de
TRANSFORMACIONES comenzando con aplicaciones de las traslaciones y giros {(punto
de Fermat, algunos resultados sobre la figura de la demostracién del teorema de Pitdgoras
debida a Euclides). Los siguientes temas desarrollados son semi-giros ({simetrias
centrales), reflexién (simetria axial), isometrias, semejanza, dilatacién (homotecia) y
semejanza en espiral (producto de una homotecia y un giro con el mismo centro) donde

se cita el teorema de Petersen-Schoute.

Se concluye el apartado con una "genealogia de las transformaciones” haciendo
mencién de algunas mas complicadas como la "transformacién de Lorentz" o Ia
"extension procusteana" que convierte un circulo en una elipse equivalente. Como
aplicacién a los métodos expuestos en este apartado, se resuelven dos clésicos y
curiosos problemas. El primero, conocido como problema de Fagnano, consiste en
encontrar el tridngulo de perimetro minimo inscrito en un tridngulo acutangulo; la solucién
que se inserta, totalmente geométrica debida a H.A. Schwarz conduce al tridngulo 6rtico.
El segundo de los problemas indicados es el conocido como "problema de las tres jarras”;
este tipo de cuestiones tratan de resolver la divisién de un cierto volumen de liquido en

proporiones fijas, con instrumentos de medida que aparecen como inadecuados.

El apartado quinto, UNA INTRODUCCION A LA GEOMETRIA DE LA INVERSION
se inicia con una humoristica cita de Petard, que ensefna a cazar un leén en el desierto:
"colocamos una jaula esférica en el desierto, entramos y cerramos con llave. Aplicamos
una inversién con respecto a la jaula. Entonces el leén queda en el interior de la jaula y
nosostros fuera". El primer aspecto tratado es "separacién” en el que se plantea y
resuelve el siguiente problema: si cuatro puntos A, B, C y D, no estén todos situados
sobre una recta o una circunferencia, entonces existen dos circunferencias, que no se
cortan, una que pasa por Ay C, y la otra por B y D. (Este problema fue propuesto en el
concurso William Lowell Putmann en 1965). Los aspectos desarrollados a continuacién
son razén doble, inversién, circunferencias ortogonales, circunferncias coaxiales y
distancia inversiva entre dos circunferencias dadas (que se define como el logaritmo
neperiano del cociente de los radios - mayor entre menor - de dos circunferencias
concéntricas en que se pueden invertir las dos dadas). Como aplicacién se resuelve el
problema que se deduce del logotipo de ta XXVIII Olimpiada Matemética Espaniola,
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estudiado con todo detalle por Fernandez Briage en el Boletin n°® 30 de la Sociedad Puig
Adam de Profesores de Matematicas. Aplicando los conocimientos anteriormente
expuestos se demuestra el teorema de Feuerbach: la circunferencia de los nueve puntos
de un tridngulo es tangente a la circunferncia inscrita y a las tres exinscritas en dicho
triangulo. Finaliza el quinto apartado con una incursién sobre las funciones hiperbélicas,
recogiendo una original cita de Tutton: "tal vez no sea demasiado caprichoso comparar
el papel de las funciones hiperbdlicas en matemaéticas con el papel del radical amonio en

quimica .... ".

Una humoristica cita de Flaubert, sirve para encabezar el sexto apartado dedicado
a UNA INTRODUCCION A LA GEOMETRIA PROYECTIVA. El primer aspecto tratado es
la reprocidad (polaridad). Para poner de manifiesto las posibilidades del método, destacan
los autores que el dual de cualquier teorema o construccién dados puede obtenerse de

forma muy sencilla haciendo ciertos cambios verbales de acuerdo con el siguiente

"diccionario.
punto recta
situado en pasa por

recta que une dos puntos interseccion de dos rectas

concurrencia alineado

cuadréngulo cuadrilatero

polo polar

lugar geométrico envoltura de rectas tangentes
tangente punto de contacto

Como aplicacién de la circunferencia polar de un tridngulo obtienen el teorema:
para un triangulo obtusangulo, la circunferncia circunscrita y la de los nueve puntos se
intercambian por inversién respecto de la circunferncia polar del referido tridngulo. A
continuacién se definen las coénicas como 'reciprocas de una circunferencia”,
introduciendo el concepto de excentricidad, que se ilustra con una tabla de
excentricidades de los planetas del sistema solar y de algunos cometas. Se estudian, con
detenimiento, los focos y directrices y en especial las cénicas con centro. Se concluye

el apartado con unas nociones sobre la proyeccién gnoménica y estereogréfica.

Después de las soluciones de los ejercicios, que figuran en el septimo apartado,

se incluyen un cuidado glosario de términos encabezado con otra cita de Lewis Carroll,
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{s6lo hemos encontrado como errata no corregida la falta de definicién de tridngulo pedal)
y un [ndice alfabético.

En resumen, se trata de una excelente obra que a pesar de su brevedad (sélo
contiene 188 péginas) abarca con suficiente amplitud la temética anteriormente expuesta.

Un libro, en fin, que no debe faltar en la biblioteca de cualquier persona que sienta la
matematica.

G. Sestafe
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INDICE DE NOTICIAS SOBRE OLIMPIADAS MATEMATICAS
Y CONCURSOS DE PROBLEMAS PUBLICADOS EN ESTE BOLETIN

Concurso de Resolucion de Problemas de nuestra Sociedad

n- {afio) Convocado en Boletin Crénica/enunciados
I (1983) 1 2 , pag. 11
IT (1984) 3 4 , pag. 7
III (1985) 5 7 , pag. 3
IV (1986) 9 10 , pag. 5
V. (1987) 13 15 , pag. 3
VI (1988) 17 19 , pag. 17
VII (1989) 20 22 , pag. 9
VIII (1990) 24 26 , pag. 3
IX (1991) 27 29 , pag. 3
X (1992) 30 32, pag. 3
XI (1993) 33 34 , pag. 9
XII (19954) 36
Olimpiada Matematica Espanola N _
n- (afio) 1% fase (distritos) 2° fase (final)
XX (1984) - - 3, pag. 77
XXI (1985) 5, pags. 8y 9 5, pégs. 8 y 10
XXII (1986) 8, pag. 5 9, pags. 15 y 75
XXIII (1986-87) 11, padgs. 3 y 87 13, pags. 9 y 83
XXIV (1987-88) 16, pags. 7 y 70 17, pags. 7y 71
XXV (1988-89) 20, pags. 13 y 79 21, padgs. 7 y 61
XXVI (1989-90) 24, pags. 11 y 67 25, padgs. 9y 73
XXVII (1990-91) 27, pags. 7 vy 77 28, pags. 17 y 79
XXVIII (1991-%92) 30, pags. 19 y 67 31, pags. 11 y 81
XXIX (1992-93) 33, pags. 5y 71 34, pégs. 17 y 71
XXX (1993-94) 36, padgs. 9 y 75 37, pags. y
Olimpiada Iberoamericana de Matematicas ) °
n~ (afio) lugar Crénica y enunciados en boletin n
I (1986) Colombia 8 pags. 11 y 83

II (1987) Paraguay 12 , pédgs. 3 y 75
IITI (1988) Perd 18 , pags. 5y 73
IV (1989) Cuba 21 , pags. 11 y 63
V (1990) Espafia(Valladolid) 26 , pags. 13 y 73
VI (1991) Argentina 30 , padgs. 15 y 65
VII (1992) Venezuela 32 , pags. 11 y 71
VIII (1993) Méjico 35 , pags. 5 y 65
Olimpiada Matematica Internacional . 3 o
n- (aflo) lugar Crénica y enunciados en boletin n
XXIV (1983) Paris 2, pag. 15
XXV (1984) Praga 4, pag. 67
XXVI (1985) Helsinski 7, padgs. 9 y 89
XXVII (1986) Varsovia 10, padg. 11 y 11, péag. 89
XXVIII (1987) Cuba 15, pags. 9 y 73
XXIX (1988) Australia 19, pags. 23 y 77
XXX (1989) Alemania (R.F.A.) 22, pags. 15 y 73
XXXI (1990) China 26, pags. 11 y 71
XXXII (1991) Suecia 29, pégs. 11 y 79
XXXIII (1992) Rusia 32, pdgs. 9 y 69
XXXIV (1993) Turquia 35, pdgs. 3 y 63
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Resena de software:
The Geometer’s Sketchpad

El subtitulo del paquete es: "Dynamic Geometry for the 21°' Century”.
Y. desde luego, estamos ante uno de esos paquetes que hacen del aprendizaje.
en este caso del aprendizaje de la Geometria, un delicioso juego. aportando
un punto de vista claramente renovador.

Se arranca eligiendo desde Windows el icono correspondiente. Presenta

un mentu lateral donde se nos ofrece:

=

e Seleccionar un objeto (punto. segmento....
¢ Marcar un punto

e Dibujar una circunferencia

¢ Dibujar un segmento

s Btiquetar un objeto con una letra

e Preguntar acerca de un objeto

Segin los objetos seleccionados. el ment superior permite realizar diver-
sas procesos. Por ejemplo: dibujar la mediatriz de un segmento. aplicar una
homotecia. medir. imprimir el dibujo....

La gran potencia del paquete reside en su concepcion. Se va construvendo
paso a paso un proceso. En cualquier instante se pueden deshacer los dltimos
pasos {en orden inverso). Una vez terminado el proceso. la construccion se
puede mover de dos formas. Por un lado podemos movernos por el papel (del
cual estamos viendo una zoua) para ver, por ejemplo, una parte de la con-
struccion que quedaba oculta. Y. mds importante: si en una construccién
alteramos uno de sus elementos. todos Jos que dependen de él se alteran.
Veamos un par de ejemplos inmediatos.

En la figura siguiente se aplica una simetria seguida de una homotecia a
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un cuadrilatero previamente dibujado:

En la figura de la izquierda construimos un tridngulo, sus mediatrices.
el punto de corte de dos de estas v la circunferencia circunscrita. Compro-
bamos experimentalmente como la tercera mediatriz pasa por el punto de
interseccion de las otras dos v es el circuncentro.

11

En la figura de la derecha comprobamos la falsedad de la siguiente hi-
pétesis: el circuncentro de un tridngulo debe pertenecer necesariamente al
interior del triangulo. Esta figura se ha obtenido a partir de la anterior, mar-
cando con el ratén un vértice y "arrastrandolo”, no redibujando todo.
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Las licencias de uso se pueden adquirir a ios siguientes precios (en délares

USA):

e Licencia monopuesto (1 ordenador): 169.95%
e Licencia de laboratorio (10 ordenadores): 399.95%
¢ Licencia de centro: 899.95%

Se acompadan los discos con los manuales correspondientes.

Si el lector estd interesado en practicar con una version de demostracion a
la que acompafia un resumen de posibilidades. puede solicitarla directamente
a la empresa que lo comercializa:

KEY CURRICULUM PRESS
P.O. Box 2304

Berkeley, CA 94702-9983
U.S.A.

o enviar un disco 33" HD y un sobre franqueado con la direccién adecuada
al autor de la resena:

Prof. Eugenio Roanes Lozano

Sec. Dep. Algebra (Fac. de Educacidn)
Universidad Complutense

¢/ Santisima Trinidad 37

28010 - Madrid

(el citado disco es una versién incompleta pero que permite descubrir las
muchas posibilidades del paquete).

Existen bastantes publicaciones (en inglés) sobre su uso a nivel de Ense-
fianza Primaria v Secundaria. asi como sobre experiencias concretas. Espe-

remos que se lleven a cabo también en nuestro pais.

Eugenio Roanes Lozano
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INDICE DE SOLUCIONES PUBLICADAS

Pro- Nimeros de los Boletines en o
pues- Proceden- que aparecen las soluciones b
tos en tes de de lgs proklemas de nGmergs s
el nd 16 28%;8 48 507605087585 o

1|Varios 4 4 - - - = = - - ~|C
2|OMI-83-Paris 3 3 3 4 4 4 - - - -|C
3|OME-£2-84 19 19 19 19 18 19 19 19 - ~-|C
4 |OMI-84-Praga 5 5 6 5 614 - - - ~-|C
5|Varios g8 712 7 7 8 - = =~ ~|C
6|Varios 7 716 - - - - = = =|C
7|OMI-B85-Finlandia 9 91616 9 9 - - = ~-|C
8|0I-85-Bogoté 10 10 17 10 10 112 - - - ~-|C
9|OME-f2-86 / Varios|18 19 20 18 19 19/17 17 11 17|C
10| China / Australia |20 15 21 20 15 21 20 23 21 - |C
11|OME-f1-86 / 13 14 14 14 14 23 20 15/20 12|C
OMI-86-Varsovia 26 20 1221 - - - - - ~-|C
12|0I-87-Urug./OME-f1|16 14 14 17 15 17/15 15 15 21|C

13 |OME-£2-87 20 21 21 21 2121 - = = =|C

14 |Varios 15 15 15 15 - - - - - ~-|C

15|0MI-87-Cuba 18 18 18 21 2121 - - - ~-|C

16 | OME-£1-87 22 22 21 18 22 22 22 22 - ~-|C

17 |OME-£2-88 25 23 23 23 23 23 - - = ~-|C

18|0I-88-Perd 23 23 23 232525 - - - ~-|C

19|OMI-88-Australia 23 26 24 24 23 26 - - - ~-|C

20 |OME-f1-88 / Putnam|24 26 24 25 24 26 24 26/26 24|C

21|OME-f2-89 / 24 27 24 27 27 24/27 25 27 26|C

0I-89-Cuba 26 27 - - - - = = = =IC

22|OMI-89-R.F.A. / 28 28 XX 28 29 30/30 30 30 31

Oposiciones 313029 - - - - - = ~=-|C

23 |Oposiciones 27 27 28 28 29 31 31 30 - ~-|C

24 |OME-£1-90 30 31 31 30 31 30 30 31 - ~-|C

25|0OME-f2 / £1- 90 34 31 29 29 31 32/32 32 32 33|C

26 |OMI-90-China / 32 XX XX 32 XX XX/XX 32 XX 34

0I-90-valladolid |XX XX - - - - - - - -
27|OME-£1-91 33 XX 33 33 XX 35 XX XX - -

28 |OME-£f2-91 32 32 XX XX 33 33 - - - -

29 |0MI-91-Suecia XX XX XX XX XX XX - - = =

30[0I-91-Argentina / |XX XX XX 33 XX XX/XX 33 33 33

OME-£1-91 33 34 34 34 - - - - - =
31|OME-£f2-92 / 36 XX 36 36 36 XX/XX XX XX 35
OME-f1-91 / PNS XX XX/XX 35 34 - - - - -
32|0OMI-92-Moscu / 35 XX XX XX XX XX/XX 35 XX XX
0I-92-Venez./ PNS|XX XX/XX XX - - - = = E
33|OME-£1-92/£1-92(v) [XX XX XX XX XX 35/XX XX XX XX
/PNS XX XX XX Xx/xx - - - - -

34 |OME-£2-93 36 36 XX 36 36 36 - - - -~

35|0MI-93-Turqg./ XX XX XX XX XX XX/XX XX XX XX

0I-93-Méjico/ PNS|XX XX XX XX XX XX - - - -

36|0OME-f1-93/£f1-93(v) |XX XX XX XX XX XX XX XX/XX XX

37|OME-£2-94/ PNS XX XX XX XX XX XX/XX XX XX -
CLAVES: XX = Pendiente de publicacifén C = Completo

OME
OMI
oI

PNS

Olimpiada Matemética Espafiola (fase 1 o 2).
Olimpiada Matemdtica Internacional.
Olimpiada Iberoamericana de Matemdticas.
Propuestos por nuestros socios.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMAS PROPUESTOS EN LA FASE FINAL DE LA XXX OLIMPIADA
MATEMATICA ESPANOLA CELEBRADA EN MADRID (FEBRERO DE 1994)

PROBLEMA 1°:

Demostrar que si entre los infinitos términos de una progresidn
aritmética de nlmeros enteros hay un cuadrado perfecto, entonces
infinitos términos de esa progresidn son cuadrados perfectos.

PROBLEMA 2°:

Sea 0.XYZ un triedro trirrectédngulo de vértice O y aristas X,Y,Z.
Sobre la arista Z se fija un punto, C, tal que sea OC = c. Sobre X
e Y se toman, respectivamente, dos puntos variables, P y Q, de
modo que la suma OP+0Q sea una constante dada, k. Para cada par de
puntos, P y Q, los cuatro puntos 0O,C,P y Q determinan una esfera,
cuyo centro, W, se proyecta sobre el plano OXY. Razonar cudl es el
lugar geométrico de esa proyeccidén. Razonar también cudl es el
lugar geométrico de W.

PROBLEMA 3°:

Una Oficina de Turismo va a realizar una encuesta sobre numero de
dias soleados y nimero de dias lluviosos que se dan en el aho.
Para ello recurre a seis regiones, que le transmiten los datos de
la tabla siguiente:

Regidn Soleados o lluviosos Inclasificables
A 336 29
B 321 44
C 335 30
D 343 22
E 329 36
F 330 35

La persona encargada de la encuesta no es imparcial y tiene esos
datos mds detallados. Se da cuenta de que, prescindiendo de una de
esas regiones, la observacién da un nimero de dias lluviosos que
es la tercera parte del de dias soleados. Razonar cudl es la
regidén de la que prescindira.




PROBLEMA 4°:

El 4dngulo A del tridngulo isdsceles ABC mide 2/5 de Recto, siendo
iguales sus angulos B y C. La bisectriz de su angulo C corta al
lado opuesto en el punto D, Calcular las medidas de los é&ngulos
del triangulo BCD. Expresar la medida, a, del lado BC en funcidn
de la medida, b, del lado AC, sin que en la expresidén aparezcan
razones trigonométricas

PROBLEMA 5°:

Con 21 fichas de damas, unas blancas y el resto negras, se forma
un rectéingulo de 3x7. Demostrar que siempre hay cuatro fichas del
mismo color situadas en los vértices de un rectéangulo.

PROBLEMA 6°:

Un poligono convexo de n lados se descompone en m tridngulos, con
interiores disjuntos, de modo que cada lado de esos m triangulos,
lo es también de otro tridngulo contiguo o del poligono dado.
Probar que m+n es par. Conocidos n y m, hallar el nuUmero de lados
distintos que quedan en el interior del poligono y el numero de
vértices distintos que quedan en ese interior.

PROBLEMAS PROPUESTOS POR NUESTROS SOCIOS

PROBLEMA 7°

Demostrar que para todo n natural, n2(n2 + 11) es multiplo de 12.
(Propuesto por Joaquin Gomez Rey)

PROBLEMA 8°:

Hay n cajas de cerillas situadas en fila india. Si el doble del numero de
cerillas de la caja nimero k mas el numero de cerillas de la(s) caja(s)
contiguas es  ( ";‘ ) para k =1, 2 ..,n. ¢Cuantas cerillas tiene cada
caja ? (Propuesto por Joaquin Gémez Rey)

PROBLEMA 9°:

Una uma tiene n bolas, n-7 blancas y una negra. Se extraen
sucesivamente, y con reposicion, n bolas. Sea p, la probabilidad de

obtener al menos una vez la bola negra. Halla el limite de p,, cuando n
tiende a infinito. (Propuesto por Joaquin Gomez Rey)




