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CONVOCATORIA DE LA

ASAMBLEA GENERAL
ORDINARIA DE 1994

Se convoca la Asamblea General Ordinaria de la Sociedad
"Puig Adam" de Profesores de Matematicas" correspondiente a
1994 para el dia 16 de Abril, en los locales de la Escuela de
Formacion del Profesorado de E.G.B. "Pablo Montesino" de la
Universidad Complutense de Madrid (calle Santisima Trinidad, 37),
alas 11 h 30 m, en primera convocatoria y a las 12 h en segunda,

con el siguiente
ORDEN DEL DIA

1. Lectura y aprobacion, si procede, del acta de la sesion
anterior.

2 Informe del Presidente sobre las actividades de la
Sociedad y sobre nuestras relaciones con la Federacion Nacional
de Sociedades de Profesores de Matematicas.

3. Presentacion y aprobacion, en su caso, de las cuentas de
ingresos y gastos.

4. Eleccion de nuevos cargos directivos.

5. Ruegos y preguntas.

1] Esperamos tu asistencia !!

-------
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X1l CONCURSO DE RESOLUCION DE
PROBLEMAS DE MATEMATICAS

Convocado por:
Sociedad "Puig Adam" de Profesores de Matematicas y Colegio
de Doctores y Licenciados en Ciencias y en Flilosofia y Letras

BASES

PRIMERA
Podran participar en el Concurso |os alumnos de BUP. y F.P. Losde
EP. | loharan concurriendo con los de 1° de B.U.P. ; los de primer curso de
FP. Il con los de 2° de B.U.P. y los de segundo y tercero de F.P.Il, con ios

de 3°de B.U.P.

SEGUNDA
Las pruebas consistiran en la resolucion de problemas (los mismos para

todos los concursantes de cada uno de Ios tres niveles) y se realizaran en
Madrid, en un solo dia de la segunda quincena del mes de junio de 1994.

TERCERA
Se concederan diplomas, acompafados de los premios correspondien-

tes, a los mejores de cada nivel.

CUARTA
Los Centros que deseen presentar a algunos de sus alumnos (hasta un

maximo de seis) deberan realizar la preinscripcion antes dei dia 22 de Mayo
de 1994, dirigiéndose por carta sin certificar a esta Sociedad, Apartado de
correos n® 9.479, 28080 - MADRID. En esta preinscripcion No es preciso
hacer constar los nombres de los alumnos seleccionados.

QUINTA
Se comunicara directamente a los Centros preinscritos la fecha exacta,

lugar y hora de realizacion de las pruebas y estos Centros entregaran a los
alumnos que envien, credenciales individuales en las que se haga constar
el curso en que estan matriculados en el afo académico 1993-94 y que han
sido seleccionados por su excepcional aprovechamiento en Matematicas.

Enero de 1994

Este Concurso cuenta con la colaboracion de (E2 etz fww



WORLD MATHEMATICAL YEAR 2000

Como ya anunciamos en el nimero 32 de este Boletin,
durante la celebracién del 40° aniversario del Institute of Pure and
Applied Mathematics (IMPA), en Mayo de 1992, el presidente de la
Unién Matemética Internacional (IMU), profesor J. L. Lions, en
nombre de esa Unién, declard el aio 2.000 como Ao Matematico
Mundial.

El pasado verano, el profesor Lions difundi6é una carta dando
cuenta de los progresos realizados en la organizacion de los actos
relacionados con ese acontecimiento, para los que se cuenta con
el patrocinio de la UNESCO y de importantes entidades de
diversos paises, tales como ta Third World Academy of Sciences,
el Ministerio francés de Investigacién y del Espacio y la Academia
de Ciencias del Brasil. A la iniciativa del la /MU, repaldada por sus
dos principales comisiones, la International Commission on
Mathematical Instruction (ICMI), presidida por Miguel de Guzman,
y la CDE, se han adherido la African Mathematical Union (AMU), la
Société mathématique de France y la Société de mathematiques
appliquées et industrielles, |a Israel Academy of Sciences and
Humanities y la European Mathematical Society (EMS).

La Federacion Espafiola de Sociedades de Profesores de
Mateméticas, en la que estamos integrados, esta coordinando la
posible participacion de esas Sociedades en los acontecimientos
que se programen para el anunciado Afio Matematico Mundial.

NOTICIAS

Como es sabido, los miembros de Sociedades de Profesores de Matematicas que

estan federadas, tienen derecho a recibir los sucesivos numeros de la revista Suma.

Habiendo transcurrido un tiempo prudencial desde la formalizacién del ingreso de
nuestra Sociedad en la referida Federacion sin que se haya recibido ningun ejemplar de
la citada publicacién, la directiva de la Sociedad Puig Adam ha mantenido contactos
telefénicos con Luis Balbuena y con Sixto Romero encargado, éste ultimo, de la difusion
de publicaciones, que nos han indicado las dificultades por las gue ha pasado el
correspondiente departamento, pero, que a pesar de éstas, se comprometen a que

nuestros asociados reciban el primer envio dentro del mes de enero.

Recientemente ha visto la luz el primer tomo de la Enciclopedia de las
Matematicas, traduccién de la edicion rusa, realizada conjuntamente por las editoriales

Mir y Rubifios. Es inminente la aparicién del segundo tomo.



TEMU - 95

El Departament de Matematica Aplicada Il de ta Universitat
Politécnica de Catalunya ha difundido el Primer Anuncio de las
Jornadas sobre Nuevas Tecnologias en la Ensefanza de las
Matematicas en la Universidad - TEMU - 95, que se celebraran
en Barcelona los dias 16, 17 y 18 de Febrero de 1995.

Estas Jornadas contintian la linea iniciada por las de Madrid
(Noviembre de 1991), y Valencia (Abril de 1993). El objetivo
fundamental es poner en comun las experiencias innovadoras que
se vienen realizando en la universidad sobre la utilizacién de
nuevos recursos, especialmente informaticos, en la ensefanza de

las Matematicas.

La segunda circular, con un programa detallado de las
actividades que se desarrollaran en las Jornadas, se difundira en
Marzo de 1994. Las comunicaciones deberén presentarse, en su
version definitiva, antes del 30 de Septiembre de 1994. El plazo de
inscripcion con tarifa reducida terminara el 10 de Enero de 1995.

La Secretaria del TEMU - 95 tiene su sede en:
Universitat Poiitécnica de Catalunya
Depertament de Matematica Aplicada Il - EDIFICIO U
¢/ Pau Gargallo, 5 08.028 - BARCELONA
Tel: (93)-4016922 Fax: (93)-4017040
E-mail: temu95@ma2.upc.es

E| coordinador del Comité Organizador es Antonio Montes y
el del Comité Cinetifico, Josep Grané (de la U. P. Catalunya). A
este ultimo pertenecen Alfonsa Garcia y Eugenio Roanes, de
Madrid.

XXX OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA

PRIMERA FASE - MADRID

Las pruebas de la PRIMERA FASE de la "XXX Olimpiada Matematica
Espaiiola”, correspondientes al curso 1993-94, se han celebrado en Madrid,
como en la mayor parte de los restantes distritos, los dias 26 y 27 de
Noviembre de 1993.

Esta Olimpiada estd organizada por la Real Sociedad Matematica
Espaiiola, bajo el patrocinio de la Subdireccion General de Becas y Ayudas
al estudio. De acuerdo con las bases, que publicabamos en nuestro numero
anterior, a ella podian concurrir los alumnos matriculados en el C. 0. U ,en
el Utimo curso de Formacion Profesional de 2° grado, 2° curso del 2° ciclo del
Bachillerato Experimental (Reforma), 3¢f curso de B. U. P.y 1°y 2° curso del
Bachillerato de la L.O.G.S.E..

Como de costumbre, esta Olimpiada comprende dos fases. La primera
se realiza en distintos distritos repartidos por toda Espafia, y los tres
ganadores de cada uno de ellos, participan en la fase final, de |a que salen
elegidos los campeones, que despues representaran a Espana en la
Olimpiada Matemética Internacional y en la Olimpiada Iberoamericana de
Mateméticas. También pueden concurrir a esa fase final los alumnos que,
habiendo participado en alguna edicién anterior de la Ofimpiada, sean
formalmente invitados por la R. S. M. E., por reunir todavia los requisitos
precisos para intervenir en las citadas competiciones internacionales.

En Madrid han tenido lugar, conjuntamente, las pruebas de dos
distritos, correspondientes a todas las Universidades de esa Comunidad.
Como de costumbre, se desarrollaron en dos sesiones, de cuatro horas de
duracidén cada una, en las que se propusieron los ocho problemas cuyos
enunciados pueden verse en nuestra seccién de Problemas Propuestos, en
este mismo numero del Boletin. Seis de esos problemas son los mismos que
se propusieron en otros distritos que realizaron simultaneamente las
pruebas.

El namero de participantes en esta Primera Fase, en Madrid, ha sido
este afo de 135, superando ampliamente al de afios anteriores. En cambio,
el nivel medio de preparacién ha sido muy bajo. Ciertamente que algunos de
los problemas han sido algo mas dificiles que los de otros afos, pero de los
80 puntos que podian obtenerse - 10 en cada uno de los 8 problemas
propuestos - la mitad de los participantes no han pasado de un total de 4
puntos. Representando a todas las Universidades de Madrid, debian
escogerse hasta seis alumnos (dos distritos, A y B), para pasar a la
SEGUNDA FASE. El jurado selecciond a los siguientes:
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D. Tomas BAEZA OLIVA, del C.0.U. del /.B. Avda. de los
Toreros, de Madrid 64 puntos 1€ premio

D. David SEVILLA GONZALEZ, del C.0.U. del /.B. "Luis
Bufiuel", de Alcorcén (Madrid) 60 puntos 17 premio

D. Oscar AYO MARTIN, del C.0.U. del /.B. Avda. de los
Toreros, de Madrid 39 puntos 2° premio

D. Alejandro GARCIA GIL, de 3° de B.U.P del /.B.
"Miguel Delibes”, de Madrid 34 puntos 2° premio

D. Alberto PORTAL RUIZ, de 3° de B.U.P. del /.B.
"Manuela Malasafia”, de Madrid 27 puntos 3¢ premio

D. David AGUDO JIMENEZ, del C.O.U. del /.8.
"Rey Pastor” de Madrid 26 puntos  3€' premio

Ninguno de los restantes lilego a alcanzar los 25 puntos. Debemos
senalar que los dos primeros clasificados, participaban en esta Olimpiada
por segunda vez. SEVILLA GONZALEZ obtuvo también un primer premio
en Madrid, en la Primera Fase de la Olimpiada del afio pasado, siendo
alumno de 3° de B.U.P., y se clasifico en 4° lugar en la Fase Final,
participando después en la Olimpiada Internacional de Matematicas
celebrada en Turquia, y en la Iberoamericana de Méjico, en la que obtuvo
una mencion honorifica. BAEZA OLIVA estuvo a punto de clasificarse para
la Fase Final de la Olimpiada del afo pasado (quedé a un punto del sexto
clasificado), siendo también alumno de 3° de B.U.P.

En los Concursos de Resolucion de Problemas de nuestra
Sociedad, también han cosechado importantes éxitos los anteriores. Baeza
Oliva fue el 2° clasificado, como alumno de 2° de B.U.P., en 1992 y el 4°
como alumno de 3°, en 1993. Sevilla Gonzalez fué el primero de 1° de
B.U.P.en 1991, el tercero de 2° en 1992 y el campedn de 3° en 1993

También debemos destacar la presencia, entre los seleccionados de
varios alumnos del tercer curso de B.U.P.

Los seis seleccionados citados, junto con los que lo hayan sido en los
restantes distritos espafoles, seran convocados para participar en la
SEGUNDA FASE de esta Olimpiada, que esta prevista para los dias 25 y 26
de Febrero de 1994,
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Para que nuestros lectores puedan hacerse idea de la dificultad que
los participantes han tenido al enfrentarse con los Iocho pr_oblemas
propuestos, damos a continuacion las puntuaciones medias obtenidas por
todos ellos y por los seis premiados. Todas ellas son sorprendentemente
bajas. Debe advertirse que no se presentod niguna solucion correcta de los

problemas 4° y 6°.
Problema n°. 1° 2° 30 4° 5 6° 7° 8
Puntuacion media: ——- =  — -

de todos: 1,1 0,5 1,7 02 16 04
de los 6 premiados: 7,5 3,5 7.7 (08 5.8 52 45

05 21
7,5



- 12 -

INDICE DE NOTICIAS SOBRE OLIMPIADAS MATEMATICAS

Y CONCURSOS DE PROBLEMAS PUBLICADOS EN ESTE BOLETIN

Concurso de Resolucion de Problemas de nuestra Sociedad

n- (afio) Convocado en Boletin
I (1983) 1 2
II  (1984) 3 4
IIT (1985) 5 7
IV (1986) 9 10
V. (1987) 13 15
VI (1988) 17 19
VII (1989) 20 22
VIII (1990) 24 26
IX (1991) 27 29
X (1992) 30 32
XI (1993) 33 34
XII (1994) 36
Olimpiada Matematica Espanola
n- (afio) 17 fase (distritos) 28
XX (1984) - - 3,
XXI (1985) 5, padgs. 8 y 9 5,
XXII (1986) 8, pag. 5 9,
XXIII (1986-87) 11, pags. 3 y 87 13,
XXIV (1987-88) 16, p&gs. 7 y 70 17,
XXV (1988-89) 20, pags. 13 y 79 21,
XXVI (1989-90) 24, pags. 11 y 67 25,
XXVII (1990-91) 27, pa&gs. 7y 77 28,
XXVIII (1991-92) 30, pags. 19 y 67 31,
XXIX (1992-93) 33, padgs. 5y 71 34,
XXX (1993-94) 36, pags. 9 y 75
Olimpiada Iberoamericana de Matematicas
n-~ (afo) lugar Crénica y enunciados
I (1986) Colombia 8 , pé&gs.
II (1987) Paraguay 12 , pégs.
IIT (1988) Perd 18 , péags.
IV (1989) Cuba 21 , pégs.
V (1990) Espafia(Valladolid) 26 , péags.
VI (1991) Argentina 30 , pégs.
VII (1992) Venezuela 32 , pégs.
VIII (1993) Méjico 35 , pégs.
Olimpiada Matematica Internacional
n- (afio) lugar Crénica y enunciados
XXIV (1983) Paris 2, péag.
XXV (1984) Praga 4, péag.
XXVI (1985) Helsinski 7, pégs.
XXVII (1986) Varsovia 10, pag. 11
XXVIII (1987) Cuba 15, pégs.
XXIX (1988) Australia 19, pé&gs.
XXX (1989) Alemania (R.F.A.) 22, péags.
XXXI (1990) China 26, pags.
XXXII (1991) Suecia 29, pags.
XXXIITI (1992) Rusia 32, pégs.
XXXIV (1993) Turqguia 35, pags.

Crénica/enunciados
+ Pag.
P?g-
pag.
pag.
pag.
pag.

pag.
Péag.
pag.
pég.

’
I/
!
I
s
+ P&g.
1
14
1
14

11

WWWWOHWU W
N

fase (final)

pé&g. 77
padgs. 8 y 10
pags. 15 y 75
pédgs. 9 y 83
padgs. 7 y 71
pags. 7 y 61
pags. 9 y 73
paégs. 17 vy 79
pags. 11 y 81
pags. 17y 71
en boletin n°
11 y 83
3y 75
5y 73
11 y 63
13y 73
15 y 65
11 y 71
5y 65
en boletin n°
15
67
9 y 89
y 11, pé&g. 89
9y 73
23 y 77
15 y 73
11 y 71
11 y 79
9y 69
3y 63
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APLICACIONES DEL MODELO LOGISTICO

JOSE VICENTE GARCIA SESTAFE

1. INTERACCION ENTRE DOS ESPECIES.

Los fundamentos de la Ecologia matematica se deben a los trabajos de Alfred J.
Lotka y de Vito Volterra; éste Ultimo, en una comunicacion presentada en la Reunion
Internacional de Matematicas (Paris, 1937) defendié la teorfa darwiniana sobre el
crecimiento de las poblaciones, consistente en la interacciéon que cada dos especies

ejercen sobre su crecimiento o decrecimiento numérico y los posibles ciclos que se

originan.

Esinteresante recordar la introduccién del posible modelo matemético que realiza
Lotka en [7]: Designando por X el numero de individuos de una determinada especie en
el tiempo t, dentro de un recinto que se supone cerrado, se puede asumir que e
crecimiento de la especie serd funcién de X
dX/dt = f(X)
y desarrollando f(X) por el teorema de Taylor
dX/dt = a, + a, X + 8, X* + ...

Inmediatamente se observa que si
X =0 dX/dt = 0, luegoa, = 0

Si se limita el desarrollo a un solo término
dX/dt = a, X
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resultaria que el crecimiento sélo se anulard para X = 0; pero empiricamente se sabe que

el crecimiento se anula cuando se llega a una posicion de equilibrio, como consecuencia

de la limitacion del espacio, de los alimentos o de cualquier otra causa exdégena. Por tanto

dX/dt se debe anular, al menos, para otro valor distinto de cero, luego hay que admitir

que el polinomio segundo miembro debe ser, al menos de segundo grado. Como

consecuencia el modelo més simple gue explica ta existencia de punto de equilibrio es
dX/dt = a, X + a, X*

esto es, el modelo logistico.

Al estudiar la ecologia de una determinada especie, hay que analizar sila presencia
en su entorno de individuos de otra u otras especies afectan al desarrollo natural de la
especie considerada. En el hipotético caso en que dadas dos especies, en un area
determinada, ninguna influye sobre la evolucion de la otra, esto es, no existe ninguna
accion reciproca, se dice que se esta en la situacion denominada neutralismo. Pero este
caso no es el mas frecuente; en general, en la coexistencia de dos o méas especies en un
territorio determinado, la presencia de una influiria sobre el desarrollo de algunas de las
restantes, ddndose el caso frencuente de que ciertas especies sirvan de alimento a otras.
Sinllegar a este extremo, pueden dos especies llegar a presentar interacciones favorables

a una de las especies e inclusive a las dos.

Con frecuencia se presentan, ademés del neutralisio, va descrito, situaciones

como las siguientes:

Simbiosis es una asociacion tal que ambas especies se favorecen mutuamente.

Depredacion es el caso en que una especie (depredadora) se alimenta de otra

especte (presa).

Farasitismo es aquella situacién en la cual una especie (parasita) vive a expensas
de otra (huesped) a la cual produce perjuicios. Obsérvese que el aumento de la especie
huesped favorece a la especie parasita, pero el aumento de ésta perjudica a la especie

huesped.

Comensalismo. Una especie (comensal) se alimenta a costa de otra especie
(huesped) a Ja cual no produce ningun perjuicio, pero tampoco ninguna ventaja.

Obsérvese que el crecimiento de la especie huésped favorece ala especie comensal, pero
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el incremento de ésta ni favorece ni perjudica a la primera.

Amensalisimo es aquella situacién en que una especie inhibidora produce trastornos

en otra (amensal) sin obtener ningdn beneficio. Obsérvese que el crecimiento de la
especie inhibidora perjudica a la especie amensal, mientras que el aumento de ésta es
indiferente en el nimero de inhibidores

Competicién es la situaciéon en que cada especie tiende a eliminar a la otra.

El estudio de las interacciones simultdneas entre mas de dos especies es
sumamente complicado. En lo que sigue, y como aplicacion del modelo logistico, se van
a analizar interacciones entre dos Unicas especies, en un area delimitada que se supone

cerrada.
2. FORMULACION MATEMATICA

Supuesta una especie E, -con un efectivo N, en el tiempo t- en un recinto cerrado
y con alimentacién suficiente, su crecimiento vendra regulado por el modelo logistico,
pudiéndose escribir
1/N, . dN,/dt = a, - by, N, , a;, by €ER.L

Admitida la existencia, en el mimo entorno, de otra especie E, -con N, individuos
en el referido momento t- habré que modificar la ecuacidn anterior -salvo en el caso de
neutralismo- para poner de manifiesto la interaccion entre ambas especies; esto se logra
agregando un nuevo sumando, proporcional al efectivo de la especie E,, positivo si el
efecto de E, sobre E, es favorable, negativo en caso contrario e inclusive, nulo si no
existe tal efecto. Asl pues, se escribe

1/N, . dN,/dt = &, - by, Ny + by, N, by, €ER
y de manera andloga, para la segunda especie, se escribirad

1/N, . dN,/dt = a, + by N, - by N, , by €R

Las ecuciones anteriores se pueden escribir
dN,/dt = a, N, - b,, N;2 + by, Ny N,
dN,/dt = a, N, + by Ny N, - by, No2 (1
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formando el sistema que resume todas las principales interacciones. En efecto, segin los

valores de b,, y de b,, se presentan los casos que se detallan a continuacién.

o
5
ll

b,, = 0: neutralismo, no existe accioén reciproca.

b,. > 0, b,, > O:  simbiosis, cada especie actua favorablemente al desarrollo de la otra

b,, < 0, b, > O: parasitismo 0 depredacidon (matematicamente son equivalentes) ya
que el aumento de la especie E, produce disminucién en la E, y el
aumento de ésta, incrementa a E,. La especie E, es parédsita o
deprededora y Ia E, huesped o presa.

by, = 0,b,, > O: comensalismo, ya que la especie E, (huesped) no es afectada por
la E,, pero ésta es favorecida por un aumento de E,.

b, <0, b,;, =0 amensalismo, puesto que el aumento de la especie E, (inhibidora)

perjudica a la E,, mientras que el numero de individuos de E, no

depende de la fluctuacién de la especie E,.

b, <0,b,, <O competicion, ya que el aumento de cada especie perjudica a la otra.

2.1. CONCEPTO DE ESTABILIDAD

Sisobre un sistema de ejes coordenados representamos en abscisas

el efectivo de la especie E, y sobre el eje de ordenadas el de la

N especie E, toda situacidn, esto es, la existencia en un momento t
. de N, individuos de la primera especie y N, individuos de la segunda
Qv\ vendré representada por un punto P de coordenadas (N,, N,). Lo
OI - expuesto es perfectamente generalizable a cualquier nimero de

especies, pero, en lo que sigue, soOlo se trataréa el caso

bidimensional.

A cada punto P se le puede asociar un vector V que indica como se desplaza P en

el tiempo, debido a los nacimientos y defunciones de cada especie considerada.

Se dice que un punto es estacionario o de equilibrio si su vector asociado es el
vector cero, o dicho de otra forma, un punto de equilibrio es el representativo de una

situacion que se conserva en el proximo instante.

Si por alguna causa se produce un pequefio desplazamiento del punto de equilibrio

P_, puede suceder que el sistema tienda a retomar dicha posicion en los instantes

o
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siguientes, o que por el contrario el sistema tienda a alejarse de P,; en el primer caso se

dice que el equilibric es estable y en el segundo, inestable.

Considerando sélo pequefios desplazamientos del punto de equilibrio se pueden
presentar cuatro situaciones. Se describen con un simple ejemplo tomado de Maynard
Smith [12). Sea una Unica especie tal que tiene X, individuos en el momemnto t; siendo
X, el punto de equilibrio, se plantea la ecuacion recurrente

Xoor = Xo + (X, - X,)

Para su anélisis, como posteriormente se hara en varias ocasiones, se traslada el
origen al punto de estabilidad, mediante el cambio
X, = X, + X,
donde x, es la nueva abscisa; sustituyendo se obtiene

Xo + Xior = Xo + 01X, + %= X)) = X4y = 1X,

Segun el valor de r se presentan los siguientes casos:

ir! > 1 Divergencia

si r negativa, r < - 1, aparece la gscilacion divergente (a)

sir positiva, r > 1 se presenta la gxponencial divergente (b)

Xt a Xt C
D s e Xol- - O
0 t 0 t

irl < 1 Convergencia
sir esnegativa, -1 < r < O, resulta la_oscilacion convergente (c)

sirespositiva O < r < 1 se tiene la gxponencial converaenta ({(d)

X b

t X, d
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N', = @, Nj - byy N2 + (byy Ay NJ/IT + By exp (- a 1))
o bien

3. RESOLUCION DEL SISTEMA FUNDAMENTAL )
N, = f{t) N, - by Ny

) . o . . ecuacién de Bernouilli, donde
Para la resolucudén del sistema (I}, basta eliminar una variable y su derivada entre que es una 5 bolfi 4 Baexp i o
X ) . ) flit) = a, + A, Dy ) e
las dos ecuaciones del sistema y la que se obtiene por derivacién de una de ellas.
Despejando N, en la primera ecuacién

i el cambio de variable
Nz = 11N, . dNi/dt -a, + by, N,J/ by, Haciendo

. TN, = u= - NN = U
y derivando

N, = [Ny N7, - NS2 N2 - by, N Dby, resulta

. . u'+Uf(t)'b22=O
donde N’, = dN/dt por comodidad de escritura

que es lineal, y cuya integral general es

Sustituyendo los valores de N, y de N', en la segunda ecuacién de [I], resulta,
, 1 ‘ u=expl- Jf(0dik+ by fexp([fit)ddy
después de operar
b12 N1 N“1 - N".Z (b12 - bzz) + N'1 Niz (2b11 bzz + bn b12 - b12 bzv) -
de donde

- Ny N*y {28y by, + 8, byy) + N2 (s, a, by, + @%by, ) - [2]

= 6 dt)f [k + by, fexp { ff{t)dt dt]
- N,? {a, by, by, - a; by, by + 2a, by, bos) + N4 ()2 by, - byy by, byl = 0O N, exp | [ (t) / .

E| calculo de [ f(t)dt conduce a

Aparte del caso trivial b,, = b,, = 0 -neutralismo- en el que el sistema se reduce )
J= f{a, + (by AN/ LY + B,exp(-a tl}

a las dos logisticas

1/N, dN,/dt = a, - by, N, N, = A/ [1 + B, exp (- a,t)) l .
i diante el cambio
11N, dN,/dt = a, - by, N, N, = A,/ [1 + B, exp ( -a,1)] que se integra mec . "
: B, exp (-a,t} = u—>-a, B, exp {-a, t} dt = du; -a,udt =
donde A, = a/b, , B, = C/b,, C, = c* deintegracién, i = 1,2, se presenta el caso, en a t) -

J=a,t-by A Sdulla, ull + ull =a;t-(by Aia, [InB exp (-
principio sencillo by, = 0 que segunb,, > 0 6 b,, < O proporciona respectivamente 2 2

- -a, 1))}
subcasos de comensalismo (E, huesped, E, comensal) o de amensalismo (E, inhibidor, In{1 + Byexp(-a,

E, amensal) |
| Por otra parte, la integral

e 5 0 b g K= fexpl Jf{tydtldt .
o oo SCR LARA R = St = 0 8 FGHES G neral, expresable mediante un numero finito de funciones explicitas, puesto

by, N’y + 2byy by Ny Ny2 - 2a, by, Ny N’y + a,? Dy Ny2- 28, byy by NP+ no es, en ge bi
ndo el cambio
+ b2 by, N =0 que efectua

. , B,exp(-a th =u
gue después de simplificar por b,, # O se puede escribir 1 8XP k
(N, - &, Ny + by, N,2? = 0 se obtiene 0 (@, + by, A 3] b,, A,/a,
- + {3 22 ™ 1 22
que proporciona, como era légico suponer, al no influir E, sobre E,, az/a,f ’ (1 + u du
K = [exp[Jf(thdtl =-(By/a;) u

N, = A/ + Bexp(-at)] , A, =a)/b,, B, = C,/b,,

Sustituyendo en la segunda ecuacion del sistema [I], se obtiene
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resultando a una integral binomia, que segun el teorema de Tchebichef s6lo es integrable
si es entero alguno de los numeros

(a, + by, Ay + ay)/a, by Ayay 6 ajfa.

Se ha demostrado asi que el sistema [I] -ni en un caso aparentemente sencillo- no

admite solucién mediante un ndmero finito de funciones explicitas.

Volviendo a la ecuacion [2] y haciendo
h, = - by, + by, hy = 2byy by, + by by hy = - (2a, b,, + a, by,
I, = a,8,by, + 87Dy |, =-(a;,by byy-a; by, by + 28 by b,,)
I, = by,? by, - byy by by
se puede escribir
by, N. Ny + hy N'J2 + h, N, N2 4 hy Ny N+ N2+ NG+ N, =0

Realizando el cambio
dN,/dt = M,
donde, derivando con respecto a N,, se obtiene
dM,/dN, = (d/dN,) (dN,/dt) = (d/dt) (dN,/dt) . (1/M,) = (d? N,/dt?) (1/M,)

y de aqui
d? N,/dt? = M, (dM,/dN;,)

sustituyendo
by, Ny My dM /AN, + hy MyZ 4+ hy My N2 4 hy My N+ 1 NP+ N, +
+ 1, N =0
que es una ecuacion de primer orden que se puede integrar por cualquiera de los

métadas aproximados conocidos.

4. COMPETICION ENTRE DOS ESPECIES.

Se ha visto que, de forma general, no se puede obtener solucién de! sistema {l1,
pero, bajo algunos supuestos limitativos, se pueden conseguir resultados aproximados de

gran valor ilustrativo.

Si se introduce la hipétesis de que para todo individuo de cada una de dos

especies en competicion existe el efecto inhibitorio debido a los restantes individuos {(de

v
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ambas especies) se tiene, para cada individuo, que se encuentra compitiendo con una

poblacién
N=AN, + uN,
donde los factores Ay u se introducen porque los efectos inhibitorios de cada especie

pueden ser distintos.

Por otra parte el sistema [I] en el caso de competicion se puede escribir

| (1/N;) dNy/Bt = @y - by Ny = by Ny (1]
1 (1/N,) dN,/dt = 8, - by N, - by, N,
donde a, , b, ER,, , ij=1.2 . Haciendo

\bnN1+b12N2=b1N"bn=Ab1 . by = wby
byy Ny + by N = by N—=>byy =Ab, . by, =pb;

de donde
by,/by; = byi/by, (3]
y por tanto, el sistema [1'] se convierte en
(1/N,) dN,/dt = a, - b)N
LH/N;) dN,/dt = a,-b, N (4]

oen
{ {(d/dt) {In Ny) = &, - b, N
| (d/dt) (in N, = a,-b, N

Eliminando N
(d/dt) (b, In N, - b, InN,) = a, b, -a, by
e integrando
N,%2 /N,% = K exp [(a, b, - 8, b,) ]
Entonces, segun que a, b, - a, b, sea positivo 0 negativo, si t = o
respectivamente, se cumple N,%->0 6 N,*— 0 esto es
a, b,-a, b, > 0O, entonces N, se extingue

a, b,-a, b, < 0, entonces N, se extingue, que es la consecuencia del sistema {4].

Si se abandona la hipdtesis simplificadora [3], esto es, si se supone
Dy; byy # by Dy, [37]
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se puede llegar a muy interesantes conclusiones, ayudédndose de una adecuada

representacion grafica.

Tomando, sobre un sistema cartesiano, en abscisas los
N2 efectivos de la especie E, y en ordenadas los
™~ correspondientes a la especie E,, el lugar geométrico de los
puntos en que la especie E, esta en equilibrio se obtiene para
dN,/dt = 0= a;- by Ny-b Ny = 0

esto es, el lugar buscado es una recta incidente con los ejes

coordenados en los puntos

A, (a,/by,, 0), By (0, ay/by,)

Para un punto P, interior al tridngulo OA,B,, se tiene
N. < (&, - by; Ny)/by,
y como
dN,/dt = N, (a; = byy Ny - by Nob = Ny [b,. (@, - byp No¥/byy - by Ni1 >
>byy NN, -Ny) =0

resulta que para toda situacion representable por un punto interior al referido tridngulo se
cumple

dN,/dt > 0O
esto es, la especie E, esta creciendo en numero; similarmente se comprueba que para
todo punto situado por encima de la recta A, B,, como el P'. de la figura, se verifica

dN,/dt < 0

esto es, en la situacion reflejada por P’y el efectivo de N, esté decreciendo.

De manera andloga, para la especie E, se verifica que
el lugar geométrico de los puntos de equilibrio viene dado
por

dN,/dt = 0 = a,- by Ny-by Ny = 0

recta que corta a los ejes coordeandos en

A, (ay/ by . 0) 'y By (0, @y byl
cumpliéndose, similarmente, que para un punto P, interior
a OA.B,
dN,/dt > O —= N; crece

y para un punto exterior P',
dN,/dt < 0 N, decrece

Las rectas

a;-by; N;-bp N, =0

8- by Ny- by N; =0

no son paralelas, puesto que por [31]

Dy1/byy # D12/D2;

luego son dos rectas que se cortan, precisamente, en el punto P, de coordenadas
P, [{a, by - @, bya) / {byy byp - Dyp byy) (@5 By - 3y D) / (Dy; baa - by P8 (5]

A continuacién se presentan las cuatro posiciones posibles de las dos rectas.

=

0
\[ N2
BZ
AN
BINCA
)

a) Si se verifican las desigualdades
a,/ by, = @,/ by ¥ @/ by = a8y b,,

no cumpliéndose  simultdneamente los dos signos de
igualdad, vence la especie E;; en efecto, partiendo de una
situacion como la reflejada por el punto P -en donde
aumentan ambas especies- se llega al punto P’ donde se
estabiliza E,; como E, sigue creciendo se pasa a la situacion
P‘*, en la que E, decrece y E, sigue aumentando, por lo cual

resulta vencedora.

b) si se cumple.

a,/ by, < ayb,, vy a/by; = 8y/by
no verificandose simultdneamente lasdos igualdades, vence,
siguiendo analogo razonamiento, la especie E,; en efecto, de
la situacion de partida P, se pasa sucesivamente a laP'ya

la P, en la que E, disminuye y E, aumenta.

¢) cumpliéndose

a,/by, < ayb, ¥y & /by > a,/b;,

el punto P, -interseccion de ambas rectas- y cuyas
coordenadas son las obtenidas en [B] es punto de equilibrio
y, ademés este equilibrio es estable. En efecto, que el punto
es de equilibrio es obvio, y que el equilibrio es estable se
observa, pues para cualquier punto P,P’,P'"" o P el sentido
de la evolucién es de acercarse a P, como ponen de

manifiesto las resultantes en cada punto.



d) si se verifica

a,/lby, > 8,/by ¥y @by, < a,/by,

el punto P, también es de equilibrio, pero este equilibric es
inestable, pues en todas las regiones las resultantes tienden

a separarse de P,

Los modelos simplificados anteriores no explican la dinamica del parasitismo o de
la depredacion, gue como ya se ha indicado anteriormente son interacciones matematicas
equivalentes.

parasito -  huésped

depredador — presa.

Sea N, el efectivo de la especie huésped (o presa) y sea N, el correspondiente a
la especie parasita (o depredadora). Designando por a, la tasa de crecimiento de la
primera especie, en ausencia de la segunda, por -a, la tasa de decrecimiento de la
segunda, en ausencia de la primera y admitiendo que !a especie huésped decrece
proporcionalmente al efectivo N, vy que el numero de parasitos, por el contrario, aumenta
proporcionalmente a N,, se pueden plantear las dos ecuaciones

H1/N,). dN,/dt = a, - by N,
\(1/N7). dN,/dt = -a, + by N, [6]
donde a, b, ER,, (i = 1,2)

El sistema [6] es la simplificacién del modelo general Lotka - Volterra
{(1/N,). dN,/dt = a, - by Ny - by, N, [7)
[{1/N,). dNy/dt = - &, + by, Ny - by N,

La hipétesis simplificadora que permite pasar de {7) a [6] es
by, =by =0
esto es, equivalente a admitir que tanto el numero de individuos de la especie parésita,
como el de la especie huésped solo estan limitados por el nimero de individuos de la

especie contraria y no por el numero de individuos de su misma especie
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Volviendo al sistema simplificado (6], se puede obtener, de forma sencilla, una
relacion funcional entre las variables N, y N,. Dividiendo, miembro a miembro, ambas
ecuaciones, se obtiene

[{-a,/N}) + byl dNy - l(a,/Ny) -b,] dN; = O
e integrando

'-azlnN1+b2N,-a1lnNz+b1N2=K {8}
siendo K la constante de integracion. Para cada valor de la constante se obtiene una

curva de la familia.

Para obtener una representacion de ja curva [8] se puede proceder como se indica

a continuacion

z

o N2
Sobre un mismo diagrama se representan las funciones

z=-a,InNy, + b, N, -K;,z =23, in N, - by N,
Ja primera, funcién de fa variable N, y la segunda, de la N,. Para obtener puntos de la
curva [8] basta trazar paralelas al eje de abscisas, como por ejemplo larecta z = h que
corta a ambas curvas en los puntos P,. Q,, P, Q,de abscisas respectivas py, Gy, P2 Y Gz
como es evidente, 10s puntes de coordenadas

{py, 1), {P1s G2 (P2 g1 v (P2 G2
son incidentes con la curva [8].

Para la recta z=h,, tangente a 2z = f,(N;) ensu minimo M,, se obtienen los
puntos de corte conz = f,(N,), M, y M, que proporcionan, respectivamente el minimo
y el maximo (de la variable N,) de la curva [8], esto es

(m;, m’y) vy {m;, m"y)
son las coordenadas de los extremos relativos de N, en la referida curva, Obsérvese que

m, = a,/b,
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De la misma manera, para la rectaz = h, se obtienen los puntos
(m';, my) y (M my)
que corresponden con el minimo y el méximo de N, en la curva [8]. Nb6tese que
m, = a,/b;
pasando al diagrama N, N, se observa que m,=<N, =sm’,ym, = N, =m''y,
luego la curva estd acotada en el rectangulo de la figura y para cada valor de N, (interior
al recangulo) existen dos valores de N,; por otra parte la continuidad de ta funcién (que

se desprende de su construccién) permite asegurar que la curva es cerrada.

N,
T —
| |
| <
\/ l
| 2
m2 .'— —_——— + ——————————
“\l ! P
m’ I| \ I| /
|
: )
° my m, m’ N

Por otra parte, el punto de equilibrio P, tendra por coordenadas las
correspondientes a la solucién del sistema
dN,/dt = 0 dN,/dt =0
que resulta ser N, = my, N, = m,. Por tanto, el punto de equilibrio es el mismo para
todas las curvas de la familia [8] e interior a todas ellas; ademds, dicho punto se
encuentra en la misma abscisa que los extremaos de N, y en la misma ordenada que los

extremos de N;.

Supuesta una situacion inicial, esto es, si se parte de un punto
(N,°, N,%
se puede obtener el valor de K por simple sustitucion en [8]. A partir de ese momento,
ambas especies evolucionan indefinidamente sobre la curva obtenida y, precisamente, en
sentido contrario al del giro de las manillas del reloj; para comprobarlo basta observar el
signo de
dNJdt = N,y dNydt = N,
en cada una de las cuatro regiones que definen las rectas

a,-b; N, =0,-a, + b; Ny = 0 en el primer cuadrante.
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o
N, N,<0 \ . N.<0
N <0 .Zh N:>0
o .
- |
o
P A~ c——
+ a,— b, ,=0
Ko™ | N.>0
N,<0 ; N> 0
0

1
Por tanto, la evolucién del numero de individuos de cada una de las especies se

produce por ciclos a lo largo del tiempo.

Un modelo, estudiado por Leslie, que se ajusta perfectamente a algunas
interacciones depredador-presa, es el siguiente
(1/N,}. dN,/dt = a, - byy Ny - by Ny
(Ny/N,). dNo/dt = a; Ny - byy Ny

5.1 CASC DE PEQUENAS OSCILACIONES

Cuando los ciclos son pequefios, 1o que equivale a decir que ia distancia de un
punto genérico de la curva al punto P, (de equilibrio} es pequefa, se pueden aproximar
por elipses. En efecto, efectuando la traslacion

N, = n, + a,b, Np=n,+ a,/b,
esto es, tomando como nuevo origen el punto de equilibrio
P, (a,/b, . ay/by)
y tomando como nuevas variables n, y n,, sustituyendo [8] se obtiene
-a,Inin, + (a,/byll +b, [Ny + (a,/by)] - &y Infng + {a,/by)} + byny + a8, =K
o bien
-a, Inla, /b, {1 + b, n/a,) + byny + a;-8, Inla,/b, (1 + Dy ny/a,)] + byny -+ @ - K =0

Como n, Yy N, SON pequenos se puede hacer
Inl1 + (b, ny/a)] = b, ny/az - by? n2a,? , Inl1 + (b, ny/a;)l = by ny/a, - b,% n,%/a,?

Simplificando

b2 n,%/a, + b’ n/a, - Ky =0 191
donde
K, = a,Ina, - a,Inb, + & Ina, - a, Inb, - 8, -a, + K
que es la ecuacion candnica de una elipse de semiejes
Va, Kb, vy Va, Kb,
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La ecuacion, escrita en coordenadas paramétricas, en funcion de la anomalia

excentrica es
n, = VK, a,/b)) cos @, n; = VK, a,/b;) sen

que pone de manifiesto jos ciclos.
6. FORMA ESTOCASTICA DEL MODELO LOGISTICO

Sean respectivamente, n{N) y m(N) las tasas de natalidad vy mortalidad de una
determinada poblacién, cuando su tamano es N. Si se admite que la poblacién se ajusta
al modelo logistico se deberd cumplir

dniN)/dN < Oy dmi{N)/dN > O
y suponiendo la méas simple expresién para ambas, esto es, la variacién lineal, se tendra

n(N} =a,-b, N, m(N} =a,+ b, N
donde a.b, ER,,, (i = 1.2

A partir de
{1/N) dN/dt = a - bN
haciendo
a=a, -a, , b=b b,
se puede escribir
11/N) dN/dt = (a, - @,) - (b - bIN

El equilibrio se alcanza si
a,-a,-(by-b)N=0 N = (a, - a,)/{b; - b,)

Supbngase gque en un instante, la poblacion pasa del estado N al N + 1, lo que
implica que se ha producido un nacimiento; la probabilidad de este suceso es proporcional

a N.n(N}; en simbolos
P(N=>N + 1) « Nn(N) = N (a, - byN)

De manera analoga el paso del estado N al estado N - 1, es producido por una
defuncién, luego

P(N—N- 1) « Nm(N) = N(a, + b; N)

Pero, como los sucesos N—N + 1y N—N -1, forman un sistema completo, se
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tiene
PIN»N + 1) = (a, N- Db, N2)/[{a, + a,) N - (b, - D)) N?)
PIN-N-1) =(a;N + b, N3)/l(a, + @) N + (b, - by) N?)

EJEMPLO

Sea una poblacién en la que se ha determinado
n(N) = 0,7 -0,004N , m(N) = 0,2+40,0005N

Suponiendo que se parte de una poblacién de N = 20 individuos, se puede similar
el proceso de la forma siguiente; se empieza por calcular
P(20 = 21) = {0,7.20 - 0,004.20%)/(0,9.20 - 0,00356.20% = 0,747
y por tanto
P(20 - 19) = 0,253

Generado un numero aleatorio n, Si 0,001 < n < 0,747, se produce un

nacimiento (B); sin >0,747 6 n = 0.000, ha sucedido una defuncidén (D).

Al generar un numero aleatoric, se ha obtenido 0,734, luego hay que contar un

nacimiento; luego la poblacién serd 20 + 1 =21
Entonces hay que obtener
P(21 - 22) = (0.7.21 -0,004.21%/10.,9.21 - 0,0035.21%) = 0,745

P (21— 20) = 0,255

Generado un numero aleatorio, se ha obtenido 0,326<0,745, luego se ha

producido otro nacimiento.

Los resultados anteriores se pueden presentar en forma de tabla

N PIN-N+1) PIN-N-1) n Suceso producido

20 0.747 0,263 0,734 B
21 0,745 0,265 0,326 B
22 0,744 0,256 0,676 B
23 0,742 0,258 0,777 D
22 0,744 0,256 0,567 B
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23 0,742 0,258 0,876 D
22 0,744 0,256 0,926

6.1. SIMULACION EN CASO DE COMPETICION

Las ecuaciones del sistema [1'] representan el resultado neto de la diferencia de
los nacimientos y las defunciones. Designando por
Ny (Ny/N,) vy ny (N,/N,)
respectivamente, a los nacimientos de la primera especie, condicionada a la existencia de
la segunda especie y a los nacimientos de N, condiciones a N,, y con anélogo significado
para las defunciones
my (Ny/N,)  y my (N,/N)
se puede escribir
(1/Ny) dNy/dt = ny (N/NG) - m, (Ny/N,)
LOT/N,) dNo/dt = ny (NG/NL) - my, (NL/N,)

Con los mismos supuestos que en el caso de una Unica poblacién, se puede

escribir
Ny (Ny/N,) = a, - by, Ny - by, N,
Ny IN/Ny) = a, - by Ny - by, N,
m. (Ny/N,) = &'y + b, N, + b',, N,
m, {No/N,) = 8", + b, N, + b',, N,

y por tanto
Pr = P(N; > Ny + 1, N; = N,) « N, n, (N,/N,)
p; = PN, = N, - 1, N, = Ny) & N, my (Ny/N,)
Py = PIN, = Ny, Ny = N, + 1) @ N, ny (N/N,)
Ps = PN, > N, N; = N, -1) « N, m, (N,/N,)

Designando, por comodidad de escritura
H = N1 (31 + al1) + Nz (a; + a'z) N N12 (b“ - b’”) - N22 (b22 'b’zz) =
'N1 Nz (b‘.z - blu + b21 - b’21)

se tiene
Py = a; Ni-byy Ny¥- by Ny NI/H; p, = (' N, + b’y Ny + by, Ny NI/H
Py = {8z Nz - by Ny Ny - by NA/H: p, = (ay Ny + b’y Ny N, + by, N/H

EJEMPLO

Sean dos poblaciones en las que se sabe
n, {N,/N,) = 0,7 - 0,004N, - 0,00003N,
n, (N,/N;) = 0,6 - 0,006N, - 0,00004N,
m, (N,/N,} = 0,2 + 0,0005N, + 0,00001N,
m, (N,/N;) = 0,3 + 0,0004N, + 0,00001N,
y ademds se parte de una situacién en la que
N, =70 , N, =50

Se obtienen los siguientes valores
P, = 29,295/71,1056 = 0,412 P,
P, = 8,9/71,105 = 0,125 P,

0,232
0,231

16,485/71,105
16,425/71,105

Si se genera un numero aleatorio h
0,001 < h < 0,412 se ha simulado el suceso N, - N; + 1, N, =N,
0,413 < h < 0,644 se ha simulado el suceso N, = N, -1, N, =N,
0,645 < h < 0,769 se ha generado el suceso N, = N;, N, = N, + 1
0,770 < h < 0,889 6 h = O se ha simulado el proceso N, = N;, N, > N, + 1

Generado, por ejemplo 0,476 se pasaria del estado (70,50} al estado (69,50)

De manera andloga se puede simular el modelo de parasitismo.

7. ECUACIONES CON RETARDOS EN EL MODELO DEPREDADOR-PRESA

El Unico problema que se va a contemplar es el que corresponde a generaciones
discretas, tanto del depredador como de la presa. En este caso, designando
respetivamente por U, y V, las poblaciones de la especie perseguida y de la perseguidora,
en general se podréd plantear el sistema
Uni U,.f, (U, V,)

Vi = V.. f, (U V)

Admitiendo, como se ha hecho en el modelo de Volterra, que el tamafno de cada

poblacion sélo esta limitado por el de la otra, se tiene
f1 (Un' Vn) = a1 - b1 Vn
f, U, V) =-a, + b, U,



- 32 -

El punto de equilibrio, que se designa por (V,, V,) sera tal que
Uy = Uppy = U, . V, = Vo =V,
Sustituyendo en

Uoyy = U, (@, -by V) [11]
Voer = V, (-8, + b U))

se obtiene
U, = U, (g -b, V)=V, = a,/b
V, =V, (-a, + b, U)=> U, = a,/b,

Para oscilaciones pequefas, alrededor del punto de equilibrio, se puede simplificar
el problema trasladando e! origen de coordenadas al punto (u,, v,), mediante el cambio

U, = a,/b, +u,, V, = a/b, + v,

Sustituyendo en [10] y simplificando resulta

a,/b, + u,,, = -(a, by/b,} v, - b, u, v,

\a1/b1 + v,+1 = (a, by/by) u, + b, u, v,
donde despreciando los términos en u,.v, se tiene
b, u,,, +a8bv, +a =0 [12]
! a, b,u,-byv,,,-a, =0
o bien utilizando el operador traslaciéon
|b:Eun+azb,vn+az=O [13]

a.b,u,-byEv.-a, =0

Aplicando el operador E a la primera de [13] y multiplicando por a, a la segunda,
se obtiene
b, E?u, + a,b,Ev, + 8, =0
la, a,b,u,-a,b,Ev . -a,a,=0
de donde
(E* + a, a,) b,u, =a,(a -1 [14]

cuya ecuacién caracteristica es

H

r“+a,a,=0->r==xila a==/a, a,(cosn2 + isenn/2)
resultando la solucién de la homogénea
* :
U, = (a, a,) " (K. cos nm/2 + K, sen nn/2)

donde K, y K, son dos constantes determinables a partir de las condiciones iniciales.
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Una solucién particular de la completa se obtiene para u, = H, en [14]
b,H +a,8,b,H = a,(a,-1) = H = [a,(a, - 1))/ [b, (1 + a, &,)]
luego la solucion general para u, es
»*

u, = u, + H = (a, a,) "2 (K, cos nr/2 + K, sen ni/2) +

+ la, (@, - 1){/b, (1 +a, a,)]

De la primera ecuacion [12] se obtiene
v, =-1/b,-b,u, .,/ {a, by
y sustituyendo u,,, deducida de [14]
v, = - Ib, (a, a,) "? (K, cos nn/2 - K, sen ni/2)]/(a, b,) -

-fa, (1 + a)lib, {1 + &, ay)

Deshaciendo el cambio de coordenadas

U, = (a, a,)" (K, cos n m/2 + K, sen n /2) + [a, a, (1 + a,)l/[b, (1 + a, a,)]
Vv

. = 1b,(a, a,)" (K, senn /2 - K, cosn m/2)]/ (a, by) +
+ [a,a,(@, -1V Ib, (1 + a, a,)

ecuaciones que ponen de manifiesto el caracter ciclico de las oscilaciones.

[15)



[2]
(3]
[4]
[5]

[6]

(71
(8]

[10]

(11

[12]
[13]

(14]
[15]
[16]
{17]
(18]

119]
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SOBRE LA ANALCGIA C3SERVADA ENTRE

DF OBTENCION DZ LOS MNUMERCS AUEEC Y VE

Javier Perzlta
Catedrltico de la E.!'. Santa Maria
Universidad Auténoma de Madrid

C. INTRODUCCION

En este artfculo se analizan, er primer lugar, dos procecimientos de
aproximacién por fracciones de VE: uno de origen geométrico, debicoc & los
pitagébricos , y otro de origen algebraico: el desarrollo en fraccidn con-
tf{nua de Cataldi. Peosterjormente se demuestra su coincidencia.

Partiendo de la conocida y sorprendente.relacién que liga a dos ele-
mertos matem&ticos notorios: la sucesibén de Fibonacci y el nGmero &ureo, se
establece a continuacién un paralelismo entre el proceso que los vincula v

y Cataldi,

aguel gue permite identificar los resultados de los pitagéricos y <
ya mencionado.

Por Gltimo, la analogfa observada sugiere extender este procedimiento
a otras sucesiones mé&s generesles, lo gue permite conseguir sucesiones que
+:endan a distintos irracionales cuadréticos, con las consiguiertes aproxi-
maciones por fracciones de los mismos. Como casos particulares, se obtienen

de nuevo, como era de esperar, las sucesiones convergentes a2l ndmero &ureo

y a 2.



1, FRACCIONES CONTINUAS

1.1. Las fracciones continuas estén implitas en el método de las
divisiones sucesivas de Euclides para 1a obtencién del méximo comin divisor
de dos ndmeros, aunque su origen se remonta a los hindies (siglo V a. G- D).
sin embargo, los primeros que extendieron su uso al desarrollo de los irracio
nales cuadréticos fueron Bombelli y Cataldi, en el siglo XVI. Més concreta-
mente, el estudio sistemdtico de las fracciones continuas - uno de los pri-
meros algoritmos infinitos en la historia de la matemética - se inicia en un
trabajo de Cataldi que dedica a "una manere muy breve de encontrar la refz cuadra

da de los nimeros'; si bien, su formulacién en los términos actuales es debi-

da a Euler.

1,2. Utilizando la notacién més usual:

al+-——l——1_'_=[al;azr"'vanr'--]

a4+ ————————

2

.
l*-——_—
a_+
n .

se tienen, por ejemplo: l%% = [3;2,1,2,6] , Va = [1;1,2,1,2....] = [1;TT§J

6 = [2;1,2,1.1,4,1,1,4,1,1.6,...'_1 ,ete,

1,3. Merecen citarse los desarrollos en fraccién continua del ni-

mero &ureo § = li%é = 1,61803398... y de VE = 1,41421856..., que serén utili-

zados més adelante.

V5, y elevando al cuadrado: #2-p-1 = ©, B(g-1) =1;

Como 20 = 1+{5, 2@-1

1 i =
luego 8 = 1+ g = 1+ T377p = ceeo= [13T]

Y anélogamente se llega a que fE = [l;E], desarrollo ya obtenido por Ca-

taldi.

Este algoritmo - lo haremos con YE. pero podria razonarse andlogamente

con los ejemplos anteriores - permite tomar diversas aproximaciones de VE mg=

diante las llamadas fraccicnes reducidas sucesivas:

r =1 Ty =[1;2] = 3/2, vy = [1:2,2]=7/5, v, = [1;2,2,2] = 17/12, .00

(1)

Precisamente le reducida r4 es el valor que tomaron jos babilonios para

V2.

1.4. Destacaremos los tres siguientes resultados sobre fracciones

continuas:

(i) El desarrollo en fraceidn continua finita corresponde ‘a los nimeros

racionales y s6lo a ellos.

(ii) E1 desarrollo en fraccibén contfnua periédica caracteriza a los irra-

cionales cuadréticos.

(iii) La sucesién de fracciones reducidas sucesivas de un numero, conver-

ge répidamente hacia el mismo.

Para un mayor conocimiento sobre las fracciones continuas, puede consul-

carse por ejemplo [1].

2. LA SUCESION DE FIBONACCI Y EL KUMERO AUREO

Expondremos brevemente a continuacidn la sorprendente relacién existente

entre la sucesién de Fibonacci vy el numero Aurec.

2.1, Como es conocido, la sucesién de Fibonacci surge a rafz ce
un problema relacionado con la ecria de los conejos - que se plantea en la obra
nLiber abaci" de Leonardo de Pisa o Fibonacci (siglos XII-XIII) -, y poste-
riormente seré estudiada por numerosos mateméticos, debido a su aparicién en
distintos lugares de la matemdtica y las ciencias natunrales.
Dicha sucesidn es: fo=0, fl=1, f2=1, f3=2, f4=3, f5=5, f6=8,..., que
queda definida por la siguiente sucesién recurrente de diferencias lineales

de segundo orden:

fre2 = Tn * foerr To = 0, f; =1 (2).

De dicha sucesién puede hallarse su término general, resolviendo la ecua

. 1 , -
cién x2 - x -1 =0, cuyas soluciones son ¢ = 2215 y §°= 1315. Por lo tanto,



==
g-¢°

n PPle] : :
seré fn = A.¢ + B.2°", e imponiendo que fo=0, fl=1, se obtienen: & =

i
P = -« —— , por loc que:
p-3° ¢N_gen
fn = — (3); o si se prefiere:

A PV [ WS PO Y

n {5.2.')

2.2. Formemos ahora le sucesién (f

w

;) de los cocientes de cada cos

~érminos consecutivos de la sucesidén de Fibonacci:

‘n-1 011235 \ (4)

N )= 395358

(f;) =

Se puede probar entonces gque existe el 1im .
n» n

En efecto, basta con utilizar la Identidad de Simson ([2]):

2 n
o) - f .7 = (-1 5)
“n+l n'*n+2 (1) (53,
. N . il
de Zonde se sigue que |7 .- 77| = .
& : | n+l n| £ .7
n'“n+l y
A partir de ello se llege sin dificultac a que |f; - féi <:E si ny4, de
+1

{£°) es una sucesién de Cauchy en [ y, por tanto, conver

doncde se deduce gue .;

gente,

2.2, Vamos ahora & demostrar gue:

resultado ya obtenico por Kepler.
La segunda igualdad es obvia, y a la primera llegaremos por ires trece-

dimientos cdistintos.

r

(i) Tenicndo en cuenta la expresién de T obtenida en (3).
) gn—lﬂc,nel } 1—(0'/¢)n—1
R pepi(et/m)

; fm 7 = R
que 355, = 1/9

5 yn=1 :
y como im (¢'/¢)n = 0, se deduce
nm

(3i) Sin utilizar la expresidén de fn’ sino teniendo en cuenta solamente

la ley de .recurrencia (2).

Si f’= 1fm £° = l4m £’ _, se tiene: f’= = , de donde se llega a
nsa n nso n-1 P
-I:VE £7+1
T == como £°>0, se tiene (6).

(iii) Razonando con fracciones continuas.

Como @ = [l;IJ. se deduce que £-1 = [O;T], y si hallamos las fraccicnes

reducidas sucesivas de EO;lJ, ce. obtienen precisamente los términos de La su-

cesidn (f;) que aparecen er (4).

3. OBTENCION DE Y2 POR LOS PITAGORICOS

3.1. Es sabido gque los pitagér.cos consideraban el nimero como el
principio de todas las cosas. Asf, la filosofia pitagbrica se basabha en una
neeorfa atbmica', segin la cual todo ente guedaba identificado por el nimero
de "Atomos" que contenfa. Esta aritmetizacién tan radical ce la realicdad se
extendié también, obviamente, a la geometrfa, lo aque dio lugar a la teoria de

la proporcionalidad de segmentos, reduciendo las razones gecméiricas & razones

numéricas.

A mediados del siglo V &.C. se produjo en la escuela pizagérica, sin er-
bargo, un descubrimiento incuietante que produjo el nundimiento de la teorisa
atémica de la extensién geométrica: el hallazgo ce la existencia de pares de

segmentos inconmensurables, lo gue originé la primera crisis de funcdamenzos

VE y el nimero &ureo

de la matemftica. Hasta el punto que cuando probaron gue
no eran expresables como cocientes de dos enteros - situaciones a las gue iie
garon al calcular las razones entre la diagonal y el lado del cuadracoc y cel
pentégono, respectivamente -, se sintieron horrorizados y Jjuraron guarcar el
secreto y castigar con la muerte a quien lo revelara.

3.2, Mos referiremos al primero Ge los casos indicadoes.

Cuando los pitagéricos comprobaron la irracionalidac del nimero VE, se
dedicaron @ obtener aproximaciones del mismc, empleando con toda seguridad el
método gue aparece en 1os Elementos de Euclides consistente en 1a construccidn
del par de nimeros 'lado y diagonal", mediante el método recursivo - probable

mente el primero en la historia de la matem&tica - que indicamos a continua-

cién.



Se toman dos unicades: la unidad-lado ll’ v la unicdad-ciagonal Gl' y el

proceso se continla iterativamente mediante las férmulas:

Se tienen por tanto:

1.=1, d.=1; 1.=2, d2=3; 1.=5, d.=7; 14=12, d4=17; l5=29, c5=41; oo

y si formamos la sucesibén de término general s.= dn/ln; esto es:

5 = 1/1, s

se deducen las subsucesiones (52n+1) y(SZn)' que se aproximan a VE por defec-

= 3/2, 53 = 7/5, s, = 17/12, ... (8),

2 4

to y por exceso, respectivamente.

3.3. La idea de este proceso recurrente consiste en que si 1y d

‘= d+1 vy

)

sor el lado y la diagonal de un cuadradc, respectivamente, también

4’ = d+21 son el lado y la diagonal, respectivamente, de otro cuadrado. En

2 2

- . L2 2 2 2 2 )
efecto, si ¢° = 217, entonces, & (d-21)° = @7 + 4dl + 217 = 21 + 4cl +

+ 412 = 212 + 4dl + 2d2 = 2(d+l)2 = 21'2.

Todo ello puede verse con més detalle en [3], e incluso una interpretea-

cién geométrica de este (ltimo resultado.

4. COINCIDENCIA ENTRE LOS RESULTADOS DE LOS PITAGORICOS Y DE CATALDI

4,1, Veamos que las sucesiones (rn) v (sn) definidas en (1) y (8),

respectivamente, son iguales.
Su demostracién puede hacerse por induccién.

Es evidente que coinciden sus primeros términos. Admitamos entonces que

rn = sn y probemos que rn+1 = $n+l'
Como r =1+ L = 1+ L se tiene:
n+l 2+(r_~1) l+r_ ' ’
n n
2+r 2+8 2+d_£1 21 +d d
n n nn n n n+1l :
T 3 = = = - = = 8 y CaGaCo
n+l 1l+r l+s 1+d_/1 1 +d 1, n+l
n n n"n n n n+1

4.2, Hemos llegado, por tanto, al siguiente resultacdo: Las aproxi-

maciones de WE de los pitagéricos y de Cataldi, son coincidentes. Las prime-

. 258

ras se obtienen mecdiante el par de ndmeros lado v ciagonal y, las segundas, a

partir del desarrollo en fraceién continua.

Sin tratar de guitar importancia, ni mucho menos, al descubrimiento por

Cataldi de esas aproximaciones racionales mediante un procedimiento algebrai-~

co - o analftico, por contarse estos algoritmos infinitos entre las ideas pre
cursoras del cdlculo infinitesimal -, resulta afin mads sorprendente que muchos
siglos antes, los pitagbricos llegaran, por un camino geométrico, Jjustamente

Va.

a las mismas aproximaciones de

5. ANALOGIA ENTRE LOS PROCESOS DE OBTENCION D% oY VE

5.1, Veamos que se puede llegar a la coincidencia de resultados en-

tre las aproximaciones de VE por los pitagbricos y por Cataldi, siguiendo un

roceso similar al gue vinculaba la sucesién de Fibonacci con el nimero &urec,

ya descrito.

Para ello restemos miembro a miembro las dos c6rmulas que relacionan las
sucesiones (1 d cue vienen dadas en (7): ¢ =1 = ¢ +21 -1 .-
) ( n) y n)' v e (7) n n n-1"""n-1 "n-i

luego d_ = 1_+1 . Por tantc,
n bt .
“n-1
s =1+ (g).

n 1

n-1 n-1'

Ahora bien, como (ln) comienza en n=1, no permite hallar el primer

2
cer—

mino s, de la sucesibn (sn). pPor este motivo, completaremos la sucesibn (ln)

con el término l°=O 1o gue, en virtud de (7), supone que serf preciso afiadi

también a la sucesidn (dp) el término do=1.

5.2, Consideremos ahora la sucesidn ce término general 1;=sn—1 que,
evidentemente, tendré& por limite V2-1. En vista de que el desarrollo de VE en
fraccién continua es Ll;E], es obvio que ¥2-1 =[O;§].

Ademés, de (7) se tiene: Zln_l = Gn-dn—l y, como dn—l =1-1 4.9

=l _l o N
se decduce que: 21 . = 1 -1 -1 +1 =
n+l""ns q -t nel ln i luego ln+1 i +21n o,



lo que permite definir la sucesién (1 )

lo que es lo mismo: 1 =1 +21 n

n+2 n n+l’
sin necesidac ce la (én).

Yemos llegado, pues, a que dada la sucesién (lr) empleada por los pita-

gbéricos para obtener aproximaciones de VE, y que puede definirse (con la ac-

juncidn del término lo=0) como

4
n
b
+
™
o
-
"
O
~

"

-
-
O

“n+2 n n+l o 1

entonces la sucesién de <término general 17 =1 /1, verifica cue lim 1’ =
n n nyeo *n
=Vz-1=[0;Z].

Y este proceso es andlogo, como anuncidbamos, al que relaciona la suce-
sién de Fibonacci con el nlmerc &ureoc, y gque ha sido descrito en 2:i A partir
de la sucesién de Fibonacci (f_ )} definida en (2), se forma la sucesién de tér
£r=¢-1={0;1].

mino general fé =f /T , que cumple: 1

fm £°
n-1""n n»mw ' n

5.3. Asimismo, la determinacién de la ley de recurrencie (12) para
3 P

lz definicién de la sucesidn (ln)' indepencdientemente ce las relaciones (7)

gue la ligaban con (dn,, permite obtener, si se desea, la expresién cdel tér-

mino general 1 _.

rPara ello basta cor. resolver la ecuacidén en diferencias (1C). Como 1la

) 2 - . LS n n
ecuacidén x“=1+2x tiene por rafces x=1=Y2, seré 1n = al1+V2)" 4 E(I—VE) , €
o - N B vz g
imponiendo que cumpla las ccondiciones iniciales, se tiene: lr = — ((1+f2)'-
3 &
n
- (1-y2)'").

(1e¥2)" 2 -yt

= , de donde se decuce de

142" -V2)"

De ani se llega a que 1

c=Vz -1

nuevo que lim 1
YRS Tn

6. GEMERALIZACION

6.1. La analogfa observada entre los procesos de obtencién de § y

VE ( &6 ¢g-1 v Y2-1, para ser més exactos), nos sugiere estudiar una posible ge

Consideremos la sucesidn recurrente de cdiferencias lineales c¢e segundo

1 (11),

~
Y

jul
]

orcen 2 = a_ + Ka_ .,
n+2 n n+1 ' c

a suc

o

donde suponemos gue k es un enterc n¢ nule (va que para k=0, resulta 1

sién 0,1,0,1,C,1,...).

6.2. Dicha sucesidén cumple las dos siguientes propiecades:

P2) k(ad v el e L. 22) = a

2
1) a - a8 = (-1) 1 n nfn+l°

a
n+l n n+2

Las sucesiones de Fibonacci verifican la primera de ellas o Icentidac
Ge Simson, que ya fue enunciada en (5); y es conocide ([2]) que asimismo sa-
tisfacen la segunda, para %=1.

Pasemos a probar 1) y 2).

. o e B o 2
Una vez comprobaco que 1) se verifica para n=C, vy admitiendo que A -

-2 .a (-“_)h_l se llega a que: 2° _ - a.a -8 -a (e + ka_ . =
n-1"n+l ! n+1l n n+2 n+1 rn' n n+l’

= o(-1)™ o o™,

Andlogamente con 2), k(ai + a?) =K = ajay, ¥ tomancdo por hipétesis aque
L

2 2 2 2 N
e = a i sk veem8 = k(a _+... ;
se cumple k(ao+ an) aa . se tiene K(ao+ n+1) w( ot ~e )+

2
+ ka = a_a + ka = a a_ + ka = a a c.g.d.
n+l n n+l n+l n*l( n nel) n-ln+2 ' q

6.5. Calculemos la expresién del término general %ﬁ

" F." PR
S 0w

Las rafces de x2=1+kx son x=(kin2+4)/2, luego a = AL - P+

wVi2sa " i

+ B( > ) , y como ao=0, a,=1, se llega a:
1 keVkea " ;
an = ( > ) - (¢2).

k€4
G6.4. Formemos la sucesién de término general aé =2 /aq.
De [12) se tiene entoces que a; = (p - qn_l)/(pn— o™y, conp =
= (kelk2+a)/2, q = (k=-Vx®42)/2.

Se deduce que (a;) es una sucesién convergente, ya que en virtud de la

Identidad de Simson, se tiene: 2
. n-1
o ] = 2, a1, _ n n-1 n+l ‘ . (=1) _
n+l n' " | 2 T Ta aa. ., | "a
n+l n n n+l n n+l



} lanwl

Ahora bien, es evidente cue Iar|>fn, por lo que, siguiendo el razona-
A

miento hecho en 2.2, la’ ,-a’|< _;E si n»<, de donde se obtiene Tacilmente
n+l
n

3

cue (a°) es de Cauchy y, en consecuencia, covergente.

7

6.5, Calculemos ahora a’s= %?a) ;. Se puede hacer por cos procedi-

mientos.

(1) A partir de la expresién (12) de 2

Si k»0, entonces -1<g/p<0. Luego teniendo en cuenta lo vistc en 6.4,

=3

e 1 1—(q/p)n'1 1 —waViea
g = T = = = H
A»® n-1 2 . =
p-q(a/p) P ) /)" o1 1 kKB
. ~ . = = - .
Y si kR<C, =-1¢p/o<C, luego a’= %ig’ — = >
pl{p/q) "¢
(¢i) Sin necesidad de hellar la expresién de a, .
ER e 3
Como &’ = i L = ,1 , se tiene: a’= —% ;. Ze conde se
n a +k g +i
n-1
liega a2 que a’=
Anora bien, si k»C, los %términos de la sucesidn (aq) son positives {si

nY0); y si kC, sus términos son alternativamente positivos (los impares) y

negativos (los pares, si nd>C). Por tanto, a’ tiene sus términos peositivos si

)

.2 .
k>0 y negativos si kG, y su iimite es (—k+PK +4)/2 en el primer casc, Yy

(-R-Vk2+4)/2 er. el segundo.

. 1 . . .
6.6. De la relacién a’= o S deduce su desarrollo en fraccién
a +
. 1 i
continua: a’= 1 = ... = |03k,
Thea”
7. CONCLUSION

7.1, Se ha probado, por tanto, que la sucesién (an) definida en (11)

engloba como casos particulares las sucesiones de Fibonacci (fn), si k=1, ¥y
la sucesidn (lr) de los pitagbricos, si k=2.
]
Si a partir de (a2_) se construye la (a;) con a; =2 ./a_, esza sucesién
° n N T } -1 n

n

culares se tienen la sucesidn (fé), cue converge a ¢ - 1 = [O;l], si k=1, y

la sucesién (la) que tiene por limite {E -1 = [O;E], si k=2,

7;2. Dando a k ciros valores enteros no nulos, se conseguirén dife-
rentes sucesiones recurrentes de diferencias lineales de segundo ordern del
tipo (11), a partir de las cuales se podrén formar las sucesiones de los co-
cientes de cada dos términos consecutivos de la misma, que convergerén & ci-

ferentes nimeros irracionales cuacréticos.

As{ por ejemplo, si k=3, se forman las sucesiones (a_) definida por

a =a _+3a a =C, a.=1, v la {(a’) con a’=a ‘a
n+2-n Ton+l! To O Tt ” { n) I LA L

[O;S] (-3+Y13)/2; si k=4, entonces an+2=an+éan+lv
[O;Z = -2+Y§; si k=8, es a
n+2
-£+VT;; etc,

8i se toma k<O, resultan como limites los opuestos ce los anteriores.Por

=a_+8a
r

) n+1'ao=c' al=1'

ejemplc, si k=-1, entonces a 2,=0, a;=1, vy %éﬂxa;=[0;:31; ¢ ete.

=a_-a
n+2-n n+l’ o

7.3, Hemos visto, por tanto, gue todo nimero gue pueda escribirse

<2 S . S - ——
como (=k-Vk“+4)/2, con K€ # , tiene una sucesién de racionales cdel tipc ante-
rior (a;) que converge hacia é1; aungue posiblemente sea mis interesante el
Geterminar para qué n(meros irracionales algebraicos de la forma Vﬁ -~ sienco

*

H un elemento de ! cue no sea cuadrado perfecto - existen sucesiones de ese
estilo gue converjan hacia ellos. Se indican a continuacidén dos resultados

relativos a ello.

7.4. En primer lugar, es evidente que si (aé) tiene por limite

— — L. 2 . .

k“+4)/2, entonces (an), con a = k+25n, tiende a £{k“+4. Hemos obtenido,
Lo, 2 . . i . —_ . .

por tanteo, que si K=k +4, la sucesién de término general a = k+2an (siendo

(a;) la sucesién definida como aé:an 1/an. donde (an) viene dada por (11)),



o)
c).

tiene por limite b k2+4 (el signo + corresponde a k»Q, y el - & k&

7.5. El segundo resultado afirma que si H es de la forma H=h©+1,
% + : * .
hé [, entonces la sucesién de término general e, = h+a; converge & V;, sien-
do an=an_1/an, y an+2=an+2han+1, a°=0, a1=1.
»

En efecto, (a;) tiene por limite (—Zh:VAh +4)/2 = -nZ 2+l, luego (ar)

tenderé a pd h2+l. Ademés, como [h;Eﬁl = h+[0;§3], se deduce que V;;[h;ﬁﬁj,
*

por lo que los términos de la sucesién (an) son, precisamente, los términos

de las reducidas sucesivas de la fraccidén contfinua [h;EF].

Aunque pudiera parecer que el desarrollo en fracciédn continua del limite
de la sucesién (E;) construida en 7.4 es también de la forma [k;?:], no es
cierto en cambio, ya que %i& E; B k+2[0;§], que no coincide con [k;??], pues
2[@;;] # [O;EE] (baste comprobar gue, por ejemplo, los desarrollos en fraccién

continua de (-3+VI§)/2 v -3+1C son, respectivamente, EO;?] y @;31}.
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INTRODUCCION

La transformacién geométrica denominada "inversién" tiene aplicaciones
diversas: en construcciones geométricas, en teoria de funciones de variable
compleja, en Fisica, etc. Nuestro interés por facilitar a los alumnos una
introduccién rdpida y agradable a las propiedades mds relevantes de esta
transformacién, nos llevé a elaborar una adaptacién geométrica que pueda ser

implementada siguiendo la linea de su construccién geométrica.

En este articulo se realiza un estudio vectorial de la inversién, que
tiene dos objetivos. El primero es facilitar la determinacién de las
inversas de algunas figuras muy dutiles en las aplicaciones, como son los
circulos, semiplanos y tridngulos, para lo que se estudian las inversas de
figuras simplemente conexas, considerando una topologia apropiada a la
inversién. Y el segundo objetivo es facilitar la elaboracién de algoritmos

que permitan implementar una simulacién gréifica de la inversién.

Con ello se pretende ofrecer una recreacién visual que facilite la
captacién intuitiva de las propiedades esenciales de esta transformacion

geomeétrica.

Finalmente, indicaremos que en el sistema de cémputo algebraico Maple V
existe un paquete de Geometria, que incluye una primitiva "inversién", que
resuelve algebraicamente el problema de determinar las ecuaciones de las
inversas de rectas y circunferencias, cuyos objetivos son bien distintos de

los que nos hemos propuesto aqui.



1. INVERSION DE RECTAS Y CIRCUNFERENCIAS

Por la naturaleza del problema, trabajaremos en el plano euclideo, con un

sistema de referencia métrico.

1.1 Definicién.- La inversion de polo el punto O y potencia el mimero real
p#0 es la wansformacion que asocia a cada punto X del plano (distinto del
polo) el punto X' de la recta OX, tal que sea p el producto escalar

xox =p (1)

Para que la transformacion sea bivectiva, se considera un punto impropio

linico, imagen del polo.

1.2 Proposicion.- Siendo X#0, el punto X', inverso del X, viene dado por

o= P | )
| @ |

P . S R . . . ., .
Demostracion.- Siendo U, un vector unitario de la misma direccién y sentido

— g — .
que 0% y denotando por |0X| al médulo del vector oX , se tiene

Y .
N o foxfu, -, si p>0
oxX = Joxfu, A oX =4 (3)
-|ox:fu_ , si p<0
X
y por tanto
oX| |ox:| (@ )" = |oX||oX ] , i p>0
ot = x
-|o%| [o%:| (8" = - [ok] [oX | . si p<O
lo que, junto con (3), implica
=22
|oX|*|o%' |4, (para p>0)
(oR-0%)o% = . |o%|%5%: = (o) 0%
-|o% |ox: [, (para p<0)
Iuego de (1) resulta: p-62 = (@R)%x.. ]

En particular, el punto X es doble si oX' = 0%, lo cual, de acuerdo con

. 2 . JRp— - ) .
(2), sucede si (0X)’=p, es decir, si |0%|=+vp. Por tanto, se tiene:
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1.3 Corolario.- Si p>0, los puntos dobles son los de la circunferencia de

centro el polo O y radio +Vp (y si p<0, no existen puntos dobles).

Es sabido que la inversién transforma rectas y circunferencias en rectas o
circunferencias (asi pues, considerando a las rectas como circunferencias de
radio infinito, la inversién transforma circunferencias en circunferencias).
En particular, para un recta, si el polo, O, pertenece a la recta, es claro
que su inversa es la misma recta, pero si la recta no pasa por O, entonces
su inversa es una circunferencia a la cual pertenece O. Estos resultados

admiten demostraciones cldsicas, basadas en varias técnicas:

a) propiedades de transformaciones geométricas: homotecia, antiparalelismo
b) ecuaciones de rectas y circunferencias, haciendo uso de (2)

¢) propiedades de transformaciones de Mobius, en variable compleja

Ademds, la inversién conserva la amplitud de los angulos, invirtiendo su

sentido. Por tanto, conserva la ortogonalidad de rectas y circunferencias.

Siendo A y B dos puntos distintos entre sf, se trata de determinar la
figura inversa de la recta AB. Denotando por # a un veclor unitario
ortogonal a la recta AB y considerando el producto escalar e = OAT, se

tiene la siguiente determinacién vectorial para la inversa de la recta AB.

1.4 Proposicién.- Si el polo O pertenece a la recta AB. entonces esta recta
es doble. SI O no pertenece a la recta AB, entonces su inversa es una

circunferencia cuyo centro Z y radio r vienen dados por

=L i 1= 5ff 4

—
n

Demostracién.- El valor absoluto del producto escalar e = oAl es la distan-

cia del punto O a la recta AB, luego

oAR , si e>0
dist(O,AB) = |e| = [0kl = (5)
-0AR , si e<0
Si e = 0, entonces o bien es A=0, o bien 5Z es ortogonal a & (en cuyo caso
X es paralelo a la recta AB). En ambos casos O, A y B son puntos alineados,

luego la recta AB es doble.
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Supongamos pues, en adelante, e0 y denotemos por H a la proyeccién
ortogonal del punto O sobre la recta AB. Si R es del mismo sentido que oH,
el dngulo de 0% con R es agudo, luego e>0 y por tanto

oR = |oB|R = dis(O,AB)R = |e|R = el
Si, por el contrario, it es de sentido contrario que R, el 4ngulo de GA con

% es obtuso, luego e<0 y por tanto

5 = |oB|(R) = dist(O.AB)(R) = |e|(-R) = (-e)(-R) = e

(]

Figura 1

En consecuencia, en ambos casos, para el punto H’, inverso del H (figura 1),

recordando (2), se tiene

=2 d=—b dt=LPet=L7
(OR) (eF?)2 e?

Ahora bien, la recta AB es ortogonal a la OH, lo que, por ser la inversién
una transformacién isogonal, implica que la circunferencia inversa de AB
haya de ser ortogonal a la recta doble OH. Pero ademds dicha circunferencia
ha de pasar por O y por H’, luego el segmento o' es un didmetro de dicha
circunferencia. Por tanto, su centro Z, es el punto medio de Or' y su radio,

r, la longitud del segmento oz, es decir

= 4= 27 i 1=l = 4 -
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De acuerdo con lo que ya se ha indicado anteriormente, la inversa de una
circunferencia es recta o circunferencia, segin que la circunferencia dada
pase, o no, por el polo.

Dada una circunferencia ¥ de centro C y radio r, se trata de determinar su
imagen en la inversién de polo O y potencia p. Denotando d = dist(0,C) a la
distancia del polo al centro, se tiene:

1.5 Proposicién.- Si el polo O es un punto de la circunferencia, entonces su
inversa es la recta perpendicular a OC y que pasa por el punto B’ tal que

o8 = -PL2 ¢ (6)
2d

Demostracién.- En este caso la circunferencia y pasa por O, luego su figura
inversa, y', es una recta. Por ser Yy ortogonal a la recta diametral OC, ¥'
también ha de ser oriogonal a OC (que es doble en la inversién). Por
tanto, para determinar y’, basta ya conocer uno de sus puntos, que habrd de
ser imagen de otro punto de ¥, distinto del O. Si, en particular, B es el
punto de y diametrdlmente opuesto de O, se tiene 08 = 2:3¢, luego para el
punto B, imagen del B, de acuerdo con 1.2, serd
=L o
(OB)
y teniendo en cuenta que (aa))z=(2-o_c))2=4]ﬁ|2=4d2, resulta (6), siendo pues

Y la recta ortogonal a la OC por B’ (figura 2). u

“l

I’.i o
,,»'Aa

Figura 2 Figura 3

rnl

-
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1.6 Proposicion.- Si el polo no esté en la circunferencia, entonces su
inversa es otra circunferencia, cuyo centro Z y radio r' vienen dados por

_z’—P—7;

7
a2-r? |dz-r2 @

Demostracion.- En este caso la circunferencia ¥ no pasa por O, luego su
inversa, ¥, no pasard por el punto impropio y en consecuencia no es recta,
luego es otra circunferencia. Por ser Y ortogonal a la recta diametral OC,
y' también ha de ser ortogonal a OC (que es doble en la inversién), luego su
centro ha de estar en dicha recta. Por tanto, para determinar Y', basta
conocer dos de sus puntos, que habrdn de ser imdgenes de dos puntos de Y.
Si, en particular, A y B son los puntos de interseccién de ¥ con la recta OC
(siendo A el que estd entre O y C), se tiene (figura 3):

#=4R ; B R (8)

y para los inversos, A’ y B’, de A y B, de acuerdo con (2), serd

— —
0A' = j — 0A o = oa 9)
(OA)” ruH;

Puesto que ¥ es la circunferencia que pasa por A’ y B’ y tiene su centro en
la recta A’B’ (que es la misma recta OC), el segmento A'B* es un didmetro de
Y'. Por tanto, el centro Z de Yy’ es el punto medio del segmento 4", siendo
su radio, r', la mitad de dicho segmento, y en consecuencia

o2 = ; 0A+38) ; 1 = |oh-5E| (10)
Ahora de (8) resulta
= (4 (5 - oo
y anélogamente (GB)? = (d+1)°, lo que llevado a (9) implica

=L _aR= LIt = az§—77
° (d-n’ > (d ?

y del mismo modo se tiene
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ﬁ’*azﬁ—mﬁ

con lo que las relaciones (10) pueden expresarse en la forma

o = 5 @08 = 3 (b + ey
r =g [R5 = 5 oy - sl |18 = 7 |ad - arﬁ'rrs’d

de donde operando resulta (7).

Lo indicado hasta aqui permite determinar la figura inversa de un haz de
rectas paralelas y de su haz ortogonal. En efecto, para una recta vertical
de ecuacién x=a y tomando el vector unitario il en el sentido de las abscisas
positivas, es decir, ﬁ=(1,0), resulta € = OA'R = a, luego de acuerdo con (4),
la inversa de dicha recta es (si a#0) la circunferencia de centro y radio

y para a=0 resulta el eje y, que es doble en la inversién. Ahora al variar
acR, esto es, al considerar el haz de rectas paralelas al eje de ordenadas,
se obtiene como figura inversa el haz de circunferencias tangentes al eje de
ordenadas en el origen (incluido el propio eje y). Andlogamente, partiendo
del haz de paralelas al eje x, se obtiene el haz circunferencias tangentes

en el origen al eje de abscisas (incluido el propio eje x).

Puesto que cada paralela al eje de abscisas es perpendicular a cualquier
paralela al eje de ordenadas, sus respectivas inversas serdn circunferencias
ortogonales (por ser la inversién una transformacién isogonal). En
consecuencia, por ser ortogonales los dos haces de rectas considerados, sus
imédgenes son dos haces de circunferencias ortogonales (figura 4).

Figura 4
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2. INVERSION DE FIGURAS SIMPLEMENTE CONEXAS

Se trata ahora de determinar la inversa de una figura conexa y cerrada,
cuyo borde sea una linea cerrada y simple, ¥, y de la cual Q sea un punto
interior. Cabe esperar que tal figura inversa también sea conexa y cerrada,
tenga por borde la linea imagen de ¥ y contenga al punto Q’ (inverso del p)
como punto interior, Pero, ;conserva la inversién las propiedades de ser
conexa y cerrada, y el cardcter de interior, exterior o frontera de un punto
respecto de una figura? Mds concretamente, ;es la inversién una

transformacidn topoldgica?

Para contestar a estas preguntas, comencemos por definir una topologia
sobre el plano euclideo "completado” con el punto impropio tnico, que
consideramos para que la inversion sea biyectiva. Denotemos por II al plano
euclideo usual, O' = T(O) el punto impropio y IT" el plano conpletado, es
decir, sea IT" = MU{O’}. Ahora para XeIl, definimos el concepto de bola
abierta de centro X y radio € en la forma usual:

N(Xe) = [Yell : |x¥|<e] (12)

y para el punto impropio, definimos la bola abierta de centro O’ y radio ¢
como el complemento de la bola cerrada de centro O y radio €. es decir

#0".¢) = CR(0.e) = (vell : |o¥|>e} L (0"} (13)
Es fécil comprobar que para el conjunto de las bolas abiertas de uno u otro
tipo, que denotamos Zﬂ(l’[‘), se verifican las dos condiciones:
1) UBIH) =1
2) Si BI'BZE \%(I‘f). entonces Blr'\B2 es unién de bolas de 3}3(1'1')

y, en consecuencia, :{B(l’l') es base de una lopologfa de ", que denotaremos
&(IT"), la cual subordina sobre I la topologfa usual del plano euclideo.

Se trata ahora de probar.que la inversién T es un homeomorfismo respecto
de la topologia 9™ (l']'). Para ello comenzaremos probando que la inversién
conserva la relacién de “estar entre”, definida en la forma usual:

2.1 Definicién.- Siendo Q, R y S puntos alineados, se dice que R estd entre

Q y S, si R es punto interior del segmento @s.
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2.2 Lema.- Supongamos O perteneciente a la recta QS, pero Ogqs. Si R estd
entre Q v S, enronces R’ estd entre S’ y Q' (inversos respectivos de R,S.Q).
Demosiracidn.- Si Og Qs (figura 5), entonces

0¢-08>0 (14)

si R estd entre Q y S, entonces R es un punto interior de Qs, lo que

teniendo en cuenta 1.1 implica
RBI<|RI<|R| v |3|>[aR}>|5| (15)
pero de (1) se deduce que 03| |o8'|=|oR| |oR'|=|o8| [6§'|=|p] . lo que, junto
con (15), implica
B> (R[> [38|<|aR]<|5%| (16)
Ahora bien, de (2) resulta
@ = — L ®ed

(00} (08"

lo que teniendo en cuenta (14) implica 88080 , luego OgT's. Y ahora de
(16) sigue que R’ estd entre Q' y S'.m

Nota: Si en el lema anterior se omitiera la hipétesis OgQs , entonces la
condicién «R estd entre Q y S» no implicarfa «R* estd entre Q* y S'», segiin

es inmediato verificar.

2.3 Proposicién.- La inversion es una transformacién topoldgica u
homeomorfismo, respecto de la topologia T ar).

Demostracién.- Comencemos probando que la inversién T es una aplicacién
continua. Para ello, siendo X un punto arbitrario de nm y X'=T(X), basta
probar que para toda bola abierta ﬁB(X‘.e), existe otra bola abierta :ﬂ%(X,B),

tal que
TBX,9)) < BX'.&) a7n
(Observemos que la demostracién no es inmediata, ya que los centros de dos

circunferencias inversas no son puntos inversos). Supondremos, en principio,
que O#X#0’. En tal caso, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que

Oe B(X.8) (18)
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ya que, en olro caso, bastarfa tomar el radio & menor. Consideremos los
puntos A y B en que la circunferencia y frontera de la bola abierta B(X.3)
es cortada por la recta OX, siendo A el que estd entre O y X (figura 6), y
sean A' y B’ sus respectivos inversos. Denotando por X, x’, a, a', b, b’ las
respectivas distancias del polo O a los puntos X, X', A, A', B, B’, de
acuerdo con la definicién de inversién, se tiene

e ledy o vofeik

Figura 5 Figura 6 Figura 7

Ahora bien, para que los puntos A’ y B’ pertenezcan a la bola abierta

?L%(X‘.e). han de verificarse las condiciones: x’-e<b’ A a'<x’+€ , es decir,

P p P
X E<YE§ A s < xtE

para lo cual basta elegir & verificando

2 2 2
. ex Ex” ) _ ex
§ < mm{ £X-p ’ EX+p } T Ex+p (19)

Pero, de acuerdo con lo indicado en el apartado 1, la inversa de 7y es la
circunferencia ¥’, de la cual el segmento a'B' es un didmetro. Ahora para el
circulo ¢, , cuya circunferencia borde es ¥y, se verifica

Cyp S B(X'.e) (20)
por ser A’B' una recta diametral de (X'.). Finalmente, para probar que
T(B(X.9)) ¢y @1

consideremos un punto Re B(X,8) y sean Q y S (figura 7) los puntos en que la
circunferencia v, frontera de B(X.,8), es cortada por la recta OR (siendo Q
el que estd entre O y R). Ahora bien, por ser OgRrs (lo cual sigue de (18))
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y ser R un punto de la cuerda @s, el punto R estd entre Q y S, lo cual por
el lema anterior implica que R’ esté entre Q' y S', luego el punto R’
pertenece a la cuerda Qs de ¢, y en consecuencia R'ec,, , quedando asf
probada la inclusién (21). Ahora la inclusion (17) sigue de (20) y (21).

Para probar (17) en caso de ser X = O, basta tomar § < p/e, ya que, si
Qe B(0,9), entonces |53 | <8, y como ha de ser | 3| | 8’| =p. ello implica

' o8| = —E->pSze
3|

y por tanto Q'€ B(O’,¢). El caso X=O’ es similar al anterior.

Queda asf probada la continuidad de T. Ahora, por ser T una transformacién

involutiva y continua, serd bicontinua y por tanto homeomorfismo. "

2.4 Proposicidn.- S Fes una figura (subconjunto de ") conexa, cerrada, de
borde Y y de la cual Q es punto interior, entonces su inversa, T(F) es
también conexa, cerrada, de borde T(Y) y de la cual T(Q) es punto interior.

Demostracién.- Sigue de ser homeomorfismo la inversién T.w

3. INVERSION DE CIRCULOS, SEMIPLANOS Y TRIANGULOS

De acuerdo con la proposicién 2.4, la figura inversa del circulo CY , cuyo
borde es la circunferencia y, es una figura conexa y cerrada, que denotamos
T(c,Y), cuyo borde es la circunferencia o recta Y', inversa de Y, y de la
cual es punto interior el inverso del centro, C, de Y. La figura que sea
T(C’Y) depende de la situacién del polo O respecto del circulo Cy

3.1 Proposicién.- La figura inversa del circulo CY , cuyo borde es la
circunferencia Y, es alguna de las tres siguientes:

i) el circulo de borde la circunferencia ' inversa de vy, si Og cy
i) un semiplano de borde la recta ¥’ inversa de v, si Oy

iii) la figura complementaria del circulo abierto cuya frontera es la
circunferencia inversa de v, si el polo O es punto interior de cY (en
particular, tal circulo abierto es de centro O, si O es centro de c)



Demostracion.- Sigue de las proposiciones 1.6, 2.1 y 2.4. m

La recta AB determina dos semiplanos opuestos. cuyo borde comin es dicha
recta. Eligiendo un punto C, no perieneciente a la recta AB., queda
determinado uno de aquellos dos semiplanos, el que contiene al punto C.
Denotaremos por ABC a tal semiplano. Supondremos que el punto impropio

pertenece al semiplano, es decir, consideraremos "semiplanos completados”.

La figura inversa del semiplano ABc ha de ser (proposicién 2.4) conexa y
cerrada, siendo su borde la imagen de la recta AB. y ha de contener al punto

imagen de un punto interior al semiplano. Mds precisamente:

3.2 Proposicién.- La figura imversa del semiplano ABC . cuvo borde es la

recta AB v del cual C es punto interior, es alguna de las cuatro siguientes:
i) el propio semiplano ABC, si el polo O pertenece a la recta AB y es p>0

ii) el semiplano opuesto del ABC, st O esidg en AB y es p<0

iii) el circulo de borde la circunferencia inversa de la recta AB. si el
polo O no pertenece al semiplano ABC

iv) la figura complementaria del circulo abierto cuva frontera es la
circunferencia inversa de AB. si el polo O es punto interior de ABC

Demostracion.-

i) Si O estd en la recta AB, esta recta es doble (proposicién 1.4). Por ser
p>0, el punto C, inverso de C, estd en la semirrecla de origen O que pasa

por C y, en consecuencia, en el semiplano ABC. Luego ABc es doble.

ii) Al ser p<0, C' estard en la semirrecla opuesta de la de origen O que
pasa por C. luego la figura inversa del semiplano ABC es el semiplano

opuesto del ABC.

iii) La inversa de AB es una circunferencia y (proposicién 1.4). Siendo Cy
C" (figura 8) los respectivos puntos de interseccién de la recta OC con la
recta AB y con la circunferencia y (C"#0), serd |6_C)')<]o_c)| luego |0_C)"{>|o—c>‘|

y por tanto C’ es interior a v.

iv) Siendo ahora M (figura 9) el punto medio del segmenio oc . es Me ABC .

= L— == . . .
luego !oM'<ioc |. y por tanio “o.\1"!>|¥' i, luego M’ es exterior a Y.m

Figura 8 Figura 9

Puesto que el tridngulo ABC es interseccién de tres semiplanos
ABC = AB. n BC n CA
c A B

su imagen en la inversién T (que es una aplicacion biyectiva) serd

interseccion de las imdgenes de aquellos tres semiplanos
T(ABC) = T(AB) N T(BC,) N T(CA))

Ahora bien, segiin la proposicién 2.4, T(ABC) ha de ser una figura conexa y
cerrada de borde la linea unién conjuntista de los inversos de los lados as.
BC y Ca, del tridngulo aBc. Interesa pues comenzar determinando la figura

inversa de un segmento.

En ciertas condiciones, la imagen de un segmento serd una semirrecta y
para mayor generalidad y simplicidad en la expresién de resultados.
supondremos que €l punto impropio pertenece a cualquier semirrecta, es

decir, consideraremos “semirrectas completadas”.

3.3 Proposicién.- Sean F y G dos puntos del plano completado " y sean F' y
G' sus respectivas imdgenes en una inversion de polo el punto O. La figura

inversa del segmento ¥G, es alguna de las siguientes:
i) el segmento ¥°G', si O estd en la recta FG, pero OgFG (fig. 10)

ii) la semirrecta (contenida en la recta FG) de origen G’ y a la cual no

pertenece O, si O es el extremo, F, del segmento ¥ (fig. 11)

iif) la unién de las dos semirrectas (contenidas en la recta FG) de origenes
respectivos F' vy G y a las cuales no pertenece el polo, O, si O es un

punto interior del segmento ¥G (fig. 12)
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iv) el arco de la circunferencia OF'G’ de extremos F' ¥ G°, y al cual no

pertenece el polo O, si O no pertenece a la recta FG (fig. 13)

En el caso iv, siendo Z el centro de la circunferencia OF'G’, el dngulo

central F'ZG’ es doble del dngulo convexo FOG.

Figura 10 Figura 11 Figura 12

Figura 13

Demostracién.-

i) Si Q es punto interior del segmento FG, entonces Q estd entre F y G, lo
cual, de acuerdo con el lema 2.2, implica que Q' esté entre F’ y G’, y por
tanto Q' pertenezca al segmento F'G'. Ahora por ser T una transformacion
involutiva, todo punto de 7' es imagen de un punto de FG. Por tanto T(FG)

€S F'G".

- 61 -

ii) Puesto que OeFG, el punto impropio O’e T(FG). Si Q es punto interior del
segmento FG, entonces Q6 C FG, luego T(Q6) < T(FG) y, en consecuencia,
Qe T(FG), segun sigue de i). Ademds, para todo punto Q' de la semirrecta
(contenida en la recta FG) de origen G’ y que no contiene al polo O, existe
Qe G tal que T(Q)=Q’, ya que, segiin se deduce de la definicién de inversién,

la desigualdad oG |<|0Q" | implica |0G|>|oM| y por tanto MeFa.
iii) En este caso es FG = Fo U 06, luego T(FG) = T(Fo) W T(0G), bastando ya

tener en cuenta ii).

iv) Si la recta FG no pasa por el polo O, la imagen de esta recta es una
circunferencia v, cuyo centro Z y radio r vienen dados por (3). Por ser T un
homeomorfismo, la imagen del segmento FG serd un arco de la circunferencia ¥
de extremos los puntos F' y G’, inversos respectivos de F y G. De los dos
arcos de Y de extremos estos dos puntos, el que no contiene al polo O serd
el imagen de FG, ya que el punto impropio no pertenece al segmento FG). Por
otra parte, el dngulo FZG’ es doble del 4ngulo FOG, por ser este un
inscrito en ¥, que abarca el mismo arco que aquel 4ngulo central (respecto
de ). ]
Respecto del arco de extremos F' y G’, considerado en el apartado iv de la
proposicién anterior, si se supone orientado en un sentido determinado (por
ejemplo, antihorario), entonces dicho arco queda determinado por los

pardmetros siguientes:

e ¢l centro, Z, de la circunferencia y que lo contiene

e ¢l radio de dicha circunferencia

o el angulo orientado de lados el semieje y* y el radio zP
e el angulo orientado de lados el semieje y* y el radio z&

La eleccién de estos pardmetros tiene por objeto facilitar la implementacion

en la Geometria de la Tortuga.

Para decidir cudl de los puntos, F' 0o G’, ha de tomarse como origen del
arco F'G’, tengamos en cuenta que dicho arco queda determinado por el 4ngulo
F’OG’, el cual ha de ser convexo, por ser igual al FOG, que es un 4ngulo del
tridngulo OFG. El sentido del dngulo FOG’ puede pues determinarse por el
sentido del producto vectorial OF x 0d, o lo que es equivalente mediante

el signo del determinante
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gy g

2
g B,

Finalmente, para calcular la orientacién de los radios inicial y final,
ZF' y ZG', respecto del semieje positivo de abscisas, en sentido

antihorario (figura 14), consideramos la funcién auxiliar

arctan(y/x) , si x20
Y(ZF) =

7t/2 , en otro caso
(donde arctan estd valorada en el intervalo (-n/2,m/2] ), siendo x=f;—zl.
y=f;-zq para ZF' (y, andlogamente x=g;-zl. y=g;—z2 para ZG’). A partir de
ella definimos la funcién @O(ZF'), asi

YEZP)+n , si x<0 e y>0
Q(ZF") = { WZF)-n , x<0 y y<0
W(ZF') , en otro caso

que resulta valorada en (-mt,7]. Naruralmente, para obtener la orientacién en

Y F’ |
7 L 8GaF) p
24@” >/
T Z
X X
Figura 14 Figura 15

grados, basta considerar la funcidn
@O(ZF") = 180-¢(ZF")/m,
que resulta valorada en (-180,180]. Tal valoracién facilita el cédlculo del

rumbo, 8(ZF"), del radio ZF', definido como dngulo del semieje positivo de
ordenadas con ZF’, en sentido horario (figura 15). mediante la funcidn
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90-® (ZF’) , si ®(ZF’)<90

0(ZF’) =
450-®(ZF'), en olro Ccaso

que resulta valorada (en grados) en el intervalo semiabierto [0,360). El

rumbo asf obtenido es una primitiva de la Geometria de la Tortuga.

Una vez determinada la imagen del borde del tridngulo ABC, para determinar
la figura inversa de dicho tridngulo, basta particularizar para este caso la

proposicién 2.4 y se tiene:

3.4 Proposicién.- La figura inversa del tridngulo ABC es una figura conexa y
cerrada, de borde la linea unidn conjuntista de los inversos de sus lados
B, Bc y ca. El punto impropio O' pertenecerd a dicha figura inversa sty

sélo si el polo O pertenece al tridngulo ABC original.

4. ALGORITMOS PARA SIMULAR LA INVERSION. IMPLEMENTACION.

En los apartados 1 y 3 se han llevado a cabo adaptaciones geométricas para
posibilitar la elaboracién de algoritmos, que permitan construir las figuras

inversas de puntos, rectas, circunferencias, circulos y semiplanos.
A continuacién se explicitan los correspondientes algoritmos, asi como el
desarrollo de los célculos que permiten efectuar las implantaciones

referidas.

4.0 Calculos para la implantacién del inverso de un punto

Elegido un sistema de referencia métrico de origen el polo, O, y siendo
(x,y) las coordenadas del punto X respecto de dicho sistema, las coordenadas
(x',y’) de su imagen X', de acuerdo con la proposicién 1.2, vendrdn dadas en

la forma
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4.1 Algoritmo para la construccion de la imagen de la recta AB
en la inversion T

/ p:=potencia
A:=punto de la recta
B:=punio de la recia

‘ n:=veclor unitario
| ortogonal a la recla

=
- : =AB
/\\\G/ > T(AB)=AB -

o7:=—éo_H>' . ri=| o2 ‘
4*,

:T(AB) es la circunlerencia I

de centro Z y radio r_/”

4.2 Implementacién del cdlculo de la inversa de la recta AB

Siendo pues (al.az) y (bl’bz) las respectivas coordenadas de los puntos A
y B, respecto de un sistema de referencia méirico de origen O, las
coordenadas del vector AB respecto de la base métrica de dicho sistema serdn

(bl-al,bz-av). luego un vector unitario, #i, ortogonal al B, es

(n,n) = [(bl-al)2 +(b2-a2)2]'m(b -aa

2 % 1'b1)

El producto escalar e = okt = an+an permite determinar las coordenadas

(z I.z,) del centro Z. asi como el radio r de la circunferencia inversa:

oo 1
f=ofn, oon=gn o =g
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4.3 Algoritmo para la construccion de la imagen de la
circunferencia vy en la inversion T

p:=polencia
C:=centro de Y
r:=radio de y

A

I d:=dist(0,C)

b &
A'=T(A) T(y) es la recla
B*:=T(B) gue pasa por B’
* y es oriogonal a O(_?/

o2:=—E &¢ Z:=0
d-r

r':=l BT ri=p/r
d -r’
Y

T(Y) es la circunferencia
de centro Z y radio r!
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4.4 Implementacion del célculo de la recta inversa de la
circunferencia ¥y
Si Oey, de acuerdo con la figura 2 y siendo (¢ .c,) las coordenadas del
centro C de y,y d= (c?+c§)”2 , las coordenadas del punto B’ serdn
(b;.b;) = (p/(2d2))(cl.c2) y la recta ¥ (perpendicular a OC por B’) tendrd
por ecuacién cl(x-b;)+c2(y-b;) = 0.

4.5 Implementacion del cdlculo de la circunferencia inversa
de la circunferencia y

Si Oe¥, de acuerdo con la figura 3 y siendo (cl,cq) las coordenadas del
centro Cde y,d = (c?+ CZ)”2 y r el radio de vy, las coordenadas (zl‘zz)
del centro de ¥' y su radio r' serdn

z=—-L_¢ . r=|E-

2 2 2
N L d’r

]

4.6 Algoritmo para la determinacion de la imagen del circulo cY
(de borde la circunferencia y) en la inversién T

p:=potencia /
C:=centro de CY/
ri=radio de ¢, |

1/

T(CY) es un

semiplano
completado

de borde T(Y)
del cual T(C)

VE:
—L 4
o ;-<

es interior
T(CY) es un i [ T(cy) es el |
-~ circulo de complemento
E borde T(y)A | de un circulo
| abierto de

borde T(Y)
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4.7 Algoritmo para la determinacién de la imagen del semiplano
completado ABC (de borde la recta AB y al cual pertenece el
punto C) en la inversion T

[
T(ABC) es el

complemento
del circulo
abierto de
borde la
circunferencia

inversa de AB

p:=polencia

AB:=recta borde
del semiplano

C:=punto interior

T(ABC) es

el circulo

de borde la
circunferencia

inversa de AB

T(AB c) es el
semiplano

opuesto

del ABc
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4.8 Algoritmo para la determinacion de la imagen del segmento
completado G en la inversion T

p:=polencia
F.G

semirrecta
completada
de origen
G' que no
contiene a O

extremo
de Fg

arco F'G’ unién de 2
de la semirrectas
circunf. completadas
FOoG de origenes
Oe¢ FG FyG
que no

conticnen a O

La implementacién de la Geometria de la Tortuga tiene posibilidad de
rellenar en el color elegido una figura F, conexa, cerrada y de interior no
vacio, cuyo borde se haya marcado previamente, debiendo para ello elegir un
punto, R, interior a ¥ y perteneciente a la ventana ¥ representada en la
pantalla del monitor, es decir, tal que Re fﬁmaﬁ. Si el punto R pertenece a ¥
pero no a ¥, no se realiza el rellenado, por lo que conviene elegir

apropiadamente el punto R.

Por otra parte, se ha de rellenar, no sélo la figura gﬁ., sino también su
imagen g'f‘=T(:7f) en la inversién T. De acuerdo con lo indicado anteriormente,
si R es punto interior de gf, entonces T(R) es punto interior de T(_Zﬁ). por lo
que, en principio, bastarfa elegir R perteneciente a F. Pero puede ocurrir
que Re ¥ y T(R)e B, con lo cual se rellenaria la figura original ¥, pero no la

imagen T(Z).
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Tratdndose de una simulacién grédfica, cabe esperar que el usuario del
programa situe la figura & de modo que FCH, o al menos FnB=0 (recordemos
que ¥ puede ser un semiplano, por ejemplo) y es deseable que si T(EF)NE=D,
sea T(R) un punto de T(gﬁ)mjﬁ, para que se rellene T(gﬁ). Naturalmente ello
depende de la forma y situacién de la figura ¥, no pudiendo darse una regla

general para la eleccién de R.

La solucién que hemos adoptado para aumentar la probabilidad de que tenga
lugar el rellenado, consiste en elegir varios posibles puntos interiores, R,
situados en lugares estratégicos de ¥, segin sea esta figura. Consideremos
pues los casos correspondientes a las figuras tratadas anteriormente.

Caso de triangulo: Si la figura F es el tridgngulo FGU, cabe esperar que sus
tres vértices sean puntos de ¥ (con lo cual T(F)cH), pero adn en tal caso
puede ocurrir que la figura T"(T(gl;?)maﬁ) consista en una parte del tridngulo
F préxima a uno de sus vértices.

Por ello elegiremos varios posibles puntos R, dados por
OF = hoF + ko6 + (1-h-k)oU ; hk>0 ; h+k<d (22)

Asi, por ejemplo, eligiendo h=k=e (donde O<e<1/2), se obtiene un punto RI‘
interior a ¥ y préximo al vértice U. Eligiendo h=¢ y k=1-2¢, se obtiene R,
préximo al vértice G. Eligiendo k=¢ y h=1-2¢, se obtiene R3 , préximo al
vértice F. Y eligiendo h=k=1/3 se obtiene el baricentro R4 del tridngulo.
(figura 16). Notemos que si para k, h o (1-h-k) se toman valores préximos a
cero, entonces las coordenadas de R pueden corresponder a un pixel que ya se
ha marcado como borde de F, en cuyo caso no se efectuarfa el rellenado a
partir de tal punto R.

Figura 16 Figura 17 Figura 3A.18



Caso de semiplano: Siendo la figura ¥ el semiplano FGU, cabe esperar que los
puntos F, G y U se hayan elegido en . Ello induce a actuar como si se
tratara del triangulo FGU (figura 17), eligiendo los puntos interiores

mediante la ecuacién vectorial (22), dando a los pardmetros h y k los

valores alli indicados.

Caso de circulo: Siendo la figura ¥ el circulo de centro C, radio 1 y

circunferencia borde 7. y tratando de conseguir el rellenado de T(F),

podemos operar como en los casos precedentes, eligiendo el tridngulo FGU,
1al que F sea el centro C del circulo, G un punto de interseccién de Y con
la recta que pasa por F y es paralela a la recta de ecuacion y=x, elegido de
modo que su abscisa, abs(G), verifique
>abs(C) , si abs(C)>0
abs(G)
<abs(C) , en otro caso
y, andlogamente, U el punto de interseccién de y con la recta que pasa por F
v es paralela a la recta de ecuacién y=-x (figura 18). elegido de modo
que su ordenada. ord(U). verifique
> ord(C)+r , si ord(C)>0
ord(U)
< abs(C)-r . en otro caso
Tal eleccidn tiene por objeto que R se aleje del polo O. para que T(R) se

acerque a O. aumentando asi la probabilidad de que pertenezca a .

En la adaptacién informdtica del problema geomélrico se han utilizado
métodos de Geometria Vectorial. La implementacidn se ha realizado en Turbo
Pascal. Para mejorar la resolucién, se ha utilizado la adaptacion de la

Geometria de la Tortuga indicada en la bibliograffa.

El programa (interactivo) comienza preguntando si se desean represeniar
ejes de coordenadas y las escalas sobre estos. Para facilitar el uso de
distintas escalas, sobre la parte de los ejes de coordenadas incluida en la
ventana de grificos. se representan varias marcas equidistantes 'y el

programa pregunia la distancia. d. entre dos consecutivas.

En consecuencia. una vez realizados los cdlculos que permiten determinar

un cierto punlo (x.y), para representarlo se pasa automdticamente a

coordenadas aparentes (xa,ya), mediante el cambio
X = xN/d y, = y-N/d

siendo N la distancia entre dos marcas consecutivas de ejes, medida con el

lado de un pixel, como unidad.

Una vez elegida la escala, se ofrece la opcidn de representar el lugar de
los puntos dobles (en caso de respuesta afirmativa y p<0, el programa

informa de la inexistencia de tales puntos).

A continuacidn, el programa desarrollado presenta opciones que permiten
calcular y representar la figura inversa de cada una de las figuras

consideradas anteriormente. Comienza pidiendo los datos que la determinan:

e las coordenadas del punto a invertir

e las coordenadas de dos puntos de la recta original

e las coordenadas del centro y radio de la circunferencia original

e las coordenadas del centro y radio del circulo original

e las coordenadas de dos puntos de la recta borde del semiplano original y
las de uno de sus punios inleriores

e las coordenadas de los tres vértices del tridngulo original

a partir de los cuales se efectuan los cdlculos apropiados, que permitan

realizar automaticamente las siguientes operaciones:

e representar la figura original y la figura imagen, o la parte de ellas

contenida en la ventana grdfica, rellendndola si procede

e devolver los pardmetros que determinan la figura final (ecuacién de la

recta imagen, centro y radio de la circunferencia imagen. etc)

y al concluir cada ejecucidén, se oferta la posibilidad de realizar otra, sin

salir del programa.

Finalmente, vale la pena hacer notar que la ejecucién de estos programas
permite observar experimentalmente el ahorro de razonamiento que supone la
consideracién de puntos invariantes, asi como la propiedad de isogonalidad

(no conforme) que posee esta transformacion.

A continuacién se ofrece un ejemplo de ejecucién para algunas de las

posibilidades citadas.



INVERSION
Dar distancia entre
marcas de ejes: 1
Potencia: 16
LHarcar los puntos
dobles(s/n)?: s
1-imagen de punto
Z2-imagen de recta
J-haz de paralelas
4-de semiplano

5-de circunferencia
6-de circulo

7-de triéngulo
LOpcibn nim.?7: 2
IMAGEN DE UNA RECTA
Dar 2 de sus puntos
Un punto: 2 9

Otro punto: 0 -2

Su imagen es .....
una circunferencia.
LNiim . decim.aprox: 2
Centro: 4.0 -4.0

y radlo 5.66
tContinuar(s/mi)7?7: s
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INVERSION
Dar distancia entre
marcas de ejes: 1
Potencia: 36
tHarcar los puntos
dobles(s/n)?: s
1-imagen de punto
2-imagen de recta
3-haz de paralelas
4~de semiplano

5-de circunferencia
6-de circulo

?7-de triéngulo
t0pcibn nln.7: 6
IMAGEN DE CIRCULD
Coord. centro:3 -3
y radio: 1

Su imagen es .....
un circulo.
LNGn.decin.aprox: 2
Centro: 6.35 -6.395
y radlo 2.12
¢Continuar(s/n)?: s
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.’/I..I.

INVERSION P - s INVERSION
Dar distancia entre | | Dar distancia entre
;arcnslde ;gcs: 1 /Z\ marcas de ejes: 1
otencla: : Potencla: 36

tMarcar los puntos N — LHMarcar los puntos
dobles(s/n)7?: n Y J ; dobles(s/n)?: s
é-:nagcn gc pun:o 1 7 1-imagen de punto |
-imagen de recta = — - " 2-imagen de recta

-
3-haz de paralelas N ! I3 {v 3-haz de paralelas |
4-de semiplano / ;? > Al 4-de semiplano [
S-de circunferencia | / AN | - 5-de circunferencia
t-de circulo K R 9 6-de cf{rculo
?7-de trl&pgulo T TAN P ?-de triéngulo
¢Opclén nam.7: 3 Lo {ji,é L0pcibn nam.?: ?
IMAGEN DE HAZ DE { i i IMAGEN DE TRIANGULD |
RECTAS PARALELAS B vértice A: 4 0
Su imagen es ..... TR vértice B: 4 4
un haz de ciecun- ; — T % véptice C: 8 4
ferenclas tangentes [: A - g : A Su imagen es ...
HAZ DRTOGONAL N\ 1T TN 1] _ esta otra Flgura.
Su imagen es ..... SN X N LContinuar(s/n)?: s
un haz ortogonal T~ 1 = -
de circunferencias |—b< ~== ‘:\ — = A
LContinuar(s/n)?: n 4
7 | X
\\ _/J -‘/ i |
N A1
L J 7 T
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PROBLEMAS PROPUESTOS

Problemas propuestos en la PRIMERA FASE de la
XXX Olimpiada Matemdtica Espafiola
en los distritos de Madrid

PROBLEMA 1°:

Demostrar gue, cualgquiera gue sea neN, las fracciones
n-1 n 2n + 1
n " TZn-1 '

. . 2n2+ 2n
son 1rreducibles.

PROBLEMA 2°:

Dada una esfera de radioc R, se construye un cono de revolucidn
cuya ba'se es un circulo maximo de la esfera, con vértice exterior
a la misma. Hallar el radio de la circunferencia menor segun la
cual se cortan la esfera y el cono, sabiendo gue el volumen de
éste es la mitad del volumen de la esfera dada.

PROBLEMA 3°:

El valor absoluto de un numero real a se define asi:

lal = a, si az0; Jal] = -a, si a<0
Po; su parte, la parte entera de a, [al, es el mayor entero menor
o igual gue a.

Resolver el sistema de ecuaciones
XelX] + yvolvl

[x3 + CyJ

n n
-
——

PROBLEMA 4°;

Sea AD'la bisectriz interior del tridngulo ABC.Sean E, el punto
simétrico_de D respecto del punto medio de BC, y F el punto de BC
tal que BAF = EAC.

Demostrar gque

PROBLEMA 5°:

Dados tres puntos distintos, no alineados, A, B, C, razonar cudl
es la recta para la gue es minima la suma de las distancias de
esos puntos a dicha recta.



PROBLEMA 60:

Q,,-++1 Bn, (S€ra siempre posible

Dados n numeros naturales a,,
de manera.gue

tomar varios de ellos (no més de una vez cada uno)
su guma sea divisible por n?

PROBLEMA 7°:

¥ ' ¥ 3 eales X X seenn
Sea a un numera real dado. calecular los numeros reales x‘, 5

dAe eccHAC1ONeS

x gue verifican el sistema
a-1 =2

" ? 2
X foAax ( ) X
1 1 ?
7 a-1
o oaxow )¢ o= x
o - P Q
; G :
................. 4 xm enem
> A=)
ol ax f—= 1 = )
n-1 n-1 o "
%% 4 oax 4 07 = x
n ' 1

PROBLEMA 8°:

(F] mito de sfsi{a)

Hay 00l escalones, con rocas en algunos de ellos (no mids de una

en cada escalén). Sisifo debe ~nger una roca y suhivla, uino o mds
escalones, hasta el primer escalén gue encuentre vacfo. Fntonces
Hades., su oponente, ecage nna roca y la  baja al escaldén

inmediatamente inferior, siempre gque éste esté vacfo.

Inicialmente hay 500 rncas en Ins primeros 500 escalones. Sfsifo vy
Hades mueven las rocas alternativamente, haciendo Sisife el
movimiento inicial.

S{gifo debe colorar una raca en el Glbimo escalén.

¢Puede impedirlo flades?
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Problemas propuestos en la PRIMERA FASE de la
XXX Olimpiada Matematica Espafiola

en otros distritos.

PROBLEMA 90:

Determinar todos los nimeros naturales n tales gue el ndmero
nin+1)in+2)(n=+3)
tiene exactamente tres divisores primos.

PROBLEMA 10°:

ge traza una elipse tomando como eje mayor el mavor de los lados
e un recténgulo dado, de manera que la elipse pase por el punt
de interseccién de las diagonales. oF ¢
Pruébese que si se une un punto de la elipse, exterior a dicho
gegténgulo, con }os extremos del lado opuesto, las rectas asi
e ermlnadas lelden al eje mayor en segmentos gue estdn en
progresién geométrica.



- 78 -~

INDICE DE SOLUCIONES PUBLICADAS

Pro-— Numeros de los Boletines en o
pues-— Proceden- gue aparecen las soluciones b
tos en tes de de los groblemas de numerogs s
el n 19 29 39 49 5% 6 7° 8% 9%10°].

1|varios 4 4 - - - - - - - -IC
2|0OMI-83-Paris 33 3 4 4 4 - - - -|C
3|OME-f2-84 19 19 19 19 18 19 19 19 - ~—|C
4|OMI-84-Praga 5 5 6 5 614 - - - -|C
5|Varios g8 712 7 7 8 - - - -|C
6|varios 7 716 - - - - - - -|C
7|0MI-85~-Finlandia 9 91616 9 9 - - - +-|C
8|0I-85-Bogotéd 10 10 17 10 10 11 - - - =-|C
9|OME-f2-86 / Varios|18 19 20 18 19 19/17 17 11 17|C
10|China / Australia |20 15 21 20 15 21 20 23 21 ~—|C
11|{OME-f1-86 / 13 14 14 14 14 23 20 15/20 12|C
OMI-B86-Varsovia 26 20 1221 - - - - - -IC
12|0I-87-Urug./OME-f1|16 14 14 17 15 17/15 15 15 21|C
13|OME-£2-87 20 21 21212121 - - - ~—=|C

14 |vVarios 15 15 15 15 - = - = = =I(C

15|0MI-87-Cuba 18 18 18 21 21 21 - - - ~—|C

16| OME-f1-87 22 22 21 18 22 22 22 22 - ~—|C

17 |OME-£2-88 25 23 23 232323 - - - ~—|C

18|0I-88-Peru 23 23 23232525 - - = =|C

19|0OMI-88-Australia 23 26 24 24 23 26 - - - -—|C
20|OME-f1-88 / Putnam|24 26 24 25 24 26 24 26/26 24|C
21|OME-f2-89 / 24 27 24 27 27 24727 25 27 26|C

0I-89-Cuba 26 27 - - - - - = = =IC

22|0OMI-89-R.F.A. / |28 28 XX 28 29 30/30 30 30 31

Oposiciones 313029 - - - - = = ~-|C
23|0Oposiciones 27 27 28 28 29 31 31 30 - -—|C

24 |OME-£1-90 30 31 31 30 31 30 30 31 - -—|C

25|OME-f2 s f1- 90 34 31 29 29 31 32/32 32 32 33|C

26 |OMI-90-China / 32 XX XX 32 XX XX/XX 32 XX 34

0I-90-Valladolid XX XX - - - - - - - -

27 |OME-£1-91 33 XX 33 33 XX 35 XX XX - -~

28|OME-£2-91 32 32 XX XX 33 33 - - - -

29 |0OMI-91-Suecia XX XXX XXX - - - -

30|0I-91-Argentina / [XX XX XX 33 XX XX/XX 33 33 33

OME-f1-91 33 34 34 34 - - - - - -
31|OME-f2-92 / 36 XX 36 36 36 XX/XX XX XX 35
OME-£f1-91 / PNS XX XX/XX 3534 - = - - =~
32|0OMI-92-Moscu / 35 XX XX XX XX XX/XX 35 XX XX
Q0I-92-Venez./ PNS|IXX XX/XX XX - - - - — =
33|OME~-£1-92/f1-92(Vv) |XX XX XX XX XX 35/XX XX XX XX
/PNS XX XX XX XX/XX - - = - -
34|0OME-£2-93 36 36 XX 36 36 36 - - - =

35|0MI-93-Turqg./ XX XX XX XX XX XX/XX XX XX XX

0I-93-Méjico/ PNSIXX XX XX XX XX XX - - - -

36|OME-£1-93/£1-93(Vv) [XX XX XX XX XX XX XX XX/XX XX
CLAVES: XX = Pendlente de publicacién C = Completo
OME = Olimpiada Matemdtica Espafola (fase 1 o 2).

OMI = Olimpiada Matem&tica Internacional.
OI = Olimpiada Iberoamericana de Matematicas.
PNS = Propuestos por nuestros socios.
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PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 1° DEL BOLETIN 31

Un numero N, multiplo de 83, es tal que su cuadrado tiene 63 divisores. Hallar N. sabiendo que es el
menor numero que cumple las condiciones anteriores

Sabemos que el numero de divisores de un numero cuya descomposicion factorial es a'bc .. es
(o0 +D(8 +D)(y +1)...

&

Las descomposiciones posibles de 63 en producto de nimeros naturales son €3, 21%3, 07, 3%377 Por
lo tanto, Jas descomposiciones factoriales posibles de M- son

A]'_’ :363 = N=ail
N =a"b"= N=a"b
N =a't'= N=a'b
N =ab'c®= N=abc’

: i 3. serd logi 3%23%3= 2
El menor de estos numeros. miultiplo de 83, sera logicamente el 83%2°%3 (1992 |

EQUIPO "1.B. AVDA DE LOS TOREROS"

PROBLEMA N° letin n® 31
Probar que si a, b, ¢, d, son nimeros enteros no negativos, y €s
(a+b)+2a+b=(c+d)*+2c+d, (*)
necesariamente es a=c y b=d.
Probar la misma conclusién, si en vez de (*) es
(a+b)*+3a+b=(c+d)*+3c+d.
Ver que, en cambio, existen enteros no negativos a = ¢, b # d, tales que
(a+b)y’+4a+b=(c+d)*+4c+d.
Solucién:

Debido a la "simetria" de la férmula (a+b)*+2a+b=(c+d) +2c+d, basta considerar
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el casoa > cyb < d, puesel casoa s cyb 2 d, serfa lo mismo. Por tanto
a=c+p y d=b+q, siendo p y q nimeros naturales.

a)Sustituyendo en la primera igualdad queda:
(c+p+b)-(c+b+q)*=2c+b+q-2c-2p-b
(2b+2c+p+q)(p-q9)+2p-q=0
(2b+2c+p+q+1)(p-q)+p=0

Pero como el primer paréntesis es mayor que p,la unica posibilidad de que se
verifique esta igualdad es que p-q=0, lo que implica que p=q, p=0, q=0, a=cy
b=d.

b)Sustituyendo en la segunda igualdad y operando resulta:
(2b+2c+p+q+1)p-q9)+2p=0
Para que se verifique esta igualdad tiene que ocurrir, al ser el primer paréntesis

positivo, que p-q < 0, q = p. De aquf se deduce que el primer paréntesis es mayor
que 2p, lo que implica que p=q, p=0, q=0, a=c y b=d.

¢)Sustituyendo en la tercera igualdad resulta:
(2b+2c+p+q+1)(p-q)+3p=0

Esta igualdad sf que se verifica. Por ejemplo, para p=2, q=3, b=0y ¢=0
Con lo cual resulta: a=2, b=0, ¢=0 y d=3, que verifican la igualdad.

Equipo "I. B. Avenida de los Toreros"

PROBLEMA N° 4 (Boletin n® 31)

Sea la sucesién (progresién aritmética) 3, 7, 11, 15, .....
Demostrar que en dicha sucesion existen infinitos nimeros primos.

Solucion:
Sean K, un término cualquiera de la sucesién mayor que 3, y T=K!-1..

Como para K>3, T es de la forma 4n-1, este nimero también pertenece a la
progresion.

Todos los factores primos de T=1:2:3:4:5:6"...... (K-1)'K-1 son, evidentemente,
mayores que K.
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Por otra parte, alguno de estos factores tiene que pertenecer a la prqgresic:)n dada,
porque si no, todos tendrian que ser de la forma 4w,+1, y es imposible que
(4w, +1)(@w,+ 1)....(4w,+1)=4a+1 sea igual a T, que es de la forma 4b-1,

CONCLUSION: Dado cualquier ntimero primo K de la progresidn, existe al menos
otro término primo M mayor que K y menor que K!; y, por la misma razon, otro
entre M y M!; y asf sucesivamente. Por tanto, en la progresién dada hay infinitos

nimeros primos.

Victor M. Sdnchez
1.B. Avenida de los Toreros

PROBLEMA N° 5 (Boletin n® 31)

Dibujado el tridngulo de vértices A, B, C, se pide determinar grdficamente el
punto P tal que: A~ S~ A
PAB= PBC= PCA

o N
Expresar una funcién trigonométrica de este dngulo PAB, mediante funciones
trigonométricas de A, By C.

Soluci6n:
2) PAC+PCA+APC=180° .
A-q+a+APC=180°, APC=180°-A = L
De andloga forma se llega a: £ by J__M
APB=180B y BPC=180-C 2R E T
A L T e

Por lo tanto, para hallar gréficamente el
punto P, basta obtener la interseccion de
dos de los tres arcgs capaces de dngulos
APC, APB y 'gk relativos a los
segmentos b, ¢ y a, respectivamente.

b)

S=—;'-bcsenA=-:2L—bh1+% ch2+%ah3=%bP_Csena +-21— cPAsena +—;'- aPBsena (1)

Aplicando el teorema de los senos resulta:

PC _ a ==_ 4 Senu _ € senA —=_ C send seno
= ’ C= P YOO as————— L2/
sena sen(180-C) senC sendC senC
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Volviendo a aplicar el teorema de los senos: 5,=25,~(0+1993) , pero como S,= 041993 1904 (+1993= 28,
R ! 1894 '
PA__ B 75- b sen« PB__ c | rEeEE
sena gen(180-A) ' senk seno sen(180-B) seni luego 8,=25,- 25, _ogf1-_1 \- 1993
. . 2 771 1994 1T 1994 11594
Sustituyendo en (1) resulta:
b conu De anéloga forma:
c senA sena Sene C© send
b ¢ senA=b-SES"C 22" senavc— e senra— g, gT SNt _ 1892 , . _ 1993, 1992 .. 1992
sen“C 8§,=28, ——=;5,=2(28, _) = =22 51
bcsenA 2 bc .. b senA csena 1893 1894/ 1953 1544
b ¢ senA=——2"—"—"—_sen‘a+———>5€en a+———————B sena,
sen?C senA senB  sen En definitiva:
1 1 1 2
1=/ + + ) sen‘a, 1 i ¢
sen?C sen’A sen‘B 5,40, =2399 §1 — L 221992 (M- 1994) L1 .21 1993-T393 c.q.d
1 1 .1 1 s 1994 2 1994 g.a
sen?a sen:tA sen‘B sen’C
Daniel Almagro Molina
Equipo "1.B. Avenida de los Toreros" I. B. Avda. de los Toreros
Otra solucién:
PROBLEMA 2¢ (Boletin ne 34)
Escrito el tridngulo aritmético Ay A Ay A, Ag.
o 1 2 3 4 s AP, 1991 1992 1993 AR, Ayt AR, S VR
1 3 5 /2P A A Y 3983 3985
4 B 1Z2u et e ....7968 AjF28,+A, A,+22,+A, Agt2A 4R e,
. A, +3A,+3A,+A, BpF3B 3R A e et
donde cada nUmero es igual a la suma de los dos que tiene encima
(como es evidente, cada fila consta de un nimero menos que la Y R Ly U
anterior y por tanto la Gltima fila estara formada por un unico
nimero), razonar que el Gltimo nuamero es miltiplo de 1993. et e e e e e e
El Gltimo nlUmero es, por tanto,
Solucién: |
. e 1993 1993
Sea S, la suma de todos los nimeros de la fila iésima. ( 0 )A1+( 1 )Az+( 1993)A3+ ..... +( 1993 Alggy* 19834, o
2 1892 31993 /19
s, >0 1 2 3 4 amesiBis LA e e 1991 1992 1993 _/ 1993 1993 1993 1993 1 ‘
_ 0 1993 1993
S— 1 3 5 7Tuiissus S 1983 3985 , 5P 2 o T {005 oo 1993 )*9%3"
>4 8  12..... v sie win wie e e e e b veisea.7968
=o+1993+1993( 1992)+1993( 1992)+ ..... +( 1992119924 29921993
3 1 2 1991 1892
- . _ 19921 ./1992 1992 :
_1993[1+( )+( )+_ +( =1993. 21992
: . | 5 1992]1 3+ 21992-1533
. s | o
- . Cristina Martinez de Bartolomé Izquierdo
. : I. B. Avda. de los Toreros
. 1
S)uu_; >




- 84 =~

PROBLEMA N° 1 (Boletin n® 34)

En una reunién hay 201 personas de cinco nacionalidades distintas. Se sabe que
en cada grupo de seis, al menos dos tienen la misma edad. Demostrar que hay al
menos cinco personas del mismo pais, de la misma edad y del mismo sexo.

Solucién.

El tercer dato del enunciado implica que en la reunién no puede haber mds de
cinco edades diferentes, porque si no, se podria formar un grupo de seis personas sin
que se repita la edad de las mismas.

Supongamos que hay cinco edades entre los asistentes, y supongamos que las
nacionalidades, edades y sexos estdn repartidos homogéneamente como se indica en

el cuadro.

N, N, N, N, Nj
E, | M 4 4 4 4 4
H 4 4 4 4 4
E, 4 4 4 4 4
4 4 4 4 4
E, 4 4 4 4 4
4 4 4 4 4
E, 4 4 4 4 4
4 4 4 4 4
E; 4 4 4 4 5
| B
4 4 4 4 4

Vemos que en este caso -el peor de todos-, al distribuir a las personas en las
50 celdas, tiene que haber necesariamente una en la que haya 5 personas del mismo
pafs, de la misma edad y del mismo sexo.

A partir del estudio de este caso, la solucién para los demds es inmediata.

Oscar Ayo Martin
I. B. Avenida de los Toreros
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PROBLEMA N°4 (Boletin n° 34)

Demostrar que todo nimero primo p distinto de 2 y de 5 tiene infinitos
muiltiplos escritos a base de unos (es decir, del tipo 111111..... 1).

Solucidn:

Como sélo hay p clases de restos médulo p, entre las potencias 10°, 10,
10%,...... , y 107", tiene que haber al menos dos que pertenezcan a la misma clase (sélo
consideramos p potencias porque la clase 0 no puede aparecer ya que una potencia de
10 no puede ser divisible por un nimero primo distinto de 2 y de 5). Llamémos a
estas potencias 10* y 10°. Entonces:

10*=p-q+r

10° =p'q +r

Luego10°=p-q’+10%p-q; 10°-10°=p(q "-q); 10(10*-1)=p(q "-q): (k=b-a:1 < k<p).
Como p es distinto de 2 y de 5, p es primo con 10°, por tanto p}(10*1): p/9-111...1

Sip * 3,entonces p|111...1, y si p=3, existe el mimero 111, que es multiplo

de 3.

Con lo anterior queda demostrado que existe al menos un miiltiplo que cumple
las condiciones exigidas.

Pero si el nimero M formado por k unos es muiltiplo de p, también lo serd el
nimero M’ =M-105+M=M(10*+1), y el nimero M =M"(10*+1), y asi
sucesivamente.

Se obtiene asi la sucesién de mimeros M, M’, M"",...... que son todos
muiltiplos de p escritos a base de unos.

Equipo "I. B. Avenida de los Toreros"
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PROBLEMA 5° (Boletin n°®34)

Se dan dieciséis puntos formando una cuadricula como en la figura:

eD
0
0
0

@ O O O
O O O O
O O O ©

A

De ellos se han destacado A y D. Se pide fijar de todos los modos posibles otros dos puntos, By
C, con la condicién de que las seis distancias determinadas por los cuatro puntos sean distintas. Ey
es conjunto de cuaternas, estudiar:

1°, Cuéntas figuras de cuatro puntos existen con la condicién del enunciado.

2°. Cudntas de ellas son geométricamente distintas, es decir, no deducibles una de otra por un g
transformacién de igualdad.

3°, Si cada punto se designa por un par de enteros (x;, ¥;), razonar que la suma | X-%;| + ¥y,
extendida a los seis pares AB, AC, AD, BC, BD. CD, es constante.

Solucién:

Posibles distancias: **

1 2[ 3, /12+12’ \,-Jl"‘ 2.’;’ /12+32, /22+22, /22+32
!
\/_

1, 2, 3, V2, \5 V10, 8, Vi3
1 o} 20 3 4] 40 5 o] 60 ’7 [+] 8 o]
l;o:ibAles distancias de 1 2 3 7z /5 N /| v
l go;rgspondiemes de /| T ; /8 /5 z |, 1
Coordenadas ao oo fao fon fanfea s o
correspondientes de b |

Las posibilidades 3® y 52 no sirven porque habria dos distancias iguales.

Apartado 2%

Las dos simetrias axiales correspondientes a las dos diagonales permiten reducir el estudio a tres
posiciones de B: (1,0), (2,0) y (1,1). |
Veamos ahora donde se puede colocar C una vez que fijamos B:

2) B(1.0)———>1, /I3 >2, /10 > C(0, 2)
> /2, /8 > No
> /8, V2 >C2,2) ~>CG. 1)
) I> cd, 3)
> 13,1 > No J

T
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> /2, V8 —> No

p) B2,00—>2, V10 —
> J8, /2 > No
> /10,2 > No
> /13,1 > Esta se obtiene por simetria
del cuarto caso del ap. a).
¢ B(l,)——> vZ , V8 > V8, V2 > No
> 10 , 2 > No

L /13 , 1 > Este se obtiene por simetria

del tercer caso del ap. a).

Conclusién: sélo hay 4 figuras diferentes:

1.- A0, 0), B(,0), C(,2), DG@,3)

2.-A (0,0, B(1,0, C2,2), D@,3)

3-' A (Os 0)’ B(l, O)’ C(39 l)s _ D(S’ 3)

4.-A (0,0, B(1,0, C(,3), DG@G,3)
Apartado 1%

Aplicando las dos simetrfas mencionadas, por cada una de estas cuatro figuras, obtenemos tres mds.
En total hay 16 maneras distintas de fijar los puntos con la condicién exigida.

Apartado 3%:
Consideremos los vectores AB, AC, AD , BC, BD, CD y el vector suma:

S=AB+AC +Kf)_j—§aiﬁ)+'€b=(ﬁ+_}?m+(}&_6+Eﬁ)+x_l’)+.B—E=(3'iq+3dj)+(?;-i.+3aj')+(3—i"+ﬁ)

+(mi+nj) = (91 +9))+mi+0j’
La suma pedida es 9+9+|{m|+|n|.
Observando las cuatro figuras base del apartado 2 vemos que |m|+|n|=3; ademds esta suma se

mantiene al realizar las simetrias del apartado 1, por tanto la suma pedida es constante e igual a 21.

Equipo "I. B. Avenida de los Toreros"
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PROBLEMA N° 6 DEL BOLETIN 34

Una maquina de juego de un casino tiene una pantalla en la que se ofrece un esquema como el de la
figura. Para comenzar el juego aparece una bola en el punto S

A cada impulso que recibe del jugador. esa bola se mueve hasta uno de los circulos inmediatos, con la
misma probabilidad para cada uno de ellos. La partida termina cuando ocurre el primero de los dos
SUCEs0s sigulentes: N
1 - La bolavuelve a S, v entonces el jugador pierde C

D

2 - Labola llega a G, v entonces el jugador gana A / \ é
Se pide: \ N /

a) Cual es la probabilidad de que gane el jugador
by Cual es la duracion media de las partidas

a) Observamos que cuando la bola se encuentra en una de las casillas C o D. por la simetria de la
figura. 1a probabilidad de ganar es igual a la de perder. siendo entonces ambas 1.2 Por lo tanto, si

Sa=liegarlabolaa CoD = P(S4)=2/3
Sp = ganar la partida cuando la bola esta en C o D= P(Sg)=1/2

Pyanar=P (Sa 1 SB) =273 12 1/3

b) Del analisis del jueco se deduce que acabara en un numero par de movimientos La duracion
media entonces sera

D=2 XP, +4 xP4 +6 ><P6 +... (1)
siendo P; la probabilidad de que acabe el juego en'i impulsos

(alculemos ahora las anteriores probabilidades:

Al iniciar el juego, la bola ira necesariamente a A De ahi puede volver a S. acabandose juego en =
movimientos (P=1/3). o desplazarse a C 0 D

Cada vez que esté en C o D. ira necesariamente a A o B. Entonces pueden ocurrir 2 cosas: en el
siguiente impulso acaba el juego (P=1/3) o vuelveaC o D (P=2/3). volviéndose a repetir el proceso.

Por lo tanto si:

Si= llegar a CD en la segunda tirada = P(Sp)=273
S 4= estando en CD. volver a CD tras 2 desplazamientos = P(Sa)=13
Sp= estando en CD. terminar el juego tras 2 desplazamientos = P(Sp)=173

Py=1/3
P4=P(S1 N SB)= 2/3%1/3
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Ps=P(S; N Sp N Sp)=2/372/3%1/3
Pg=P (S{ N SA N SA N Sp)=2/3*2/3*2/3*1/3

Sustituyendo en (1) queda:

D=2 XP, +4 XP, +6 XP, +...

JOSE TOMAS BAEZA OLIVA
L.LB. AVDA. DE LOS TOREROS - COU

Se adjunta un programa escrito en QBASIC donde se puede comprobar experimentalmente el problema
mediante e} calculo de frecuencias relativas para el nimero deseado de sucesos

CLS :RANDOMIZE TIMER
INPUT "Numero de partidas:“.n
FORi=1TOn
a=1
WHILE a <> 0 AND a <> 4
conta2 = conta2 + 1
ur=INT(RND * 3)
tir2 = INT(RND * 2)
IFa=1THEN
[Flir=0 THENa=0ELSEa=2
GOTO 10
ENDIF

[Fa=2THEN

IFur2=0 THENa=3ELSE2=1

GOTO 10
END IF

—n

-

IF a=3 THEN
IFtir=0THENa=4ELSEa=2
GOTO 10

END IF

10 WEND

IF a =4 THEN conta = conta = 1

LOCATE 9.3: PRINT "Numero de pariidas:™. 1

LOCATE 10.3: PRINT "Frecuencia relativa:”, conta /i

LOCATE 11.3: PRINT "Numero medio de tiradas por partida: ".conta2 /j +1!
NEXT

El programa se probo con 300.000 experimentos resultando los numeros calculados teoricamente con un Crror menor que

una centeésima

'S¢ le suma la tirada obligatoria de S a A que no esta contabilizada al suponer inicialmente a=1 envez de 0
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Como socio de la Sociedad Puig Adam de Profesores_w
de Matematicas, deseo gue me envien gratuitamente
los siguientes nameros atrasados del Boletin:

(senalar con una X los que interesen)

3 4 10 26 31
] [] (] L] []
32 33 34 35

] I [ N B

Envio adjuntos sellos para el frangueo (52 pta
por numero para Madrid - capital y 78 pta por nua-
mero para el resto de Espafa).

Utilicen para el envio la direccién consignada
en este recuadro:

Los numeros 1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 13,
14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25,
27 y 29 estan agotados.

Si desea acogerse a este ofrecimiento, recor-
te o cople este cupdn y envielo a la:

Sociedad "Puig Adam" de Profesores de Matematicas

Aptdo. 9479 - 28,080 -MADRID, (
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