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VIII CONCURSO DE RESOLUCION DE
PROBLEMAS DE MATEMATICAS

ol VIIrr Concurso de KResolucién de Problemas
convacado por nuestra Sociedad y por el Colegia Oficial de
Decctores y Licenciados en Ciencias y en Filgsofia ¥ Letras
para alumnos de B.U.P. o F.P. correspondiente a 1990, se
celebré en la maffana del sabado 23 de Junic, en laos
locales gque amablemente necs cedid, como en ocasicnes

antericres, el Instituto “Beatriz Galindo®.

Esta vez han participado 33 alumnos de primer curso
de 3.U.P., 39 de segundo y 43 de tercero (111 an tctalf;
eésta concurremcia, sin que se pueda calificar de baja, ha
§ido la menor registrada hasta ahora en auestros
Concurses, sin que podamos seflalar exactamente las causas
de esta disminucién (en el afic 1987 se alcanzé una
participacidén de 187 aspirantaes).

Lamentariamos que esta reducciéa estuviese causada
por una pérdida de popularidad de estes tipo de cert&renes.
Si fuese asi, deberiamns luchar por evitarla, aprovechando
muy especialemnte la oportunidad de gque 1la Qlimpiada
Ibercamaricana de Matematicas se celebre este afio en
Espafla. Debemos conseguir que laos medios de comunicacién
de masas den a estos acontecimientos el realce que
merecen.

A los alumos de cada curso se les propusiercn
cuatro problemas, para resolverlos en dos tandas de hora y
media. Damos los enunciados de esos problemas al final de
esta crénica.



Para que nuestros lectores puedan juzgar saobre la
dificultad que ha ofrecideo cada una de lcs prcblemas a los
concursantes, damos, tras cada enunciado, la puntuacién
madia obtenida entre todes los Farticipantes vy la

puntuacién media obternida por lcs cinco premiados.

La entrega de premios y diplom2s se realizé a las
slete de la tarde del mismo dia, er el salén de actos del

Instituto “Beatriz Galindo".

Nuestro Presiderte, Sr. Garcia Sestafe, pronuncis
unas palabras d= aliento a les partipantes y felicitaciosn
2 lcs ganadcores, haciendo piblice &l agradecimients de la
Seciadad al Instituto “Baatriz Galinda", al Colegio
Cficial de Docteres V4 Licenciados, ¥ a lcé que
desinteresacdamante han contribuido a la organizacién del

actoc y participado en el Juradg,

También hizg piblico él agradecimientc de 1la
Scciedad a la firma "Csca~Cola® ‘de Espaia, que ha cocteado
la adquisicién de cs valicsas rremics entregados a los
ganadores. Consistian éstos en lotes de libros escagidos y
varias calculadcrzz, algunas de ellas con salida grafica
incluida, El Colegio de Doctores y Licenciados hka

completado estes lotes con algin cbsequio adiclonal,

Damcs a continuacién la lista de alunncs premiados,
©Oon indicacién de la puntuacién alcanzada y el centro de
procedancia; el mAximo de puntos que podian obtenerse ara

de 40, diez por cada rroblema tctalmenta resuelto.

Los cinco ganadores de PRI¥ER CURS0 han sido los

siguientes:

12 - ALVARO GOKEZ-REY ROMERC, del I. B.

“Gran Capitan” de Madrid ©++ ... 28 puntcs

29 - DAFIEL NAVARRO OLIVENCIA, del Colegio
Agustiniano de Madrid ++ «++ ... 19 puntos

3Q

GENMA ESCARBAJAL MART{NEZ, del Colegio
JOYFE de Madrid ... ... .., v++ «.. 18 puntcs

42 - JUAN ENRIQUE PRADA SINOH, del Colegia
' JOYFE de Madrid ... ... ... ©++ ... 16 puntos

99

JUAR FRANCISCO NEBRERA PORRAS, del Co-
leglo Agustiniano de Madrid c++ «.+ 15 puntos

Han alcanzado puntuaciones Préximas a éstas: Justo
Javier Lépez Sarrisén, del CQ Acad2 CEDES de Albacete (i4
P.>, Joaquin Arias Herrero, del Col2 Berriz de Las Rozas
(12 p.), Carolina MNartinez Zarzuela, del I.B. "Marqueées de
Lozoya" de Cuellar (Segovia) (11 p.> ¥y Angel Sanz
FernaAndez, del I,B. “Lope de Vega" de Madrid (11 p.>.

Los cinco ganadores de SEGUEDO CURSO han sido los
slguientes:

12 - DAVID GIL FRESHILLO, del I. B. "Marqués

de Lozoya” de CUELLAR (Segovia) ... 26 puntos
22 — CA£SAR ALONSO GALLEGO, del I, B, “Maria

Moliner“ de COSLADA (Madrid) (#)... 22 puntos
32 -

JORGE NENESIO CASILLAS JORR{N, del Colegio
S. E. K. - San Ildefonso de Madrid. 21 puntos

42 - JOS& MIGUEL ATIEEZA RIERA, del Colegio

JOYFE de Madrid ... ... ... +++ +:+4 19 puntos

59 FERNARNDO ALENMAN RODA, del I. B.

"Cervantes” de Madrid . ... ... +++ 18 puntos



Han obtenido puntuaciones préoximas a las de este
ultimo: Francisco J. Avellano Ferrandez, del Colegio JOYFE
(17 p.), Luis M. Po=as Rodriguez, del Colegio Agustiniano
(12 p.> y Antonio Segura Fontcuberta, del Col2 Berricz de
Las Rozas. (10 p.)>. (&) Dabenos sefialar que C. ALONSO
GALLEGO cbtuvo el primer puesto como alumno de 12 el afo
pasadao.

Los cinco garadores de TERCER CURSO han sido lcs
siguientes:;

1¢ - IGEACIO DE URIARTE DE TUERO, del Cole-
gio de N2 S3 del Recuerdo de Madrid .. 28 puntos

22 - ANDRtS SERRAEO VELASCO, del Colegio
JOYFE de Madrid .. ... ... ... ... ... 24 puntos

3¢ - XA ELENA BASCONES FERWANDEZ DE VELASCO,
I.B. “Ramiro de Maeztu” da Madrid ¢#). 22 puntos

40 JORGE RAN{REZ GARCtA, del I. B.

“Ramirc de Maeztu* de Madrid .., ... ... 21 Puntos

S2 - FERNANDO JESGS FERNANDEZ RODRIGUEZ,
cel Colegio “Obispo Perells” de Madrid 20 puntos

Puntuaciones préximas a éstas han sido alcanzadas
por Juan L. Villalsr Gonzélez, del col? de Na Sa del
Recuerdo (19 p.)&,Dnnitn Cérdoba Diaz, del I.B. "Avda. de
ilos Toreros® (18 §f}, Bruno Fernfndez Ruiz (%), del I. B.
Complutense de Alcala de Henares (17 P.-? y MNigual Angel
Vicente Puente, del I. B. del Barrio de la Elipa (17 p.>.
(#) Debemos seflalar que MA ELENA BASCONES ocupé el primer
lugar, como alumpa de 12, en nuas:ro concurso de 1988, y

2runo Fernandez Ruiz el 52 como alumo de 22 en 1989

Dabemos rfelicitar a los profesores de algunos
centros cuyos alumnos vienen apareciendo Sistematicamente
entre los ganadores de NUeStros concursos; este afio cabe
destacar el caso del Colegio JOYFE, ya& que sus alumnos han
conseguido cuatra de los quince premios otorgados,
superando asi los ya brillantes resultados de atios
anteriores, pero también otros Colegios e Institutas
vienen siendo citades 20 nuestras listas de ganadores, 1lo
que revela que su profesorado lleva a cabo una enconiable

labor de preparacién de Sus alumnos escogidos.

Esta Sociedad felicita cordialmente a los ganadores
¥ a los centrcs de ensefianza que los han presentado y
agrzdece 1la participacién entusiasta, en un calurosa
sabado de Junio, de todozs las concursantes,

Damos a continuacién los enunciados de los
pProblemas propuestos en el concurso.

PRIMER CURSO

12 — Calcular cual de los noneros Y a Y es myor:
X =1990.(1 +2 + 3 +.,. + 1991)
Y= 1991.¢1 +2 +3 + ... ¢ 19%0)
Razonar la respuesta.

Puntuacién media obtenida para los 33 concursantes: 3.5

Puntuacién media obtenida POr los cinco ganadores: 5.2



22 — Je da un cuadrado 4,B,C,D, de centro O ¥y lado 1

M es al punto medio del lado BC . Se pide:

1 - Calcular el area del triangulo ANO

2 - Hallar el radioc de la circunferencia Gue pasa por los
puntos A, My O

Puatuacién media obtenida para los 33 concursantes: 3.2

Puntuacién wmedia obtenida Por los cinco ganadores: 9.4
32 — Demostrar que si a: , ax v +++ 4, A@am , GON los n
prizeros términos de una precgresién  aritmetica, se
verifica:
1 1 1 1 n -1
+ + + + =
ayr.asz a=zm.am amn. Aa Q=1 aAn ar.an

Puntuacién media cbtenida para lecs 33 concursantes: 0.7

Puntuacién media obtenida por lcs cinco ganadores: 3.4

42 — Sea Ci un punto del lado AB de un triangulo 4,B,C.
Sea Ay el punto de interseccién de 1la prolongacién da BC
con la paralela por A a CCy , Yy By la interseccién de
la prolongacién de AC con la paralela por B a CC,

Demostrar: 1 -+ 1 —_ 1
AR, BB, [orey

Puntuacién media obtenida para los 33 concursantes: 0.8
Puntuacién media obtenida pPor los cinco ganadores: 1.2

SEGUNDO CURSO

12 — Sean los cuadrados de la figura A B

(& D
adjunta. Calcular la suma de angulos 1
ACH + ADH . H G 3 E
Puntuacisn media obtenida para los 35 concursantes:
Puntuacién media obtenida POr los cinco ganadores: 4.
22 — 81 n es un nomero natural y K es el numero de
divisores primos, positivos, de n , Yy distintos,

demostrar la desigualdad: log n 3 K.log 2

Puntuacién media obtenida para los 35 concursantes: 2.0

Puntuacién media obtenida por los cinco ganadores: 6.0

32 — Escribir 1la expresién (a® + a + 1)2 comg suma de
tres cuadrados.

Como aplicacién dal caso anterior, escribir la expresién
@® + B2 + a + b + 2ab + 1)= cComo suma de tres cuadrados.

Puntuacién media abtenida para los 35 concursantes: 1.9

Puntuacién media obtenida por los cinco ganadoras: 7.2
én + 2
xR —_— . B e—
a La fraceién F on + 9 » 8@ puede simplificar
para algunos valores de n . En dichos casos, probar que

el numerador y denominador da dicha fraccién son miltiplos
de 17.

Puntuacién media obtaenida para los 35 concursantes: 0.9

Puntuaci1én media obtenida por los cinco ganadores: 4.0



TERCER CURSO

1R — Laz funciones <f£.(x)> = sen x + sen 2x

sen 2x , tan 3x
‘ﬁ’(k) =

cos 4%
é& son periédicas ? En caso afirmativo, calcular su periodo
mi nimo.

Puntuvacién media obtenida para los 43 ccncursantes: 3.4
Puatuacién media obtenid= por lcs cinco ganadoras: 9.6
22 — En el triangulo A,B,C , el angulo A eas agudo.

Dezde A parten mediana, bisectriz y altura. Calcular
cual es mayor de lcs dos angulos sigulentes: ¢ el formado
por la mediana y bicectriz o el fcocrmado por la bisactriz y
la altura °?

Puntuacién media obtenida para los 43 concursantes: 1.5
Puntuacién nedia obtenida por los cinco ganadcres: 2.4
32 — Hallar un cuadrado perfecto que tenga, en base 10,
cuatro cifras y tal que el numero formado por las dos
primeras cifras sea una unidad mayor qua el formado por
las dos ultimae.

Puntuacién media obtenida para los 43 concursantes: 3.2
Puntuacién media obtenida por los cinco ganadores: 6.4

452 — Demostrar que el Area del tri&ngulo que tiene loa
Pa) N A
dngulos A , B, C , es igual a:
~ N P
S = 2.R=.sen A.sen B.sen C ,
siendo R el radioc de la circunfaerencia circunscrita al
triangulo.

Puntuacién madia obtenida para los 43 concursantes: 2.3

Puntuacién media obtanida por los cinco ganadores: 4.4

XXXTI OLIMPIADA
MATEMATICA INTERNACIONAL
BEIJING — CHINA — 1990

La XXXI Olimpiada Matematica Internacional tuvo
lugar los dias 12 y 13 de Julic de 1990 en Pekin.
Nuevamente se batié el record de partidpacién, ya que

este afio concurrieron representantes de 51 paises.

Segun la opinién de muchos delegados, ésta ha sido
la Olimpiada mas dificil de tadas las que se ha celebrado
hasta ahora, a pesar de 1lo cual, 4 estudiantes <(dos
chires, un francés y un ruso) consiguieron el suefio de
todo participante: legrar los 42 puntaos, maximo posble, ya
que se otorgaban hasta siete puntos por cada uno de los

sels prcblemas propuestos.

Los seis enunciados pueden verse, en este mismo
toletin, en la seccién de Problemas Propuestos. La prueba
se hizo en dos sesiones, cada una de cuatro horas y media,

para resolver tres problemas.

Se concedieron medallas de braonce a partir de las
16 puntos, de plata a partir de los 23 y de oro a partir
de las 34. El equipo chino obtuvo 5 medallas de oro y una
de plata; el frarcés, 3 de oro y una de plata; el de la
Unién Soviética, 3 de oro, 2 de plata y una de bronce; el
rumano, 2 de oro, 2 de plata y 2 de bronce y el bulgaro,
una de oro, 4 de plata y una de bronce.

En esta ocasién, la participacién espafiola ha sido

mala, pese a lo que cabia esperar, tras los alantadores



resultados obtenidcs en las competiciones de los afios

precedentes. En este, no se ha conseguico ninguna medalla

ni mencién honorifica (éstas se conceden a qulicnes, sin

obtener medallas, resuelven totalrmente al mencs uno de les

problemas).

Las puntuaciones de nuestros reprecentantes ha sido
las siguientes: '

Daniel Lasacsa Medarde 15 puntos
Enrique Garcia Lopez= 14 puntos
Francisco Ogando Serrano 14 puntos
) Marco Castrillén Lépez 13 puntos
Javier Arregui Garcia 12 puntos

Jesus J., Villalmanzo Manrique 4 puntcs

En la clasificacién no oficial por paises

(ya que
la Olimpiada es un concurso en

el que seo participa

lugar 34 de 1los 51
Palsaes participantes. \

individualmenta), Espafia occups el

La préxima Olimpiada Internacicnal se celebtrara en

Suecia, en 1991. Es posible que, por problem=s financieros

de la Comisién Organizadora, se reduzca a 4 el nuzero de

Participantes por cada pais.

V OLIMPIADA IBEROAMERICANA
DE MATEMATICA
Valladolid (Espafia), 1990

Como es bien sabido, la V Olimpiada Ibercamericana
de Matematica se ha celebrado este aflo en Espafia. Ha
tenido lugar en Valladolid, entre los dias 22 y 29 de
Septiembre de 1990. Es un acontecimiento que debemos
celebrar, a la vez que lamentamos el escaso eco que ha
tenido en los medios informativos en general, que apenas
le han prestado atencién, ofreciendo, en el mejor de las

casos, alguna noticia tan breve comc confusa.

En esta Olimpiada han participado 16 paises, con un
total de 59 participantes. Los paises han sido: Argentina,
Bolivia, Brasil, Colombia, Costa Rica, Cuba, Chile, Rep.
Domrinicana, Honduras, Espafia, Méjico, Pera, Portugal,
Puerto Rico, Uruguay y Venezuela. Cada uno podia presentar
hasta cuatro alumnos, peroc Peru y la Repablica Dominicana
participaron sélo con dos y Brasil se quedd con 3, ya que
uno de los brasilefios fué descalificado por no cumplir el
reglamento, ya qua habia obtenido medalla de oro en la
Interncional de China. Portugal participaba por primera
vez en una Olimpiada [bercamericana, pero habia concurrido
dos veces a Olimpiadas Internacionales. También eran

nuevos en esta competicién Honduras y la Rep. Dominicana.

Las pruebas, como de costumbre, consistieron en la
resolucién de 6 problemas, en dos tandas de cuatro horas y
media de duracién cada una. Los enunciados pueden verse en
nuestra seccién de Problemas Propuestos, en las paginas 73
a 75 de este Boletin. La resolucién de cada problema
permitia obtener hasta 10 puntos, por lo que la maxima

puntuacién alcanzable por un concursante era de 60 puntos.



En esta Olimpiada, como an la Internacional, se participa

individualmente. por lo que oficialmante no se hace

publica una clasificacién pPor paises,
mente suaele hablarse

Pero extraoficial-

slempre de lag buntuaciones totales

cbtenidas par los participantes da cada pals; si gan

cuatro los alumacs presentadas, un Pais podria llegar a

alcancar 240 Puntos,

El jurado decidis otorgar medallac de Or0 a los que
obtuviesen 42 Puntcs © mag, de
consiguiesen de 33 a 43 y de bronce

Decisién hastante genarosa,

Plata a 1pg que
2 los de 23 a 32,

pues resultaron Premiados 25
&6tudiantas de los 59 Presentados.,

En total se coccedieron 6 nedallas de ara, 13 da

Plata y 16 de bronce. Los que obtuvieron lag madallas de

Gro (un espafiol entre ellos) son los siguientes:

¥arcos Antonio Meggiclaro Brasil 53 puntos
Luciano Guimaraes Brasil 53 puntos
Julic Cesar de Souza Brasil 46 puntcs
Francisco Ogando Ecpafia 46 puntoe

Pablo Milrud
Andrés Saenz

Argentina 45 puntos
Uruguay 44 puntos

A la vigta da @808 resultados, cabe destacar la

magnifica actuacisén de los brasilefios, cuyos tres

Sumando 152
puntos. En 1la Clasificacisén extraoficial Per equipos,

representantes obtuvieron medallas de arao,

el
Primer puesto correspondié a Argentina, con 166 puntos
(una medalla dg CTr0 y tres de Platay;
Brasil,

@l segundo al
& pesar de tener solg tres estudiantaes en al
equipo, el tercero a Méjicao, con 148 Puntos y al cuarto a
Espafia, con 146 puntos.

Este afio se atergs por primera vez la "Capa Puerto
Rico®, ofrecida por ese pais al equipo que mAs hubiera
prcgresado en su actuacién respecto a afios anteriores,
segun una férmula gque tiene en cuanta los resultados de
los dos atios inmediatamente anteriores, el numero de
éstudiantes por equipo Yy el hecho de que es mas dificil
Progresar si se parte de niveles altos que se parte de los

mas bajos. Este trofeo correspondié a Argentina

La Delegacién Espafiola estaba farmada por los
Fofescres Maria Gaspar y Ricardo Pérez Marco (que obtuvo
medcllas en la QOlimpiada Internacional de Varsovia y el 1la
Iterocamericana de Colcmbia) Y POr cuatro alumnos partici-

rantes, que obtuvieron los sigulentes resultados:

Francisco Oganda Serraro (Madrid> oro 46 puntos

Daniel Lasanosa Medarde (Havarra) plata 38 puntos
Marco Castrillén Lépez (Nadrid) bronce 31 puntos

o
7 Javier Arregui Garcia (Madrid) bronce 31 puntos

Los cuatro habian participadec en 1la Olimpiada
Internacional celebrada en China, aunque, comn se explica
en la crénica incluida en este mismo boletin, no
obtuvieron alli ningin premio. Bs curioso observar que
estos cuatro alumnos quaedaron clasificados, exactamente en
este mismo ordem, en los cuatro primeros lugares, en la
ZXVI Olimpiada MatemAtica Bspafiola (ver nuestro Boleti{n n2
25). Marco Castrillén participé en 1989 en el Concurso de
nuestra Sociedad, como alumno de 32 de BUP, obteniendo el
sagundo premio.

La proxima Olimpiada Ibercamericana se celebrars en
Cérdoba (Argentina), en Septiembre de 1991.

Paralelamente a la Olimpiada ¥y en forma extraofi-

cial, se ha celebrado un Concurso de Resolucidén de



..16_

Problemas con ordenader. La lngcripcién era voluntaria

(tras la realizacién de las Pruebas de la Olimpiada) para
los participantes, por parejas

(na necesariamente del
mismo pais).

La pareja ganadora estaba formada Por dos
argentinas y los cuatro

espafioles resultron premiadas
también.

En los diazs 20 a 22 de Septiembre se celebrs en

Madrid un Sizposic sobre la ensafianza de las Matewiticas

en Ibercamérica, organizado por la 0. EB. I.

Vs

SOBRE ANALISIS NO ESTANDAR

Por Manuel SUAREZ FERNANDEZ

* v

CAPITULO III: PRIMERAS IDEAS NO ESTANDAR

En el Capitulo II, en la ZFC (es decir, en la
Teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel con el axioma de
eleccidn), consideramos una clase U de cosas que llama-
mos "conjuntos”, una clase de cosas que llamamos "pro-
piedades" 1y una clase que (ahora) notamos "g", de pro-
piedades que llamamos "enunciados". Ahora, en el Capitu-
lo III, a las cosas de la clase U las llamamos "U-con-
juntos" o "conjuntos de la clase U" o "conjuntos de la
ZFC", a las cosas de la clase P las llamamos "P-propie-
dades" o "propiedades de la clase P" o "propiedades de
la 2ZFC", a las propiedades de la clase ¢ las llamamos
"g-enunciados” o "enunciados de la clase £" o "enuncia-
dos de la ZFC", a las palabras "conjunto", "propiedad"” y
"enunciado" les asignamos sus respectivos significados
intuitivos, bien conocidos, del 1lenguaje cologuial,
entendiendo que (intuitivamente hablando, sin el forma-
lismo de la ZFC) los U-conjuntos son conjuntos, las P-
propiedades son propiedades y los t-enunciadaos son enun-
ciados, y que a las palabras, "clase", "elemento", "con-
tenido", "variable", "equivalente" y otras, les supone-
mos sus respectivos significados formales (de la ZFC) o
bien los correspondientes intuitivos (en los que se ins-
piran los formales) segin indique el contexto (for-
malmente, en la ZFC, las clases que consideramos son U
¢ , € y para cada P-propiedad p(x) en la que figura libre



una variable x y no figura libre variable alguna distin-
ta de x, la clase de los U-conjuntos que verifican p(x),
e intuitivamente consideramos que "clase" asignifica lo

mismo que intuitivamente significa "conjunto").

Es decir, intuitivamente concebimos conjuntos,
propiedades vy enunciados, de los cuales los de la 3ZFC
solo son los conjuntos de una cierta clase U, las pro-

piedades de una cierta clase P y los enunciados de una
cierta clase €.

No todos los conjuntos son U-conjuntos o con-
juntos de la clase U (que formalmente no es mis que una
clase cualquiera de cosas cualesquiera definida mediante
las prepiedades de la clase P y en particular los enun-
cliados de ia clase ¢) y ni siguiera son U-conjuntos to-
dos 1los conjuntos cuyos elementcs son U-conjuntos. Asi
por ejemplo, el conjunto (o lo que intuitivamente es lo
aismo, la clase) ds los U-conjuntos tales que si x es
una variable entonces verifican la P-propiedad x & x,
no es un U-conjunto (pues si E es la referida clase de
los U-conjuntos que verifican x ¢ X y E fuese un U-con-
junto, entonces E ;g E seria un e¢-enunciado a la vez
verdadero y falso, lo cual no se verifica).

Lo que se verifica (en virtud del teorema ge-
neralmente llamado "axioma de comprensidn") es que si
p(x) es una P-propiedad en la que figura libre wuna
variable x y no figura libre variable alguna distinta de
Xx y F es la clase de los U-conjuntos que verifican p(x),
entonces F es un U-conjunto si y solo si existe un
U-conjunto A y existe una P-propiedad q(x) de manera que
p(x) es la P-propiedad (x&€A)A q(x) (en consecuencia la
clase U de los U-conjuntos no es un U-conjunto, pues si
lo fuera entonces la clase de los U-conjuntos que veri-
fican la P-propiedad x & x seria un U-conjunto que nota-
riamos "{x|(xQU)A (x & x)}", lo cual no se verifica).
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Un conjunto de la clase U (o conjunto de 1la
ZFC) que notamos N, en este capitulo III lo definimos
como un U-conjunto a cuyos elementos llamamos "nimeros
naturales", tal que,

P, existe un nimero natural que notamos "0" y llamamos
"Cel'O",

2 si n es un nimero natural, entonces existe un nimero

natural que notamos "S(n)" y llamamos "siguiente de
nll’

3 si n es un numero natural, entonces s(n) %0,

Py Si n es un nimero natural y m es un nimerc natural
tal que m ¢ n, entonces s(m) ¥ s(n),

P (Principio de induccién completa o Principio de
recurrencia) si E es un U-conjunto contenido en N tal
que 0 es elemento de Ey se verifica que si n es
elemento de E entonces $(n) es elemento de E,
entonces E = N,

Digamos que si C es una clase de conjuntos
(intuitivamente hablando como ahora 1lo hacemos y como
generalmente lo venimos haciendo en este Capitulo III,
seria lo mismo decir “"si C es un conjunto de
conjuntos”"), entonces un conjunto A,

es el minimo conjunto de la clase C si y so-
lo si A es un conjunto de la clase C conte-
nido en todo conjunto de la clase C,

es el minimo U-conjunto de la clase C si y
solo si A es un U-conjunto de la clase C
contenido en todo U-conjunto de la clase C,
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es un conjunto inicial si y solo si 0 es
elemento de A,

es un conjunto sucesor si y solo si se veri-
fica que si un nimero natural n es elemento
de A, entonces el S(n) es elemento de A,

es el conjunto inicial y sucesor minimo si Y
solo si A es el minimo conjunto de la clase
de los conjuntos iniciales Y sucesores,

- es el U-conjunto inicial y sucesor minimo si
Y solo si A es el minimo U-conjunto de 1la

clase de los conjuntos iniciales Y suceso-
res.

Zvidentemente, en virtud de 1los c-enunciados
(admitidos como verdaderos) Pi’ Pz Yy PS' la ZPC dice que
N es el U-conjunto inicial y sucesor minimo. Pero, pues-
to que el e~-enunciado Pg (o Principio de recurrencia)
solo hace referencia a U-conjuntos, sobre si N es o no
es el conjunto inicial y sucesor minimo 1la ZFC no se
pronuncia. En consecuencia, la ZFC deja la posibilidad
de (o0 estd abierta a) admitir la existencia de un con-
junto inicial y sucesor propiamente contenido (es decir,
distinto y contenido) en N que, en virtud del referido
Principio de recurrencia, no sea U-conjunto (es decir,
la 32FC es compatible con el nuevo enunciado "existe un
conjunto inicial y sucesor propiamente contenido en N y
no de la clase U").

Con el fin de aclarar las referidas ideas con-
sideremos sus analogias, salvando sus diferencias, con
el siguiente ejemplo, en el que, entiéndase, todos los
conjuntos que se mencionan son U-conjuntos:

Z es el conjunto de los nimeros enteros y sean
Gy, Gy, Gg y G§'y E los conjuntos siguientes:

{22x+1[(x€z) A (x 20)}

2x+4

Gy = G, U {3" |x =z}
Gg = 15%%* 1 (x @ 2) A (x < 0))

6f = {52 (x @z) A (x 3 0}

- +

E =Gy UG; UGS
(es decir, de manera mads informal adn, E = {2, 23, 25,
27, ..., 377,378, 373 3=l 3 43 35 37
577, 573, 573, 571, 5, 53, 55, 57, ...y,

2 “sap eoagy

Si p=2 6 p=36 p=25, x es un nimero
entero h = p2x+l Y h es elemento de E, entonces

notamos "seg(h)" y llamamos "seguidor de h" al elemento
p2(x+1)+1 de E

Decimos que T es una topologia sobre un
subconjunto F de E y a los elementos de T les llamamos
"T-abiertos” & "abiertos de T", si y solo si T es un
conjunto de subconjuantos de F tal que

¢ es un T-abierto y F es un T-abierto,
. 31 H es un conjunto cuyos elementos son
T-abiertos, entonces el conjunto unién de

los elementos de H es un T-abierto.

Si A es un T-abierto y B es un T-abierto
entonces el A N B es un T-abierto.

Digamos que si C es un conjunto de subconjun-




tos de E, entonces un subconjunto A de ,

. es el minimo conjunto de la clase C si y so-
lo si (como ya dijimos) A es un conjunto de
la clase C contenido en todo conjunto de la
clase C,

. es el minimo T-abierto de 1la clase C si vy
solo si A es un T-abierto de la clase C con-
tenidc en todo T-abierto de la clase C,

. @8 un conjunto iniciado si y solo si 2 es
elemento de A,

. es un conjunto seguidor si y solo si se ve-
rifica que si h es elemento de A, entonces
el seg(h) es elemento de A,

. es el conjunto iniciads y seguidor minimo si
Y solo si A es el minimo conjunto de la cla-
se de los conjuntos iniciados y sequidores,

. 8 el T-abierto iniciado y seguidor minimo
8iy solo 381 A es el minimo T-abierto de la
clase de los conjuntos iniciados y sequido-
res.

Pues bien, si G es un subconjunto de Gy, P =

’61165 V) G5 Yy T es el conjunto cuyos elementos son G,Gs
GS y G U G5 » GV GS,G5 Y GS,F Yy ¢, entonces T es una
topologia sobre P, y si G es un T-abierto iniciado vy
seguidor, entonces G,G U GS’ GV 65 Yy P son T-abiertos
iniciados, G,G V GS,P Y ¢ son T-abiertos seguidores y en
definitiva, G es T-abierto iniciado y segquidor minimo. Y
lo referido deja la posibilidad de (o estd abierto a)
que exista un subconjunto G de E que sea conjunto
iniciado y segquidor propiamente conteqido en G, pues (lo

referido) permite elegir cue G sea Gq (también que G sea
GZ) Y con tal eleccién {la de que G sea GB) resulta que
gi G es G2 entonces G es subconjunto de = y conjunto
iniciado y sequidor propiamente contenido en G (que es
el T-abierto iniciado y seguidor minimo). § Por qué cllo
no significa contradiccién alguna? La respussta es muy

sencilla: Porque eligiendo que G sea Gy, G, no es
T-abierto.

En resumen, es posible una topclogia T scbre E
tal que exista un T-abierto iniciado y ceguidcr minimo
G, sin perjuicio de que exista un subconjunto G de E gue
sea conjunto iniciado y seguidor propiamente contenido
en G y que, claro estd, no ha de ser T-abierto (si bien
es pesible una topolecgia consistente en el conjuntf
c2yos elementos son G,,Gg) Gg©, G, U G5, G, U Gg, Gy U Gg )
G, U GS v G5 y ¢, de la que G, que es G,,es abier to)

Ura idea basica de la arqumentacidn anterior,
bien conocida por los matemdticos, es la de que dacir
"abierto"” es hablar relativamente a una determinada to-
pelegia. Asi pues, si por ejemplo deciros simplemeante,
"G es un abierto", entonces es porgue suponemos que estd
suficientemente claro en el contexto, cual es la topolo-
gia de la que pensamos gque G es un abierto, sin necesi-
dad de mencicnarla. En otro caso o sencillamente puestos
a puntualizar, si T es la topologia en cuestiédn, enton-
ces decimos "G es un T-abierto" o "G es un abierto de

mn
T

Una vez llegado a este punto, reflexionemos
que la idea referida para abiertos y topologias sirve
Fara conjuntos y clases de ccnjuntos, puesto gue si
consideramos una teoria de conjuntos: entonces decir
"conjunto"” es hablar relativamente a una determinada
clase de conjuntos. Asi pues, si consideramos una teoria

de conjuntos y por ejemplo decimos simplemente "A es un




conjunto”, entonces es porque suponemos gque esti sufi-
cientemente claroc en el contexto, cual es la clase de
conjuntos de la que pensamos que A es un conjunto, sin
necesidad de mencionarla, y que en otro caso o sencilla-—
mente puestos a puntualizar, si § es la teoria de con-
juntos en cuestidn y Ut es la clase de los conjuntos que
se consideran en la teoria de conjuntos Z, entonces de-
cimos "A es un Ugfconjunto" o "A es un conjunto de la
clase uz” o "A es un conjunto de la teoria de conjuntos
T". Y si por ejemplo decimos simplemente, "N es el con-
junto inicial y sucesor minimo", entonces es porgque su-
ponemos que estd suficientemente claro en el contexto
que la teoria de conjuntos de la que pensamos que N es
el conjuntec inicial y sucesor minimc, es la ZFC, sin ne-
cesidad de mencionarla, y que en otro caso o sencilla-—
mente puestos a puntualizar decimos, "IN es el U-conjunto
inicial y sucesor minimo" o "N es el conjunto inicial y
sucesor ninimo de la clase U" o "IN es‘el conjunto ini-
cial y sucesor minimo de la zZFC", dejando asi la posibi-~
lidad (ya referida) de admitir la existencia de un con-
junto. N inicial y sucesor propiamente contenido en N y
que, claro estd, no ha de ser U-conjunto.

En virtud del Principio de recurrencia, N es
el conjunto inicial y sucesor minimo de la clase U, pero
de todos los conjuntos que podamos concebir sean o no de
la clease U, ¢hay alguno gque nuestra intuicién nos pre-—
sente como el conjunto inicial y sucesor minimo?

A mi modo de ver, si. Y dicho conjunto, que
bien puede ser la intuicién que la gran mayoria de la
gente entiende como conjunto de 1los niimeros naturales,
es, digamos por ejemplo, el conjunto LU de los niimeros
naturales que tiene representacién en el sistema de nu-
meracidn decimal (es decir, Nc es el conjunto cuyos ele-—
mentos son los nimeros naturales 0,s(0), s(s(0)),etc.,

que respectivamente notamos con los simbolos "0", "1",

"2", etec. y llamamos con los nombres "cero", "uno",
"dos", etc., del sistema de numeracidn decimal). Creo
que nuestra intuicidn también nos presenta al referido
conjunto N, como el conjunto cuyos elementos son los nd-
meros naturales que son alcanzables contando a partir de
0 (es decir, como el conjunto tal que si n es un nidmero
natural, entonces n es elemento de NC si y solo si di-
ciendo "cero", "uno", "dos" y asi continuando uno a uno,
siguiente a siguiente, llega un tiempo o momento de de-
cir un nombe del sistema de numeracidén decimal que co-
rresponde a n, dando por bueno que si asi es alcanzable

un nimero natural, entonces también lo es el siguiente),

¢Coincide el conjunto N, con el U-conjunto N
de los nimeros naturales? Creo que parece evidente que
el conjuntolNC no tiene por que ser de la clase U (pues
para definirlo no utilizamos P-propiedad alguna) Yy que,
en consecuencia, a la anterior pregunta,la ZFC.nada respon-
de. Pero por tratarse de un viejo conocido de nuestra
intuicidén, como sin duda lo es el conjunto Nes glosemos

un poco mas la cuestidn:

Antes de haber considerado el conjuntolNc,
afirmamos que "sobre si (de todos los conjuntos que po-
damos concebir sean o no de la clase U) [N es o no es el
conjunto inicial y sucesor minimo, la ZFC no se pronun-
cia" (l). Si consideradolNc como el conjunto inicial y
sucesor minimo de todos los conjuntos que podamos conce-—
bir sean o no de la clase U, mantenemos la afirmacién
(1) (es decir, la segquimos suponiendo verdadera), enton-
ces hemos de concluir que a la pregunta "gCoincide el
conjunto IN, con el U-conjunto N de los nimeros natura-

les?, la 7FC nada responde.

Si, partiendo de supuestos mas dabiles, consi-
deramos solamente que N, es un conjunto inicial y suce-
sor contenido en N y prescindimos de la firmacidn (1)




fes decir, ni 1la suponemos verdadera ni la suponemos

3

falsa), entonces (puesto que N es el U-conjunto inicial

Y. sucesor minimo)lNc coincldiria con N si v solo si IN
.‘ c

fuese wun U-conjunto, yINC seria un U-conjunto si y solo

si, opor ejemplo, se verificase que si x es una variable
Y notamos "p(x)" a la propiedad "x es alcanzable contan-
do a partir de 0", entonces p(x) fuese una P-propiedad
(en cuyo casolNc seria un U~conjunto que notariamos

"zl (x e N)A p(x) i),

Luego, silNc e¢s un conjunto iniclal y sucesor
contenide en (N, entcnceslNc coincidiria ccn IN si Yy solo
si  p(x) fucse una P-propiedad (y analogamente codenos
argumentar que entonces Nc coincidiria con M si y solo
i la propiedad "x tiene representacidn en el sistema de

numeraclén deciral”, fuese una P-propiedad),
Pero, ¢es p(x) una P-propiedad?

Si para afirmar que p(x) es una P-propiedad
(en sentido estricto) exigimos que p(x) sea una expre-
sién del lenguaje de la ZFC, entonces evidentemente he-
mos de convenir en que p{x) no es una P-propiedad, pues
@5 una expresién en la que aparecen términos tales como,
por ejemplo, "alcanzable" y ‘"contando" (o bien, si la
expresidén que consideranos es, "x tiene representacidn
en el sistema de numeracidn decimal, entonces en la mis-
ma aparecen términos tales como, por ejemplo, "represen-—
tacién" v "sistema de numeracidn decimal”) que no lo son
del lenguaje de la ZFC. §i, por el centrario, para afic-
mac que p(x) es una P-propiedad (en sentido amplio) no
exigimos gque p(x) sea una expresién del lenguaje de la
ZFC y nos conformamos con que exista una P-propiedad (en
sentido estrico) a(x) tal que (intuitivamente hablando,
clazn estd) pix) sea equivalente a q(x)(z), entonces en-
tiendo que también hemos de convenir en §ue p(x) no es

una P-propiedad {en sentido amplio), lo que intentacé
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explicar a continuacidn:

De la definicidén de U-conjunto N de 1los
nimeros naturales mediante los e-enunciados Pl, Pz, P3,
Py ¥ Pz (en lenguaje de la 2zFC) se deduce que el
referido U-conjunto IN de los numeros naturales es no
vacio, que estd ordenado, que tiene primer elemento (es

decir, que existe un elemento de N que no es siguiente
de nlmero natural alguno), que no tiene ramificaciones
hacia adelante o hacia atrds (es decir, que N estd
totalmente ordenado), que para tcdo elemento de N hay
uno que es el primero que le sigue (y que llamamos
"siguiente de n"), que para todo elemento m de |N°
distinto del primero hay uno gque es el primero que le
antecede vy que llamamcs "anterior a m" (entendiendo que
"n es el anterior a m" significa "m es el siguiente de
n"), y que es el mids pequefilo U-conjunto al que pertenece
el 0 y el siguiente de todo nimero natural (es decir,
que N es el U-conjunto inicial y sucesor minimo). Pero
creo que es evidente, que nada de lo referido significa
(en sentido estricto o en sentido amplio) que todo nime-
ro natural haya de ser alcanzable contando a partir de 0
(o 1o que intuitivamente es equivalente, que todo niimero
natural haya de tener representacién en el sistema de

(2) Por ejemplo, si x es una variable y r (x) es la
propiedad, "x es el numero natural primer antecesor
del siguiente de 0", entonces r(x) no es una
P-propiedad en sentido estricto, pues, por ejemplo,
el término "antecesor” no lo es del lenguaje de la
ZFC. Pero, puesto que el significado intuitivo de la
expresidén "r(x)" viene a ser equivalente al de la
P-propiedad x = 0, bien podemos convenir en que r(x)
es una propiedad en sentido amplio.
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vumeracién decimal) y que nada de lo referido significa
{en sentido estricto o en sentido amplio) lo contrario.

Que, por ejemplo, un nimero natural n es al-

canzable contando a partir de 0, sabemos que significa

que nombrando uno a uno los nirceros naturales menores
que n, el proceso tiene fin en el tiempo, razén por la
cual decimos que tal proceso es

vamente hablando, el conjunto de

finito y que, intuiti-

los nGmeros naturales
menores que n, es finito. Este es el significado intui-
tivo (o mejor, un significado intuitivo), de conjunto
finitc en general, pues, intuitivamente hablando, en
lenguaje coloquial, "conjunte finito" significa "con-
junto tal gue ci nombramos (escribimos, pensamos, ima-
ginamos, etc.) sus elementos uno a uno (uno tras otro)
el proceso tiene fin en el tiempo (es decir hay un "mo-
mento" en el que nombramos un Gltimc elemento).

Como consecuencia de lo referide y de que nom-
brando de menor a mayor uno a uno (uno tras otro), ele-
mentos de mc, el preceso no tiene fin, tenemos la intui-
cién de gue "un conjunto E es finito si Y solo si existe
un elemento n del conjuntolNc tal que E es coordinable
con el conjunto M, de los nimeros naturales menores o
iguales. que n", entendiendo que ésto significa que es
posible aparear cada elemento de E con un Y s6lo un ele-
mentc de M, (es decir, que es posible aparear cada ele-
mento de E con un elemento de Mn' de manera gque elomen-
tos distintos de E sean pareja de elementos distintos de

M., sin que sobre y, claro esta, sin que falte elemento
alguno de Mn).

Pues bien, esta dltima intuicidn (y no la de
que nombrar, escribir, pensar, imaginar, etc. uno a uno
los elementos de un conjunto es un proceso que tiene fin
en el tiempo fisico) es la que inspira o se traslada (o
a sido posible trasladar) al lenguaje de la ZFC(3), *ya

f_
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que para la ZFC puede servir como definicibén dé
éonjunto finito el enunciado (P-propiedad en sen-
tido amplio), "un conjunto I es un conjunto fi-
nito si 7y solo si existe un elemento n de N
tal que = es coordinable con el conjunto de los
elementos de ¥ menores o 1iguales que n", o el
enunciado (P-propiedad en sentido estricto), '"um U-
conjunteo E es un conjunto finito si y solo si
existe un elemento n de ¥ y existe una aplica-
cibén biyectiva entre E y el {x\ (x€ M) A(x4n) }",
el cual intuitivamente es -equivalente al primero.

Resumiendo, para la ZFC, que un U-con-
junto E es un conjunto <finito solo significa
que L es Dbiyectivo con el U-conjunto Mn de .los
nGmeros naturales mnenores o iguales que un cier-
to nOmero natural n (elemento de N), y -que Mn
es ur conjunto <finito solo significa, pues, que Mn
es biyectivo con M, (es decir, para la ZFC, que
E es un conjunto finito significa que "2 es -co-
mo Mn", y que M, esun conjunto finito significa

que "Mn es como Mn", sin méas).

Y si abn decimos que "™, es un con-

junto finito (o que tiene fin) significa que e-
xiste un Gltimo elemento de Mn", ¥y que "n es el
filtimo elemento de Mn“, entonces el significado de
la expresiétm "M_ es un conjunto <finito" 1lo fun-

n ] 3 >
damentamos, claro est, en el (significado)

(3) Por ejemplo, algo "anfilogo' ‘a- lo referide ticne
lugar cuando al mirar figuras geométricas re-

. .Dresentadas en una pizarra con tizas de c¢olo-

res, son percibidas entre otras las intuiciones -

del color y de la forma, y de é&stas la aque 1ins-

pira o se traslada al 1lenguaje de la Geometria

es la segunda y no la primera.




- 30 -

de la expresién "n es el (ltimo elemento de M." y ésta
para la ZFC no significa que, "nombrando elementos de
M, a partir de 0, uno a uno, siquiente a siguiente (de
menor a mayor), llega un tiempo (o nmomento) en el que,
nombrados ya todos los elementos de M, menores que n, le
toca el turno de ser nombrado al referidso n", Y& que "n
es el dltimo elemento de Mn" para la ZFC significa que
"n es el mayor elemento de Mn" (es decir, que "n es ele-
nento de Mn Y que si x es elemento de Mn entonces x ¢
n"), lo cual a su vez significa que "n es elemento de Mn
Y que si x es elemento de M, entonces existe un nimero
natural < tal que x + z = n", entendiendo que la ley de
composicidén interna + (suma de nimeros naturales) se de-
fine de manera gue si m es un némero natural Y P s un
nimero natural, eatonces s(m+p) = + s(p), resultando
asi, en definitiva, que para la ZFC el referido enuncia-
do "n es el Gltimc elemento de M.", es un enunciado fun-
damentado en los g£-enunciados Pl' P2' P3, P4 y PS' sin
hacer referencia alguna, pues, al tiempo fisico.

Por't:nto, creo es correcto argumentar que el
enunciado "n es alcanzable contando a partir de 0" {que
se fundamenta en la intuicién de tiempo fisico), intui-
tivamente no es equivalente (0 no es hormolcgable) a
enunciado alguno de los considerados (y por tanto, Qque
no lo es a otro cualquiera equivalente a uno de éstos)
que sirvan para la ZFC como posible definicidn de con-
junto finito o de que el referido conjunto M, es finito
o0 de que el también referido nimero natural n es el Gl-
timo elemento de M, - Y puesto que el tiempo fisico nada
significa para enunciado alguno de la ZPC, creo que bien
podemos convenir que, en general, el enunciado "n es al-
canzable contando a partir de 0", intuitivamente no es
equivalente (o no es homologable) a enunciado alguno de
la ZFC y, en consecuencia, que la propiedad p(x) (es de-
cir, siendo x una variable, la propiedad "x es alcanza-

31

ble contando a partir de 0") intuitivamente no es equiva-
lente (o no se traduce) a P-propiedad alguna o, lo que
significa lo misme, que la propiedad p(x) no es una
P-propiedad en sentido amplio. Es decir, que el conjunto
INc definido por la propiedad p(x), no es un conjunto de
la 2FC o, lo que significa lo mismo, no es un U=-conjun-
to.

Y para terminar, unas observaciones:

Como hemos referido (en este Capitulo III), la
2FC deja la posibilidad de admitir la existencia de un
conjunto IN inicial y sucesor propiamente contenido en N,
con tal que N no sea un U-conjunto. El Andligis No Es—
tindar aprovecha la referida posibilidad y asi considera
la 2FC v la existencia de un tal conjunto (N que se dice
es un conjunto externo (a la clase U). Pues bien, no se
considere que en el Analisis No Estiandar el referido
ccnjunto IN ha de ser el también referido conjunto IN
Conceptualmente IN estd tan lejos de ser IN en el Anali-
sis No Estandar, como lo esti de ser IN en la clisica
ZFC. Y si consideramos el conjuntolNc, tanto en el Ana-
lisis No Estandar como en la teoria clisica, debemos
hacerlo solo intuitivamente, "para fijar ideas". No con-
jeturemos que en el Analisis No Estdndar N y N vienen a
significar respectivamente lo que en la teoria clasica
significan IN y la clase 0, de los nimeros ordinales,
pues, por ejemplo, entre N y 0, hay la diferencia esen-
cial de que para todo elemento n distinto de 0, existe
un elemento de N (que llamamos "anterior a n") que es el
inmediato anterior a n, cosa que no ocurre para todo
ordinal distinto de 0.
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t
-N TEOREMA EN OLVIRG: EL TEIRZMA MATSTRO ° DE MAC-MAHCN

José V. Garcia Sestafe

un tecrama clasico, que nd se suele encontrar en los sanuales de Comninatzriz hoy dia en us3, 25 el Tecrema

Haestro (Master Theorem) debido al matemdtico ingles Mac-Mahen.

El maver Percy Alexander Mac Mahon, nacif en Malta en {E34 y murid en Camoridoe =n 1929, Ooctzr on Ciencias v
en Laves, pertarecid a siversas zociedades cientificas, antre ollas 3 la Real Sociedad Matemstica de Londros y fue
miesoro del St. John's Callege. Publicd numercsas trabajos de matematica pura en distintas revistas sspecializadas y
varios 1ibros; de sus abras cabe destacar: Philesophical transacticns simetric functions of tha rogis of svstems af
squaticns, Generating functicn in the Theory of Numbars, Theory of the partition of number v Hew Mathesatical Pasti-

nes. Especial mencidn reraco su Coabinatory nalysis (41 que, a juicic de Comtet (121 tomo (, £ig, &), junts con los

tratados do Netic (61 v Riecrden (71,(81,(9) zo0 las grandes ohras clizicas da Combinaizria, Posteriormente,
Mac-Mzhen publicd un rzsuaan de su amplio tratade, con el nemtre de An intrecuction to Cosbinatcry fnalysis (51, que

na hace referencia al citado teorema.

En la ctra ¢a Cartier v Foata ([1), pdgs. S4-49) =2 encusnfra uma generalizacisn dal *scresa maestre. Una Sre-
visigz demastracidn se cace 2 Gaod {31, que se puede ccnsultar en COMTEY ((Z3. L= Théeréme naitre; tamo ! pdgs.

1gy-ieh.

La ingeniosa damastracidn ce Mac-Mahon sa halla en el tcmo primero da (4] (pégs. 93-39). El enunciadn dal Teo-

rema Mazstrs es el siguienta:
Sa definen las n funcicnes,

£. =a.

X
i

v Fat 2 2 Ak, §31,2 et
1 ¥ 3% *nt*n %‘ TR 2y o

y siendo CpaCy vaeCy M rdmeros naturales, se tiene que el coeficiente del menosio

¢, G . C
% { Xy 72055 2,

lQuierc hacer constar mi agradecimiento a Dha. Sofia Berzosa, Subdirasctcra del [nstituto Nacicnal
da Estadistica y a DRa. Ana Maria Calva Irazusta, Jefa dal Servicic de Informacidn del Instituto
Eritdnico en Madrid. A la primera por consequirme copia ¢al libro origiral de Mac-Mahong a la segunda,
par la informacién que me ha proporcicnado sobre la cbra de este insigne aatoedtico.
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3n 2] gesarrnilo 2@
g ¢ Ch c
‘1 1 .\2 s Xl n
es iqual al coeficiente cal nisno aoncaio en el desarrollo de D-l. sienas © ol detercinante La demostracidn se inicia, pantendo de manifiesto que el término general del dewarrollo ce
t
- . - ' t
AL T e Ty (=5 k) (L=syh) (1msghe)
D= L) l-anxz sreens Tlo ke a5 de la forma
€, _Cq _€pyC . C c (m
Pl 2 1 b
......... e T O P 5L 528553 K L1yt $53
kn TR e I-annxn

[ SR
X 1X,72 X I
En lo que sigue, y para mayor sencille: de la deacstracidn se supome n =3, lo cual no resta generalidad al )
proceso deductivo (lo realiza en alqunos cascs el aisas Mac<Mahon), luego en ol desarrallo de
€y Gy e
. Xl { Xz 2 13 3
O B S TR B
<e desea obtener salamente la parte del desarrolla [II1 que es funcidn de
£, | =1a 3 @ %
2 24 72 3 2 8,Kpr Sp¥ay Sk
ssto es, se pretende ootener la parte del desarrollo (1] que es funcidn exclusivasenta de S,y So¥y ¥ Ske-
X3 by Ay A (X 1" 722 3

También, siguiendo al autcr, se introduce la notacién simbélica El problema queda reducido a deeostrar que la parte del desarrollo de (1) buscada es igual al desarrallo de la

fraccidn
I(l-a“xl) (l’a..;,zx,z) (1-%x3)|- l-auxl-a.lzxz-;ﬁx3 + D'l 1
(1-3, 5,0 (l=ag 5.8, (l=2,q5.%)
o 0 272 B33
T R O LR D iy LTRs R
en cuya escritura se ha utilizado la natacidn anteriormente introducida.
donde los productas de los factores L se expresan an forsa de determinante
‘ ' Se espiaza por formar la fraccidn
a a a a
TR Y B e T 2 (g 50, Umtysty) (rapssic)|
|z |- |auts ] 'z | _ i
021 ‘22 '31 l.,.,“ 332 i (l-lel) (1-s2x2) (1-53X3)
que s puede escribir
o2

Fo [Cies 1y, (% a5y Cimtglppey (8mappul] Uosgless e 1| P
l‘u’zz‘xs |’ 2 2 'z

donde por brevedad se ha eserito

pe= (1-!1X1) (l-szle (l-ssxx)
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S8y JUgag e
£fectuands los productos del numerader e F, se chtiene + {n
f.!-sl;(l)(l-szxz)
(1-g X ) (l-szxz) ({-g XS) 51 (X'-;“xl) (1-52X2) (1-5.2.)
4 H (L] . . . 2 :
Fa - . Es inmediato comorobar que ninquna de las fracciones del desarrollo anterior son funcines sélo de
p P 3
S S 9ty
7 2onkn A (- 1le) {1-s X3) 5 “3-"!3“3) (1-stx1) (1-;2)(2)
. = + Por ejeaplo en
P P
{ < -, P - v
{1-51\(11' s-3, (X_ a::(_) (o -3t -}l (l—s:)(:) 's“.zl()(1 a“/\l) ()(3 33.(:}| (ot )(X. - I
+ + + g 2 -.: & Lo & 730
P P i
(1-52X2)(1-ssx3)
(e, k) 5,5, |(x SYCRIE ‘,24,,| 35 .]cxl 2ty Bymimgty) Oy (i
N . = no existe 5y fero si evisten términos en los que entra %1 luego siendo F23 funcitn de Xy no lo es de 5%
P P
Se chserva, inmediatasent2, que la dltima fractin se anula identicasenta, ya que su nuseradar es Dividienda 2nbos mieabros ce (1111 por
- . == = i0h= {1-a x)(la,..sx)(la.,.,s.,x)
515253 (Xl a“xl) ()(2 322’(2) (X3 aL"SI 171
- - - i £11:
T UL SR se obtiene que (11

TSy iyt Ry Ay | 2

(1-slx1) (1-52X2) (1-53X3)

BT S & S R & .
resulta ser iqual al sequndo miembro de [III] multiplicado por D °. De agui se sique que la parte del desarrollo de

: . . -1
cosq se casprueba, por ejeeplo, susanda la sequnda y tercera colusnas a la primera, la fraccién {11, que solasente es funcidén de 81X Skay Sgie estd representada por 0 *. Por tanto, notando por
€, yCoy €
Simplificando, las otras fracciones, resulta en definitiva K S X1 { )(2 2 )(3 3
f .72 .3
%1 %2 " x3
L,-a, X - o
F=ios, Ll s\ 7'22 e TS , al coeficiente del scnoaio x1‘1 x2°2' x;s & xlcz x2°2 x3°3' 50 puede escribir
1.-511i l"fz 1-53x3 - -t
Fagxg T3k T4k
’2’3 | oty ‘n‘s | sty ool K s o= g _
N I ¥ + = t ’ ¢ ' c T o T At
s ) (s s X Uy 51 xg 2y X1 %) 223 2
gy Ty gk
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En ganeral -1
l-auul Ak e Tk
Tty Mgty e iy
Wizt K0 .
¢, ¢ ¢ ° Kol %a2 vea X1
R PRI A 172 L T s
'Im)(n "n'f 0 l-lmxn
Ccoo es facil cyservar, D  sa pueds escribir, tasbidn, en la forma
au -l/xl' 512 Voo aln
n -
D =i} KRy vee X 2l ) ll:(2 ey
8 lnz e am~llx

EIEPLES
) Aunus se pusde obtener directasente de forea suy sencilla, se va a calcular, aplicands sl teoresa de Mac-Mahon

;EZ,CZn.n . CZn.n

Es evidents que.
.\ n cz
L.o n'k

os ol coefictente del téraing x"y" en el producto
(x » y)" « (x +y)"

Entonces, haciendo
Yl +lyay

8 tiene
I~y =x '
= {= {x4y)
—1 .

b=
- -1

¥y supeniendo |x + y[<1 ©
RN T,
kawi

- 30 -

3§ Termnos de grado n + n s cotienen para k = 2n y, precisasente, al téreino en X" yn resulta ser

o C2n.n
“!
luego & " n,i * Conyn
o) S=a calcular n
i.3
(=t)" €, .
i-zo 2n,i

Se coserva que lz suma pedida es ol roeficiente de

K yB
en o] producta ly = z)zn .z - K)Zn . x - y)z‘1
Haciendo
) fay-z, Yzg-x,l=2x=-y
5o tiene, por ¢l teoress namstre
]
L-x x| °
y Loy

x2n y2n zZn Ly g 1

desarrollanda, cupuasta |xy +yz + 2x | <1
o0

-1 3 §
D als+ kzﬂl(-“ {(xy + yz + 2x)

Los téreinos de grado 4n se obtienen para k = 3nj en
0% Gy 4 yz e 20D
el coeticiente del térming
x2n YZn z2n

se calcula mediante la fdrmula de Leibnitz, obteniendose, en definitiva
(3n11 n (3nhy

n
DI ¢, . s N e 2 ()
Emo i nnwny an’

regultando conocido con el nombre de férsula de Dixen (1881)
c) Una generalizacidn del oroblema anterior es el cilculo de la suma

m
- L.
? ’-_Z_m( . Sove,bei cc+a.c+i ) Caob.aﬂ
siendo @ =min { a, b, ¢} t
Se observa que el valor da la susa pedida es el caeficiente del téraino

xb’t YCN xiﬂ!




en el desarrcllo

TR I L M L ML

Procedienda de forma anloga al ejercicio anterior, se citiene
-t K K
playgs ki;l =10* (xy * vz + 2

Log téroincs de grado 2.(atp+c) se adtienen para k = ashecy en

L P
2l coeficiente buscado en el cesarrollo es
{ashec) !
(=130
ceatbt . |
luaga '
t {avatc)!
=0t . G . C 5 —
i n+c bei c+d,ctl * Tarb,adi albiel
d} [esostrar

(30t

e T

.1 {ap My n=2i ' i ’&

siengo r = E{n/2),donde € representa "parte entera".

Se abserva que la susa que figura en el primer aissbro as el coeficiemte de K" yn 2" el producto de los de-

saerolios de
iy} (2o Geap)”
Haciendo
£=yer, ¥ =2ex,] s xty
19 cbtiene
L =g = |

Da |-y L=y | 21 =(xy+yz+2x+ 22y
2 -2 |

vncrtantn
t . 2 k
0 “l"k-l (xy + y2 + 2x ¢ 2¥2)

R a8

Como
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k _ i, k_s j k=§
(Zayz + %y #yz + 2x)° = (Zxyz + (xysyzex)] 2 2 Ck’j(nyz) (xy+yzezx)
L

los términos de grada In, se cbtienen para 3j+2.(k-j) =30 — 2k+j = 7, j§ k y dando sucesivos valores a k,

resulta

k=nely jan2—¢C

n.nn.n

k=n'j=n—cn,n' (nyz) =2y 2

=2 3
o (nyryzeax)
1#1,0e2 (2xyz) {nyryzeax

kam2, j= “"“sz n-4 (vaz) (uy«ywnn6

kaniryj sp=2r—=C

2 3
O (2yz) (ny+yzezx}

donde r = E(n/2}.

Tonanoa sélo los térainas en & yn ™ se autiene

3 6 (3rn
- n n A 2 -4 r
Z n.x‘zn’( 7" +l a2’ 3 +7 Cir2 - 3 v ¥ ner,n=2r 3
i (an an rp)
g bien
oo oL (3in
o U o
i}'ol nyd : Z-o el yn-24 3
{i1)
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LMDICE DE NGTICIAS S337C CLIMPIADAS MATEMATICAS 7 CON-
CURSOS DE PROHELEMAS PUBLICADAS EN ESTE BOLETIN

Con objeto de facilitar a nuestros socios la consulta de datos
sobre los dltimas Concursos y Olimpiadas, ofrecemos unr indice se—
flalando los nimeros y paginas donde pueden encontrarlas.

" CGNCURSOS DE PRCALIMAS DE NUESTRA SOCTIZDAD :

Nimera y afio Czcnvocado en %clertin Cr3nica -~ Enunciados
I (19€3) 1 2, pag 11.
II (1984) 3 4, pag 7
IZI (128S) 5 7, pag 3
TV (1288) 9 10, pag S
v (1587) 3 15, pag 3
VI (1ce3) 17 19, pig 17
VII (1s889) 20 22, pag 9
VIII <1990 24 26, pag 3
OLIMPIADA MATEMATICA ESPANCLA : ’
Nizers ¥ afic Primera fase (diat—itos) Secunda fase (final)
XX (1284) 3, pig 77
X (12858) S, pags. 83y ¢ S, pigs. 8 v 10
T (1585) 8, pag. S g, pigs. 1§ y 75
LTIT (19686-87) 11, pags. 3 v &7 13, pigs. @ y 83
X (1287-28) 16, pigs. 7 ¥ 70 17, pdgs. 7y 71
o7 (1983-89) 20, pags.13 y 79 21, pags. 7y 61
XXVI  (1989-90) 24, pags 11 y 67 25, pags. 9y 73
OLIMPTACA MATIMATICA I3ERO0-AMERICANA :
Nimero. afio y lugar Crdnica v emumciados en Boletin n®
I (1586) Colcabia g, pidgs. 11 y 83
IT (1987) Paraguay : 12, pdgs. 3y 75
IIT (1988) Peri ' 18, pigs. Sy 73
IV (1289) Cuba 21, pdgs. 11 y 63
V (1990 Espaila 26, pegs. 13 ¥ 13
OLIMPIADA MATEMATICA INTERNACIONAL
Ndmero, afio y lugar Crénica y enunciadss en Boletin n®
XXIv (1983) Paris 2, pig. 15
XXV {1984) Praga 4, pig. 67
XUT (195S) Helsinkd 7, pégs. 9 y 89
XOTY (1926) Varscvia 10, pag. 11 y 11, pdg. 89
vITI (1987) Cuba 1S, pigs. 9 y 73
XXIX (1988) Australia

19, pags. 23 y 77
XX (1989) R. F. A. 22, pigs. 15y 73
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INDICE DE LOS ARTfCULOS PUBLICADOS
EN LOS 25 PRIMEROS NOUMEROS
DE ESTE BOLETIN C1983—90>

AUTORES y Titulos Boletin, pag. y afio

AGUADO MUfOZ, Ricardo.
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llerato como E.A.T.P. ... 1 12 83
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ALVARO, Isabel.
Puntos racionales em curvas algebraicas .. ... 7 33 85

ARROYO, MillAn.
Ordenadores y Bducacidén .. ... «:+ +2s 222 22 O 9 85

AVIL&S SANCHEZ, Nanuel.
Programa saobre légica trivalente . ... ... ... 8 55 86

AVILES SANCHEZ, M. y MART{NEZ SANZ, A.
Resolucién de sistemas de ecuaciones lineales 20 67 89

BARRIO GUTI&RREZ, José.
Las Matematicas y los fillésofos .. ... ... ... 9 21 86

BUJANDA JAUREGUI, Maria Paz.
Los fjuegos en la Matematica de la E.G.B. . ... 18 49 488
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CALVIfO CASTELO, Santiago.
Nota sobre a2l concepto de limite y el

axioma de eleccidon en el Bacihilllerato ...

El axioma de eleccion y otras rormu-

laciones =quivalentes ...

CALVIfO CASTELO, Santiago y REVILLA JIM&NEZ, F.

Nota scbre la integracidén por peartes . ...
CARBALLIDO QUESADA, Joeé Francisco.
Sotre la resoclucion de triangulcs
El labcratcrio de Matemsticas
Grafica de uns Xuncién .
£l infinito: breve recorrido bzstorica

COLERA JIMBKEZ, José.
Matematicas electorales .. ...

DAVILA OCAMPGS, Pabio.
Sobre progresiones aritmeéticas ...

DIEZ CALZEN, Pilar.
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ETAYO NIQUEQO, José Javier.
Maschercni y la Geometria del compaas
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ESCRIBAHD ROGDENAS, Karia del Carmen.
Daesarrollos asintéticos .. ... ...

ESTEVE AROLAS, Rodolfo.
Competicicnes matemsticas en China

FERNAWNDEZ BIARGE, Julio.
Educacién e Informatica e ewE
Efercicios criticos sobre algoritmos .
Evaluacién . e
Evalvaciones en Hhtemﬁticas ..
Tender a 1nfinito
¢ Fracaso escolar ? ¢ Fracaso docente ? v
ITutellgencia Artificial
¢ Geometria del espacio ?

Boletin,
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10 65 86

13 77 87

19 63 88

.. 2 5859 83
.. 4 53 84
v 6 41 85
' 7 25 85
» 2 41 83
.. 11 79 86
BUP 1 271 83
v 2 35 a8
4 37 84
.11 7 86
. 13 71 87
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.. 20 53 89
.. 10 61 86
. 4 27 84
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¥ 7 13 85
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Una aplicacién del teocrema de Cayley—Hamilton

Una aplicacidén de los numeros indices

GATE#QO, Caleb.
Una vision practica para Espada, en
relacién con el problema de
la ensefianza de las Matematicas

GCHNEZ REY, Joaquin.
Geometria del tableroc de Ajedrez .

Programas de combinatoria en lenguaje BASIC ‘“»

Una visién de la Fotograria con optica

matematica
Computacién paralela

GOBZALEZ DEL MAZO, Anastasio.
Las Matematicas en el Bachillerato suizo

Boletin,
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9 33 86
18 11 88
20 41 89
15 55 87
18 25 88
16 47 88
13 11 87
20 45 89
21 47 89
22 31 89
23 19 90
22 19 89
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6 37 85
7 34 85
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Juegos matematicos ... . . . ce wms 2
El papel de la Mbtenutzga en el proce so
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El infinito matermatico . una apertura del
hopbre hacia lo transcendente ? ... 25

HERRERO PALLARDO, Salvador.
Actividades matematicas en el Instituto
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HIGUERA GARRIDO, Fidel.
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Un problema “globalizador® ... ... ... +os 0. 4
LIN&S ESCARDG, Enrique.

En el aniversaric de Buler ... . srs » .. 3

MatemAticos franceses a principias del XVII .. 10

Valores estéticos en la Matem&tica ... ... ... 16

L1IS6N, Fernmando.
Los grupos del triéngulo y del rectangulo

con LOGO ... 23

“LOBO, J.*
Anecdotario. Sabre Fermat ... e e pmane zeime; 10
Anecdotario. La apuesta FPolya- Wéyl T I N
Anecdotario. El problema 3x+1 ... ... ... ... 18
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LGPEZ DE ELORRIAGA, Francisco Javier.
Jose Francisco Carballido Quesada

¢ ee. 19
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V. La dignidad de los diplomaticos,
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INTERPRETACION GEOMSTRICA DE LA TEORfA
DE IDEALES: LA LOCALIZACION

Por Fernando Etavo Gordejuela,
Marta Presentacién Garcia Lopez

y (Concepcién Romo Santos.
Introduccion:

La Geometria Algebraica (lasica comenzé con la
escuela 1taliana de finales del siglo pasadc, en Su
vertiente geometrica y continuse, en la algebralca, con la
escuela alemana de la primera mitad de este siglo. El exito
principal consistié en vincular las operaciones algebraicas
con las geometricas de un modo casi biunivoco, asoclando a
cada ideal una variedad. El teorema de los ceros de Hilbert

precisa la manera como se hace esta correspondencia.

En este trabajo sa proponen ejercicios cuya
resolucién enseria 21 manejo de este diccionaric algebraico-
geométrico. Tratamos de dibujar lo mas posible, buscandao asi
la mas intuitiva interpretacién de la teoria. Bien entendido
que los dibujos no muestran sino la parte real de las
variedades complejas gque consideramos y que, por ello, no
pueden ser tomados como modelos seguros para obtener leyes

generales.

1.Proposicién : .

Siendo p: un ideal primo de A , para su ampliado
en AL> Ao . es decir, para el ideal
A , y para el contraido de este se tiene:

Appy del anillo



AmpPr = A

(ApP1)NA = A

A=py es primo proplo

ii) p C g =<
(A,-,pv)ﬁA b P

111) Asp es 21 dnico {deal maximal de A. (por eso se

le llama ideal de no unidades del anillo Am ).

Interpretacion gecmatrica:

Si A=Cl{xi,...,2) y p es un ideal primo en A ,
A es 21 anillo de todas las funciones racionales t’g
donde g éi P ., es decir, bilen definidas sobre la varigdad

Vi,

Un ideal py» que cumple p» (i'. P (&ES VoD v ),
se dice que ze pierde al pasar a Ae . Un ideal p»y» que
cumple P1Cp ($&= V(p:) D V(p) >, no se plerde al pasar a
As

Asi, al estudiar la subvariedad V(p) de una cierta
variedad W mediante la localizacién, se centra el anAlisis
en tcdas las subvariedades de ¥ gque contienen a V(p> ,
olvidando aquellas que no cumplen tal propiecad. Es decir,
se hace un estudio local, lo cual Jjustifica plenamente

llamar localizacién a este proceso.

NOTA: &En tecria general de ildeales se dice que un anillo es
local 1 tiene un Gnico 1deal maximal. Los anillos

tacalizados 4 gon, par Lo tanto, anillos locales
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2. Ejercicio:

Buscar un ideal primo de A que se pierda al pasar
al anillo local, y otro que no se pierca, en lcs casos

Slguientes:

2
a) A= C [x, €, a1 , HETREE I T H D = Alxy, Xz~Ll, ®a=-1)
2 2 2
b) A =€ (%, 8=, X1 , ¥ + X= = Xa | D= Al Xz, X))
c A =€ (X1, 2o, il P = AGty
Solucidon:

Vamos a resolver los ejercicios pensando geométrica-
mente:
a)> V(a) es el cillindro
parabolico muax = m%

Vep) = 0,1, 1>

1

pv se pierde si ¢ D,

0 lo que es lo mismo,
Vipr» P vep

Sea V(p:1) la recta x: ,

esto es, pr = A(Xs) . V(?A\

Entonces V<(p» d; Vipr),
lo que implica

Axad> E p
esto es, se plerde.

p= no se pilerde
si pfc: P, O sea si V(pf) 2 Vp
Sea V<pﬂ) la recta ¥=2=1 , Xa=l , esto es,

pﬂ = Adxz=1l,xs-1); p: no se plerde porque p:c: p

b) V(A) es el cono x» = Xv + x= . V(p) es el punto ¢0,0,0).
Sea V(p)) la circunferencia #: + %x= =1 , x= = 1 , esto es,

pr = Atxa-1) ; P P+ ya que Vi(p:)> V(p). Luego se pierde.
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Hallemos p'| que no se plerda; si ccrt:lxmos el cono con
el planc Xr = 0 nos gqueda ‘<7=' = x?' , es dacir, un par das
rectas, que nc es variedad {rreducible. Quaremos que la

/hxs variedad sea la recta
V(g_; (Xzﬂ Xy = ug . Tomanros en-
tonces:
V(A\ p'| = ACmi—xg,x:) & p.
V(RJ("}%)) No se pilerde.

c) A = Qly, %=, 2l

V<A es @l  espacio

>  tridimensional c>

V(p> es =21 plano x.=0.
8L tomamaos py = A(xz),

V(p.)j_) V(p), esto es,

Pv se pilerde.

31 tomamos

’ ’
= AGuo , Vi(py) D V(P> o mea que Pr no se
pierde. En

Observese gque en estas condiciones, al ser p un
ideal principal, es nminimal ¥ pPor tanta A. tiene un solc
ideal aparte de <(0) : el maximal PAm

3. Proposicién:

Sea q un ideal primario de A . Para su ampliado
an A &—~—n A= |, se tiene:

L e Ep = Asq1 = Ao
A=q1 @s primario y su ideal primo

asoclade es A;.Vc; :
(Aeqr ) NA= g, .

11> Q1 Cp =

V(p)

=T, 55 =
4. Ejercicio:
Para 2. -saso A = € (i, Xz, L), con la condicisén
2 2 3
o = X+ Xe oy p oS AKX, Xn) , cOmprobar que  qr = ACKY)

= ACGh-1)3) ge pierde al pasar a A,.
~ ’
Conmparar Vg s Ng Vg con Yoo respecto de la

. ?
no 33e plerde, pero g

relacisn de inclusion.

Solucidén:
Qv = A(x3.) C p . Luego
A~qv # A ¥y por tanto

V(Ei.\ )qu no se pierde al pa-
)
sar a Ae . En cambio,

\/(gﬁ\

qf = A =10 | luego
A.:,q'1 = Az ¥y por tanto
qﬁ se pilerde al pasar a
Ao . Como g'( p, enton-

ces V(gr) D V(p

X, En cambio, como qi ¢ p,
entonces V(q:> :P Vipy.
Por tanto, dado un ideal u , u se conserva al pasar a

Aem si V<u> 2 Y<(p) y se pierde en caso contrariaq.
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PROBLEMAS PROPUESTOS EN EL CONCURSO-OPOSICION
PARA PROFESORES AGREGADOS DE MATEMATICAS.
JUNIO — 1990

Ofrecemos a continuacién los enunciades de los problemas
que han sido propuestos en el concurso-oposicién para Profesores
Agregados de Matemiticas en Institutos de Bachillerato, por los
cuatro tribunales constituidos al efecto, en la convocatoria de
1890.

TRIBUNAL N 1
1. Sean B = {21,-6.2.2:3} una base del espacic R®* y f una
forma n-lineal de E = RPXR®Y R® —>» R que llamaremos "Quasial-
ternada” por cumplir con 2. C1, 0 € B, £¢8:1,84,30) =
- 0,8l e = @3 6 e1 = e & 83 = euw
- { 1, en caso contrario.

-- a) ¢ Son ciertas las implicaciones:

- = - p
1.- Si g es tri-lineal vy ‘Va.b e R® , gta,a,b) = 0,
entonces g es quasialternada.
- 5 ® - »
2.- f quasialternada =smp» f<(a,a,b> = 0 , Va,b € R= .
e . - - >
-~ b) Si (%1,X=z,%a) € E , llamaremos permanente de (xi,X=z,Xa) a
-5 N <H - - b
£(¥:,¥=2,%2) . Calcular X para que el permanenta de (xi,X=z,Xa) Sea

1990, siendo % = (=2x,-30,-10>, ¥z = (-),20,-40), Xa = (2,0,x®,

2. Se extraen aleatoriamente de una poblacién cualquiera una
miestra de ) observaciones independientes. & Cual es la
probabilidad de que las dos ultimas observaciones sean menores que

las cuatro primeras ?



3. Sea E un espacio métrico. Se llama namero p de Lebesgue de un
recubrimiento abierto {As}s«. de E a todo numero p > 0 tal que
v'x e E 1la bola centrada en x y de radio p esta contenida en
algun Ax del recutrimiento. Demostrar que si E tiene 1la
propiedad,de’ que en el toda sucesién infinita tiene algun punto de
acumulacién, entonces existe el nomero p de Lebesgue para todo
recubrimiento ablerto de E.

Como consecuencia, probar que si en un espacio nmetrico toda
sucesién infinita tiena umn punto de acunmulacién, entonces es

compacto.

4. Sea ABCD un cuadrilaAtero inscrito en una circunferencia. Por
el punto P de 1interseccién de sus diagcnales ce trazan las
perpendiculares a los lados. Demostrar que el cuadrilatero cuyos
vertices son los piles de estas perpendiculares es de perimetro

minimo entre los que se pueden inscribir en ABCD.

.‘
-» { - -» -» {2z
S. En R* se define la sucesidn Xm = = A Xn—-1 + b , Xeo = 2 i
{
4 000
- 1 -»
= 1400 b =11 P Calcular lim Xn
siendo A 11140 ¥ ! oig-
1444/ ===
S. Una funcién f(x) real de variable real, definida en 1la
samirrecta positiva {0,+®») , se llama acotada exponencialmente

cuando existen un ¢ positivo « real, tales que V’x e (0,+=) ,
[tx>] % c.e=< . Demostrar que: Si f(x) es umna funcién
segmentariamente continua en {0, +o) y acotada exponencialmente en
diche... semirrecta, se verifica que existe un « real tal que

e—¥® f(x) dx sea convergente para todo y mayor que & .
0
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7. Dado el polinomio P(x) = x* - 4x° + x# + 6% + n

a) Encontrar todos los polinomios Qi (x) tales que

Qx> 2 x# + ax + b y P) = (Qu21#* + mlQi(x?)] + n

b)> Calcular el valor de n sabiendo que si R(X) es el polinomio
( £ Qu¢x> 13 |, R(x)> tiene un maximo relativo en Xo = ns/2

c) Obtener las raices de P(x> para ese valor de n

8. Se consideran los numeros naturales escritos del modo usual
en base 10, Se pide:

a) Encontrar el menor numero tal que al suprimirle la primera cifra
de la izquiercda quede reducido a su quinta parte.

b> Demostrar que no existe ningun nlamero que al suprimirle su
primera cifra de la izquierda quede reducido a su doceava parte.

¢) Formular un criterio general que permita afirmar cuéAndo un

namero queda reduclido k veces al suprimirle su primera cifra.

9. Hallar el volumen de un cuerpo que tiene por base un
triéngulo isosceles de altura h y Dbase a . La seccién
transversal del cuerpo (perpendicular a h ) es el segmento de una

parabola cuya cuerda es igual a la altura da dicho segmento.

10. Hallar el lugar geométrico de los puntos desde los cuales se
ven dos esfieras bajo angulos iguales.
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TRIBUNAL Re2 2

1. Estudiar la derivabilidad de la funcién IO
f(x> = 12%¢x - 11 + 12x + 11
2. Un recipiente cilindrics, cuya base es ul circulo de radio

2 dm, contiene agua hasta una altura de 1 dm.

Se introduce en este recipiente una bcla esrérica de diénatro
d. & Cual es el valor de d para que s verifigque que el plarno
horizental determinado por el nivel del agua es tangente a la

bola ? Determinese el wvalor de d en nmiliretros.

. . i LIS ¥
& . Calcular el siguiente limite; “}::‘:ﬂ = o ;
4 f:% ax
siendo I = -'-‘-:: o ""“""1_‘_‘:05,‘
4. En el sistemra de numeracién de base = , 'los numercs 121 ¢
152(. , 213(* , son tres términos consecutivos dz una progresién

aritmética crecienta.

a) Daducir los criteriocs de divisibilidad por &4 y por 5 en dicho
sistema de numeracién.

b) Considerando er ese sistema los numeros caplctas de 4 cifras,
deruestra que cualquiera de ellos es miltiplo de 4 y halla la

suma de aquellos que son adenas maltiplos de S.

S. Resolver la ecuacién 2.B(x) + 3 = 4x , siendo E(x)> la parte

eatera de = .

6. Encontrar un polinonic de gradoe siete, de variable real,

p¢x), de tal forma que p(x) - 1 sea divisible por (x+1)4 y
p¢x) + 1 sea divisible por <(x-1)4

7. Sea { ABC ) un triangulo; G su baricentro.

A, B, C° son respectivamente los puntos medios de los lados
(BC> , (CA) y (AR
A todo punto M del plano se asocia el punto X tal que:
~ip -ty - P
M{ = MA + MB + MC
—dp el amelp
a) Probad que GA + GB + GC = 0
e 4
b> Expresad GX en funcién de Eﬁ . Dad una ccastruceién
geométrica de X . Demostrad que las rectas {MA‘) y (AX} son
paralelas. asemostrad que se cumple lo mismo entre las rectas (MB')
y (BX} y entre las rectas <{(MC') y {(CX}
c) O es el centro del circulo circunscrito al triéngulo ( A B C »
Demostrad que si X esta en (o)
ortocentro del triangulo { A B C }

. entonces X esta en H

d) Demnstrad la alineacién de los puntos O , H y G . Calculad
-—lp
Bﬁ en funcién de OG .
8. Sea X = (1,2, 3, 4, 51} . Consideremos la siguiente
clasae de subconjuntos de X :
T=4<(X,4, 1y, 3,4, (1,3,4> , 2,3,4,5) ) .

a) Demostrar qua T es una topologia de X

b> Determinar los subconjuntos cerrados de X .
¢G> Hallar los puntos de acumulacién del subconjunto A = (1,2,3)

d> Hallar el interior, el exterior y la frontera del subconjunto
B = (2,3,4) .
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9. En una sucesion finita de numeros reales, la suma de 7
términos consecutivos cualesqulera es negativa, Yy la suma de 11
términos consecutlivos cualesquiera es positiva. Determinar el

numero maximo de terminos que puede tener la sucesidn.

10. Dadas las ecuaciones: (I): e”. senix) = 1 ;
(II): sen(x) + cos(X> = 0 y (I[II>: e*.cos(x) = -1 , y la familia
de intervalos Irn = [ 2k , 4k+1)w/2 1 , siendo k € b ]

a) Demostrar que la ecuacién (I> tiene una solucién real y sélo
una, en cada uno de los intervalos Iy

b> Si cq y s2 son dcs sclucliones consecutivas de la ecuacién
(I>, entonces demostrar que las ecuaciones (ID) ¥y (III)> tienen,

cada una de ellas, al menos una solucién en al intervalo (sq,S=)

TRIBUNAL N2 3

1. Se considera un espaclio de probabilidad ¢ Q@ , 8 , P> , donde
Q es un conjunto finito = 4 . Una variable alesatoria real X toma

los valores 1, 2, 3 y 6 con la ley de probabilidad siguiente:

Pt X=nl)] = Xx/n AN e R .
a> Calcular A\ , la esperanza y la varianza de X .
b)Y Sa considera la variable aleatoria Y = (X - 3>2 , Calcular el

coeficiente de correlacién de X sobre Y .

2. Demostrar que ¥n , =n € N®# - (1} , se verifica:
™ 27 3 can (pedT N )
sen - . sSen . Sen /= . ... —_ ——-2‘.‘

3. Sea X, T) un espacio compacto, <(Y,T") un espacio topolégico

separado o Hausdorsf y sea f: X ~—=p Y una aplicacién caontinua.

Demostrar:

a) f(X> & Y es compacto.

b> Si la aplicacion f es suprayectiva, entonces Y es compacto.
c> Si la aplicacion f es biyectiva, entonces f es un

homeo-
mortfismo.
4. Sean (x> y g(x) das funciones diferenciables definidas
en 0 < x ¢( ® , que satistfacen las condiciones siguientes:
f’g = sen x + cos x v .87 = -sen x , L£(/2Xg(n/2) = 1
lim gdx) = -1 . Determinar If(x) y g{(x
2=+ 0

S. Sean E y F los espacios vectcriales de polinomios en una
indeterminada x , con coeficientes reales y de grados menor o
igual que 2 v menor o igual que 5, respectivamente. Se considera
el homomorfismo f£: E —» F definido por
ICP(x))> = PCx) . (x® + ax® + bx + 1D

a) Calcular a y b sablendo que el homomorfismo:

g: F/im £ —p R? l (Q(x>] —» ( R(=1>,Q° (1), cQ” (LY-Q(-1L> )
estad bien definido, independientemente del valor de ¢
b> Para estos valores da a y b bhallados, determinar el valor de
c para que (€0, 1, 0> ¢ im g

S . Se forman los namerns 49 , 4489 , 444889 , 44448889 , ...,

intercalando cada vez 49 en el centro del namero anterior.
Demostrar que todos ellos son cuadrados perfectos y hallar la raiz
cuadrada del que consta de 2n cifras.
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7. Las medidas de lcs angulos de un triangulo estan en
progresiéon aritmetica Yy las longitucdes de las alturas del mismo
triangulo también estan en progresién aritmetica. Demostrar que al

triangulo es equilatero.

8. Hallar el lugar geométrico de laos puntcs de interseccién de
lcs pares de norrales a una parabola dada, que son perpendiculares

antre si.

Q. Obtener el vclumen determinado por la interseccién en angulo
recto de dos cilindros iguales (empalme en cruz de dos tuberias de

igual diémetro).

10. Sean n,ke ¥, nP2, n k . Calcular:

A
Iya = L(:)x‘- {4 - x)™-% ox

TRIBUNAL HQ 4

1. Sean dos rectas r y S , secantes en 0 , formando un angulo
a (a 2 0). Sobre la bisectriz del aAngulo a se toma un punto M
por el que se traza una recta variable que corta a la recta r en

el punto P yala s en Q . Hagamos OP = x , 0Q =y . Se pide:

4

a) Demostrar que <=+ = es constantae.

b) Calcular x e y de forma que &l Area del triangulo OPQ sea

igual a una cantidad constante.
c) Calcular x para gue el area del triéngulo OPQ sea mi nima.

- s -

2. S1 h es la altura del 5ol en el primer vertical al oeste
en un lugar de latitud ¢ y X es la longitud del Sol, probar que
(con € = 23= 27' ):

g = arc sen [ sen N\ sen € cosec h 1]

3. Se da la curva y = x% + ax3 + bx2 + cx + d Hallar una
recta de tafil modo que los puntos de su interseccién con la curva
My, Ma, Ma, M4, determinen tres segmentos iguales MyMa, = MzMg =

= MyMe . ¢ cuales son las condiciones para que este problema tenga
solucién ?

4, i Para que valores de a tiene el sistema siguiente:
xR - y2 =0
(x-a’>2 + ya = |1

cero, una, dos, tres, cuatro o cinco soluciones ?

S. Determinar los tres numeros complejos a , b , ¢ tales que

para todo eiemento =z del cuerpo C de los numeros complejos, se
tenga:
a) 23 + (~6+461)z3 + (9-241)z + 18+131 = (z + L)(az® + bz + ¢)
b> Resolvar en C la ecuacién
z8 + (-8+51)zF + (9-244)>z + 18+131 = 0
¢) Los puntoas A , B , C , afijos de las raices da la ecuacién
anterior, se consideran como vértices de un triangulo. Hallar:
12) lados y angulos de este triangulo deduciendo de qué tipo es.

22) radio de la circunferencia inscrita en el triéngulo.

S. Deﬁfrminag' las condiciones para que el polinomio:
- wm 00‘
P) = x°™ + x + x3P*2 | gea divisible por por x* + x2 + 1
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7. Resolver el sistema X +y +z2 = -a
X2+ y& o+ z2 = =&
xu.z + yé'.l + Z"' - _a:;i
8 Sea f una funcién contf{nua y estrictamente creciente en
fa bl] . Sea g la inversa de f en [(f¢a , f(b1 . Calcular
razonadamente: b £ (b
fx) dx  + g dx
a fa>

9. Con 27 dados blancos se forma un cubo de 3 dados por arista,
s6lido, cuyas caras se pintan de negro. Se deshace el cubo y una
persona, con los o0jos cerrados lo reconstruye. Hallar 1la

probabilidad de que resulte un hexaedro pintado de negro.

10. Def. 1: Se denomina Z-matrices a las matrices cuyos
elementos son numercs enteros racionales.

Deif. 2: Doe matrices A , A’ ( A’ = traspuesta de A ), se

denominan Z-gsemajantes, Si existe una Z-matriz, X , cuadrﬁga y
unitaria (det X = £ 41), tal que se verifique: (1> A = X.A%. X
PROBLEMA: Dada la Z-matriz 0 1 0
A= a= aq as
as 0 0

comprobar que las Z-matrices A y A’ son Z-semejantes. Es
decir, demostrar gque exista X , con las condicicnes dadas en la
Def. 2 y que ademas, la matriz X es simétrica.
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PROBLEMAS PROPUESTOS EN EL CORCURSO-OPOSICIGH
PARA PROFESORES AGREGADOS DB MATEMATICAS.

ANDALUC{A - 1990

1. Eacontrar razonadamente los numeros de cuatra cifras de .la

forma abab que disminuidos en wuna unidad

sean cuadrados
perrectos.

2. 8e rforma un trisngulo untendo tres puntos al azar sobre una

circunrerancia. fHallar la prokabilidad de que al triangulo sea:

&) Acutangulo,
b> Obrtusangulo.

c) Rectangulo.

3. Estudiar y representar la funcién derinida por
Yy = cos?®*x sen 2x |
calcular el area limitada por dicha curva y el eje OX entra x = 0
y x=T1
4 . Dada la circunferencia de centra ¢ 1 , 0 ) y radio 2 , se

trazan por el origen dos rectas variables que forman entre si un

angulo w = 30 . Sean A y B 1los puntes madios de las cuardas

que cada una de ellas intrecepta en la circunferencia.
punto medio de AB

Saa N el

Hallar al lugar geaométrico de geométrico de
los puntos X .
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S. Un rayo luminoso parte del punto F¢5, 102 y despues de
raflejarse en la recta 3x + 4y = 30 , pasa por el el punto P(3,4).
Daterminar: a) Las ccordenadas del punto de aquella recta 2n el

aue el ravo luminoso cambia de direcclon.
b) Longitud del camino recorrido por el rayo desde ¥

kasta P y explicar peor que esa longituc es mnima,

S . Sea Ra () el espacio vectorial de los peolinomios de grado
menor o igual a 2 con coericientes reales, Encontrar una base en
Ra (x? que contenga a una base del subespacio h que esta

engendracda por el conjunto A = { x-L1 , x3+1 , 3x%+2x+1 )}

7 . Sea s € S. una permutacién del conjunto I = (1,2,3,...,,n)
Sa dice que una permutacién es total si xﬁi ¢ I, s(1) #£1 . Sea
Dn el conjunto de las permutacicnes totales. Se pide:

a) Definir el conjunto Dn (complementario de  Dn en S~ ? ¥

damestrar qua s0 puede considerar coma la unidn de una familla de
n partes A. , L = 1,2,3,...,n . Es declir:
n
Dn = k-) Ay
i=1

b> Hallar el cardinal de -E: vy a partir de él, el cardinal de Dr
o sea el numero de permutaciones totales.
¢) Hallar el siguiente limite: Lim card (D)

n—y oo n!

8. Dadas las esferas de radies R y r tales qua la distancia
entre sus centros es d , se situa un punto luminosa en la linea
que una los centros, entre ambas esferas. ¢ En qué posicién habra
que situarlo para que la suma de las superficies 1iluminadas en

ambas esferas sea maxima ?
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RESEMA DE LIBROS

JAPANESE TEMPLE GEOMETRY PROBLEMS, por H. Fukagawa vy D.Pedpe.

The Charles Babbage Research Centre. <(P.0O. Box 272, St.

Norbert Postal Station, Winnipeg. Canada R3J LL6) 206 pags.

Yy numercsas tiguras. 1989.

Los suscriptores de la excelente revista canadiense
de problemas CRUX MATHEMATICORUM concciamos dede hace arnos
los bellos problemas geometricos propuestcs per el primero
de los autores de este libra, Hidetosi Fukagawa, que publics

en GACETA MATEMATICA, 22 serie, vol.l, n2 2 (1988)

2 el
articulo “SAVGARU: Las tabletas matematicas dJde madera
Japonesas”, traducido del 1inglés por quien esto escribe.

Estos problemas proceden de la época en que Japén estuvao
aislado de Occidente (siglos XVII a XIX), y el libro que
comentamos es una recopilacién de 35 ejemplos resueltos v

230 propuestos, de los que se incluye la respuesta final o
numerica.

Los problemas suelen versar sobre complicadas confi-
guraciones de circulos tangentes entre si y a triangulos o
cuadrados, asi como su generalizacién natural al espacio,
con esferas tangentes a cilindros o contenidas en
elipsoides. El1 problema de Malrfatti, por ajemplo, fue
propuesto y resuelto en Japen, 30 aflos antes que en Eurapa.
Siempre que es posible, se incluye la solucién original de
los problemas, que tiene la particularidad de no utilizar
apenas trigomometria, con lo que la complicacién algebraica
alcanza en ocasiones cotas realmente notables. Otras
veces - cuando la tuente ha desaparecido, bien el 1librao,

bien la tableta votiva de madera que contenia el problema y
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e = cuolgaba an luos templos “para Zioria de los dioses y

[

aungr de 05 aurares” - sa incluye la sclucien "maoderrna®,
usando la trigonemetria o la inversion., que No era conocida
an Japen entonces, ssgun dice Fukagama (25 sabido que el
inventer occidental de la inversion fue Steiper, perc dado
nuestrc desccnocimliento ce ia matematica tradicicnal

sriental, es conveniente no aventurar julcies

~

Simolerente a2 titulo de ilustracidén, nmenclonamos uUNO

de las protlemas: En el trianguic  ABC , sea D un punto
del laco 8¢ tal qgue los c:rculos Inscritcs en les
triangulos ARD ¥y ADC  tienen el mismo radio. Aallar la
longitud de la transversal AD en runcién de los lacdos de
AEC

El libro incluye ademas una extensa biblicgraria (de
titulos japcneses, deha advertirse) relativa a los prcblemzas
de las tabletas de madera, reprcduccionas de algunas de
s, fotos de algunos temples y un mapa CGR 2l numero de

ella
tabletas halladas en cada preZectura de Japon.

Los aficicnados a los prcblemas dificiles de
geometria disfrutaran (mejor dicho, dissrutaremss) <cn este
libra, de precio asequible (15 3 canadienses?), que se puede
pedir a la direccién indicada en la cabecera de este breave

ccmentaric.

. Francisco Bellot
Catedratico de Matemzticas del

1.8, “EFEmilia Ferrari” da Valladoliald

PROBLEMAS PROPUESTOS

ENUNCIADOS DE LOS PROBLENMAS PROPUESTOS EN LA
XXXI OLIMPIADA MATENMATICA INTERNACIONAL
CELEBRADA EN CHINA EN 1990

PROBLEMA N2 1 :

Se consideran en una circunferencia dos
cuerdas AB y CD que se cortan en el punto E interior
a la circunferencia. Sea M un punto del segmento EB-
situado estrictamente entre B y E . La tangente a la
circunferencia que pasa por D, E y M en el punto E
corta a las rectas BC, AC en los puntos F, G
respectivamente.

Si -;“&- = t , determinese E—;— en funcién de t

PROBLEMA N2 2 :

Se da un conjunto E de 2n-1 <(n 3 3) puntos
distintos sobre una circunferencia. Se supone que
exactamente k de los puntos dados se colorean de
negro. Tal coloracién de k puntos es “buena® si
exista al manos un par de puntos negros tal que el
interior de uno de los arcos formados por esos dos
puntos contiene exactamente n puntos de E .

HAllese el minimo valor de k para al que toda

colorecién de exactamente k puntos as “buena”.

PROBLENA §2 3 :

Hallense todos los numeros entercs n > 1 tales

"
qua 2-*1_ o5 un entero.



- 72 -

PROBLEMA H§2 4

Sea Q¥ el conjunto de los numercs racionales

estrictamente positivos. Cconstruyase una funcidon
f: Q¥ —> Q* tal aue

P £(x)

T (xfy) = - para todos x, ¥y ¢ @

PROBLEMA N2 S5

Dos personas A y B participan enrn un Jjuego
eligiendo alternativamente lcos numeros ni,n=,... de
acuerdo con las siguientes reglas:

Al principio se da un numero natural no > 1
Una vez conocido nas , el Jjugador A puede escoger
cualquier nak+s € N tal que naw § Nawes ¢ n:L

Después, el jugador B escoge un rnuxzero nar+m € N tal
Naked
Nikez
exponente entero estrictamente pesitivo.

que 2s una potencia de un numero primo con
El jugador A gana el Juego si lcgra elegir el numero
1990, y el jugador B gana a2l juego si logra elegir el
numero 1.

ta) ¢ Para qué valores iniciales no el jugador A
puede asegurar su victoria ?

(b> ¢ Para qué valores iniciales no ol Jugador B
puede asegurar su victoria 7

(¢) ¢ Para qué valores iniciales 1o puede cada

jugador asegurar que el otro no ganara ?

PROBLEMA N2 6 :

Demuéstrese que existe un poligono convexo de
1990 lados con las propledades siguientes:
¢(1) Todos los angulos son iguales.
(11> Las longitudes de 1los 1990 lados son una

permutacién de los numeros 12,23,...,10893,1990% .
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ENUNCIADOS DE LOS PROBLENAS PROPUESTOS EN LA
V QLINPIADA IBERO-AMERICANA DE NATEMATICAS
CELEBRADA EN VALLADOLID EN 1990:

PROBLENA N2 7 :

Sea { wuna funcién, derfinida en el conjunto de
los enteros mayores o iguales que cero, que varifica
las dos condiciones sigulentes:

J
I>) Sin=2 -1, para J = 0,1,2,...

1]
. antonces f(n) as cero.
1> Stn=2l -1, para g =0,1,2,...

antonces f(n+l) = f£f<(n) - 1.

a> Demostrar que para todo entero n , mayor o igual
que cero, existe un entero k , mayor o igual que
cero, tal que

f(n> + n = Zk = 1

b> Calcular f<2‘9,°)

.

PROBLENA B2 8 :

En un triAngulo ABC , sean I el centro da la
circunferencia inscrita y D , E y F sus puntos de
tangencia con los lados BC , AC y AB , respectiva-
menta. Sea P el otro puntc de intersaccién de la
recta AD con la circunferencia inscrita.

Si M es el punto medio de EF , demostrar que

los cuatro puntos P , I , XN y D pertenecan a una
misma c¢ircunferencia o estan alineados.
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PROBLEHA 02 9

Sea f(X)y = (X + b}' - c un polinomio con Db
y ¢ nuameros enteros.
a> Si p es un numera primo tal que P divide a. ¢C
y p® no divide a ¢ , demostrar que, cualquiera que
sea el numerc entero n , P2 no divide a f<n)

b) Sea q ¢a numero primo, distinto de 2, que no

divide a c . Si q divide a £f{n) para algun
namero entero n , demostrar gque para cada entero
positivo r , existe un numero entaro n' +tal que g¥

divide a <f<(n'>

PROBLEMA §2 10 :

Sea Cy una circunferencia, AB unao de sus dia-
metros, t sou tangente en B ¥ ¥ un punto de C»
distinto de A y de B

Se construye una circunferencia Ca tangente a

C. en M y a larecta t

a) Determinar el punto P de tangencia de t ¥ Cz
y hallar el lugar geomatricoa de los centros de las

circunferencias C= al variar M .

b) Demostrar que existe una circunferencia ortogonal

a todas las circunferencias C=

NOTA: Dos ciscunferencias €01 ortogonales s8i se
cortan y las tangentes respectivas en los puntos de

{nterseccién son perpendiculares.

- '/5 —_

PROBLEMA F2 11

Sean A y B vértices opuestos de un tablero

cuadriculado de n por n casillas <n 3 1), a cada

una de las cuales se aflade su diagonal de direccién

AB , formando asi 2n=® triangulos isésceles. Se

mueve una ficha recorriendo un camino que va desde A
hasta B formado por segmentos del tablero,
coloca, cada vez gque se recorre

y se
un segmento, una
senilla en cada uno de los triAngulos que admiten ese

segmento como lado. El camino se recorra de tal forma

que no sSe pasa pPOr ningun segmento mas de una vez,

se observa, después de recorrido,

¥y
que hay exactamente
dos semillas en cada uno de los 2n2 triangulos del
tablero. ¢ Para qué valores de n
situaclién ?

es posible esta

PROBLEMA N2 12 :

Sea £ un polinomio de grado 2

2 con
coeficientes racionales. Probar gque si el grafico de

# es tangente al eja x , entonces $£(x) tlene sus

tres raices racionales.
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| preezdentas

aropuss
tos en dat
el n? " o -a :
L 2 3 49 g€ 30 7° ge 9e  1Qge
1 Varwizcz 4 4 e e = = - - - o
2 QuUI-Es (Fari=)ll 2 32 2 4 a2 4 - = (e
3 QME-fZ i34 |12 19 12 13 18 I3 12 19 - - |G
a QUMI-22 (Pragz)|S S 6 < § 1Syl4 - - - 1c
s VYarics 3 7 27 7 8 - = . =
3 Varica W 7 18 @« =« = = - - fod
7 |amr-zz (Fimile @ 15 1§ @ - - -l
3 GIM-3S{3czr=Ei| 10 10 17 10 19 11 - - -l
3 CME-£2Z 195 (18 12 29 18 13 13 - - =-1le
Yarics - & = & = = 1717 12 17|lcC
19 Cuina 7 Aws=® |23 15 21 20 5{2{1‘] 2@ o-|cC
1 CME-fZ 1525 |13 14 15 14 14 22 20 15/ 0 12| C
CMI—25{Tarza®il26 20 12 21 = - = - - le
12 CIM-ZT(Urug.) 1§ 14 14 I7 1S 1T - - - 1c
OME-f1-Extrem’| = - = = = = 15 15 15 22| ¢
13 OME-f2 1587 |20 21 21 22 2v 2@ - - - le
14 Czrios 15 1S 1S 1§ - - - - - S
1= OMI-87 (Cuza) |18 13 18 21 2¢ 21 - - =-le
15 CME-f1 1857 |22 22 21 18 22 22 22 22 - - | C
17 CME-£2 1953 (25 23 23 25 23 23 - - =€
18 OTM-Perd 1998 | 23 23 23 23 25 25 - - =-1¢
12 G.‘-‘.Z—ES(AuxtLla 23 26 24 24 23 26 - - - c
20 oME-1 (1528) |24 26 24 25 24 26 24 26 25 24| C
21 OME-f2 (1389)f| 24 XX 24 XX XX 24 /XX 25 XX 26
OM-389 (Cuba)|26 X - = = = = = = =
22 CMI-29 (RFA)/[XX XX X XX XX XX /X X XX XX
oposiciones XX XX ¥XX - - - - - - -
23 cpasictezes [X¥ X XX XX XX XX XX IX = =
24 oME-FL (1990) [ XX X X IX X X X X - =
25 ONE-£2/4(1990) | XX XX XX XX XX X/xL X Xx xx
o - B
CLAVES: OMI Intarnzc_onal.
QIM czna 32 Ma<amacicszos =
aMe E=pafisia = fzs= 1 .
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PROBLEMAS RESUELTOS

Publicamos a continuacién la solucién del problema

112 del Boletin »2 11 (de la

Ollmpilada

Matematica
Internacional celebrada en Varsovia en 1986,

unico de los
propuestos en los 20 primeros numeros,

del que todavia no se
hzbria recibido

procedente de nuestros
La qua publicamos ahora &s la presentada por el

ninguna soclucién

lectores.

proresor ponente de ese problema en la citada Olimpiada.

PROBLENA 112 (Boletin n2 11):

A cada vertice de un pentagono regular le asignamos un

numero entero de modo que la suma de estos cinco nameros es
estrictamente positiva. Si a

corresponden los numeraos X

tres vertices consecutivos

y ¥+ 2, con y < 0 , entonces
Se puede realizar la operacidén siguiente: Los numeros x ,
¥ » 2 , se reenmplazan respectivamente por los X+y , -y ,
z+y

Esta operacién se efectua repetidamente mientras

alguno de los cinco numeros sea estrictamente

negativo.
Determine si después de un nanero

finito de pasos, este
procedimiento necesariamente termina.
Solucién:
Sea f£X) = f(x,,xz,xz,xq,xs) =
2 2 2
= (xg-xy)  + (xk-xz) + (xs-x:,)z + (x‘—xy) + (x,-xg)

Para ver como cambia el

SUpOngamos X <0
X =
Y =

valor de £ en cada paso,

, €COon 1o que el vector
(xf,xz,xz,x4,x5> se transformard en el

(x1,xzfx3,—x3,x3+x5.xs) Y tg:dremos 2 2
£y = (X +xg) + (x#-xz> + (x5+x3> + (x4+x3-x1) + <xz+x3-x5>
de donde resulta  F(Y)> = £(X) = 2x,(x,+X,+X3+Xatxg)> < O
los valores de b4
constituyen una

Por 1lo tanto, , despuas del :

decreciente da

paso,

sucesidén anteros no

negativos, y tal sucesién es necesariamente finita.
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PPOBLEMA 2 (Boletin nf 19)

Sea n un nmero entero estrictamente positivo. Sean Al’ Az,...p
Ayoq subconjuntos de un conjunto B tzles gue

a) cada Ai tiene exactamente 2n elementcs

b) para todo (i,j), L < i < j < 2n+l, Ai(\ Ay contiene uno y sé
lo un elemento '

c) cada elemento de B pertenece al menos a dos de los conjuntos

a.
1

Determinar para qué valorzes de n se puede asignar a cada uno de
los elementos de B unc de los nlmercs 0 6 1, de tal manera que
cada uno de los conjuntos A, tenga exactamente n elementos a los
cuales se ha asignadoc 0.

Solucidén

Sean a, b, ¢,... elementos de B. Surongamos que el ele
mento a figura en k (2 < k < 2n) subccnjuntos A;, que pocemos:su
poner scn los k primeros: Ayl Bgreees A,. para completar A, hay
que afiadir 2n-1 elementos distintos y distin

w»
|

1= @...} tos de a.

o
1

2 = {(@r.--} Siguiendo el razcnamiento, para cam

ale ataaistee e pletar Ay hay que agregar 2n-1 elementos dis
tintos de a y distintss de todos los afiadidos

anteriormente.

Por tanto, hasta ahora se han utilizado
1 + (2n-1)k elementos distintos.

Para formar AL, Se puede tomar un elemento de A, (# a,
puesto que se ha supuesto gue a se incluye en s6lo k subconjun-

—_ '/9 -

tos Ai), otro de A2 (# ab".otro de Ak (# a). Para completar

A
. D k+1
hay que anadirle 2n-k nuevos elementos, esto es, distintos de to
dos los utilizados hasta ahora. -

Para formar Ap,o Se puede tomar un elemento de Aq (# a
vy # del tomado en Ak+l)’ otro de A2 (# a y # del tomado en Ak+l)
»++ Y Otro de Ay, (elegido entre los 2n-k nuevos elementos). Pa

ra completar Ay, basta agregarle 2n-(k+l) nuevos elementos (no
incluidos en ningdn subconjunto anterior).

Siguiendo el proceso:

Para completar Ak+1 hacen falta 2n=-k nuevos elementos
" Ak+2 " zn_ (k+l) "
" Ak+h " zn_ (k+h_l) n
Azn " l "
"
Aon+1 " 0 '

en total (2rm-k) + (2n-(k+1)) + ... + 1 + 0 = (Zn-k)itzn—k+1).

Luego el nfimero total de elementos distintos que exis-
ten en los 2n+l1 subconjuntos, es

N =1 + (Zn-l).k + (Zn-k) . (2n-—k+l)
2

Yy como el nGmero total de elementos iquales o distintos en los
2n+1l subconjuntos es 2n(2n+l), dado que cada uno tiene 2n ele-

mentos, y, a excepcién de a que se repite k veces, los restan-
tes se repiten al menos dos veces, luego se

debe verificar

K + 2[}2n_1)k L2000 2nktd ] o

2

in

de donde k% - 2k £ 0 + k(k=2) < 0% 0 < k < 2 y como por otra
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parte k > 2, resulta k = 2, esto es, cada elemento se repite 2
y s6lo 2 veces en los 2a+l subconjuntos, existiends n(2n+l) ele
mentos distintos.

Una manera sencilla de formar los 2n+l subconjuntos con
siste en dotar a cada elemento de dos subindices que indiquen a
gue dos subconjurtos pertenece el elemento considerado. Asi, por
ejemplo, para n = 2

By 212 313 214 315
Ay 312 223 824" 325
Ay 213 a3 |33 235
Ay 314 a4 334 s
Ag 315 ass 235 s

Al asigrar 0 6§ 1 a cada elemento de B, en cada fila de
ben existir el mismo ndmerc de elementos marcados con 0 y marca
dos con 1, y, por tanto, en el total de los 2n+l subconjuntos ha
br4 el mismo n@mero de elementos marcados con 0 y marcados conl;
como el nfimero total de elementos (iguales o distintos) es:2n(2nt+l)
existirin n(2n+l) elementos marcados con 0 y otros tantos marca-
dos con 1. Ahora bien, como cada elemento- se repite 2 y s6lo 2
veces existirin n(2n+l)/2 elementos distintos marcados con cada
uno de los dos nfimeros; finalmente, como 2n+l es impar, para que
ésto sea posible tiene gque cumplirse que n = i, que es la condi-
cibén pedida.

Jos& V. Garcfa Sestaf8; (Madrid).
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PROBLEMA 62 (Boletin n2 19)

Sean @ y b numeros enteros estrictamente positivos
tales que ab + 1 divide a a3 + b2 . Demuestre que X *b*

es un cuadrado pertecto. L]

Solucién:
e-iotilop o)
Sea f(a,b) = (a + HR)/ (1 + ab)

Si1 fav,bo) = m ¢ N& , con aw & bo , hay que demostrar que
m= k%  con kK ¢ B% . Pero

f(am, be) = n E= ﬂoz - (mbolas + bg' -m=0
entences la acuaciadn

xz = mbox + bg' -m=20 (%)
tiens dos raices enteras, una de-‘las cuales es ao y la otra
by = (b% - m)/ao (por sar bﬁ' - m el producto de las raices);
ahora

bY - mboby + b -~ m = 0 smmp £(br,bo) = m
entonces a¢ = bo y by = (bg - m)/as , cumplen f(ay, by) = m H
adenas

20 # bo ==p by=(Bs-m))/ac & (be-m)/bo < beZdy == a4 > by
Repitiendo este procedimiento, se tiene la sucesién:

qc B bo = ar $ b1y = ag >ba .... = axg>by , (1
donda { 2n =* Baes
Ba = (B X: = 1)/ On  F(Am,bn) = @ . (2)

Si todas las a: fuesen distintas de cero, aesta sucesisén se
pocdria prolongar indefinididamente; ademis, como f(an,bs) =
=2g>0, 1 + anbn = 1 + @anan+r > 0, y todos los a: tienen
al mismo  signo; antonces, (9 saria una sucesidén
estrictamente - dacrecienta de numerss entercs positivos, lo
que lleva a contradiccién.
Por tanto, debe ser aw = bu—y = 0 , ¥y

£Cu=1, brc=r) = @3 =p af—: = m, es decir, m es cuadrado

perfacto. ¢ . d.d.
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Observaciones:

(I> Para caAlculos practicos que se veran a ccntinuacién,

podencs usar el hecho de que la suma da raices de la

ecuacién (#) es pb,, es decir, ao + bH; = b, b, = mbo - ac;
inductivamente se tiene: 2mn = ba—
D = ntbmer - Am—1 . (3

(II> Si tomamos la sucesisdén (1) en sentido contrario, es
decir, si definimos (Sm,dn) = (Qu—m, been) , Se tiene c =Vmn

y dir = 0 ; y por (3 ,

{dl-‘ol = Cn

Crer = mdimwer =~ dn H 4)
@stc nos pernite alcanzar todos los pares da2 soluciones de
(2,2 = m, con m =22 ; los primercs sea:

(,0) , 32, aSa2) (35233, ...

(III> 81 <a,b) es solucidon (a2+b)/(l+ab) = m = \2 sea d el

m.c.d. (a,b) , Evidentemente dl)‘ i oademas, come en las
iteracicnes (4), ¢r = , dy = 0 , tcd‘cs los pares (Cn,dn)
son divisibles por X y por tanto, 1o son todas las
soluclones; entonces, Ald y se tiene X = d .

(Iv Resolviendo 1la ecuacién en diferencias (4) se
comprueba que todas las sclucicnes de (a2+b)/(l+ab) = =
= X2 , con a > b 0 soa: (para n = 2, 3, 4, ... )

{ a = LiaO\)
b = L1 N

con LfimO\) = -—-4\-— [(

V-4

¥ A entero mayor que 1

g (25]).

Fernando Chanizo Lorente (Madrid).

|

Y

PROBLEMA 2 (Boletin n& 20)

Dado un cuadrado ABCD, sean M y H los puntos medios de los res-
pectivos lados AB y CD. Se considera la transformacién T entre
puntos del plano de dicho cuadrado que conserva las distancias
y tal que

T(A) = f, T(H) = B, T(D) =M

Razonar si existe o no una recta r tal que T(r) = r.
¢Existe algfin punto X tal que T(X) = X)?

Solucién
Como T conserva las distancias,
r se deduce de forma inmediata que T transg
B"(___‘!.___;zc' forma cada segmento en otro de igual lon
E ~ .- gitud.
; P !
C: i : "\‘s Apoyéndonos en lo anterior, po
-7 demos afirmar que a 4 lados iguales co-
,"’r rresponden otros 4 lados iguales y quea
" ‘i{:"' —,-?n 2 diagonales iguales, corresponden otras
,>!<\\ dos diagonales iguales. Segn esto, el
p = = cuadrado ABCD ha de transformarse nece-

i
i I sariamente en el cuadrado HB'C'M.

Vemos que T es la composicién de la traslacifn de vec-
tor AM con la simetrfa respecto de la mediatriz del lado BC. Por
lo tanto, es imposible que exista un punto X, tal que T(X) = X;
‘ sin embargo, si existe r (la mediatriz mencionada) tal que T(r)=r.

| _» Jaime Tagarro Garcfa, (Madrid).
-/ (33 BUP, I.B. "AVENIDA DE LOS TORERCS")

Otra solucifn de: José V. Garcfa Sestaf&, (Madrid).



PROBLEMA n__(Boletfin n2 20)

Se aescriken varias colecciones de nimeros de modo gue en cada una
de esas colecciones se empleen una sola vez cada uno de los diez
dfgitos, del 0 al 9, (sin que estos nGmeros comiencen por un 0
por la izquierda) y gue la suma de los nGmeros gue forman cada co
leccidn escrita sea menor que 75. (Cufntas colecciones de esa cla
se se podrdn escribir? (No se consideran distintas colecciones con
los mismos nGmeros perc en otro orden).

Solucidn

Clasificamos las colecciones segln la cantidad de nfme
ros de dos cifras que pusden aparacer. Simbolizamos por (xy) el
a

nmero de dos cifras y+10x y por dj un dfgito.

a) Colecciones con 0 nGmeros de dos cifras.

No hay solucifrn, va cue cero habrfa de pertenecer a la
coleccién y a la vez no comenzar por si mismo.

b) Colecciones con 1 nmero de dos cifras.

8
(xy) + ¥ di <75 conx #0vy dj # 0, luego y = 0.
i=1

8

(x0) + ) @, = 10x+ (45~0-x) < 75 pues 45 es la suma
i=1

de los diez digitos

2 < 10/3., x: 1, 2y 3
Tras cada elecci6én de x (1, 2 6 3}, como y = 0, los
ocho digitos restantes quedan determinados: HAY TRES SOLUCIONES.

c) Colecciones con 2 nfineros de dos cifras.

6
(xy) + (zuw) + dj <75 con x #0, z#0,dy # 0 lue
j=1
goy=06u-=0.

_85_

6
I) i y = 0,(x0) + (zu) + d. = 1
B JE]_ j 10x+w+ 4oz (45__‘_0_:_“)‘

<75 ,esdecir, 3x+3z < 40

5 cuyas dos solucionesg de~
finitivas se muestran gr&ficamente.
Z
: Los puntos de los ejes se exlu-
) yen por contener algGn dfgito nulo, y1la
diagonal por repetir dfgito.
i 13 A
Soluciones:
6
x=1 z =2, es decir 10 + (2u) + ) d.
2 3
J
X=2 z =1, es decir 20 + (lu) + I dj

En cada caso u puede tomar los 7 valores no usados.

En ambas situaciones los 6 dfgitos restantes quedan
determinrados tras fijar u.

HAY 14 SOLUCICNES.

II) Si u = 0 se reproduce la situacién anterior sin gque
haya lugar a nuevas soluciones

d) Colecciones con tres n@meros de dos cifras.

4
(xy) + (zu) + (vw) + ] d;<¢ 75
_ Do

(L0x+y) + (10z+u) + (10v+w) + (45-X~y-z-u-v-w) < 75

3x + 32 + 3v € 10 que no da soluciones del problema pues

cada una de las tres variables es no nula por ocupar la posicién
de primer dfgito.

HAY EN TOTAL, 17 SOLUCIONES.

F. Alvarez H., (Madrid).
Otra solucibn de: José V. Garcfa Sestaf&, (Madrid).

- @ - @ -~ @ -



PROBLEMA 8 (Boletin n2 20)

Sea m un ntmero impar; denmostrar que para todo n entero mayor que
2, la suma de las potencias mésimas de los némeros primos con n,
y menores que &1, es un m@Gltiplo de n.

Solucién
Usaremos la propiedad m.c.d {(n, n-i) = m.c.d (n,i).
Sea n > 2:

Sean 97 2700y ay tcdos los nfmeros primos con n, meno-
n n
res que 3 (ak # 3) .

Por la propiedad tambidn serdn primcs con n, los nimeros
L A PY SRR n-a, ., todos ellos menoxes gue n.

Se trata de ver que

a§m+1 + (n-a1)2m+l-+ S a‘2m+1 - (n~ay)2m+l
L. - LS - A
N e
b, b

es mdltiplo de n.

Si vemos que bl’ . niaip bk son mGltiplos de n, la suma tam-
bién serd mdltiplo de n.

a2m+1

+ (n=2a) . (-'.a)j

2m+1 \ .
2m+l a2m+1 £ 3 (mel) n2:n+1 j
j=0 ' 3

2m ; ;
= a2l (?mfl) p2ml=3 .3 | (gm:i) (a) 21
j=0 ‘3 ' &

2m

. 2m
= a2m+1 = a2m+1 + (2§;1} n2m+1-j ad = n. z (2m+1) n2m 3

jEO j=0

Luego byse..s b, son mGltiplos de n y la suma tambi&n lo ser4.

Miguel Angel Cabezén Ochca.

Otra soluciSn de: Mercedes Rico (I.B. Fortuny, Madrid).
José V. Garcia Sestafé& (Madrid).
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PROBLEMA 9 (Boletin n2 20)

Las curvas A, B, C y D estdn definidas en el plano como sigue:

A = {(x;y) - x2 - y2 = —2—'{-.__2.} »
x° + y
B = i(x,y) - 2xy + ———x——7 = 3} ?
x% + Y
cC = {(x.y) : x> - 3xy2 +3y = 1} ’
D = {(x,y) 3 3x2y - 3x - y3 = 0} ;

Demostrar que AN B = C N D.

Solucién

Sean P(x,y) = 0 v Q(x,y) = 0 las ecuaciones de dos curvas
en el plano XOY. Si (xo,yo) es un punto de la interseccifn de am
bas curvas, se cumple

P(onYO) = Q(xolyo) = 0

Y, reciprocamente, si se cumple lo anterior, (xo,yo) es un punto
perteneciente a la interseccifn de ambas curvas.

Haciendo z = x+iy, si P(x,y) + i Q(x,y) se puede escribir
como funcién Gnicamente de z, esto es

Plx,y) + 1 Q(x,y) = £(=2)

se tendrd que para todo punto (xo,yo) perteneciente a la intersec
¢ibn de las referidas curvas f(zo) = 0 siendo 3y = X9 * 1y,

Reciprocamente, para todos los z0 =25 + iyo tales que
f(zo) = 0, los puntos (xo, yo) son puntos de interseccién de am-
bas curvas, ya que
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£(zg) = 03 Pxqy,yqy) + 1 Qlxgryg) = 0= P(xgryy) = Qlxqeyy) =0

Para las dos primeras curvas se puede escribir

xz--y2 - Zx 5 + 1|2xy+ ,V 5 = = (x+iy)2- X=dy - 31
x“+y x“+y (x+iy) . (x-1y)

y como (0,0) no pertenece a la interseccidn, haciendo x+iy = z,
resulta

1 2

X+iy

2
(x+iy)~ -

3

de donde f(z) = z3 - 3iz - 1, luego los puntos de interseccién
de ambas curvas serin los puntos (xk,yk), k=1, 2, 3 correspon-
dientes a las tres rafces I iyk de la ecuacién

23 - 3iz-1=0

Para la tercera v la cuarta curvas, se obtiene andlogamen
te

243y -1 4 i(3x%y-3x-y3) = (x+iy)° - 3(xi-y) =1 =

x3 - 3xy
_ I . 3
= (x+1iy)” = 3i(x+iy) -1 =2 = 3iz - 1

que coincide con la anteriormente hallada, luego ambos pares de
curvas tienen los mismos puntcs comunes.

José& V. Garcfa Sestafé, (Madrid).

Otras soluciones de: Mercedes Rico (I.B. Fortuny, Madrid).
F. Alvarez 4.

PROBLEMA 10 (Boletin n2 21)

La circunferencia inscrita en el trifngulo ABC, es tangente ga los
lades AC y BC en los puntos M y ¥ respectivamente. Las bisectri-

ces de A y B intersecan a MN en los puntos P vy Q respectivamente.
Sea 0 el incentro del tridngulo ABC.

Probar que MP - OA = 3C - 0Q.

Solucidn

Designando por A, B y C la medida de los respectivos dngu
los, se tiene OAB = OAC = A/2. En el tridngulo MNC, por ser isés
celes, NMC = e = (nm-C)/2,
luego AW = 7 - (r-C) /2 =
= 1/2 + C/2, en el tridnqgu-
lo APM, 2PM = © - a/2 -

- (7+C)/2 = B/2 = @BC.

AL N\
Ademds, P0Q = AOB =
=T - (A+B)/2 vy en el tridn-
gule QoOP, 00P = m~ (n-(A+B)/2)-
-\ A
- B/2 = A/2 = PAC = PAB, Y
por tanto el segmento PB se

ve bajo el mismo &ngulo des
de A y desde Q, luego A, Q,
P y B son conciclicos; enla

referida circunferencia, por
potencia de un punto se tiene

oA *OP = 0B « 0Q (1)

Por otra parte, los tridngulos OBC y OPM son semejantes,
~ A
puesto que OMP = 7/2 - (7/2 - C/2) = C/2 = OC®;ypor tanto,
w _ BC

= (2)
op 0B
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Multiplicando miembro a miembro (1) y (2) 12. La dltima cifra binaria es cero

on - MP = 0Q - BC £(lL ey gq ou. € 0,,) =

2 73 p-1 " (2 = £(10,, 1 ¢, ¢
(2 2 3 EP—1(2)=

José V. G b4 +afé, (Madrid). =

s arcfa Sesta (Madrid) 10(3.f(1 €y €5 -n. ep—l(z) -

- g -8 - @ - (Puedo aplicar la hipétesis de induccién a 4¢ €pee(
g = 1.)

PROBLEMA 11 (Boletin n® 21)

.= 10 e 1l e, e, ... _
(3 2 °3 ®p-1(3 =

Seé la funcidn £ definida scobre el conjunto 1, 2, 3,... Ppor: =1 Ey €4 =vr € 1 0(3
p—
£(1) = 1; £(2n+1) = £(2n);  £(2n) = 3E(a) 28. La Gltima cifra binaria es u
. no
Determinar el conjunto de valores que toma f. £(1
€

2 €3 +c¢ S5y L) = €105 1 ¢, g3 et g2t i) =

= £f{10,,- 1L e, €q... € Yy + 1, = £(1
Solucibn (2 2 73 p-1(2 3 (L ey e3... Ep-1(2)+1(3
(POR EL CASO 12
vamos a demcstrar que la imagen de un n@mero natural es- BRI =L €y €3 o= -1 0(3 . 1(3 =:l. €y €3 +ov €5y ]_(3
crito en base 2, es otro nfimero natural escritc con las mismas

cifras (mismo orden) en base 3. El conjunto de valores gue toma £ es el formado por todos

los nimeros naturales

que en base 3 se escriben utiliz -
Sea p el nfimero de cifras binarias. Lo haremos por indug mente los digitos 0 y 1 T
cibén sobre p.

Miguel Angel
p=1 f(l(z) = 1 - 1(3 g gel Cabezén Ochoa.
Otra solucién de: José& V. Garcfa Sestaf&, (Madrid).
p=2 f(lo(z) = £(2) = '3£(1) =3 = 10(3
f(ll(?_) = f(3) = £(2) + 1 =4 = 11(3
p=23 f(1oo(2) = £(4) = 3£(2) =9 = 1.00(3

Supongarnos cierto para un nGmero de menos de p cifras binarias.
Vamos a ver que es cierto para un némero de p cifras birarias.

Sea 1 e, €3 --- (2 nimero de p cifras kinarias
€y € (0, 1} . Consideramos dos casos:
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Como socio de la Sociedad Castellana Puig Adam de
Prcfesoraes de Matematicas, deseo que ma envien gratuitamente
los siguientes numeros atrasados del Boletin (seflaler con

unas aspas los que Intoresen):

3 4 S 9 10 11 13 14 15
16 17 18 19 20 21 22 23 24

Envio adjuntos sellcs para el franqueo (20 pts., por nuzero

para Madrid y 30 pts. por nupero para provincias).

Hagan el envio utilizando como direccién la ccusignada en

este raecuadrc:

Los nimeros 1, 2, 6, 7, 8 y 12 estAn agotadcs. De lcs

nimercs 9 y 19 quedan sélo unos pocoes ejemplares.

Si dssea acogerse a este ofrecimiento recorte o cople este
cupén y envielo a la Sociedad Castellana “Puig Adam® de
Profescres de Matemsiticas, Apartado 9479 - 28080 - NADRID.




