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( ASAMBL.EA GENERAL DE NUESTRA SOCIEDAD

JUNTA DIRECTIVA _ '

Como estaba anunciado, el dia 15 de Abril, en el
| Instituto "Cerventes" de Madrid, +tuvo lugar nuestra
Asamblea General de 1989.

Presidente: Francisco Lorenzo Miranda
Siguiendo el orden del dia, tras ser aprobada el
Vicepresidentes: acta de la seslén anterior, el Presidente hizo un informe
José Manuel Martinez S&nchez (Madrid) de las actividades desarrolladas, centrando su atencién en
Amador Domingo Escribano (Toledo) el Boletin, por cuya preparacién felicité al Profesor
Salvador Herrero Pallardo (Ciudad Real) Fernadndez Blarge, y en el préoximo Concurso de Problemas,
Valero Antonio Alfias Tuduri (Cuenca) que se celebrara el dia 17 de Junio, probablemente en el
Angel % Alcals del Olmo Pérez (Guadalajara) Instituto "Beatriz Galindo". Informé asimismo de la
Juan Luis Sanz de Andrés (Segovia) existencia de un fondo bibliografico donado por la familia
Ty e Cerses [EEESiT=RETeT [REETEn . de Puig Adam y de otro cedido por la extinguida Editcra
‘‘‘‘‘‘‘‘ Nacional, Informé tambilén sobre unas gestiones relativas a
Vicesecretario: Francisco Quesada Cobo unos cursos que se 1iban a celebrar en Argentina por el
Tesorero: Alberto Aizpidin Lépez ' centenario de Rey Pastor.
Bibliotecario: Jesis Begofia Aina

Seguidamente, el tesorero, Profesor Aizpun presentsd

| las cuentas de la Sociedad, que fueron aprobadas.

| Se debatié a continuacién el purto referente a la
“conveniencia o no" de que nuestra Sociedad se integre en
una Federaclén Estatal de Scciedades de Profesores de
MatemAticas. El Presidente dié lectura a umna carta que
envié al director de redaccién de la revista SUMA (que
publica la Federacién), con motivo de la aparicién en su
[ namero 1 de una mencién de nuestra Sociedad como
integrante de la Federacién, sin que en ningin momento se
hubiesen negociado las condiciones de esa integraciém.
Leyé también la respuesta a esa carta, contenida en el
nimero 2 de la revista citada. El Profesor Aizpin relatd

el desarrollo que habian llevado las conversaciones para



la formacién de dicha Federacién, y que &l habia aplazado
la incorporacién de nuestra Sociedad hasta que lo hubiese
acordado la Asamblea General. El Precidente propuso su
cese en el caso de producirse 1la integracién en la
Federacién, en cuya conveniencia no cree. La decisisén fué
suspendida hasta otra Asamblea, por deconocimiento total
de 1la carga econémica Que representaria para nuestra
Sociedad la incorporacién a la Federacién, y si ésta podia
realizarse con independencia de 1la suscripcién a 1la
Revista, teniendo en cuenta que solamente la cuota de

suscripcién a ella es ya superior a la que estamos pagando
como soclos de nuestra Sociledad.

El Profesor Fernandez Blarge sefialé las
dificultades que, a partir de Septiembre, fecha de su
Jubllacién, puede encontrar en la preparacién y el montaje
de los numeros de nuestro Boletin, ya que dejara de contar
con el valioso apoyo de los medios de reprografia que
amablemente le brinda 1la E.T.S. de Ingenieros Navales. El
Profesor Garcia Sestafe se ofrecié a colaborar con €1 en

esta tarea y la Asamblea le agradecis el gesto.

Se sometié a la Asamblea la renovacién de los
cargos directivos que correspondia segun los Estatutos,
acordandose nombrar vicepresidente de Taledo al Profesor
Amador Domingo Escribano y bibliotecario al profesor Jesus
Begofia Aina. Se agradecen los servicios prestados por los
salientes y la Junta Directiva queda, en consecuencia, tal

como aparece en la pagina 2 de este Boletin.

Se sugirié la concesién de premios a 1los que
remiten soluciones a los Problemas Propuestos de nuestro
Boletin, pero se dejé el tema pendiente para la préxima

Asamblea, levantandose a continuacién la sesién.
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RECORDAMOS LA CONVOCATORIA DE NUESTRO

«VII CONCURSO DE RESOLUCION DE
PROBLEMAS DE MATEMATICAS»

. Convocado por:
La Sociedad Castellana "PUIG ADAM” de Profesorss de Matematicas y el
Coiegio Oficial de Doctores y Licenciados en Ciencias y en Filosofia

y Letras.

BASES

PRIMERA

Podrén participar los alumnos de B.U.P. y F.P. de los Centros de
Albacete, Ciudad Real, Cuenca, Guadalajara, Madrid, Segovia y Tole—-
do.Los de F.P.l1 lo harin con los de primero de B.U.P., los de 1° de
F.P.2 con los de segundo de B.U.P. y los de 2° o 3° de F.P.2, con

los de tercero de B.U.P.

SEGUNDA

Las pruebas del Concurso se realizarén en Madrid, en la segunda
quincena del mes de Junio (probablemente el sdbado, 17 y consisti-
rédn en la resolﬁcién de problemas (los mismos para todos los concur

santes de cada uno de los tres niveles).

TERCERA
Se concederan diplomas para los mejores de cada nivel, acompana-

dos de los premios correspondientes.



CUARTA

Aquellos Centros que deseen presentar a algunos de sus alumnos
(hasta un miximo de dos en cada uno de los tres niveles) deberdn
realizar la preinscripcién antes del dia 20 de Mayo de 1989., diri-
giéndose por carta a esta Sociedad, apartado de Correos n° 9.479,
28080 - Madrid. En esta preinscripcién no es preciso hacer constar

los i
nombres de los alumnos seleccionados. (Envien la carta sin cer
tificar). B

QUINTA

Se comunicard directamente a los Centros preinscritos la fecha
exacta, lugar y hora de realizacién de las pruetas y estos Centros
entregardn a los alumnos que envien, credenciales en las que se ha-
ga constar el curso en que estdn matriculados en el afio académico

198 . . .
8-89 y que han sido seleccionados por su excepcional aprovecha-
miento en Matemdticas.

XXV OLINPIADA MATEMATICA ESPAfOLA

FASE FINAL

Como anunciabamos en el numero anterior de nuestro
Boletin, las bruebas de 1la Segunda Fase de 1la XIV
Olimpiada Matemédtica Espafiola. correspondiente al curso
1088-89, han tenido lugar los pasados dias 3 y 4 de
Febrero. Como en los afips precedentes, esta Olimpiada
esta organizada por la Real Sociedad Matematica Espafiola
bajo el patrocinio de la Subdireccidn General de Becas y

Ayudas al Estudio

A esta Fase Final nan concurrido un total de 47
aspirantes, seleccionados por 1os distintos distritos
donde se realizé la Primera Fase, con un maxino de tres
por cada uno de ellos. Los tres ganadores de la Primera
Fage en el distrito canario realizaron las pruebas de la
Fase Final en su Universidad y los selecclonados por las
restantes Universidades, las realizaron en la Escuela
Técnica Superior de Ingenieros Industriales de Madrid,

todos simultaneaments y con los mismos ejerciclos.

las pruebas, como es tradicional en esta Segunda
Fase, consitieron en la resolucién de seis problemas, tres
en cada una de las dos sesiones de cuatro horas, que
tuvieron lugar en dias consecutivos. En nuestra seccién de
Problemas Propuestos, en este mismo Boletin, pueden verse

los enunciados de esos problemas.

E1 Jurado, tras examinar y valorar los ejercicios

presentados, se reunié el pasado 21 de Febrero, e bhizo



publicos los nombres de los aspirantes mejor clasificados.
Se asigné a cada particpante una puntuacién de cero a

diez puntos por problema, con 1o que habia una posibilidad
teorica de obtener 60 puntos.

Al igual que en los afios precedentes, el nivel
medio mostrado peor leos participantes no fué muy alto, 1lo
que revela gue atn no se ha generalizado una preparacion
sistemética de equipos olimpicos de Matematicas, tal como
ya es habitual en otros paises. No obstante, sobre ese

nivel medio bastante bajo, destacaron netamente algunas

individualidades, como se aprecia en las puntuaciones

conseguidas. Los sels aspirantes mejor clasificados son
los siguientes:

1¢ Vicente MUSOZ VELAZQUEZ, del I. B, "Dioni-
sio Aguado", de Fuenlabrada (Madrid)>. 39 puntos

22 Emrique GARCfA LOPEZ, del Liceo Franceés

de Barcelona. 35 puntos
32 Alberto GARCfA MARTINEZ, del Colegio "Na

S2 del Recuerdo”, de Madrid.. 26 puntos
42 Cristina DRAPER FONTANALES, del Colegio

"Sierra Blanca" de Malaga ... ... ... 23 puntos

52 Leandro MARIN MUfOZ, del Colegio "La Mer-
ced"” de los HH. Maristas de Murcia... 22 puntos

62 Javier PORTELA LENCS, del Colegio de 1la

"Compafiia de Maria" de Vigo.. 17 puntos

A estos seis, siguieron, empatados a 135 puntos,
Jordi CASAS PLA, del Colegio "San Juan Bosco" de Horta
(Barcelona), Juan Manuel GARCtA LOPEZ, del I.B. "Sandoval
y Rojas" de Aranda de Duero (Burgos) y José Antonia SUAREZ
PUENTE, del Colegio "Santo Domingo de Guzman® de Oviedo.

Es muy probable que 1los equlpos que representaran
a Espafla en la QOlimpiada Matematica Internacional que se
celebrara préoximamente en Alemania Federal y en la
Olimpiada Ibercamericana de Matematicas, que organizara
este afio Cuba, se formen esencilalmente con los citados

anteriormente.

Debemos recordar que el campeén de esta Fase Final,
Vicente MUfOZ VELAZQUEZ, fué el primer clasificado del
Distrito de Madrid, y también recibié el primer premio del
concurso de problemas de nuestra Sociedad, como alumno de
32 de B.U.P., en Junioc de 1988 . Una vez mAs comprobamos
que los premiados en nuestros concursos suelen figurar,
junto con otros procedentes de zfuera de nuestro ambito
geografico, entre los mejores clasificados en las diversas
Olimpiadas

Damos la enhorabuena a los ganadores y a los
Centros que se han esforzado en su preparacién y deseamos
que tengan una destacada actuacién cuando participen
representando a Espafia en las préximas Olimpiadas

Internacionales.
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INDTCE DFE NOTICIAS SOBRE OLIMPTADAS MATEMATICAS Y CONCUR-

S0S DE PROBLEMAS PUBLICADAS EN ESTE BOLETIN

Con objeto de facilitar a nuestros socios la consulta
de datos sobre los (ltimos Concursos y Olimpiadas, ofre-

cemos un Iindice sefialando los niimeros y pdginas donde pue
den encontrarlos. -

CONCURSOS DE PROBLEMAS DE NUESTRA SOCIEDAD :

Nimero y afio Convocado en Boletin Crénica - Enunciados
I (1983) 1 2, pag 11
II (1984) 3 4, pag 7
IIT (1985) S 7, pég 3
IV (1986) 9 10, pag S
vV (1987) 13 15, pag 3
VI (1988) 17 19, pég 17
VII (1989) 20
OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA :
Nimero y afio Primera fase (distritos) Segunde fase (final)
XX (1984) 3, pag 77
XXI (1985) 5, pags. 8y 9 S, pags. 8 y 10
XXIT (1986) 8, pag. 5 9, pégs. 15y 75
XXITI (1986-87) 11, pags. 3 y 87 13, pags. 9 y 83
XXIV (1987-88) 16, pégs. 7 y 70 17, pégs. 7 y 71
XXV (1988-89) 20, pégs. 13 y 79 21, pags. 7 y 61

OLIMPIADA MATEMATICA IBERO~AMERICANA
Nimero, afio y lugar

Crénica y enunciados en Boletin n®

I (1986) Colombia
II (1987) Paraguay
II1 (1988) Pertu

8, pags. 11 y 83
12, pags. 3y 75
18, pags. Sy 73

IV (1989) Cuba 21, pags. 11 y 63
OLIMPIADA MATEMATICA INTERNACIONAL

Nimero, afio y lugar Crénica y enunciados en Boletin n®
XXIV (1983) Paris 2, pag. 15
XXV (1984) Prage 4, pag. 67
XXVI (1985) Helsinki 7, pags. 9 y 89
XXVII (1986) Varsovia 10, pdg. 11 y 11, pag. 89

XXVIII (1987) Cuba
XXIX (1988) Australia

15, pags. 9 y 73
19, pags. 23 y 77
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4a OLIMPIADA IBEROAMERICANA
DE MATEMATICA
La Habana, Cuba * Abril 8 al 16 de 1989

La 42 QOlimpiada Iberoamericana de Matematicas se ha
desarrollado el La Habana (Cuba), del 8 al 16 de Abril de
1089, En ella han participado 15 paises, si bien dos de
ellos (Honduras y Panama) lo han hecho como observadores,
sin equipo. Los 13 restantes fueron: Argentina, Bolivia,
Brasil, Colombia, Costa Rica, Cuba, Ecuador, Espafia,
Méjico, Peru, Puerto Rico, Uruguay y Venezuela, con un
total de 50 -alumnos participantes (ya que cada pals
competia con un equipo de cuatro, excepto Brasil que solo

llevé dos).

Se propusieron seils problemas, en dos sesiones, de
cuatro horas y media cada una. Cada problema se calificaba
de ceroc a diez puntos, por lo que la mAxima puntuacién
alcanzable era de 60 puntos. Sus enunciados pueden verse
en la seccién de PROBLEMAS PROPUESTOS de este mismo
Boletin.

El primer clasificado fu¢ el brasilefio Carlos de
Araujo Xoreira, con 56 puntos. (Recordemos que en los dos
afios anteriores lo fueron espafioles: Fernando Galve, en
Peru, con 59 puntos y Calos Ueno, en Uruguay, con 60). Se

otorgaron 5 medallas de oro, 9 de plata y 15 de bronce.

La Delegacién Espaficla estuvo 1ntegrada por los

profesores Maria Gaspar y Francisco Bellot, y por 1los
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alumnos siguientes:

-— Ramén Esteban Romero, de Valencia, que obtuvo 38 puntos
y medalla de plata.

==~ Vicente Mufioz Velazquez, de Fuenlabrada (Madrid)>, con
37 puntos y medalla de plata. Fué el ganadorde la
Olimpiada Espaficla de este afio y también gané el
concurso de nuestra Sociedad en el 1988.

—- Enrique Garcia Lépez, de Barcelona, con 28 puntos y

medalla de bromce. Qudé en 29 lugar en la Espafiola
de este afio.

== Fernando Martinez Puente, de Burgos, con 18 puntos,

Aungue la QOlimpiada es una competicién individual,
a nivel extraoficial Slempre se realiza una clasificacién
PCr equipos. El1 total de 130 puntos obtenidos por el
equipo espafiol, lo colocan en cuarto 1lugar, detras de
Colombia, Cuba y Méjico.

La 0. E. I. (Organizacisén de Estados
Ibercamericanos para la Educacidén, la Cilencia Yy 1la
Culturav, patrocinadora y verdadera mecenas de las
Olimpiadas Iberoamericanas, organizé, Junto con el

Ministerio de Educacién de Cuba, el Primer Simposio
Iberoamericanoc de Ensefianza de las Matematicas, previo a
la realizacién de 1la Olimpiada, en el que participé, en
representacién de nuestro pais, el profesor José del Rio,
director del I. C. E. de 1la Universidad de Salamanca, asi
como diia. Amelia Gémez, subdirectora de becas del M. E. C.
interesada en conocer de cerca los problemas de la
organizacisén de una Olimpiada, ya que, como es sabido,
Espafia sera la sede de la préxima.
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NOTICTIAS

CURSOS DE VERANO SOBRE

GEOMETRIA Y FISICA MATEMATICA

Patrocinados por la Universidad de Coimbra y por la
Universidad de Salamanca y parcailmente financiados por el
Buseau Erasmus, se desarrollaran estos Cursos en Figueira

da Foz (Portugal), del 19 al 30 de Junio de 1989.

El Curso "Métodos Geométricos en Fisica Matemdtica:
Una Introduccién", tendré lugar del 19 al 30 de Junio y el
de "Geometria y Fisica (Gecometria de las Teorias “Gauges")
del 26 al 30 de Junio. En este (ltimo participarén los pro-
fesores R. Catenacci (de la U. de Trieste), J. E. Marsden

(de la U. de Cornell) y C. Reina (del SISSA - Trieste).

El comité organizador estd compuesto por 1los profeso-
res P.L. Garcia Pérez y A. Pérez Renddn, de Salamanca y A.

Ribeiro Gomes y J. M. Nunes da Costa, de Coimbra.

CIEN-
IITI CONGRESO INTERNACIONAL SOBRE LA DIDACTICA DE LAS

CIAS Y DE LAS MATEMATICAS

Promovido por la Revista de Investigacién y experiencias
didacticas "ENSENANZA DE LAS CIENCIAS"™ y por el ICE de la
Univesitat Autonoma de Barcelona, se celebraréa est? Congre-
o en Santiago de Compostela, del 21 al 23 de Septiembre de

. . la—
1989. Puede solicitarse informacidén al citado ICE, en Bella

terra--08193 (Barcelona).
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I CONGRESO IBEROAMERICANO DE EDUCACION MATEMATICA (SEVILLA)

Organizado por la Sociedad Andaluza de Educacidén Matem&i-
tica "THALES", se celebrard en Sevilla, del 24 al 30 de Sep-
tiembre de 1990, el I Congreso Iberoamericano de Educaciodn
Matematica. Cuenta con el apoyo de la Conferencia Interame-

ricana de Educacién Matemédtica Y de la Asociacién Portuguesa

de Profesores de Matematicas. Puede solitarse informacién a

la citada Sociedad "THALES"

JORNADAS DE ESTUDIOS DE LA A. P. M. E. P

PARIS, 1989

La"Association des Professeures de Mathématiques de 1'En-

seignement Public" celebrara sus Jornadas de Estudios del
28 de Octubre al 31 de Octubre de 1989 en Paris (Barrio La-

tino). Tendran por tema "Matematicas en revolucién".

obtenerse informacién en

Puede
A.P.M.E.P. Régionale Ile-de-France
26, rue Duméril - 75013 - PARIS . Tno.: (1) 45 35 43 05

CENTRO DE PROFESORES DE CIUDAD REAL

Este Centro de Profesores ha realizado unas JORNADAS pa-
ra Profesores y Alumnos "En Torno a las Matemdticas", del
24 al 28 de Abril de 1989, incluyendo una exposicién de Ma-
terial Did&ctico, concursos Y las actuaciones de los profe-

sores A. Aizpin, S. Herrero Pallardo, Ana Elvira, M. Adéan

Y G. Fernandez Garcia.

~1SAAC MNEW TON-

aria de Profesores de Matematicas "Isaac
ublicacién del BOLETIN DE INFORMACION

que mensulamente recogeré las

La Sociedad Can
Newton" ha iniciado la p
Y COMUNICACION " G R A F o" .,

g 2 ocios y servira
erés para los 8
5 catorias de int
noticias y convo

d
de voz para gque éstos pUEGan dlfundll sus °p1“10n35 e i1deas

eﬂcamlnadas a la meJOIa de la Ensenanza de las Matematicas.

La Revista " N O MEROS w . de la Sociedad Canaria
w"Igsaac Newton" de Profesores de Matematicas, ?a publicaio .
su primer nimero monografico (n°® 18 de la Revista) en e1 me
de Diciembre tGltimo, destinado a distintos aspectos de la

fi aticas.
proporcionalidad en la ensefianza de las matema

SEGUNDO CENTENARIO DEL NACIMIENTO DE CAUCHY

. imiento
Se celebra este afio el segundo centenario del nacimien

de Augustl“—LOulB CAUCH!| en ple“a IevoluCion francesa. Nos
N % 2 2 bli i £i =
unimos a esta conmemoracion pu icando su ¢ glie en la por

tada de este Boletin.



REVISTA SOURE ENSENANZA Y APRENDIZ.AJE DE LAS MATEMATICAS

EDITADA POR LA FEDERACION ESPANOLA DE SOCIEZDADES DE MATEMATICAS Y POR LA
SOCIEDAD ANDALUZA DE EDUCACION MATEMATICA "THALES" .

Han llegado a nuesiras manos los nimeros 1 y 2 de esta Revista, que

nace con la Federacidn Espaficla de Sociedades de Matemdticas. Con una

presentacién de gran calidad, portada a todo color, y numerosas figuras

y fotografias incluidas en su texto, que viene acompafiado de curioso ma-

terial pedagdgico, contiene interesantes articulos, en su mayor parte

orientados a la didactica de las Matematicas en EGB.

En la resefia de nuestra Asamblea General, publicada en este mismo bo-

letin pueden varse los acuerdos adoptados sobre la posibilidad de que

nuestra Sociedad se integre en la mencionada Federacién. En el nidmero 2

de SUMA aparece reproducida la carta que nuestro Presidente dirigié al

de la Federacidn y la respuesta que, en forma de carta abierta, da la

Redaccién de SUMA. Reproducimos aqui una y otra:

Estimado colega:

Tengo conocimicnto de que en el
nimero 1 de la revista SUMA de la
que eres Director (en funciones), edi-
tada por la Federacion de Soucedades
de Protesores de Matemacicas, se in-
cluyr u fa Sociedad Castellana «Puig
Adame de Profesores de Mateniticas
entre fas que componen o atada Fe-
deracion (paging 2). Pucsto que b
Sudicdad «Puig Adain- no se¢ ha pro-
nunciado ni en un sentido ni ¢n otro
sobre ¢l parricular, te tuego una ree-
vilicacion cn el proximo numero de
dicha revisea, y al miso ticmpo te
agradewere una aclaracion escrica del
mencronado error,

lin saludo,
Franciica Lorenzo Miranda,
Presidence.

Nota de fa Redaccidn

Durante las reuniones mantentdas
para la constitucion de la Federacion
Espafiola de Sociedades de Profesores
de Macemaricas, sicmpre estuvo pre-
sente, con voz y voro, el enronces

tesorero de la Sociedad Caseellana de.

Profesores de Maremdricas ~Puig
Adain». Pot su proximidad a deter-
minados organismos oficiales, sitos
en Madrid, se encargo de los tramires
para su legalizacion y por su prestigio
vy edad se le cligio presidente en fun-
ciones. A la vista dc cstos hechos
quienes hacemos esta revista no du-
damos, ni un solo instance, que la

Sodiedad «Puig Adams era micmibro
fundador de ln Federacion, y en ol
ndm. 1 de SUMA asi lo hicamus cons-
wr. en la pigina de crédicos.

Hoy nos vemos en la obligadion de
rectificar, coma nos pide en su arra,
su presidente, D. Francisco Loreneo
Miranda.

Como consceucncia, y en tanro en
cuanty no se produzea un pronuidia-
micneo favorable a su inclusion en fa
Federacion, los socios de la SCPM
<Puig Adams que deseen recibir la
Revista SUMA deberdn suscribirse o
ella. Quede, por nuestra parie. acla-
rado ¢l asunto .

La suscripcidén a esta revista cuesta 2.500 pts por un afio (3 nimeros)

a los particulares y 3.000 pts a los Centros. Para mds informacidn, di-

rigirse al Aptdo. 1017 , 18080-GRANADA.
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& GEOMETRfIA DEL ESPACIO 7

por Julio FernaAndez Biarge

DESDE EUCLIDES

La Geometria fué considerada desde la antigiiedad como una
disciplina cuyo referente era el "espacio de lo real". Aunque todos
admitfan que 1los puntos, rectas, planos, de que trataba 1la
Geometria eran idealizaciones, no dudaban de que procedian
directamente de lo que nos ofrecia la realidad, y que 1los
razonamientos geométricos conducirian inevitablemente a resultados

acordes con los que podian ser comprobados en ella.

Parecia admitirse que la creacién era obra de ua Dios
geémetra, cuyas leyes descubriamos al aprender Geometria, lo que
aseguraba la imposibilidad de una contradiccién entre lo creado y
nuestros teoremas. Todavia no se tenia, ademas, el concepto de
ciencia experimental, con su sistema de teorias, comprobaciones y
refutaciones, tal como lo concebimos hoy dia, y nadie podia pensar
seriamente en szometer a comprobacién experimental lo que la fuerza

de la razén imponia como seguro.

LA GEOMETRIA ANALIfTICA

En esa eituacién, cualquier progreso en el desarrollo de la
Geometria que hiclese mas firme su fundamentacién, solo podia
contribuir a aumentar la confianza en la fuerza de sus conclusiones
y en la infalibilidad de sus prediccilones sobre la realidad. Por

ello, la introduccién de los métodos analiticos por Descartes, ya
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en el siglo XVII, que permitia establecer umna fundamentacioén

aritmética de la Geometria, no podia inquietar a nadie.

No obstante, el método analitico para el desarrollo de la
Geometria presentaba um aspecto cuya transcendencia tardé a
apreciarse en toda su gravedad. UFos referimos al nimero de
dimensiones del Espacio. El espacio tridemensional al que se
estaba habituado era ya tan solo un caso particular de los que
podia generar la teoria. FPodian construirse geometrias de espaclos
de cualquier numero de dimensiomnes ¢ Por qué las conclusiones de la
tridimensional eran acordes con la realidad y no habia manera de
interpretar como reales las de la Geometria del espacio de cuatro o
mas dimensiones 7 . Acaso la determinacién del nimero de

dimensiones del espacic real debia ser objeto de investigacién
experimental 7

El éxito de 1las aplicaciones de la Geometria tri-
dimensional y el repetido fracaso en dar una lnterpretacién real a
las de mas dimesiones, parecia dejar blen sentado que la realidad
"es tridimensional”. Pero gquedaba probado que podia haber distintas
geometrias y gque sélo una de ellas se mostraba adecuada para
describir la realidad. Aun admitiendo que la realidad no podia
defraudar las conclusiones de nuestro razonamiento deductivao,

quedaba al menos el problema de si los postulados de 1los que

arrancaba el razonamiento, se deducian necesariamente de la
observacién de la realidad. Pero en el siglo XVII, cuando podian
haberse planteado estos problemas en forma inquietante, los

conceptos de resultado empirico y de comprobacion experimental,
estaban todavia en formacién.

Asi no se vacilé, en vista del éxito de la Geometria
Euclidea tridimensional para describir la realidad de nuestro mundo
préximo, en generalizar este resultado, atribuiyendo a la propia

realidad los atributos del espacio abstracto de esa Geometria: La
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realidad resultaba ser (aungue no Se expresase éen esos términos)
{limitada, infinita, homogénea, 1isoétropa, ¥ admitia los grupos de
transformaciones de congruencia, de congruencila directa y de

semejanza.

EI. CONOCIMIENTO PURO A PRIORI

En el siglo XVIII, las jdeas de Kant, expuestas primero en
su Dissertatio ¥ después en 1la Critica de la Razén Pura,
introdujeron un punio de vista que modificaba esencialmente el
planteamiento de 1as cuestiones mencionadas. En esta nueva visiém,
el espacio adquiere una significacién totalmente nueva en relacién
con 1la experiencia. Para Kant " Fl espacio no es Uun concepto
empirico extraido de experiencias externas'; "...es una necesaria

representacién & priori que sirve de base a todas las

representaciones w. ®“E] espaclio no representa ninguna propiedad de
las cosas,...es decir, ninguna propiedad inherente a los objetos
mismos®. El espacio constituye asi un conocimiento a priori,

mediante el cual puede el hombre tener percepciones externasi éstas

presuponen el espacio, mno lo crean. Dice Kant:

"561p podemos hablar de espacio desde el punto de vista humano.

No podemos juzgar si las intuicicnes de Otrcs seres pensantes estan
sometidas a las mismas condiciones que limitan nuestra iptuicién y
que tiepen para nosotros validez universal”.

Cuando Kant habla de Geometria, se refiere a la geometria
de ese espaclo que eB intuicién pura del ser humano. Era la unica
geometria que conocia, y no podemos interpretar sus palabras con
los sigrificados que han adquirido en las matematicas actuales. De
los axiomas dice que "son principios sintéeticos a priori, puesto
que son {nmediatamente ciertos”, lo cual seria una insensatez sl se
tomasen las palabras emn el sentido que les damos actualemente. Si

conpcia alguna alternativa a la geometria euvclidea a la que sé
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reflere siempre, era acaso la de mAs de tres dimensiones que le

ofrecia el método de Descartes. No obstante,
dice:

en sus Frolegémenos,

Que todo el espacio tiene tres dimensiones y que, en
absoluto, no puede teper mis, ser& construido sobre el juicio de que
sobre un punto no puede trazarse mis que tres lineas en dngulo
recto; pero esta proposicién no puede ser probada por comceptos sino
que se funda, Inmediatamanete en la intuicién, y enm la intuiciém
pura a priori, porque es apodicticamente cierta;

Los axiomas no basados en la intuicién pura,
geometrias de bhoy,

de nuestras
no serian considerados por EKant como de la
Geometria del Espacio a que se refiere en sus escritos.
tuvo oportunidad de aclarar ésto,

Pero no

puesto que en Su época no se
concebia otro tipo de geometria.

La filosofia de Kant desplaza completamente el problema que

nos habiamos planteado antes, de si la adopcién de una geometria

para describir la realidad es una cuestién empirica que atafie a la

Fislca experimental; aunque ello no se vié asi en su tiempo, el

problema se desdobla en dos: Uno de psicologia, que estudiara 1lo

que son 1ntuiciones puras para el hombre y cuales son las que

pueden realmente considerarse como tales; la solucién de este

primer problema determinaria cuales eran

imprescindibles para que

los postulados
una geometria fuese aceptable para la
descripcién humana de los datos que nos proporcionan los sentidos;

otro problema posterior, de caracter empirica, consistira en

decidir como se deberian efectuar las mediciones que proporcionan

valores numéricos de longitudes y é&ngulos, para que éstos se

correspondiesen con las previsones de la geometria adoptada.

El primer problema se creia resuelto, en forma acritica,

con la geometria euclidea tridimensional. El segundo no se podia

plantear todavia en el estado en que se encontraban las cilencias

experimentales en el siglo XVIII, cuando se creia ingenuamente que
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las mediciones actuaban directamente sobre la realidad, en la gue
ya se daban las relaciones geometricas que la medicién no hacia

sino dar a conocer al experimentador.

LAS GEOMETRIAS NO—EUCL1IDEAS

En la primera mitad del siglo XIX aparecen en escena las
geometrias no euclideas por obra de Gauss, Lobachevski, Bolyal y
Riemann, entre otros. El trabajo de estos matematicos fué recibido
con grandes recelos y graves malentendidos. Aunque inicialmente se
formularon para espacios de dos dimensiones, era inmediata su
generalizacién a tres. Habia ya una gran familia de geometrias
tridimensionales para eleglr, <on las mismas virtudes desde el
punto de vista del rigor légico de su construccién. ¢ Por qué lba a
ser la euclidea la adecuada para la descripcién de la imagen que el

hombre se forma del Universo 7?

Ademas, lo malo era que no se trataba de elegir entre tres
geometrias, eliptica, euclidea e hiperbélica, claranente
diferenciadas, sino en escoger entre una gama continua de
geometrias entre las cuales la euclidea era un simple caso
particular, si bien singular, o por mejor declr, degenerado. Y
esto, 1ipitandonose tan solo a las homogéneas (de curvatur§
constante). Si la geometria euclidea resultaba buena para nuestra
experiencia inmediata, también resultaban igualmente buenas otras
elipticas o hiperbélicas que localmente eran indiscernibles de 1la
euclidea dentro de la aproximacién gque podiamos alcanzar en
nuestras mediciones. No obstante, las conclusiones globales tales
como la relativa a la finitud del espacio, eran completamente
distintas en unas y otras. La intuicién pura, el conocimiento a
priori a que se referia Kant, conducia sin duda 2 una geometria gque
tenfia que ser métrica y tridimensional, pero ¢ necesariamente

euclidea ? No quedaba enteramente claro que fuese asi.



LA GEOMETRITA PROYECTIVA

Poco después del establecimiento de las geometrias no-

euclideas, gracias a 1los trabajos de Monge, Poncelet, Chasles,

Staudt, Steiner y otros, tuvo lugar,’ en el siglo XIX, 1la

introduccisén de 1la Geometria Proyectiva,
ampliacién de la euclidea,

impropios,

Primero como una simple
mediante la adicisén de los elementos

Pero después como una construccién matemAtica auténoma,
con fundamento axiomatico propio.

Cayley demostrs que tanto la geometria euclidea como muchas
no euclideas podian considerarse como derivadas de 1la pProyectiva

mediante la adopcién de un “absolutd" del espacio (el denominada

circulo absoluto del plano impropio en el caso de la euclidea

tridimensional). En un exceso de optimismo llegé a decir: "La

geometria proyectiva es toda la geometria”,
los postulados del espacio proyectivo,
absoluto <(gue de

Pero ello mostraba que
nmAs 1os de existencia del

ninguna manera podian considerarse como fiel

enunciado de conocimientos a priori’, permitian construir una

geometria adecuvada para la descripcién de 1la realidad,

sin que por
ello se 1le

Oocurriese a nadie atribuir existencia fisica a los

puntos impropios o al circulo absoluto. Quedaba asi al descubierto

la falacia de atribuir a 1la realidad todas las propiedades globales

de una geometria, porque ésta haya tenido éxito en su descripeisén

/

Ademas, el principio de dvalidad, consecuecia inmediata de
'os  propios postulados (no deducible de
geometria,

locsal,

ellos en la propia
8ino en la metageometria que los analiza desde fuera del

sistema) nos permite no decidir si los puntos, rectas Y planos de

©#80S postulados corresponden respectivamente a los puntos,

rectas y
rlanos de nuestra intuician,

0 bien a los planos, rectas Y puntos
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de ella, hasta el momento de introducir el absoluto del espacio, en

el que se rompe la dualidad.

EL PROGRAMA DE ERLANGEN

Las diversas geometrias que se estaban creando, no se
disputaban entre si la validez, sino que eran igualmente aceptables
des;e el punto de vista formal. Fué Felix Klein el que, en un
discurso pronunciado en 1872, que se difundis mundialmenfe con el
nombre de Programa de Erlangen, dié una nueva visi?n de 1la
naturaleza de esas geometrias. Klein centraba su atencién, no ?n
ios elementos <(puntos, rectas,...) de una geometria, sino en las
propiedades de su grupo de transformacilones fundamentales, quelea
;l AUe realmente la caracterizaba. ‘Ea geometria estudiab? . is
invariantes en ese grupo de transformaciones. Esta idea com? e a'a
éJETuminaba los resultados de Cayley, permitia una clasif-cacion
satisfactoria de las geometrias y ha tenido uza influencia decisiva

en la creaclén de las mas modernas teorias fislcas.

Después de la introduccién de tal variedad de geometfias.
todas con igual coherencia légica, ¢ Qué quedaba de la filosofia de
Kant relativa al conocimiento a priori ? Quedaba al menos su parte
critica, que negaba el que 1las propiedades geométricas fuesen
atributos de las cosas en si. Quedaba también esclare:ida la
naturaleza de la intulcién pura y su caracter humano, definiendo
cémo el hombre podia representar con ella las sensaciones recibidas
del exterior. Era dudoso, en camblo, que el espacio de esa
intuicién correspondiese exactamente al espacio abstracto de }a
geometria euclidea y seguro que la Fisica no necesitaba ya'que sus
conceptos fundamentales fuesen representables en la intuicién pura,

ademis de ser expresables mediante modelos matematicos abstractos.
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-
LA MEDICION

4

lentras los matemAticos hacian progresar de manera tan
notable la Geometria, los fisicos iban comprendiendo la complejidad
de los conceptos que entrafaba la experimentacién, incluso en el
caso particular de la medicion de longitudes y angulos,

la operacién de medir exigia la existencia de una unidad de
medida, de la posibilidad de una operacién de desplazamiento de esa

unidad, que por definicién se mantenia siempre "igual", y‘ de

seflalar en el objeto de la medicién la parte ocupada por la unidad

desplazada. La hipdétesis de que la unidad de medida se mantiene

"igual" en la operacién, no es una eimple definicién, sino que

entrafia una especle de condicién de invariancia, que asegura que la\
coincidencia de la unidad desplazada con el cbjeto de la medida o,

una detepminada parte de &1 no depende del "camino", o sea de 1a

Tampoco era facil definir en

previos a la interpretacién geométrica,
los “divisores” de 1la unidad, o

cadena de desplazamientos empleada.

términos experimentales,

subunidades, necesarios para
Proseguir el proceso de la medicién.

Las medidas, 0 resultados Ye las mediciones,

han de
interpretarse en una geometria métrica.

En principio suponemos gue
ésta es euclidea. Si consideramos un triangulo de la realidad y

medimos las longitudes de dos de sus lades, encontrandolas iguales,

confiamos en que al efectuar las medidas de sus édngulos opuestos,

encontraremos también valores iguales, porque asi nos lo dice

nuestra geometria euclidea.

Lo verdaderamente sorprendente de ese resultado es que se

haya tardado tantos siglos en considerarlo sorprendente.

¢ Dénde
estd su evidencia 7

En cierto modo podria entendersa como una

comprobacién experimental que avalaba (ya que no demostraba) 1la

validez de la geometria euclidea empleada, al menos dentro de 1la
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escala de tamafios y precisién de los procesos de medida emplead:si
Perd‘igualmente podria pensarse que avalaba el método expeism::J:r
de efectuar las mediciones de las longitudes y éangulos. meser
ceria concluir que lo que avala es la adecuacién de ese método

medir a la interpretacién euclidea de 1los resultados, y que nf
podemos sustraernos a la dificultad de justificar por separado unos

ocedimientos de medicién y una caracteristica de la geometria
pr

adoptada.

EL GRUPO DE LAS SEMEJANZAS

Si la geometria se supone euclidea, nos encontramos <¢on uzé
diferencia fundamental entre las mediciones de éangulos uZida:
longitudes. Mientras las primeras cuentan CoOn  una

. t te es el &ngulo
{ntrinseca, la vuelta completa, cuya cuarta Ppar mee
recto, las segundas exigen la adopcién previé de una un‘l*ai -
medida. No es posible definir tal unidad en términos geomeTiricCos.
La geometria euclidea admite el grupo de las semejanzas, i:?rhizz
que la unidad de medida de longitudes, necesaria para conve-ij >
éatos geométricos en numéricos (incluso la introducciodn

i ia.
coordenadas), sea ajena a la propia geometr

El admitir el grupo de las semejanzas, es una buena
cualidad de la geometria euclidea, en relacién con nuestzé
intuicién pura, que nos abliga a admitir la posibilidadbi e
construir cubos, esferas, etc., del tamafio que deseemps. En cam ci
en cuanto nos salimos de la escala de tamafios habitual para ;
hombre, este grupo de transformpaciones es totalmente indeseable; s
evidente para cualquier fisico, que no podemos considerar un atomo

de hidrégeno de tamafio arbitrario.

La realidad introduce en nuestra geometria una unidad de

no
medida que no puede describirae en términas Seometricos- Aunque
)



supo
pongamos que\los electrones pueden considerarse como bolitas, el

radio del electrén es una longitud que interviene en diversas

t i ,
eorias. Si en un experimento se crea un electrén en un lugar

determinado ¢ No es sorprendente que resulte del mismo radioc que

los demAs, cuando en ese lugar no hay ninguna unidad de longitud

natural a que referir su longitud ?

Resulta asf que la geomestria adecuada a la Fisica no es 1la

eucli
clidea, con su grupo de Semejanzas, sino acaso la euclidea dotada

de una unidad de medida singular, privilegiada, invariante en el

grupo de las congruencias, Pero que elimina el grupo de
semejanzas. Después de Klein,

las

una geometria es esencialmente 1o

Que sea su grupo de transformaciones fundamentales: Por tanto, tal
'

€ om i i
g etria ya no es euclidea. Las otras geometrias no-euclideas

homogéneas, elipticas o hiperbélicas, no admiten el grupo de las

semejanzas. No hay triangulos semejantes;

longitudes de los lados de un triéangulo,

al ir aumentando las

cambia el valor de la suma

de sus Aangulons, de modo que puede definirse una unidad natural de

longitud en cada punto del espacio, del mismo modo que hay una

unidad natural para los angulos. Esta unidad esta
relacionada con el radioc de

intimamente
e la curvatura del espacio <(con 1la
interpretacién que hoy dia tenemos de estas geometrias)

\
En vista del hecho indudable de que exisien longitudes

L]
patrones” naturales (como el citado radic del electrén), parece

razonable afirmar que' la geometria euclidea es la menos adecuada

para la descripcién del mundo fisico, ya que las no-euclideas
'

bomogéneas © 1no, no necesitan de la artificial y dif{eil

“radio de curvatura
(o algo mAs complicadeo si falta 1a
isotropia necesaria para definirlo), hace ese papel.

recurso en la geometria euclidea.

introduccién de una unidad patrén ubicua; el

del espacio”" en cada punto

No tenemos tal
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EL SOoLIDO RiIGIDO

El proceso de medida de longitudes esta basado en la
existencia de sélidos rigidos, con los que construilr nuestras
reglas, a ser posible, graduadas. Hacemos nuestras reglas de un
metal (el platino iridiado tiene buena fama) y confiamos en que
estos instrumentos satisfacen la condicién de invarianza a que nos
referiamos antes. Ello, a pesar de la experiencia en contrario:
Sabemos que si tenemos dos reglas gemelas y nos llevamos una a un
lugar célido, al traerla caliente, junto a su compaiiera, ya no hkay
caincidencia. Conocemos el fenémeno de la dilatacién, y lo
eliminanos exiglendo una temperatura determinada para las
mediciones o efectuando la oportuna correccién.

Pero lo curioso es que el fracaso no se debia a la
dilatacién, sino a la inercia térmica de la regla, que percitia
juntar una regla caliente con otra fria. Si hublese una temperatura
en cada punto, y la regla la alcanzase inmediatamente al situarsz
en él1, las reglas se dilatarian o contraerian, pero reglas gemelas
que coincidiesen exactamente en un lugar del espacilo, seguirian
coincidiendo si se juntaban en otra parte, con independencia de por

dénde se habia llevado cada una a ese sitio.

Si el experimentador es capaz de medir temperaturas vy
concce las leyes de la dilatacién, pudienda, por tanto, corregir
las mediciones realizadas con estas reglas, se supone Que gsus
mediciones confirmaran las previsiones de la geometria euclidea.
Pero si decide aceptar "“por definicién" las medidas propnrcionadés
por sus reglas, podra hacerlo sin inconsecuencias, ya que éstas
satisfacen a las condiciones de invariancia citadas antes, pero lcs
resultados no seran acordes con los previstos por la geametria
euclfdea; por ejemplo, la determinacién experimental de la razén de
longltudes de la circunferencia al diametro, en un circulo con 1la

periferia fria y el centro callente, daria valores mayores que T.
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Puede haber otros “"campos" en el espacio que, al igual que
las temperaturas del ejemplo anterior, afecten a las reglas de
medir cuando las desplazamos, dilatédndolas o contrayéndolas (segun
sentenciaria quien conociese el fenémeno) en forma imposible de
averiguar mediante mediciones efectuadas con las propias reglas,
aunque cambiaria la geometria aplicable. Queda claro que la
solucién del problema de determinar la geometria adecuada para la
descripclén de los resultados de nuestras mediciones de longitudes

¥y é&ngulos depende de qué sea lo que consideremos como sélidos
rigidos.

la adopcién de longitudes de onda de determinadas luces
como patrones de medida, en lugar de los sélidos rigidos, entrafia
problemas parecidos y afiade el nuevo de por qué los dos métodos de
efectuar las mediciones son concordantes, dificil de explicar si
ambos no se refieren a alguna carcateristica ubicua del espacio,

tal como su curvatura en cada punto.

Incluso las propiedades globales del espacio dependen
sustancialmente de los wmeétodos empleados para las mediciones.
Consideremos como ejemplo la parabola de ecuacién ¥y = x* situada en
el plano euclideo, y el espacio P de una sola dimensién constituido
por esa linea. La métrica inducida en P por la del vlano, hace de P
un espacio infinito. Consideremos, en cambio, que adoptamos una
unidad de medida que en cada punto de P sea igual al radio de

curvatura de la parabola. Es inmediato que con ese convenin, la

longitud de un arco de la parabola resulta ser igual al angulo que
forman las tangentes en sus extremos, y el espacio P resulta tener

longitud total igual a n, y en consecuencia, es finito.
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ILA RELATIVIDAD RESTRINGIDA

Ya en nuestro siglo, las revolucionarias teorias de
Einstein conocidas con el nombre de relatividad restringida
afectaron profundamente al problema que nos ocupa, denunciando
nuevas dificultades en el problema de la medicién de una longitud.
Se trata de que para comprobar que dos reglas son iguales, como se
sabia, hay que llevarlas una junto a otra y ver sl colnciden sus
extremos, pero naturalmente, ex el mismo Instante; es decir, habia
que asegurarse de la simultaneidad de las comprobaciones de
coincidencia. Pero resulta que la comprobacién experimental de la
simultaneidad de sucesos que ocurren en puntos distantes es un
problema muy delicado. Equivale al de poner de acuerdo dos relojes
situados en esos puntos, problema Iacll para un observador que
pueda mandar seflales lumniosas de uno al otro. Lo malo es que el
método proporciona resultados distintos segun sea el movimiento del
observador. Lo que para uno es simultaneo, no lo es para otro, y
asi no hay marpera de efectuar la medicién de una longitud en forma

independiente del observador que la realiza.

El hecho de que la luz se propague a velocidad tan grande,
en relacién con las velocidades que solemos considerar, hace que &
efectos practicos, no tengan repercusién importante las
comelderaciones anteriores, y podamos seguilr efectuando medicilones,
sin que nos preocupe mucho la citada exigencia de simultaneidad;
pero conceptualmente, la nocién misma de longitud, independiente
del observador, queda destruida sin remedic. En las mediciones es
preciso tener en cuenta el tiempo, y si queremos obtener resultados
independientes del movimiento (uniforme) del observador, debemos
medir “intervalos de universo, en un universo de cuatro
dimensiones constituildo por el espacio-tiempo, pero cuyas
coordenadas espaclales Yy +temporal, no pueden separase en forma

independiente del observador.
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EL ESPACIO-TIEMPO

Si deseabamos alcanzar una visién clara de 1los conceptos
implicados en nuestro Problema de 1la geometria del espacio,
Podiamos desear menos que la necesidad de introducir el tie
nuestras argumentaciones. El concepto de

nada
mpo en
tiempo es el mas

Aparte de tratarse de
otra de las intuiciones Puras de que nos habla Kant,

problema de su medicién.

escurridizo de los que Podemos encontrar,

queda el
Ni siquiera podemos materializar la unidad
de medida en un "patrén" que pPodamos desplazar, ni pPodemos sumar

intervalos de tiempo no comnsecutivos. ¢ Cémo podemos 1llamar

& Qué significado puede tener decir qQue dos
intervalos de tiempo son iguales ?

magnitud a eso 7

La medicién del tlempo se encomienda a los relojes;

éstos
estan basados en las regularidades

Observadas en ciertos fenémenos

fisicos. Durante milenios, el reloj adoptado como patrén ha sido el

proporcionado por el movimiento de rotacién de nuestro Planeta, a

Pesar de que sabemos Que nos basta levantar un dedo Para variar el

momento de inercia de la Tierra Y. en consecuencia, su velocidad

angular <(aunque my poco, cilertamente). Los

relojes basados en
oscilaciones mscanicas 0 eléctricas,

$@ comportan en perfecta

sincronia con ese patrén. En la mecanica teérica aparece un

misterioso parametro t, que asimlilado a las indicaciones de

cualquiera de esos relojes, da a sus conclusiones una

interpretacién en perfecta correspondencia con los resultados de 1a

experiencia. No deja de ser sorprendente, pero estamos habituados a
aceptarlo como evidente.

Hoy dia, ese han 8eneralizado otros relojes,

como los
atémicos, basados, por ejemplo,

en la supuesta regularidad de una
Y en cualquier caso,
regularidad con qQue se produce algun otro fenémeno

descomposicién radioctiva, en la supuesta

disipativo, Es
un misterio el por qué estos relojes bparacen estar exactamente de

acuerdo con los que proporcionan las regularidades de la mecéntz;
No hay uma razén clara que Justifique este acuerdo entre Pri:ins
de origen tan diferente (irreversibles unos Yy reversibles ) dc,
ademas), e incluso es posible que ese acuerdo sea sélo aproxima d,
para tiempos no muy largos, y que sus indicaciones vayan tenien Z
distintos significades y distinto comportamiento, por ejemp o.l
medida gque el Universo se expande. Si llega a comprobarse queb a
identidad de comportamiento de 1los relojes basados' en fm Zs
principios es absoluta, habria que buscar una explicacién pz:x:nd:
a esg resultado, de la misma manera que la sorprendente igualda .
las masas inercial y gravitatoria, fué un enigma hasta quedam :s
conceptos quedaron unificados en la teoria general e a

relatividad.

LA RELATIVIDAD GENERAL

lLa integracién del tiempo. Junto coa el espacio, en un
universo de cuatro dimensiones, se consumé definitivamente despues
de la introduccién por Eilnstein de su teorsa general de la
relatividad. E1 aparato matematico requerido para el desarrollo de
la teoria, la geometria diferencial, habia sido elaborado ya ?or
Riemann y muy desarrollado con antericridad para el estudio de ;é?
superflciles. En su teoria, las propiedades geométricast z;
espacio-tiempo aparecian como protagonistas. E1l propio conciidias
masa aparecia tan ldentificado con esas prspiedades4§eoze Ilas.
que podia interpretarse que era una silmple manifestacién :'e 1;
o si se preferia, la causa que las determinaba, La gravitac ondyd
inercia aparecian como dos aspectos de las mismas propledades
geométricas y toda la mecénica celeste quedaba reducida a pura

geometria.

Por supuesto, la geometria del espacio-tiempo no podia ser

£ v a
euclidea ni siquiera homogénea. Su curvatura arliaba con 1
1
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presencia de masas (o si se prefiere, su curvatura variable se

manifestaba como una distribucién de masas). Las propiedades

globales del espacio no quedaban determinadas a priori. Podia

tratarse de un universo finito o infinito, estatico, en expansién o

en contraccién, y habia medios de determinar experimentalmente

estas propledades, aunque las observaciones

presentaban como muy dificiles. De este estudio

necesarias se

S8 ocupd 1la

Cosmologia. El nuevo aparato matematico, tan satisfactorio

conceptualmente y para el pPlanteamiento de los problemas
cosmolégicos, se presenté como enormemente complicado para abordar
los problemas mAs sencillos de la mecanica celeste; confirmaba los

resultados de la mecanica de Newton con gran aproximacién para el

Sistema solar, y en los pocos casos en que daba resultades algo

diferentes, las observaciones astronémicas de gran precisién daban

siempre la razén a la Relatividad General.

En la formulacién de Einstein de su relatividad general, se

asimilaba el espacio-tliempo a una variedad de Riemann de cuatro

dimensiones, en la ,que la métrica venia determinada por una forma

ds® = I giy dx: dx; <(con signatura + - - -),

componentes del +tensor simétrico

donde 1las diez

g+s &on funciones de las

coordenadas curvilineas adoptadas. Las propiedades de curvatura del

espacio vienen dadas por el tensor de Riemann-Christoffei,
por contraccién de indices,
simétrico,

del que,
se deduce el tensor de Riccl, R..,
cuyos dilez elementos son expresiones diferenciales. La
teoria de la relatividad general, en su primera versién,

planteaba
las ecuaciones diferenciales R.y=0, y

establecia que los

movirpientcs de los puntos materiales, em virtud de la gravitaciénm,

venian descritos por las geodésicas del espacio <(en particular,

aquellas para las que ds=0, describian el'movimienﬁo de la luz). En
una versién posterior, las ecuaciones fueron sustituidas por las
Ris = 2Agss , donde A es la llamada constante césmica.

(En realidad,
no habia mucho donde elegir,

pues como demostré Cartan, estas

ecuaclones son las unicas que, siendo de segundo orden ¥ lineales
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L
respecto a las derivadas segundas, satisfacen a los principios de
conservacisén de la energia y de la cantidad de movimienta). Esta
modificacién tenia consecuencias muy importantes: El e?pacio
resultaba ser finito y aparecia el fenémeno de la expansion del
Universo, que se comprobé mediante la observacién de los espectros

de las galaxilas.

EL MeTODO EPISTEMOLSGICO

las hipétesis anteriores eran de apariencia tan arbitraria
como complicada, y tenian aspecto de poder ser sustituidas por
otras, si la experiencia lo aconsejaba. Sir A. Eddington buscaba la
confirmacién de su idea de que la mayor parte de las leyes de la
Fisica, que pomposamente solian llamarse Leyes de la Naturaleza (si
no todas), aran directamente deduclbles del examen atento de la
manera de hacer las observaciones (como la ley de que la media de
las puntuaciones obtenidas con n dados se establiliza en un valor de
3,5 al crecer n, procede mAs del mecanismo de obtencién de la media
aritmética que de que ocurra algo real con los dados, coxo no éea
que estén sometidos al puro azar; la media cuadratica daria otro
valor limite). En su “"Filosofia de la Clencia Fisica", ponia el
ejemplo del ictiélogo que estudiaba los animales que recogia del
océa;o con sus redes. Lo que no era susceptible de ser capturada
con 1la red, no era objeto, segun él, de la ictiologia, sino de la
meta-ictiologia, que po le interesaba en absoluto. Encontré la I?y
experimental que afirmaba que todos los animales de la ictiologia
tenian mAs de 6 centimetros; podia haberse aborradc las

experiencias y haber examinado con atencién sus redes.

Eddington denominaba Método Epistemoclégico a la basqueda
de estad) leyes deducidas del examen profundo de nuestros métodos de
medida. Siguiendo su analisis, la métrica del espacio en el entorno

de un punto, viene dada por el temsor meétrico guiu antes citadc,
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pero ¢ De dénde tomamos la unidad de medida < No tenemos otra

ubicua mAs que la que nos brinda la curvatura del espacio, cuyas
propiedades‘resume el tensor de Ricci, R.y

. Por consiguiente, 1la
igualdad R:y, = N guy

» DO representa otra cosa que la afirmacién
de que las medidas de distancias en el espacio-tiempo se efectuan

tomando como unidad la suministrada en cada punto por la curvatura

del eespacio. No se necesita experiencia alguna para afirmarlo,

(aunque si haria falta, si se quisiese determinar el valor de la

constante coésmica r). De esta simple consideracién se deduce por

tanto, la ley general de la gravitacién,

(inercia incluida) y por
afladidura la de 1la repulsién césmica. En “La

Expansisén del
Universc, dice:

Una vez admitido que existie en todas partes up radio de
curvatura dispuesto a servir de patrén de medida Yy que las
distancias en el espacio estin expresadas directa o indirectamente
en funcién de este patrén, la ley de gravitacién se deduce sin mis
suposiciones y se resiablece la existencia de la constante césmpica
A, cen la correspondlente fuerza de repulsién cosmica. Basada de
este modo en una necesidad fundamental dal espacio fisico, la
posicisn de la constante cosmica me parece inexpugnable y aun cvando
la teoria de la relatividad calga er descrédite, la constante
cosmica sera el u¢ltimo baluarte que se rinda. FEI renunciar a la
constante césmica desmoroaaria los cimlentos del espacio,

Yo todos participaban del entusiasmo de Eddington por esta

constante. G. Gamow escribe que "“Einsteln creia que la Introduccién

del término cosmolégico fué el mayor desaclerto que cometié en toda
Su vida, pero una vezr Introducida por él, la constante cosmolégica
levanta su horrible cabeza una Y otra vez”.

Nunca la Fisica habia adquirido una expresién tan reducida

a la Geometria, y en cierto modo, con una reduccién a priori.

Pero una vez mas, 1las propledades de esa Geometria no son atributo

de la realidad, sino de nuestros propios métodos de acercagnos a

ella. Es como un renacimiento de Eant, pero con la diferencia de

que la representacién geométrica requerida por la Fisica, viene
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dada, no por nuestra intuicién pura, sino por el método de

construir tal representacién.

LAS TEORfAS UNIFICADAS

El éxito de los fisicos relativistas al encontrar una
representacién geométrica, tan simple conceptualmente, fantolde la
teoria de la gravitaciém, como de la fuerza de repulsion cdsmica,
les indujo inmediatamente a tratar de generallzar su teoria de mnodo
que abarcase también las otras fuerzas encontardas en la Fisic?,
principalmente la electromagnética; se queria encontrar una teoria
del campo unificado que condensase en una ecuacioén, y a ser posib}e
en una interpretacién geométrica, todos los fundamentos de 1la

f{isica tedrica.

Los primeros éxitos en este sentido se debleron a los
audaces trabajos de T. F. E. Ealuza, gue consiguié una tecria
unificada que daba cuenta a la vez de los fendmenos gravitatecrics y
de 1los electromagnéticos. Tambien esta teoria reducia estos
fenémenos a pura geometria. Lamentablemente para los deseoscs de
mantener el nexo entre el espaclo de la Fisica y el de nuestira
intuicién, ese espaclo-tiempo era de cinco dimensiones. Una de
ellas no se nos manifestaba directamente en los fendmenos
ordinarios, porque =l espacio estaba tan curvado en sSu direccion,
que se "arrollaba" en ciclos de menos de 107'% cm, No obstante, las
particulas con masa o carga electrica adquirian movimientos
representados por geodésicas del espacio de cinco dimencsiones,
aunque esos movimientos solo se manifestaban en cuatro (incluldo el
tiempo). Esta teoria, aparte de no dar cuenta de las otras fuerzas
de la Fisica, tropezé con serios obstaculos, pero fué el origen de
una gran diversidad de teorias unificadoras, que siguen

desarrollandose hoy dia, pero ya a la luz de la mecanica cuantica.
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LA MECANICA CUANTICA

Mientras los fisicos relativistas y los cosmélogos trataban
de dar una fundamentacién geométrica a la fisica exntera, los
fisicos que se ocupaban de las particulas elementales y de los
fenémenos subatémicos parecian dispuestos a demoler cualquier
teoria con soporte geométrico. Creian en 1la existencia de los
electrones, pero les negaban el derecho a tener una posicién y una
velocidad determinadas. La expresién "coordenadas de un electrén"
so0lo tenia significado en condiciones muy especiales. Todo lo mAs
podia hablarse de la probabilidad de encontrar ese electrén en un
punto de determinadas coordenadas, en un experimento concreto. De
ninguna manera podia atribuirse a un electrén el atributo de ser
extenso, de modo gue un electrén no podia ser una cosa, en sentido
ordinario. AdemAs, para un electrén determinado, podia determinarse
Su spin, como una extrafia coordenada mas, con solo dos valores, y
cualquier tentativa de conseguir una imagen fiel de esta propiedad,
asequible a nuestra intuicién pura, resultara vana, si no engafiosa.

Analoga situacién se producia con las restantes perticulas.

los fisicos de la mecanica cuantica utilizaban el espacia,
por supuesto, para situar enm él los aparatos, macroscépicos, por
definicién, con lo que se hacian las experiencias, y para que en &l

se propagasen, ateniendose a cilertas ecuaclones diferenciales,

ondas de una funcién imaginaria que informaban, en forma
probabillistica, acerca de los resultados que se obtendrian en
mediciones posteriores. Lo que parecia ser el objeto de su

estudio, las particulas elementales y sus interacciones, apenas
podia decirse que “estuviesen" en el espacio, o al menos en punto
determinado de él, en un preciso instante. Por supuesto que
operaban siempre con fenémenos que se desarrollaban en escala
atémica. En esas condiciones, el problema de si el espacio

utilizado era euclideo o no, carecia de importancia.
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Aunque se desvanecié pronto el suefio de describir todos los
fendémenos fisicos a través de unas pocas particulas elementales, ya
que éstas proliferaron en forma desesperante, tanto en las teorias
como en las experiencias, al menos crecié poco el repertorio de las
fuerzas que las bhacian 1ateraccionar, manteniéndose en 1la
gravitatoria (quizéas con la de repulsién coésmica)d, la
electromgnética, la nuclear fuerte y la nuclear débil, siendo
escasos los intentos de ampliar esta lista. A los fisicos que las
estudiaban les sigulé tentando el conseguir una reduccién a 1la
geométria de estas fuerzas y en los uUltimos afios ban aparecido
multitud de teorias, con un complicado soporte matemAtico basadn en
los Gltimos avances de la geomeiria diferencial, del estudio de los
grupos de simetria y de los espacios fibrados. Destacan las teorias
de la supergravedad y las de las cuerdas y supercuerdas. En las
primeras, se precisa un espaclo-tiempo de once dimensiones. Alguna
teoria de cuerdas exigia un espacio-tiempo de 26 dimenziones; las
de supercuerdas se desarrollan en espacios de diez dimensipones.
Queda nucho por investigar en estas teorias, pero gueda clarc que
el espacio-tiempo de cuatro dimensiones resulta insuficiente para

soportarlas.

CONCLUSION

lLa conclusién que podemos sacar de lo anterior es que 1a
palabra espacio se usa con siganificados muy diferentes, segun las
ocasiones. Tenemos, por una parte, los espacios abstractos creados
por los gedmetras, a través de sistemas de axlomas, en cierto modo
arbitrarios, con el <dUnico condicionamiento del rigor légice
exigible a toda construccién axiomatica. S1 de loe diverscs
espaclos geométricos que pueden crearse asi, los geémetras muestran
preferencias por algunos Yy consideran otros como carentes de
interés, ello obedece a razones de indole mAs cercana a la estética

que a la 1légica, que pueden cambiar con el paso del tiempo. Las



eventuales aplicaciones fisicas que se encuentren para una
geometria podran influir ocasionalmente en que ésta se considere
como interesante. E1 espacio euclideo tridimensional es tan solo
uno de 1los muchos a los que los geémetras han dedicade sue
trabajos, aunque tiene el mérito de haber sido el primero, con
milenios de ventaja respecto a los demas.

Tenemos, por otra parte, el espaclo de nuestra intuicién,
que nos descubrié Kant, y que debiera ser objeto de estudio por los
psicélogos, mAsS que por los matemAticos, por tratarse de una
caracteristica humana, mediante 1la que podemos acceder a formarnos
una representacién de 1o que percibimos a través de nuestros
sentidos. Localmente, ese espacio es tridimensinal, mnétrico y
practicamente euclideo, sixzplemente porque la geometria euclidea se
desarrollé por abstraccién a partir de esa intuicién. Pero hoy
sabemos que bhay una infinidad de geometrias que localmente dan
ldénticos resultados y en cambio pPresentan propiedades globales muy
diferentes, por lo que es abusivo atribuir al espacic de nuestra
intuicién las propiedades globales del euclideo, en particular, por

lo que se refiere a su caractaristico grupo de las semejanzas.

Por altimo, +tenemos los variados espaclos con 1los que
distintas teorias fisicas de corte geométrico, intentan modelizar
los fenémenos observables, camo una alternativa satisfactoria a la
desagradable introduccién de fuerzas de distintos tipos que actuan
a distancia entre las particulas. Hace mucho tilempo que se vié que

éra necesario prescindir de la exigencia de que ese espacio fuese
intuible,

Por supuesto que 1las espacios que utilizan las modernas
teorias fisicas, estan escogidos entre los que, con aparilencia
caprichosa, han generado previamente los gedmetras, si Dbien
también, contadas veces, se usan algunos "mandados a hacer de

encargo". La mayor parte de las teorias geométricas de la Fisica

han utilizado espacios que habian sido estudiados aflos antes por

matemAticos puros.

El espacio de nuestra intuiclémn pura no bha desaparecido

como un accldente que, en alguna época histérica, d1introdujo
confusién en nuestros conceptos geométricos. Permanece hoy en la
forma de una exigencia para que una teoria fisica pueda ser

considerada como una descripcién comprensible de lo observado. Por
extrafio a nuestra intuicién que sea el espacic geoxzétrico utilizado
per la teoria, debe reducirse al tridimensional localmente casi
euclideo, cuando se aplica al mundo de las dimensiones humanas (en
tamafios y velocidades), llamadas "macroscépicas" por los fisicos
mecanc-cuAnticos y "locales" por 1los cosnélogos. Los propics
dispositivos experimentales deben estar construidos a esta escala y
descritos, per tanto, en términos del espacio y del +tiempo de
nuestra intuicién pura. Lo que ha conducido a reiterados fracasos
es el <tratar de extrapolar las propiedades de este espacic y de
este tiempo a la descripcién de los fenémenos que se observan,
tanto a escala atémica como césmica, 0 en los que intervienen

grandes velccildades.

Después de -ésto, cuarndo usemos la blabitual denominacién
"Geormetria del Espaclo", seremos consclentes de su ambigiecad y de

la profiundidad de los problemas que enclerra su interpretacioén.
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SOBRE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES NO LINEALES

Por José A. Fernéndez Viha
Catedritico de la Universidad de Murcia

Nos limitaremos a considerar sistemas de dos ecuacio
nes con dos incBgnitas, para fijar las idéas.

Y

APLICACION DEL TEOREMA DE PUNTO FIJO DE BANACH

Sea f una funcidn de dos variables definida en R2 y
con valores en R2 y sean fl’ f, sus dos componentes respecto
de la base canbnica de este esgacio de modo que f(x, y) =
= (fl(x,y), fz(x,y)). Supongamos que fl v f2 admiten derivadas
parciales acotadas en valor absoluto por un nmero M con 0 <

< M < 1/2. Entonces el sistema de ecuaciones

b'4 fl(x, y)

(1)

y £, (%, y)

. . 2
tiene una solucibén y solamente una en R .

En efecto, aplicando el teorema de los incrementos
finitos, seréa:

£,(x,y) - £5(x',y") = (x-x") Dy £4(&n) + (y-y') Dy £5(&sn)
de donde
|£, Goy)=£(x'yy) | < (Ix-x"| + ty-y'[).M

cualesquiera que sean los puntos (x,y), (x',y') de Rz. Andlo-
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gamente,

[£5(x,y) = £50x",y") | < (|x=x"| + |y-y']).
Luego
£y (xry) = £1(x",y") | +|f2(x,y)- £o(x'yy") | < 2M(|x=x"| + |y=y'|)
es decir,

TIEG,y) = £Ge"y") |y < 2M || (x,y) = (x',y") ||y
y comd> 0 < 2M < 1, esto prueba que f:R2 - R2 es una aplica-
cidén contractiva respecto de la norma || |]1. Por el teorema
de Banach (1922) existe en R” un @nico punto fijo para £, o
sea un punto (xo, yo) tal gue

=f(x,y)
0 1*70 0 (2)

<

0 = fz(xo, YO)

como gueriamos demostrar.
Ejemnlo.- Consideremos el sistema
1
X = 7 sen (x+y)

cos (x-y)

<
1
Wi

Se reconoce inmediatamente gque agui podemos tomar

g . 2
M= % asi que este sistema tiene solucifn Gnica en R".

Nota: Como es bien sabido la solucibn (xo, yo) puede aproximar

se con cuanta precisifn se desee mediante la sucesidn de
valores

(xlryl)r (xzryz) = f(xlryl)r (X3IY3) = f(leyz)""
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APLICACION DEL TEOREMA DE PUNTO FIJO DE BROUWER

Sea f una aplicaci6fn de Rz en R2 continua y acotada.
Ex1ste entonces un conjunto K compacto y convexo de R2 tal que
f(R ) € K por lo cual podemos considerar la aplicacién conti-
nua f:K + K. En virtud del teorema de Brouwer (1910) existe al
menos un punto (xo, yo) en K gue es fijo para f, es decir, que
verifica (2), siendo por tanto una solucién del sistema ().

Este teorema no afirma nada sobre la unicidad de 1la

solucidén de (1) ni es constructivo en el sentido de la Nota an
terior.

Ejemplo.- Consideremos el sistema

_ 3
X = 7 sen (x +vy) ]

y =1+ % arc tg (x-y)
Es claro que

1l s
l£2x9) ] < 200 = 1] < 3

de modo que podemos tomar el conjunto compacto vy convexo

2

= {(x,y) € R%; x| < %, lv - 1] <

A
wiA
W great®

El sistema tiene al menos una solucién (xo, yo) en X.

Nota: Obsérvese que la hipbftesis de que f esté& definida y sea
acotada en R2 constituye una simplificacién, pero no es
necesaria; bata con tener una aplicacién continua f de

un conjunto compacto y convexo en sf mismo.

Esta situacibn se nos ofrece en el ejemplo siguiente.
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Ejemplo.- Probemos que existe un nfimero real A > 0
tal que el sistema

r e¥(cos y + sen y)

n
"

= 2 e*(cos y - sen y)

<
|

admite al menos una solucidn

De las ecuaciones del sistema se deduce inmediatamen
te que

Supongamos que

entonces es -1 i X : 1 y por tanto
2)? er i 2)\2 e2

asi gue tomando tal que
0 < A< 1/e/2

conseguiremos que sea
2 2
£00y)" + £o(x,y) 7 2 1

donde fl(x,y) y fz(x,y) son los segundos miembros de las ecua-
cicnes del sistema. Como la funcibn £ = (fl’ f2) es continua y
aplica el circulo

2
K = {(x,y) € R>; x%+y? < 1)

(que es compacto y convexo) en sf mismo, resulta gue para los
citados valores de A el sistema propuesto tiene al menos una
solucidn.




BOLETIN DE INSCRIPCION

Teléfono

i o s 2 s . 2 o

s e L p——

SOLICITA £l INGARESO COMO SOCIO NUMERARIO DE LA SOCIEDAD.

Con esta fecha autorizo al Banco

B S EE S S ——

T T R e e ke B et e . . S s B P B 5 - e . S S . S S . A S o S B B

para que cargue en mi cuenta nun®

los recibos de las cuotas correspondientes al curso 1988-89
J slauientes,

. s B i e . . i o

__________ . los recibos de mi cuota znual =2n la

Suctiedad Castellana "Puig Adam" de Profesores de Matematicas,
hasta nueva orden.
Les saluda atentamente

Firmado:

Feritanse ambas pertes a: Sociedad Castellana "PUIG ADAN" de
Profesores de Matematicas. Apartado n°® 9479 - 2B080-MADRID.

SOCIEDAD CASTELLANA "PUIG ADAM" DE PROFESORES DE MATSMATICAS

=

SOLICITUD DE ADHESION DE CEZNTRO

D

ccmo del Centro ~

domiciliado en __
Codigo postal Tfno.

T T T—— e L T ——

SOLICITA LA ADHESION A LA SOCIEDAD.

Con esta fecha autorizo al Banco

para que carzue en la cuenta n°

L L ——

recitos ccrrespondientes al curso 1988-289 y siguientes,

Fdo:

La cuota anual estd actualmente establecid

4]
3]

n 1.70C Pts.

[N

T S . o A o T £ W e . o

Ruego abonen con cargo a la cuenta de noimero

-, los reciboz de la cuota anual de
1a Sociedad Castellana "PUIG ADAM" de Profecores de Matemaszi-

; hasta nueva orden. )
cas, Les salude atentaments

Firmade:

Remitanse ambas partes a: Sociedad Castellena "PUIG ADAM" de
Profesores de Matemdticas. Apartado n°® 9473 - 28080-MADRID.



- 45 -

CASO EN QUE UNA DE LAS ECUACIONES ES LINEAL

En este caso lo procedente es despejar de la ecuacisn
lineal una de las. 1ncégnitas en funcifn de la otra y sustituir

la en la ecuacién no lineal, aplicando a la ecuacifn resultan-
te el teorema de Brouwer o el de Banach.

Ejemplo.- Consideremos el sistema

X =14+ % sen (y-1)

De la primera ecuacibn despejamos la y:; sustituyendo
en la segunda se obtiene la ecuacién no lineal

x =1+ % sen x

A esta ecuacibén se le aplica el teorema de Brouwer tomando como
conjunto compacto y convexo K = [1/2, 3/2] y la funcién £(x)
igual al segundo miembro de la ecuacién. También se puede apli
car el teorema de Banach que nos da la unicidad de la solucién

X en dicho intervalo. La incégnita y ser& entonces un punto
del intervalo [-172, 1/2].
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EL METODO DE LA PENDIENTE PARA EIL AJUSTE DE LA CURVA LOGISTICA

Por José& V. Garcia Sestafd

1. EXPOSICION DEL METODO

En un articulo anterior se presentd un proceso de re-
currencia para el ajuste de la curva logistica o autocatalfitica.
En el presente trabajo se presenta otro mé&todo que, como el an-
teriormente citado, permite determinar los cuatro parimetros,
sin ninguna hipétesis inicial,\mediante un ajuste minimo-cuadré
tico bietépico.

La idea intuitiva de este método es e2xpresar la pen-
diente de la curva en cada punto, como funcidn de la ordenada
del punto, esto es, determinar una ecuacidn de la forma y' =
f(y): las posibleé asintotas se obtendrfan de y' = 0, o sea se
rian las raices de f(y) = 0.

Sea la logistica de ecuacifn

a
lL+b e

"Rt ! €T Ypr ¢t a=y,

Tomando logaritmos neperianos y derivando, se obtie-

e@n
z' b he_ht [I]
y-c 1+ be it
y como
1+5D e-ht = 2.
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sustituyendo en Ei

o 2 h(1 - £5
y-c a

1l

que se puede escribir

_ h 2 Pl _ c 4
y' = -2y +h(F+ 1 y-he(g )
Haciendo
-E=a; h('z-s'r 1) = B; —hc(s+ 1) = v [II]
a a a
(*)
como (B.3, Anexo II)
5 2
CICPRTRRON [ g
B(a;h,c} a

basta ajustar por minimos cuadrados el polinomioc
2
y' = ay” + By + vy

a la nube de puntos (yi, yi), donde se suponen conccidos los va

lores de y!, problema que se resuelve en el apartado 2.
i
Eliminando a y h en las ecuaciones [II] se obtiene
2 = TIII
ac” 4+ Bc + ¥y =0 [II1]

que confirma la idea intuitiva expuesta al principio. Si la 1o

* % .
gistica es ajustable a 1los datos( ) se debe cumplir a<0, y<0

2 3
(véanse ecuaciones II) y 8° - 4oy > 0; por tanto [III] admite

(*) Con esta notacibn se indica el apartado correspondiente en la cita bi
bliografica.

(**) Si los {iltimos valores observados presentan un crecimiento exponencial
(y" >0) en general, no es ajustable una logistica (B.3. Anexo V).
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dos ralces reales, distintas y positivas c,y c2(c1 <c,) tales
que

c, c, = = a

e -4 g, 2

_E____El‘=\ﬁg¢ - 4 %
o

que indica que las dos asintotas son

y = c1 ' y = c2 = c1 + a

Si no se cumple que 82 ~4ay > 0, o que a Yy B no sean
anbos negativos, la logistica no es ajustable a la nube de pun-
tos dada. Esto no quiere decir gue no se puedan fijar arbitra-
riamente dos asintotas y, sobre ellas, ajustar por cualguiera
de los métodos, la correspondiente curva; es cbvio apreciar gue
esta forma de proceder falsea los resultados y puede carecer,
totalmente, de valor predictive.

Una vez obtenidas las asintotas, h se podria obtener
de las ecuaciones [II], pero es preferible calcular, simultfnea

mente, los pardmetros h y b, para lo cual, se efectfia el cambio
de variable

Y = 1n (-E— - 1}
y=-c /

y se ajusta una recta Y = A + Bt a la nube de puntos (‘i b4
Como

Y=1Inb-ht — h=-8B, b= eA

quedan perfectamente determinados los cuatro parémetros.
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2. CALCULC DE LA PENDIENTE

Para poder realizar el primer ajuste minimo cuadrdti-
cO es necesario conocer el valor de yi en el punto (ti, yi)i los
datos se suelen cbtener de los Censos de Poblacidn, pero,*como
el distanciamiento de &stos en el tiempo no es constante( ) los
habituales métodos de interpolacién -que presuponen intervalos
iguales- no son aplicables; por este motivo se ha adoptado el
método de las diferencias divididas (B.l1 6 B.3).

Para cada tres puntos consecutivos de abscisas ti_qr

tir ti,qr sE interpola un par&bola de segundo graco

y o= (b, _g) + (E-t,_y) £(k 4, £) +

donde

£ (e, L SR )

k( Gl el e " Ti+k-1

resresenta la diferencia dividida de orden k, correspondiente
a los puntos de abscisas citadas.

Derivando y haciendo t = ti' se obtiene

y! = (t

i 17 Rimn) Bpleyy

£ <
5 ti+1) + £ty i)
que prcporciona la pendiente en el punto de abscisa ti. Otro
procedimiento, también basado en las diferencias divididas,

puede verse en (B.6).

(*) En Espana, los Censos Oficiales.han tenido lugar, los dos primeros en
21-5-1957 y en 25-12-1860; a partir de aqui, y con fecha 31-12 en 1877,
1887, 1897 y todos los aros miltiplos de 10, hasta 1970. De ahora en
adelante se celebrarfn los afios terminados en 1 y con fecha variable.
El de 1981 se realizd el 1 de marzo (B.4).
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3. EJEMPLO

Parece necesario indicar, antes de desarrollar algfin
ejemplo, que la adaptacién de una logistica (o de un arco de lo
gistica) a una serie de datos observados, e inclusive su valor
predictivo, se verifican para un determinado intervalo de tiem-
po que se acostumbra denominar "ciclo cultural”, entendiendo gue
"ciclo cultural" no corresponde al sentido vulgar en que gene-
ralmente se utiliza esta expresibn, sino que engloba las carac
teristicas estructurales, tecnoldgicas, sociales y dindmicas
que determinan la evolucidn de la poblacidn en el referido pe-
ricdo (B.4, Ap. 4).

Para la aplicacién del mé&todo de recurrencia es nece-
sario disponer de datos ecuidistantes en el tiempo, aungue esta
restriccibn se puede obviar realizando las interpolaciones per-
tinentes; por otra parte, hay que tener presente gue, como se

utiliza un nimero par de datos, en ocasiones se puede perder in
formacisn.

El método de la pendiente no est& scmetido a estas res
tricciones, por lo cual es aplicable siempre que se disponga de
un suficiente nimero de datos. Por este motivo, se ha preferido
incluir una aplicacibén de este método(*), que abarca el periodo
1540-1981; aproximadamente en la década 1940-1950 se estima que
se inici6 un "ciclo cultural”, en el cual se admite que todavia
estd@ inmersa la poblacién espafiola. El &mbito poblacional del
ejemplo que se presenta corresponde a las provincias que inte-
gran la Sociedad Castellana Puig Adam de Profesores de Matemd-
ticas.

Los datos utilizados (que corresponden a la poblacién
de derecho de las-referidas provincias) y el c8lculo de la pen-

-

diente para cada afio se esquematiza en el siguiente cuadro:

(*) Aplicaciones del método de recurrencia se pueden ver en B.3, Anexo 4.
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Afio | t; y=£(t) | £(6 ot | £ylty st ) | ¥ = £(E)
1930 | -20 2989,6 - - -
1940 | ~10 334¢,8 35,92 -0,111 34,81
1950 0 3685,9 33,71 1,646 50,17
1960 10 4352,2 66,63 1,484 81,47
1970 20 5315,3 96,31 -0,085 95,46
1975 25 5790,5 95,04 -2,594 82,07
1981 | 30,17 | 6145,5 68,66 -4,486 45,47
1986 | 35,25 | 6260,7 22,68 - -

donde f(ti) representa la pcocblacidn considerada en el instante
t, Y fl(ti_l,ti) y :2(ti-l'ti’ti+l)' respectivamente, las dife
rencias divididas primeras y segundas. Obsérvese gque para no
perder informacifn, se han tomado los datos de 1930 y del Pa-
drén de 1986 (realizado con fecha 1 de abril) para el cilculo
de y'.

Ajustando, por minimos cuadrados,
S 2
y' = oy” + By + ¥y

a la nube de puntos (yi, yi) se obtiene

y' = -2,7509 107° y2 + 0,2697 y - 565,4326

(-5137) (5154) ('5;11)

donde los valores escritos entre paréntesis son los correspon-
dientes valores de la t de Student, que, en valor absoluto ex-
ceden a t; = 3,18 con 3 grados de libertad al nivel de signifi
cacibn del 5%; por otra parte, el coeficiente de determinacidn
es R2 = 0,922 y el valor de la F de Snedecor es F = 17,84, que

supera a F = 9,55 (al 5%).
2,3
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La ecuacién az + Bc + vy = 0, proporciona para los va
lores hallados de &, B, Y.

€, = 3037,6597 y cy = 6766,6193

de donde

a=cy - c, = 3728,9526

Efectuando el cambio de variable

a

Y; -¢

¥, = In( - 1)

Yy ajustando una recta a la nube (ti’ Yi), se obtiene

Y =1,5014 - 0,10034 ¢t
(28,17) (-35,52)
valores de t gue exceden al valor t0 = 2,78, con 4 grados de 1li
bertad al nivel del 5%; por otra parte, el coeficiente de corre
lacibn resulta ser p = 0,9984, lo cual indica la calidad del
ajuste lineal realizado, del cual se obtiene
h=-0,10034 t, b=e 301 _ 4 4579

Por tanto, la ecuacibén de la logistica buscada es

3728,96
= 3037,66 + :
Y ' 1+ 4,4879 e 0r10034 ¢

Las diferencias entre los valores observados Yy ¥ los
valores estimados (mediante la ecuacién hallada) 91, se indican
en porcentaje sobre y; en la tabla siguiente
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| | |
1940 0,88 1970 0,91
1930 0,85 1975 0,37
1960 2,18 1985 0,73

La adaptacifn del ajuste se aprecia observando que,
salvo en el afo de 1960, el porcentaje de desviacibén es infe-~
rior a la unidad.

Un indicadcr sintético de la calidad del ajuste vie-
ne dado por el denominador "indice de bondad" (B.2) gue se de-

fine
2
E(Yi = ?l)
I=1- = =2
) I(y; - ¥
¥y que, como es sabido, indica mayor nivel de adaptacidn cuanto
més proximo estd de la unidad.
Para el ejemplo presentado se obtiene

I=20,998

que comprueba la calidad del ajuste biet&pico realizado, dentro
del actual ciclo cultural.

Utilizando el resultado obtenido se podrian estable-
cer las predicciones de poblacién:

para 1990, t = 40 —>y,, = 6i57 miles de personas

para 2000, ¢t

50 —Y¥gq = 6659 miles de personas

admitiendo que dichos afios se encueniren dentro del cilclo cul-
tural iniciado en la década de los aflos cuarenta.

4.
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RESEfAS D E L IBROS

VIAJES POR EL TIEMPO Y OTRAS PERPLEJIDADES MATEMATICAS,

por Martin GARDNER. Editorial LABOR. Barcelona, 1988,

294 paginas.

La Editorial Labor nos ofrece, para nuestro
deleite, un nuevo libro de Martin GARDNER., Es
verdaderamante increible que un autor tan prolifico como
éste,. del que ya cococemos tantas obras (ésta es 1la
duodécima coleccién basada en sus articules publicadcs en
Selentific Aperican), pueda sorprendernos con las
novedades y originalidades de otra mas. Cuando se conoce
la exvtraordinaria calidad de los libros anteriores (ver la
resefia de nuestro Boletin n?2 17), se piensa que no es
posible que siga manteniendo esa nivel, a menos que calga
en repeticiones. Pero no es asi; en Viajes por el Tiempc
nos proporciona un nuevo repertorio de entretenimientos
matematicos originales, divertidos y en su mayoria, con un
trasfondo teérico que no se sospecha al comenzar sSu
lactura.

El 1libro toma su titulo del tema de su primer
capitula, dedicado a los escritos de ficcion basados en la
Msquina del Tiempo, y al analisis de las paradojas a que
dan lugar las situaciones descritas en ellos. Tan bien
documentado come sabroso.

Los capitulos 2 a 4, estan dedicados a
disposiciones de figuras sobre el plano, como Hexas ¥
estrellas, y Tangrams , con propiedades curiosisimas. En

los 5 y 6 se consideran juegos en los que intervienen
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relaciones no transitivas y otros de naipes que dan lugar
a 1interesantes problemas combinatorios. Los 7 y 8 tratan
de miaquinas de composicion musical y de Arte Anamérrico,
excursion por temas artisticos muy documentada, en temas
generalmente poco conocidos. El capitulo @ presenta ocho
problemas realmente apasionantes, de los que no solo da

sus soluciones, sino jugosos comentarios.

En muv notable y divertido el capitulo 10, que
trata de las 1nocentadas que M. (Gardner incluyé en un
Scientific American de 1975; es un alarde de imaginacién y
buen humor que fué tomado en serlo por muchos. El capitulo
11, sobre el poliedro de Csaszar, es un ejemplo precioso
sobre el isomorfismo exlistente entre problemas
aparentemente no relacionados. El 12 estudia la estructura
matematica de algunos Juegos sencillos. El1 13 vy el 14
estan dedicados a varios tipos de mosalcos y el 15 expone
la construccién de curiosos mapas del mundo. En el
capitulo 16 se plantean y resuelven curilosos prcblemas
breves. En los 17 y 18 se dan nuevos aspectos de los
conocidos problemas de cuadrados y <cubos maAgiccs y de

enpaquetamiento de blogues. El 19 es un sabroso comentario

sobre induccilién y probabilidad. El 20 estudia 1los
problemas que dan lugar a los numeros de Catalan. E1 21
describe diversas amenidades con una calculadora vy el
ultimo capitulo estudia los " problemas de plantacidén”, o
colocacion de puntos siguilendo alineaciones.

En resumen, un libro con el que el lector

aficionado a las matemAdticas puede enriguecer sus ideas, a

la vez que disfruta con su lectura.

PENSAR MATEMATICANENTE, por John MASON,
Kaye STACEY. Ministerio de Educacién

Leone BURTOR vy

v Ciencia v

Editorial Labor. Barcelona, 1088, 218 paginas.

El Centro de Publicaciones del Ministerioc de
Educacién y Ciencia, juntoc con la Editorial Labor, estan

onie i i
P ndo al alcance de los lectares espafinoles las

traducciones de obras interesantisimas, relacionadas con

las Matematicas, de reciente aparicién en otros paises,

como la de P. J. Davis y R. Hersh, que comentabamos en el

. - .
numero anterior de este Boletin. En la de J. Mason y L,

-
Burion que comentamos hoy, se trata del proceso mental que

lleva a 1la solucién de 1los problemas a los que se les

pu=de aplicar el modo de Pensar matematico.

Aunque la solucién de un problema matematico, una

vaz obtenida, Se presente en forma de razonamiento

deduct i
eductivo, el proceso mental que ha conducido a su

obtencién, es de naturaleza muy distinta; por esoc 1la

resentacis olecci
p cidn de calecciones de problenas resuelios

contribuye poco a desarrollar 1la habilidad parz 1a

resclucién de otros problemas nuevos, En este 1libro se

trata precisamente de esa manera de bensar matematicamente
que conduce a encontrar la solucién de un problema. N

teorizando scbre psicologia,

®
€ino enirentando al lector
c¢on  problemas Dbien escogidos e induciéndole a una

iatrospeccién de 1las actividades mentales que ha de

reallizar para resolverlos.

La amplia coleccién de problemas que utiliza para

ilustrar la manera de bPensar matematicamente sobre ellos,

ésta muy bien escogida, ordenada por grados de dificultad



creciente y presentada en forma amena. E1 autor trata, a
lo largo de todo el libro, de dialogar con el lectar,
motivandole para que formule hipotesis, las discuta, las
someta a prueba y las razone, hasta llegar, no sélo a 1la
solucién del problema propuesto, sino a concebir sus
Posibles generalizaciones,

Como dicen los autores, Fensar Matemiticamente es
un libro para usar mas que para leer. Va dirigido a los
estudiantes y su objetivo es servir de manual para
desarrollar 1la capacidad de razoramiento matematico. Pero
los profesores pueden encontrar en ¢l muchas ideas utiles
para contribuir al desarrollo de esa capacidad en sus
alumnos, <con una metodologia bien definida Yy con un

inmenso matsrial para trabajar sobre el.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

ENUNCIADOS DE LOS PROBLEMAS PROPUESTOS EN LA SEGUNDA FASE
DE LA XXV OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA (FEBRERO DE 1989)

Problexm 19:

El programa de una asignatura consta de 1 preguntas y el
exapen de la misma coneiste en la exposicién de una de esas
Preguntas, eacada al azar. Un alumo ee sabe eblamente una
bregunta, pero se le permite realizar hasta n exAmenes. Expresar en
fuzciéa de a 1la Probabilidad que tiene de aprobar. ¢ Crece o
decrece al aumentar p ? Detercinar su limite cuapndo n tiende =&

infinita. ¢ Cual es la maAxima cota inferior de las probabilidades
obteaidas para todos los valores de 2 ?

Problema 29:
—_—

Sobre los lados 4B, BC Yy €4 de un triéAngulo ABC se toman
respectivamente los puntos €~ ,4° ¥y B’ de tal modo que

AC® _ BA” __ cCgr* -
c*3 = a'C B A

Las rectas 44° , BB’ , § cC” determinan un
triéngulo A¢B¢Cy . Determipar el Area de este

triéngulo, &1 se conocen r y el Area S de ABC

Problemm 32:
————

Demostrar que

— < L.3..5,...99 1
19z 2 4 6 100 10
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v
Problema 42:

Probar que tanto el numero 1989 como todas sus potencias,
1980™ , pueden escribirse como suma de dos cuadrados de numeros

naturales, al menos de dos maneras diferentes

Problema 52:

Sea D el conjunto de los numeros coxmplejos que pueden
escribirse en la forza a + by -13 , donde a y b son enteros. El
nuzero 14 = 14 + 0 V-12 puede expresarse ccmo producto de otros dos
auzercs de D asi: 14 = 2,7 . Expresar l4 como producto de nimeros
pertenecientes a D, de todos los modos posibles.

Problema 62:

Dexoszrar que dados arbi<rariamezte siete nameros reales se

cumpi

1]

siezpre la siguilexznte propiedad:

Se ruedsn escoger dos de ellos, a y b, tales que
Vala-5) < J1+ap] .=

Poner un ejexplo de sels nixmeros reales tales que no tengan
esa trapiecad.
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PROBLEMAS PROPUESTOS EN LA 4% OLIMPIADA IBEROAMERICANA DE
MATEMATICAS

Problema 7°
——— Ol

Determinar todas las ternas de nimeros reales que
satisfacen el sistema de ecuaciones siguiente:

X +Y -2 -1

2 -y2 422 ¢

- s+ 232

Problema 8¢
— e

Sean x, ¥, 2z, tres nimeros reales tales que O x<y <Z<(;g:
Demostrar la desigualdad:

I/
- + 2 senx cosy + 2 seny cos z> sen 2x + sen 2y + sen 2z

Problema 9°

Sean a, b, ¢, las longitudes de los lados de un triédngulo.
Probar que:

a =-b b =-=¢ cC - a 1
&+ b + ®+c T cC + a < 16

Problema 10°

= L : .
la circunferencia inscrita en el tridngulo 4BC, es tangente

& los lados AC y BC en los puntos M y N respectivamente,
bisectrices de A y B intersecan a MN en los puntos P y Q res-
pectivamente. Sea O el incentro del tridngulo ABC.

las

Probar que ¥P , 0 = BG . 09

biell-D 10
Sea la funcidén f definida sobre el conjunto{1;2;3;...}nor:
£(1) =1 ; £(2n+1) = £(2n) + 1 : £(2n) = 3 f(n)

Determinar el conjunto de valores que toma f.
Problema 12°

Mostrar que hey una infinidad de pares de numeros naturales
que satisfacen la ecuacién:

2x? - x - 3y2 -¥Yy+1=0
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INDICET DE SOLUCIONES PUELICADAS

Lo el

A LOS PECSLIMAS PRCFUESTOS EN NUESTROS ECLITINES Y DT &4CUELLOS PARA PROBLEMOAS RESUELTOS

LCS GQUE TCTAVIA NG SE HAN RECIZIDO SOLUCICHES (INDICADOS COM XX )

FaLI®
PROBLEMA 32 (Boletfn n2 10)
crepues| procedentes Nimeras de los Boletines en los que |0DS.
tes en |~ . aparecen las soluciones de los numercs D L.
ol ne de: e 25 5% us wss & Be ime s Bos Y C son dos puntos de una semicircunferencia de difmetro AB.
i 3 S Sea X un punto cualquiera de AB. Probar que:
1 Varios 4 a4 - - e e = - = = c
2 oMI-83 (Paris}|{2 3 3 4 4 4 - = - = |[€ tg ACX - tg BDX = th BAC - tj aBD
3 CME-£2 1°84 19 19 19 19 18. 19 19 19 - - c
4 MI-84 (Pragajs 6 6 13ylda - - c
5 Varios 12 7.7 8 - - c Solucién
6 Variom 7 16 = = = = - (o4
7 omi-gs (Finl®)f9 16 16 9 9 - - c Sea AX =d y XB = 2r-d. En el D
8 0IM-85(Bogotai|10 10 17 10 10 11 - - c tridngulo ACB, AC = 2r sen(J-A)= 2r cos A
9 OME-f2 1986 (18 19 20 18 19 19 - - c Y en el tridngulo ADB, BD = 2r sen(%-B)=
Varios - = = - = - 17 17 17| ¢ 2r cos B,
10 China y Aust® {20 1§ 21 20 15 %} 20 xx . . -
. Por e egrema del
11 CME-f1 1986 |13 14 14 14 14 Xxx 20 15/20 12| * , seno en el
a tri&ngulo ACX:
OMI-a8(Varso )| XX 20 12 21 = = = = &
12 OIM-87(Urug.) |16 14 124 17 15 17 - - c
a sen C _ sen (C+3)
OME=-fl-Extrem | - - - - - - 15 1S 21| ¢ =
a 2r cos A
13 CYE-T2 1987 20 21 21 21 21 21 - - [
a ari 1 18 15 15 - =~ - - C
! HEa=as que se puede escribir
18 QMI-37 (Cuba) |18 18 18 21 21 21 - - c
15 OME-f1 1987 AX XX 21 18 XX XX XX XX tq
g C_ 12
17 OME-f2 1983 XX XN XX O X XXX - - ¢ a ; (tg C + tg A)
18 OIM-Peri 1988 | XX XX XX X ©™X XX - = .
19 OMI-88(Aust™ B XX XX XX X X X - - - |- o bien
20 OME-f1 (1988) XX X XX XX XX X XX XX XX
21 OME-f2 (1989) | XX XX XX XX XX XX/XX XX XX | « tg c.2r - 4
OMI-89 (Cuba){XX XX - - - - = - B I = =tg A ]
Andlogamente en el tri&ngulo BDX
CLAVES: 0Oii = ClLimpiadz Matemitic Inzernaciucnzi.
OIY = Olimpiada Ibercamericana de Mateméticas a sen D .
CME = Olimpiada Matemdtica Espaficla - fase 1” o 2 . 5 = sen (D+B) ; tgD = 1 (tg D + tg B)
. r-d -
nbs. £ = Completada la publicacién de soluciones 2r cos B 2r - d 2r
* =

Esperamos especialmente de nuestros socios el envio de
soluciones a estos problemas sefialados con XX . )
o bien,
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tg D. 9 - tgB (1]
2r-d

Multiplicando miembro a miembro las igualdades ] v

[11] se obtiene el resultado
tg C - tgD = tgA - tgB

José V. Garcia Sestafé.

-@g-B-2 -
PROBLEMA 6 (Boletin n2 10)

La mantisa {x} de x se define como el minimo nGmero no negati-
vo tal que x - {x} es un entero. (Por ejemplo, {1, 6} = 0,63

{7} = - 3.
Probar que:

lim ((2 + V%Y =1

n+en

Damos otra solucifn de este problema. (Una distinta fué@ publicada

en el Boletin n® 20)

— N A
sea a, = (2 + 3ty ba(2 - ¥3) .su conjugado.

= T\
Como (2 - v3) < 1, (2 - ¥3) <1

{bn} = bn + 0

j ro, luego
Ademés por ser conjugados a vy bn' a, + b  es un entero, g

{a_} + {bn} = 1 (no puede ser 0, pues b > 0).
n

Como {bn} -~ 0, {an} + 1.

F.0. Alonso.
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PROBLEMA 98 (Boletin n® 10)

En cada recuadro de una tabla n x n (o sea de n filas y n co-

lumnas hay escrito un nmero. Sabiendo que dos cualquiera de

las filas de la tabla son diferentes, demostrar que en la ta-

bla hay una columna tal que si se omite, la tabla que gqueda,

tampoco tiene filas iguales.

(Nota: Las filas 1, 1, 2, 7,5 y1, 1, 7, 2, 5 formadas con los
mismos nGmeros en distinto orden, se consideran diferen-
tes, es decir, no igquales).

Solucidn

Si no fuese cierto el resultado del enunciado, para
cada columna K habrfa al menos una pareja de filas iK' jK ta-
les que la matriz obtenida suprimiendo esa columna K tendrfa

iguales las filas iK’ jK, es decir, con la notacifn habitual
de las matrices:

ajgr= @jgr para r =1, 2,..., K-1, K+1,...n (1)

por tanto se podria seleccionar una familia de n parejas de fi
las tales como

(130 390 (gs G)eutiy, 3))
que cumplieran (1).

Pero con la hip6tesis del enunciado, es decir, que no
haya dos filas iguales en la matriz inicial, esto es imposible.

Para probarlo veremos primero que:

(P) Si hemos seleccionado, para distintas columnas,
las parejas (a,b), (b,c), (c,d) ... (r,s), no es posible, se-
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leccionar para una nueva columna la pareja (a,s).

Como no interviene para nada el orden de filas ni de
columnas, podemos suponer, sin pérdida de generalidad que para
los m-4{ primeras columnas hemos seleccionado, respectivamente,
las m-i\parejas (1,2), (2,3), (3,4) ... (m-1,m); entonces en la

g a a
columna m-&sima tenemos a, = a, (pues en las filas 17y 27 so

T - . a
lo son distintas a1 Y a21), asrm qam (pues en las filas 27 y
3% solo son distintas Ay, Y a32), etc., hasta an-1,m = Zmm »eS
decir, todos los elementos en esta columna m-&sima son igquales
entre sf hasta la fila m y suprimiendo la columna m-é&sima no

pueden resultar iguales la fila 18 y la m-ésima, si no lo eran

va.
Con esto se puede probar ahora que:
Si tenemos escogidas m parejas para m columnas (m =

1, 2,...n), €l nGmero de filas distintas que aparecen en ellas

es superior a m.

En efecto, para m = 1 tenemos una pareja (i1 ji) Yy
dos filas distintas il’ jl.

- Siendo cierto para m, al pasar a m+l anadimos una so
la pareja y dos filas de las cuales solo una como méximo, se-

gGn P, puede coincidir con las gue ya tenfamos.

Entonces nunca podemos tener seleccionados n parejas
pues entre todas las filas que aparezcan en ellas no puede ha-

ber m&s de n.

F.0. Alonso.
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PROBLEMA 14 (Boletin n® 11)

En el plano se da un conjunto finito de puntos con coordenadas

enteras. (¢(Es siempre posible colorear algunos de los puntos del

conjunto en rojo y los puntos restantes en blanco, de modo que
’

para cualquier linea recta L paralela a uno u otro de los ejes

coordenados, el valor absoluto de la diferencia entre el nGme-

ro de puntos blancos y el nfimero de puntos rojos en L,
mayor gue 1?

ne sea

Justifique su respuesta.

Solucién

La respuesta es afirmativa Yy hay que considerar los
casos:

1) Sobre cada recta paralela a los ejes coordenados
(incluidos los propios ejes) existe, a lo sumo,

un Gnico punto
del conjunto dado. En este caso,

la proposicién es trivial.

2) Existe, al menos, una recta paralela a los ejes o
uno de los propios ejes coordenados, sobre la que existe un
Gnico punto perteneciente al conjunto dado. En este caso, la
proposicién se demuestra por induccidn: Sea n el cardinal del
conjunto de puntos. Evidentemente, para n =1, 2, 3, la propo
sicibn es cierta. Suponemos que lo es para todo n < Ny la d;
mostramos para n = N+1. Si en el conjunto de punto; dado pre;
cindimo; del Gnico punto situado sobre una cierta paralela a—
los ejes, punto que suponemos existente, tendremos un subcon-
junto del conjunto dado de cardinal n = N, para el que, por la
hip6tesis inductiva, la proposicifn en estudio es vélida. Ssi
coloreamos de cualquier color el punto elegido, resulta gue pa
ra el conjunto inicial, de cardinal n = N+1, la proposicidn tam
bién es vdlida y, por tanto, queda demostrada.
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3) Sobre cada paralela a los ejes coordenados existen,
al menos, dos puntos del conjunto dado. En consecuencia, exis-
ten ternas del conjunto de puntos dado que cumplen las condido
nes: Q, (i, i), Qy(is k), Qy(s, 3)4 3 #k, 1 # s. Tamb%én en.eE
te caso la demostracién de la proposicién se hace por induccibn.
Con la misma notacién que en II y las mismas condiciones inicia
les, si del conjunto de puntos dado suprimimos los tres puntos
restantes serd: n =N - 2 y, por la hip6tesis inductiva, exisT
tird, al menos, un coloramiento de puntos para el que se verif;
que la proposicién a demostrar, si, manteniendo dicha coloracién
coloreamos los puntos Q. Q4 de un mismo color y el punto.Q1 del
color contrario, la coloracidn de los N+ 1 puntos del conjunto

posee la propiedad deseada.

J. Lobo.

Otra solucidn: José V. Garcia Sestafé.

-@-&8 -8 -
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PROBLEMA 10 (Boletin n& 12)

Dados 100 puntos del plano tales que tres cualesquiera de ellos
no estln alineados, se consideran todos los tri&ngulos que tie-
nen vértices en tales puntos. Demostrar gue no mids del 70% de di

chos triingulos son acutingulos (tienen sus tres dngulos agudos) .

Solucién

1.4 Dados cuatro &ngulos convexos ai(i =1, 2, 3, 4)
tales que )

°i = 27, al menos uno d% ellos es no agudo. En

L L=

efecto, si”los cuatro fuesen agudos ) a; < 2t en contra de lo
supuesto.

II. Dados tres dngulos convexos Bi(i =1, 2, 3), tales

que I Bi = 27, al menos dos de ellos son no agudos. En efec-
l:

to, si hubiese dos agudos 81 Y By, el tercero 8y > m en contra

de lo supuesto de que eran &ngulos convexos.

IITI. Dados cuatro puntos en el plano, no habiendo tres
alineados, de los (§) tridngulos que se pueden formar con di-
chos puntos como vértices, al menos uno no es acutidngulo. Se
pueden presentar dos configuraciones:

a) Los cuatro puntos forman un cuadrildtero conve-

c xo (fig. 1); como A + B+ C + D = 2r y los cua-
B tro &dngulos son convexos, por I uno de los dngu
los al menos no es agudo, "
el B por ejemplo, y enton
A D ces el tri&ngulo ABC mo es
Figqura 1 acutdngulo. b
A
b) Tres de los puntos forman un 2

tridngulo y el cuarto es interior a dicho
tridngulo (fig. 2); los tres &ngulos ADB, BDC y CDA son conve-
X0s y su suma es 27, luego, por II, al menos dos de ellos son no

agudos y se pueden formar al menos dos tri&ngulos no acuténgulos.
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IV. Dados cinco puntos en el plano, no alineados tres
de ellos, de los (g) trifngulos que se pueden formar con ellos
como vértices al menos tres no son acutdngulos. Se puede presen

tar tres configuraciones:

a) los cinco puntos for-

man un pentégono con-

E
E
c 8 vexo; entonces es in-
mediato comprobar gque
al menos dos de los &n
A B A c gulos del pentdgono
P 3a Fiqura 3b son no agudos, pues

si hubiese cuatro agu

dos el quinto seria ma

yor gue 7 en contra de la hip6tesis: sean, para fijar ideas, AY
B (fig. 3a y 3b) los &ngulos no agudos, entonces en el cuadrilé-
tero ACDE (si A y B eran contiguos) o en el ABDE (sino lo eran),
por I existe al menos un tercer 4ngulo (distinto de A y de B) que

es no agudo.

b) Cuatro puntos forman un cuadrildtero convexo yel
guinto es un-punto interior; entonces al menos un dngulo del cua
dril&tero ABCD es no agudo y por otra parte, trazada una diago-
nal (en las figs. 4a y 4b la DB), supuesto gue E / DB, de los &n
gulos AED, DEB y BEA,
por II, al menos dos

de ellos son no agu- P g

dos; si E DB de los A

&ngulos AED y AEB uno p c C
al menos no es agudo, A

sucediendo lo mismo

con los &ngulos de Vér p ; 8

tice E, DEC y CEB, lue Figqura 4a Figura 4b

go existen al menos tres
dngulos no agudos que dan lugar, por lo menos, a tres tridngu-

los no acutédngulos.
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c) Tres puntos forman un tridngulo y los otros dos
son interiores a dicho trifngulo (fig. 5). Aplicando II a los &n
gulos de vértices D y E se obtiene que al menos existen cuatro—

dngulos no agudos, que darin lugar a otros tantos triidngulos no
acuténgqulos.

V) Como el nGmero total de tri&ngulos es (100),cadalxb
de estos trifngulos pertenece a ’

100
(Tg7) - (130) =k

configuraciones distintas de cinco puntos o sea en las 100

configuracione 100 s
s se forman k - ( 3 ) tri&ngulos, cada uno repeti

do k veces. De los 10 triingulos de cada configuracibén, al menos

hay 3 no acutfngulos, o sea el tanto por ciento de no acutdngu-
los serd, al menos

3.(1go}

+ 100 = 30%

1o-k(1g°1

Yy por consiquiente, el tanto por ciento de los acutlngulos seri
a lo sumo del 70%. ’
]

José V. Garcia Sestafe.

D
A s [4
Figura 5
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PROBLEMA 24 (Boletin nf 13)

Probar que para todo nfmero natural n > 1, es:

-1 3
l@)+2@+3@+...+n/(2 < /20"t

Solucidn
Sean los vectores

_ .
a= (1,2, 3., m vy b= E /), E)

/
como es sabido,

3 2
2.2 2 \/(2n+l) n(n+l) _1/1 .2n" +3n" +n
A% +2% 4. . +n = R

a+*b < {a] * |b]. Pero,

1}

lal

3
ny, _ /o0 _
|b‘|=./(’£)+(r2‘)'+...+(n)—/2 1
Luego,
S 3 Z
o B fn_ 4 vl 2n~ +3n” +n _
1/(2)+2(‘2‘)+3/(3)+...+n/<n).<. 2 -1 V3

2
- 2n"‘l 2 3

3 2,
3 1, 2n”" +3n” +n £ -
Pero paran > 1, n~ > (1 -—3) W puesto g
Ei - n2 - I + _L.(g n3 + n2 + E) >0
3 3 2% 3 3

En efecto, paran = 2 y n = 3 se comprueba directamen-

te y para n > 4

- 75 <

3
. 2
(ya que la funci6n y = %T - x - § es positiva y creciente para
x > 3+213. Luego,

\/zn bedy miesm®en T
2 3

Y en definitiva

J
=]
|

? i 4(2) <

i=1

n

José V. Garcia Sestafe, (Madrid).

PROBLEMA 3° : {Boletin n° 13)

Un tridngulo dado se descompone en n  tridngulos tales que:
— Dos cualesquiera de ellos no tienen puntos interiores comunes.
- la unién de todos ellos es el triéngulo dado.
- Todo segmento que es lado de uno de los n tridngulos es también
*lado de otro de ellos o bien lado del triangulo dado.
Llamaremos g al niimero total de lados (contando cada uno una
sola vez aunque pertenezca a dos triéngulos)y v al nimero total de

vértices (contando cada uno una sola vez aunque pertenezca a varios’
triangulos).

Probar que, siendo n  un nimero impar cualquiera, hay descom—
posiciones del tipo descrito, de un tridngulo dado, en ese nimero de
tridngulos y todas tienen el mismo mimero Vv de vértices y el mismo
nimero 8 de lados. Expresar ¥ ¥y 8 en funcién de n . Probar
que si n es par, no hay tales desconposiciones.

Soluciégi

Sea el tridngulo ABC de 1la Figura 1. Se cumple n = 1

8 =3 , v=3. Tomando un punto P en el interior del
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triangulo, unido con los vértices resultan 3 triangulos;
B se tiene ahora n =3 , 8 = 6 ,

v =4 . De una forma general, to-

memos un nuevo punto Q en el in-

terior de los triéngulos formados

(Figura 2). El triangulo APC

se sustituye'por los triéngulos
AQP , AQC y CQP , esto es, al
aumentar en una unidad el nimero

de vértices, el nimero de trién-

gulos lo hace en 2 y el de aris-
tas en 3. Después de tomar h
puntos en el interior del tridngulo, los triangulos se
habrian incrementado en 2h y en 3h 1los lados; luego
en total habra

n =14+ 2h N [

3+ 3 - , Vv

]
w

+ h
apfeciéndose gue se cumple

n+vs==5u+1
que recuerda formalmente la expresién del teorema de
Euler de los poliedros. Es inmediato comprobar que como
1 + 2h es siempre impar, no existe ninguna descomposi-
cién en nimero par de triéngulos.l

Por otra parte, como cada lado, salvo los del triangu-

lo original, es comin a dos tridngulos, se tiene que

(s - 3).2 + 3, = 3n , de donde
| 5 = %(n + 1)
y como | v =85 -mn + 1, resulta v = —ﬁ—%—é-
|
W José V. Garcia Sestafe (Madrid)
Cade Hian gl AN

lovtarner " BeS

/ \
povete ponensss 3. 0 [N ]
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" PROBLIMA 4% (Boletfn n& 13)

Sience a v b dos nfmeros arbitrarics, hallar la solucién de:

‘x+ y=1
iL(ax+by)2 < azx + bzy
Problema anilogo para
X+ y=1

(ax+by)4 < a4x + b4y

Solucién

14) Hagamos ax+by = t, que con x+y = 1, proporciona

e t-b y = a-t
a=b a-b

Sustituyendo en la inecuacién

2
t” < (a+b)t - ab; t2 - (atb)t + ab < 0

2
Como t” - (a+b)t + ab = 0 admite por raices a v b (suponemos en

. 2
lo que sigue a > b), t < (a+b)t - ab se cumple para b<t <a,

o sea el sistema equivale a los dos sistemas

v
"
+
o
<
A
]

Ambos sistemas proporcionan como solucifn el seamen
to de extremos (0,1) y (1,0). -
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2°) Con el mismo cambio anterior se obtiene

2 2
4 % (a2 + 2% + ab® + b3)t - ab(a® + ab + b2)

La ecuaciébn

t4 - (a3 + azb + ab2 + b3)t + ab(a2 + ab + b2) = 0
admite las raices t =a y t = b , pudiéndose escribir
(- a)(t - b)(t2 + (a+b)t + a® + ab + b°) = 0 ;
como t2 + (a+b)t + a2 + ab + b2 = 0 sb6lo admite raices

imaginarias, la desigualdad

3 2 2 3

2 2
tas(a + ab + ab” + b”) t - ab{a” + ab + b")

i i solu-
se cumple si b £ t £ a, que conduce a la misma

cién anterior: El segmento de extremos (0,1) y (1,0)

José V. Garcia Sestafe (Madrid)

PROBLEMA 52 (Boletfn n® 13)

n
En un tri&ngulo ABC, D es un punto tomado en el lado AB y E ?
punto tomado en el lado AC, y se cumplen las siguientes condi-
ciones:

N Ve ° ;C\B=6°°
ABE = 30°, £BC = 50°, ACD = 20°,

Se pide determinar el valor del &ngulo EDC.
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Solucién

Sea el tridngulo de 1la figura. se
dibuja DF paralela a BC. El tridngulo BGC
es, evidentemente, equilédtero, luego GC =

Py . ~
BCL~?1 BCE es is&sceles, puesto que EBC =
= BEC = 50°, por tanto BC = CE. Luego CE
. <l
= GC y el tri&ngulo CGE es también, isés-
N N 1
celes; EGC = GEC = 7(180° = 20°) = goe.
Py

A~ AN
Por otra parte FGE = 180° - DGF - EGC =

N
= 180° - 60° - 80° = 40° y GFE = 180° -
PN Fas

FBC ~ FCB = 1B0° - §0° - §0° - 40°; por
tanto, FGE es isbsceles y como S%E es equi
litero, los trifngulos 6%? Y DEG son igu;
les, luego DE 1l GF, esto es DE es la altg
ra del tridngulo equil&tero 5%%; por tanto,

A
FDC = 30°

TN
EDC =

N

Jos& V. Garcia Sestafe, (Madrid)

PROBLEMA 62 (Boletfin n& 13)

Para todo entero positivo n se define el polinomio

P, (x) = L

Se pide:
a) Probar que la ecuacibn pn(x) = 0 (para cada valor de n) tie
ne una rafz y s6lo una en el interior del intervalo (0,-1).

b) Llamando ¢, a la raiz considerada en el apartado anterior,

determinar lim c_.
n +oo
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Solucibn

a) La grafica de la funcibn pn(x), que es incidente con
los puntos (0, 1) y (1, 0), admite un minimo en el punto de abs
cisa .

+1
v m = (=27
\ b n+2

(0.1}
punto en el que se anula

1
/ . p)(x) = (n+2) 1T -2

Ly
T c:“z-——-f'—/(to)
Y

—
—

p;;(x) = (n+2) (n+l) >0 si x>0

Como 0 < n, < 1y para x > M., p'(x) > 0, p(mn) < 0. )
Luego, por la continuidad de p(x) existe un Cn <2mn{3;i?? D (cn)—
0, que es finico, ya que pﬁ(x) < 0, si 0 < x < (E:;) )
b) Sea T el punto en que la tangente a pn(x) en (0,1)
inciden-
corta a OX: T(%, 0) y sea A, el punto eﬁrgge la cuerdallnc; -
te con (0, 1) vy el minimo,corta OX: A (57, 0). Como la absci

de < esta comprendida entre las de T y de An 5

n+2
<c_ <
n 2n+2

(NI

n+2 1

y como lim 5= = 7

[N L

iim ¢ =
n

Jose V. Garcia Sestafe, (Madrid) .
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PROBLEMA 42 (Boletin n& 15)

Pruebe que no existe una funcidén (aplicacifn) £: N +WN, tal que

f(£(n)) = n + 1987 para todo n € N, donde ™M = {0,1,2,...,n}.

%k khh

NOTA: Lamentamos que en nuestro Boletin n? 15 apareciera este
enunciado con f: R - R en lugar de f: N -~ N, debido a la
mala calidad de la fotocopia de donde se tomd. La solu-
cidn que incluimos a continuacidn corresponde al enuncia

do corregido, que coincide con el propuesto en la 0.!.M,
de Cuba.

Solucibn
Si existiese tal funcibn, seria inyectiva:

f(n) = £(m) == f(f(n)) = £(f(m)) == n +1987 = m + 1987

=

Sea ag, d1reess 319g6 Una reordenacién de 0, 1, 2,...,
1986 de manera que:

Hy

0 < flag) < flay) < ... < £lajgge)

Vamos a probar que f(a1986) < 2+1987. Supongamos lo con

trario, f(a1986) > 2-1987; sea a = f(f(a1986) -2+1987), enton-

ces,
Por inyectividad,

q19g¢ = a+1987 > 1987

lo cual es una contradiccién.




- 82 -
- 83 -

Sea i el indice gue hace que
PROBLEMA 52 (Boletfn na15)

£(a;) = max {£(a_)/f(a_) < 1987} ! '
; . o Si n > 3, probar que existen en el plano n puntos tales que la
distancia entre dos de ellos es irracional, pero el &rea del tri&n

R={a, 1/ee0 s = ..., a,} , (R podria ser .
y sean {aj qreor a19gg!r lagreces a; (Rp gulo definido por cualesquiera tres de ellos es racional

vacio).
Si a, € R,como f(a ) < fla,gg.) < 2°1987, existe un ag _—
tal que ag = f(ar) - 1987, entonces: Solucibn
f(f(a_])) = a_+1987 = f(a) = f(a_) = a .
S s ‘T S r Se pueden construir una infinidad de conjuntos de n pun-
tos que cumplan con las condiciones d ; }
el enunciado. Por ejempl
ademés como a, < 1987, ag € S. tomando los puntos Jemplo,
Entonces se tiene gue f-l:R + S estd bien definida y
es inyectiva == Card R < Card S5, como Pl(o' 2); P2(0: 3V2); waus PP(O, (2k=1)/2)

Card R + Card § = 1987 === Card § > 994 ==>i > 993 Q(2/2, .0t 0,(4/Z, 0); ...; 0, (2hvZ, 0), k+h=n

Consideremos el conjunto {ag,..., a;, £(ag),..., £(a;)}. es obvio que

i
Consta de més de 1987 nlmeros todos ellos menores que 1987. Va-

mos a ver gue no hay dos iguales con lo que se llega a una con- d(p,, Pj) = (2j-1)v2 - (2i-1)/7 = 2(4-1)/3

tradiccién.
d(Qin) = 25Y2 - 2i/7 = 2(§-1)v2

f(az) f(ak); =—>ay = a

Y en general

fla,) = a, == £(f(ay)) = £la,) == f(a,) = a, +1987 > 1987
r T % 2 k x T 22 z W ———
d®yr 05) =V2(2i-1° + 85° =\2(417 4 432 - 2141

contradicecién con que

que es irracional, ya que 4(i2 +j2 -1i) +1 siempre es impax

f(ak) < 1987

N Sin embargo, el Srea de cualquier tridngulo PRP.Ql es
- Y 1
//- — Fernando Chamizo Lorente
( (3%-Ge C. Matemdtica de la U. Autbnama de Madrid). s=%W- o)
-~ / i"R 1
N
S~ 3 _— donde O es el origen.

-m-g-@ - Como P Py = 2(k-1)/Z y 661 = 21/7, se tiene
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- 85 -
S = 41 (k-i) : m+l < VTm
. 4 2 2
gue es racional. | m° + 4m+1 < mPemin
Anflogo resultado se obtiene para un tri&ngulo PinQI’ 3m2 +3ml <
Jose V. Garcia Sestafe (Madrid). 2

3m < n

PROBLEMA 68 (Boletin nd 15) m < vg
Sea n un nfmero natural mayor o igual que 2. Demuestre gue si entonces basta demostrar que el caso p < 2m+l no puede ocurrir.
k2 + k + n es primo para todo entero k, con 0 < k <U§, enton- Si
- ’
ces k2 + kK + n es primo para todo entero k, con 0 < k < n-2.
< 2m+]l == 2m) ! =—=
Solucién como, £(0),..., £(m-1) son primos,
Sea f(k) = k2 + k + n; el problema se reduce a probar p|(£(m) - £(i) == PlEf(1) == £(i) = p
que si el conjunto £(0), £(1),..., £(n-2) contiene nimeros com
puestos y £(m) es el primero de ellos, entonces debe ser m < Como p < VE(m), £(i) < YE(m), ademés £(0) < £(i) vy
. Vg. f(n-2) > f(m), por tanto:
Sea p el factor primo m&s pequefo de f£(m), se cumple £(0) < JVERSIT
que p £ vE(m) . -
Sean, n < v42—2n+2
By = £(m) - £(0) = m(m+1) -
Ap = f(m) = £(1) = (m-1) (m+2) nosod
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, En contradicecibn con n > 2.
Ay = £(m) - £n-1) = 1(2m) | Fernando Chamizo Lorente

(32 de C. Matemétiég_de la U. AutSnoma de Madrid).

Si p > 2m+l, entonces




- 86 -
PROBLEMA 342 (Boletin n? 16)
Se considera el conjunto C
c=1{1,5, 9, 13, 17, 21, ...}

que se obtiene a partir del 1 tomando los nlmeros de cuatro en
cuatro. Un nfimero es "primo en C" si no se puede expresar como
producto de nimeros de C, menores que &l.

a) Comprobar que 4389 es un nfimero de C que puede descomponer-

se al menos de dos formas distintas en producto de dos nfme
ros "primos en C".

b) Hallar otro nfimeroc perteneciente a C gue tenga esa propiedad.

Solucibén

Los nfimeros de C son de la forma 4n+l, n & N. Observe-
mos que:

(4n+1) (4m+l) = 16mn + 4n + dm+ 1 = 4(4mn + n + m) + 1
o sea,

(4n+1) (4m+1l) &€ C

(4n+3) (4m+3) =16mn + 12n + 12m + 9 =4(4dmn +3n+3m+2) + 1 €C
a) Como 4389 = 3 +7+11 +19 y ademés 3, 7, 11 y 19 son

de la forma 4n+3, las posibles descomposiciones de 4389 en "fac
tores primcs en C" son

4389 = (3 +-7) (11 -19) = 21 - 209
4389 = (3 «11) (7 +19) = 33 +133
4389 = (3 +19) (7 +11) = 57 77
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b) Cualquier ndmero de 1a forma

(4ng*2) (dng#l) w.. (my+l) (4mi+3) (amgr3) (4mp+3)

donde h = 2 admite descomposiciones en C. Por ejemplo

7818045 = 17 + 15 + 23 « 31 « 43

Jose V. Garcifa Sestafg, (Madrig)

Recibida otra solucién de Carlos José Pérez Jiménez




Como socio de la Sociedad Castellana Puig Adam de Profesores
de Matematicas, deseo que me envien gratuitamente los siguientes
nimeros atrasados del Boletin (sefialar con unas aspas les gue in|

teresen)
10 11 13 14 15 16 17 18

DDDDDDDDDDDD

Envio adjuntos sellos pares el franqueo (20 pts. por nimero
para Madrid y 30 pts. por nimero para provincias).
Hagan el envio utilizando como direccién la que consigno en

este recuadro

Los nimeros 1, 2, 6, 7, 8 y 12 estén agotados. De los numeros

S y 12 quedan sdlo unos pocos ejemplares.

Si desea acogerse a este ofrecimiento, recorte o copie este

cupdén y envielo a la Sociedad, Apartado 9479 - 28080-MADRID,

= S




