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EDITORIAL

D2 MARIA LUISA ALVAREZ HERRERA

Ya précticamente terminado este nGmero del Boletfn nos llega una
riste notica. A las 10:15 h de la mafiana del dfa 17 de enero fallecla
en su casa de Madrid la viuda de don Pedro Puig Adam. Noticia que nece-

riamente ha de figurar en primer lugar del Boletin; no sblo, y ya se-
ria bastante, por tratarse de la esposa de don Pedro, sino porgque dofia
M Luisa era tambi&n una entusiasta miembro destacada de la Sociedad.
Conservaba ordenados todos los ejemplares publicados del Boletfn en su
biblioteca junto a los mejores libros de su marido

Se ha dicho que una buena parte de la obra de un hombre se debe
a lo gue sea la compafiera de su vida. Dohna M2 Luisa, fué en frase de
don Pedro, la mujer que cuida de mi fatiga sin medin £a honra. Los libros
de bachillerato que don Pedro escribib se los lefa a su mujer para reci
bir su opinidn. Las conferencias que hablia de pronunciar, una vez escri

tas, se las lefa tambiédn, y ella en ocasiones le senalaba posibles mejo
ras de redaccién.

M2 Luisa era canaria. Habia nacido en Santa Cruz de Tenerife el
dia 30 de enero de 1897; el préximo dia 30 habrfa cumplido, por tanto,
los 92 anos$ de edad. Su padre, don Arturo, en segundas nupcias, tuvo
dos hijos, Arturo y M2 Luisa, que muy pronto, por motivos de trabajo,
traslada su residencia a Barcelona. Arturo hijo, y Pedro son compaiie-
ros de bachillerato, y unidos fuertemente por sus aficiones musicales.
Esto lleva a Pedro al conocimiento de M2 Luisa, tambi&n msica e intér
prete notable de los m@sicos clisicos rom&nticos. Surge el noviazgo y,
por fin, el matrimonio el dfa 13 de abril de 1925, cuando va doctor,
Puig es profesor auxiliar de la Universidad de Madrid.

Muerto don Pedro en 1960, la vida de M? Luisa es mis triste que
otra cosa, agarrada a los recuerdos de su esposo, y suavizada por sus
hijas Emilita y Marisa, que le dan unos nietos y bisnietos que son la
alegria de M2 Luisa.

Hace doce afios una mafiana al despertar llama a su muchacha para de
cirle que no funcionaba la luz eléctrica. M2 Luisa estd ciega. R3pida-
mente se la traslada a Barcelona y en la clinica Barraquer confirman
que el accidente no tiene solucifn. Desde entonces la Gnica diversién
de M2 Luisa es rezar y tocar al piano piezas de su marido, esperando,
decia, que Dios los refina para renaudar su felicidad, circunstancia que

ha tenido lugar felizmente después de 29 afios de espera.



VEA LA
CONVOCATORIA
DE NUESTRA
ASAMELEA
GENERAL

Y LA CONVOCATORIA DE NUESTRO VII CONCURSO DE RESO-

LUCION DE PROBLEMAS EN Las PAGINAS 6 y 7 e ————

CONVOCATORIA DE LA ASAMBLEA GENERAL ORDINARIA DE 1989

Se convoca la Asamblea General Ordinaria de 1la Sociedad
Castellana "Puig Adam" de Profesores de Matemdticas correspon-
diente a 1989, para el dfa 15 de abril de este afio, a las 11 h
30 m,- en primera convocatoria y a las 12 h en segunda, en el Ins
tituto "Cervantes", calle de Embajadores 70, de Madrid, con el
siguiente

"ORDEN DEL DIA"

1. Lectura y aprobacién, si procede, del acta de la
asamblea anterior. ‘

2. Informe del Presidente sobre las actividades de
la Sociedad, y la colaboracibn con el Colegic Ofi
cial de Doctores y Licenciados de Madrid.

3. Presentacibn Y aprobacidn, en su caso, de las cuen
tas de ingresos y gastos.

4. Conveniencia o no de que la Sociedad Castellana

"Puig Adam" se integre en 1la provectada Federa-
cidn Estatal de Sociedades de Profesores de Mate
méticas. (Se recuerda a los sccios que el "Ante-
proyecto de Estatutos" de la citada Pederacidn es
td publicado en el Boletfn n® 17 de nuestra Socie
dad) .

5. Eleccibn de los cargos directivos, cuya renova-
cidn establecen los estatutos: Vicepresidentes
de Madrid, Ciudad Real, Y Guadalajara; Secreta-
rio y Bibliotecario.

6. Ruegos y preguntas.




VII CONCURSO DE RESOLUCION DE PROBLEMAS DE MATEMATICAS

Convocado por:
La Sociedad Castellana "PUIG ADAM" de Profesores de Matemiticas y el
Colegio Oficial de Doctores ¥y Licenciados en Ciencias Y en Filosofia

Y Letras.

B ASES

—_—
_

PRIMERA

Podran participar los alumnos de B.U.P. Yy F.P. de los Centros de
Albacete, Ciudad Real, Cuenca, Guadalajara, Madrid, Segovia y Tole-
do.Los de F.P.1 lo harén con los de primero de B.U.P., los de 1° de

F.P.2 con los de segundo de B.U.P. y los de 2° o 3° de F.P.2, con
los de tercero de B.U.P.

SEGUNDA

Las pruebas del Concurso se realizaran en Madrid, en la segunda
quincena del mes de Junio (probablemente el sabado, 17 y consisti-
rdn en la resolucidn de problemas (los mismos para todos los concur

santes de cada uno de los tres niveles),

TERCERA

Se concederan diplomas para los mejores de cada nivel, acompafia~

dos de los premios correspondientes.

CUARTA

Aquellos Centros que deseen presentar a algunos de sus alumnos
(hasta un miximo de dos en cada uno de los tres niveles) deberan
realizar 1la preinscripcién antes del dia 20 de Mayo de1989., diri-

giéndose por carta a esta Sociedad, apartado de Correos n° 9.479,

28080 -~ Madrid. En esta preinscripcién no es preciso hacer constar

los nombres de los alumnos seleccionados. (Envien la carta sin cer
tificar).

QUINTA

Se comunicard directamente a los Centros preinscritos la fecha
exacta, lugar ¥ hora de realizacién de las pruetas y estos Centros
entregaridn a los alumnos que envien, credenciales en las qQue se ha-
ga constar el curso en que estan matriculados en el afio académico
1988-89 y que han sido seleccionados por su excepcional aprovecha-

miento en Matematicas.

El Servicio de Publicaciones del Ministerio de Cultu-
ra ha concedido a nuestra Sociedad unos interesantes lotes de 1i-
bros procedentes de la desaparecida EDitora Nacional.

La Junta Directiva, en nombre de todos los socios,

agradece esta concesién a las autoridades del citado Ministerio.
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NOTICIAS

XIV JORNADAS HISPANO-LUSAS DE MATEMATICAS

Las XIV Jornadas Hispano-Lusas de Matem&ticas tendrdn lu-

gar en la Universidad de La Laguna entre los dias 5 Y 9 de Junio

(ambos inclufdos) de 1989). Las conferencias Y comunicaciones de

que constard el programa se distribuirin en las siguientes sec-
ciones:

I. Algebra.
II. 2An&dlisis Matem&tico.
III. Geometrfa y Topologia.
IV. Estadistica e Investigacién Operativa.

An8lisis Numérico, Computacién y Matemdtica Apli
cada.

VI. Didéctica e Historia de las Matem&ticas.

El Comité Organizador de las XIV Jornadas Hispano-Lusas

de Matemiticas ha elegido como sede el Puerto de la Cruz, ciudad

turistica del norte de la isla de Tenerife, y ha difundido 1la

"Primera Circular" con este anuncio. En una segunda, que se re-

mitird préximamente se informari sobre las actividades cientifi
cas y sobre los actos sociales previstos,
ma de presentacibn de comunicaciones.
deberé&n dirigirse a:

asl como sobre la for
Las personas interesadas

Comisién Organizadora

XIV Jornadas Hispano-Lusas de Matem&ticas
Facultad de Matemiticas

Universidad de La Laguna

LA LAGUNA (Tenerife) - ESPARA

GACETA MATEMATICA

2.* Serie,
Volumen 1, Nimero 1

Hemos recibido el primer nldmero de la nueva se-
rie de " GACETA MATEMATICA ", editado por el Consejo Supe-

rior de Investigaciones Cientificas y la Real Sociedad Ma-

temdtica Espafiola. Celebramos la reanudacién de esta pu-

blicacidn, tras un largo paréntesis, y deseamos que recoja

los éxitos que merece 1la calidad de sus redactores y cola-
boradores.

Publican trabajos en este primer ndmero E. Roa-
nes Lozano, J. Cabezas Corchero y L. Hernédndez Encinas,
R. Edward Clark, Fernando Bombal, L. Ferndndez Pérez, wWil-
fred Reyes, F. Bellot, J. Arregui, y MaP. Bujanda. Se da
amplia informacién sobre Olimpiadas Matemédticas ¥y una gran
coleccicn de enunciados de problemas.

Reproducinos a continuacién el Indice de este
primer nimero:

Condiciones de linealidad v caracterizacion de proporcionalidades ..... 1
Geometria eSfErca €n 1080 vu.recreeeeereereseeseoeoeeeoeeoooe 13

Una perspectiva sobre seis argumentos relacionados con el uso de los me-
dios en la ensefanza

25
Sobre algunos espacios de Banach de fuznciones vecioriales 35
La papirofiexia como actividad escolar......ooovveeooeeooeesonnn. 47
Sobre ciertos planos isoclinos en IR..... 53

Problemas propuestos N
OBMPIRAAS ©.o sttt e e e 67

Problemas propuestos al jurado de la XXVIII olimpiada matemdtica
internacional

79
Seccion bibliogrifica 107
CRONICAS
D. Francisco Botella Raduan, sacerdote y catedratico ..oovviiiiiiicnniansn. 11
XII Jornadas Luso-Espafiolas de Matematicas .....eeereeereenveresnenn, 115
Las «Semanas de Metodologia» en la Universidad Complutense........ 119
II Jornadas Regionales de Diddctica de las Matematicas .................. 121



PRIMER ENCUENTRO DE MATEMATICAS

PARA EL PROFESORADO MADRILERNO

El Centro Madrilefio de Investigaciones Pedagégicas,
eén colaboracidén con la Consejeria de Educacidén de la Co-
munidad Auténoma de Madrid y de la Dirececidn Provincial
del M.E.C. ha organizado el PRIMER ENCUENTRO DE MATEMATI-
CAS PARA EL PROFESORADO MADRILENO, que se celebrari entre
los dias 10 y 26 de Enero de 1989.

En este Encuentro estén previstas diversas activida-
des como la Exposicién "Horizontes Matemadticos"” del Museo
de la Ciencia y de la Industria de Paris, talleres para
grupos de alumnos organizados por los CEPs de Madrid y el
Programa de Nuevas Tecnologias, conferencias, mesas redon
das, etc. El objetivo basico es poner en contacto al pro:
fesorado con 1AS NUEVAS APORTACIONES EN LA Didactica de
las Matematicas. Se presentarén las "Experiencias de Aula"
por parte de los Grupos de Trabajo o personas que deseen

comunicar sus ideas o experiencias.

41° ENCUENTRO INTERNACIONAL DE LA

C.I.E.A.E.M.

Encuentro Internacional, que se celebrard en Bruselas,
del domingo 23 de Julio al sébado 29 de Julio de 1989.
Las reuniones tendrédn lugar en la Universidad Libre de
esa capital. Las lenguas de trabajo serén el francés y
el inglés. E1 tema del Encuentro serd
"RB8le et conception des programmes de mathématique"
Puede solicitarse informacién a:
Jacqueline VANHAMME
rue Firmin Martin, 2
B-1160 Bruxelles
Belgique '

PRUEBA INTERNACIONAL PARA ESCOLARES DE 13 AfNOS

El Departamento de Educacidén y la Fundacidn Nacional
de la Ciencia de los E.E.U.U. han organizado una serie de
pruebas internacionales en las que han participado 24000
estudiantes de 13 afios de E.Z.U.U., Canadéd, Reino Unido,
Irlanda, Corea del Sur y Espafia. Se trataba, en el fondo,
de valorar los frutos de la politica educativa norteame-
ricana, ante la aparicidén de opiniones que la calificaban
de fracasada; la prueba ha contribuido a respaldar esas
opiniones.

En las pruebas cientificas, los espafiocles quedaron
por debajo de los surcoreanos, britdnicos y canadienses
angléfonos, pero por encima de los norteamericanos, ir-
landeses y canadienses francéfonos. En las de Matemati-
cas, los espafioles ocuparon el tercer lugar, por debajo
de los surcoreanos y canadienses angléfonos, y por enci-
ma de los restantes; los E.E.U.U. ocuparon el dltimo

puesto.
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INDICE DE NOTICIAS SOBRE OLIMPIADAS MATEMATICAS Y CONCUR-

SOS DE PROBLEMAS PUBLICADAS EN ESTE BOLETIN

Con objeto de facilitar a nuestros socios la consulta
de datos sobre los dltimos Concursos y Olimpiadas, ofre-

cemos un Indice sefialando los nidmeros Y paginas donde pue

den encontrarlos.

CONCURSOS DE PROBLEMAS DE NUESTRA SOCIEDAD :

Nimero y afio Convocado en Boletin Crdnica - Enunciados
I (1983) 1 2, pag 11
IT (1984) 3 4, pag 7
III (1985) S 7, pag 3
IV (1986) 9 10, pag s
vV (1887) 13 15, pag 3
VI (1988) 17 19, pag 17
VII (1989) 20
OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA -
Nimero y afio Primera fase (distritos) Sepunda fase {final)
XX (1984) 3, pag 77
XXI (1985) S, pdgs. 8y 9 S, pdgs. 8 y 10
XXIT (1986) 8, pdg. 5 9, pidgs. 15y 75
XXIII (1986-87) 11, pags. 3 y 87 13, pags. 9y 83
XXIV (1987-g8) 16, pags. 7 y 70 17, pags. 7 y 71
XXv (1988-89) 20, pags. 13 Yy 79

OLIMPIADA MATEMATICA IBERO-AMERICANA

Ndmero, afio y lugar

Crénica y enunciados en Boletin n®

I (1986) Colombia
IT (1987) Paraguay

8, pags. 11 y 83

12, pags. 3y 75
ITII (1988) Peru

OLIMPIADA MATEMATICA INTERNACIONAL

Nimero, afio y lugar

18, pags. 5y 73

Crénica y enunciados en Boletin n®

XXIV (1983) Paris

2, pag. 15

XXV {1984) Praga 4, pag. 67

XXVI (1985) Helsinki 7, pdgs. 9 y 89
XXVII (1986) Varsovia 10, pdg. 12y 11, pig. 89

XXVIII (1987) Cuba

15, pags. 9 y 73
XXIX (1988) Australia

19, pags. 23 y 77
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XXV OLIMPIADA MATEMATICA ESPASOLA

PRIMERA FASE

La Primera Fase de 1la XXV Olimpiada Matemidtica
Espafiola, correspondiente al curso 1988-89, ha tenido
lugar en el distrito de Madrid, como en la mayor parte de

ellos, los pasados dias 11 y 12 de Noviembre de 1988.

Esta Olimpiada estad organizada por la Real Sociedad
temiatica Espafiola bajo el patrocinio de la Subdireccién
General de Becas y Ayudas al Es*udio. Coxo es sabido, a
la primera fase pueden concurrir los alumnos matriculados
en C.0.U. o F.P.2. Los tres primeros clasificados de cada
distrito, ademAs de tener opcién a una beca para seguilr
los estudios de Licenciado en Matematicas, pueden
participar en la fase final, en la que se proclaman los
tres ganadores, que reciben los correspondientes
galardones y suelen formar parte de los equipos que
representan a Espafia en la Olimpiada Matematica
Internacional y en la Olimpiada Iberoamericana de

Matematicas.

En el Distrito de Madrid, las pruebas de la Primera
Fase se realizaron en la Escuela Técnica Superior de
Ingenieros Industriales. Concurrieron a ellas alrededor de
80 ealumnos, y se realizaron en dos sesiones de cuatro
horas, consistiendo en la resolucién de cuatro problemas

en cada una.

El Jurado se reunié el dia 18 de Noviembre y puntué

a los participantes asignandoles hasta 10 puntos por
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problema, con lo que cada uno podia obtener un maximo de

80 puntos. Los tres primeros clasificados fueron los
siguientes:

12 Vicente MUNDOZ VELAZQUEZ, del I. B. “Dionisio

Aguado", de Fuenlabrada ... ... ...54 puntos
22 Alberto GARCfA MART{NEZ, del Colegio "N2 sa

del Recuerdg”, de Madrid... ... ...50 puntos
32 Ignacig ROMERD OLLEROS, del Colegio "N2 Sa

del Recuerdo", de Madrid... ... ...47 puntos

Muy préximo a éstos queds Pahlo NWIETO ACQOSTA,
también del Colegio N2 S8 del Recuerdo, con 46 puntos, y

con algunos menos, {a 3 . del

Colegio L.A.E., Patrik JUSTEL HALLOUIN y Eakmy THIERY,
ambos del Liceo Francés y JIosé Maria FONT HERNANDEZ, del

Colegio de Huérfanos de la Armada. Los restantes

participantes no llegaron a alcanzar los 35 puntos.

Debemos recordar que el primer clasificado del
Distrito, Vicente Mufioz Velazquez, recibié el primer
premio del concurso de problemas de nuestra Sociedad, como
alumno de 32 de B.U.P., en Junio de este affo, y José M2
Font fué premiado en 1086 y en 1988, como alumno de 12 y

de 32, respectivamente.

Como en afios anteriores, el trabajo dedicado por
algunos Centros a la formacién de un grupo de alunnos
destacados, se ha visto recompensado por las buenas
puntuaciones conseguidas en bloque, aunque no todos hayan
alcanzado alguno de 1los Primeros puestos. Para las
Olimpiadas sucesivas, sugeririamos que también se hiciese
publica wumna clasificacién por equipos, que dejaria

constancia de esta meritoria labor. También este afio ha
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habido participantes que han acudido a la prueba sin 1la
menor preparaciéon, como se ha puesto de manifiesto en sus
resultados, lo que no es razonable teniendo en cuenta el
caracter olimpico de la competicién: Asi, unos treinta
participantes no han llegado a obtener 4 puntos, de los 80

alcanzables.

Como indicacién de la dificultad relativa que los
distintos problemas han tenido para los participantes,
damos a continuacién numeros aproximadamente proporcio-
nales a las sumas de las puntuaciones obtenidas por todos

ellos en cada problema:

1e 22 3¢ 42 L5)=4 62 e 8¢

18 19 7 6 25 12 8 1

Nuestros lectores podran formar su Juicio personal
sodbre la dificultad de cada uno de esos problemas, ya que
reproducimos eus enunciados en la seccién de PROBLEMAS
PROPUESTOS de ese Boletin.

Damos 1la enhorabuena a los ganadores y a los
Centros que se han esforzado en su preparacién y les
alentamos para que tengan una destacada actuaclén en la

segunda fase.

La Fase Final de esta Olimpiada tendra lugar
simulténeamente en Madrid y en las Islas Canarias, con los
mismos problemas, en el mes de Febrero de 1989. Confiamos
en que de ella salga un equipo que represente dignamente a
Espafia en la Olimpilada Internacional de MatemAticas de

1989, que se celebrara en Alemania Federal.
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III OLIMPIADA IBEROAMERICANA MATEMATICA

En la resefia sobre la III Olimpilada Ibercamericana
Matemitica, publicada en nuestro pasado niamero 18, se
deslizaron algunas inexatitudes que conviene corregir, por
lo que los dos primeros parrafos de la pagina 6, que
comienzan "La organizacién del certamen...", deben ser
sustituidos por los sigulentes:

La organizacién del certamen ha sido compartida por
el Ministerio de Educacién del Peru, regido por la
Profesora Mercedes Cabanillas y la Organizacién de Estados
Ibercamericanos para la Educacién, representada por su
Secretario General, Dr. Simén Romero, el Director de
Educacién, Dr. Jorge Cavodeassi y el Delegado en Peru, Dr.

César Granda, con la colaboracién del Prof. José Javier
Etayo Gordejuela.

Los alumnos espafioles han sido acompafiados por los
Profesores Maria Gaspar Alonso-Vega y Francisco Bellot
Rosado. También viajé a Pera la Asesora Técnica de la
Direccién General de Renovacién Pedagégica del Ministerio

de Educacién y Ciencia, dofia Maria Jesus Luelmo Verdu.

OLIMPIADA IBEROAMERICANA MATEMATICA DE 1990

Segin nuestras noticias, estd previsto que la 0Olim-
piada Iberoamericana de Mateméticas correspondiente al afio

1990 se celebre en Espafia.
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CENTENARIQ DE REY PASTOR

Se conmemorS durante 1988 el centenario del nacimiento de
don Julio Rey Pastor, en cuyo homenaje se han organizado distin
tos actos por parte de las instituciones a las que estuvo vincu
lado.

En Logrofo, ciudad de su nacimiento, se celebrd, del 3

al 7 de octubre, el II Simposio sobre Julio Rey Pastor, llamado

"del Centenario" y organizado por el Colegio Universitario de

La Rioja, conjuntamente con el Instituto de Estudios Riojanos
y con la Sociedad Espanola de Historia de las Ciencias y las
Técnicas. Intervinieron, entre otros, los profesores espaholes
A. de Castro, N. Cuesta, A. Dou, E. Garcia Camarero, M. Hormi-
gén y J. Sdnchez Ron, y se contd también con la colaboracifn de
U. d'Ambrosio, de Brasil; T.F. Glick, de los Estados Unidos; F.

L. Ortiz, de la Gran Bretana y M. Otero, de Uruguay.

El dia 2 de noviembre la Real Academia de Ciencias Exac-

tas, Fisicas y Jdaturales, de la que fué miembro numerario, ce-

lebr$ igualmente un acto de homenaje en el que se hizo la pre-
sentacién de una obra, "Selecta", editada por la Fundacifn del
Banco Exterior, y que recoge los trabajos m8s significativos de
Rey Pastor en los campos del An&lisis, Algebra y Matemdtica apli
cada, comentados por don Sixto Rios, en Geometria y Topologia,
con comentarios de don Luis A. Santald, y en Historia y Filoso
fia de la Ciencia Espanola, con un estudio de don Ernesto Gar-
cfia Camarero. Un prdlogo del Presidente de la Academiz, don An

gel Martin Municio abre el libro.

En esta sesifn conmemorativa glosaron los distintos as-
pectos de la figura de Rey Pastor los sefiores Rodriguez-Salinas,
sobre "Rey Pastor, maestro"; Rios Garcia, "Rey Pastor, investi
gador"; Santald, "Rey Pastor en Hispanoamérica", y Trillas, "Rey
Pastor, lenguaje y l16gica", cerrando el acto el Presidente Sr.
Martin Municio.
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También la Facultad de Matemdticas, de la que habia sido
catedrético, celebrd una sesibn de homenaje el dia 18 de noviem
bre, con intervencién, seguida de coloquio, de los profesores
Rios, Rodriguez-Salinas y Garcia Camarero, y se descubrid una
placa conmemorativa en el aula donde pronuncié sus lecciones.
La Facultad tiene el proyecto de editar en facsimil la tesis
doctoral que Rey Pastor ley6 en 1909 Y cuyo original, escrito
de su mano, ha sido encontrado en la biblioteca del C.S8.1I.C.

Se nan celebrado también actos en la Argentina y se ha

editado en Inglaterra microfilmada la obra completa del eximio
matemdtico espafiol.

El profesor Rodriguez-Salinas ha tenido 1la amabilidad,
que mucho le agradecemos, de atender nuestra solicitud y ceder
nos un amplio resumen de la semblanza due compuso para su in-

tervencibn en la Academia y que publicamos a continuacién.
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JULIO REY PASTOR, EL MAESTRO

Por Baltasar Rodriguez-Salinas
De la Real Academia de Ciencias

Lo m8s importante de Rey Pastor es gque fué un gran maes-
tro. Era inherente a €l, de modo que lo fué también cuando no
pretendia serlo. Y es gue ser maestro es una de las cosas mas
importantes y nobles que se pueden ser. Y por ello este nombre
debe ser querido y nunca se debe renunciar a &l1. Rey Pastor
bien lo estimaba. En su Discurso de recepcifén en la Real Acade
mia de Ciencias, asi decia:

"Desventurado maestro LLamé Rodé al que no diga como el
gauitista, al anuncdian a quien vendria después: "EL debe crecen,
yo sen disminuldo". Desventurados maestros Los que adopZan La
mdxima opuesta, porque en sus clegas ansias de jama perenne, no
aciertan a ven que La postenidad dicta sus fallos con examen im
personal de Las obras, sin oir Los alegatos de sus autonres. Des
ventunades porque al subordinarn el progheso de La patria a La
conservacdldn de su prestigio pernsonal, pretendiendo Lnveriin Las
Leyes natunrales, concditan contra 84 todos Los espinitus juvend-
Les, amantes de La nenovacedidn”,

"Desventurnados, 5L, pero no maestros, dulelsima palabra
que Cristo se asdgnd, para que ningdn hombre se La ataibuyena
s4n poseen alguna de sus excelsas vintudes. Maestro quiene de-
cin genenosddad ¢ sachificio, y en su tdndica inconsadtil no ca-
ben nepliegues de egolsamo". )

Su discipulo predilecto, Ricardo San Juan, refiriéndose

a su recuerdo personal de Rey Pastor bien decia: "la personald
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dad deld maestrno se percibe por su trato como por sus escrhitos;

y adn svbre &stos, es Lniernesante La Lmpresibn pensonal que pro
ducen en un Lector por modesto que sea”.

Maestro es un grado superior a investigador, porgque para
ser buen maestro es necesario ser investigador y como decia Rey

Pastor: "La {nvestigacibn e cuestibn de caer en un buen tallen
Yy con un buen maesitno",

San Juan asi dice: "Lo que se es, Lo que se quiere sen
y Lo que Los demds creen que se e, s0n cosas diferentes, y La
cuantlia de su coincidencia deteamina La intensidad de fa penrso
nalidad"; creo que Lo dijo Unamuno, pero La procedencia no Lm?
porta. Rey Pastor fué Lo que quiso sen, y todos supimos Lo que
era. Amaba fLa verdad y La exponia con menidiana claridad. Lo
cual es magnifico en La Ciencia, peno puede acarhear en La vi-
da fLas gilias y Las fobias que desperts D. Julio. Eétas casi
siempne pon motivos §dtiles. Recuerdo -continuaba diciendo San
Juan- que af no £Legar el calon de La caledaccibn al dLtimo A=
40, s0licité en La Junta para Ampliacibn de Estudios, que ocupa

ba todo el edificio de Medinaceli, una estufa corndiente". "Hay
un proyecto de Lnstalar nueva calefaceibn”, -Le dijeron-. "Eso
estd bien, pero un proyecto no calienta" -contesto-" (R. San

Juan. Rev.Mat.Hispano-Americana, 22 (1962), p. 68).

Recuerdo que San Juan también decfa: "E£ buen maestro
no busca su Lucimiento personal, sino La egicacia". Es seguro
que esto lo aprendid de su maestro Rey Pastor.

No puede ser buen maestro quien no ama ni valora a sus
maestros. Rey Pastor no fué una excepcifn. Supo rendir homena-
je a los tres miximos "importadores de la ciencia" de nuestro
siglo XIX, Echegaray, Toorja y Garcfa de Galdeano. Sucedi6 aTo
rroja en el sillén de esta Academia, y en el acto de su recepj
cibén hizo grandes elogios de &1. Hay unas palabras que pueden
resumir su opinién de D. Eduardo Torroja Caballé: "Fué sablo,

fué justo, 4ué bueno”, dijo en su discurso. El ciclo de confe-
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rencias que di6 en febrero y marzo de 1915, titulado Introduccién
a la Matemdtica Superior, se lo dedicl a su querido maestro D.
Zoel Garcfa de Galdeano, llamédndole "esforzado paladin de la Ma-
temdtica Moderna en Espana". Palabras sobre D. Zoel que podemos
considerar acertadas y bien justas los que hemos contemplado su
obra en Zaragoza. Asi Rey elogiaba de Garcia de Galdeano su gran
erudicibén y el que en aquella época, que algunos profesores no
conocian bien los libros corrientes, leyera articulos de Revis-
tas y sostuviera que para investigar era imprescindible la lec-
tura de las contribuciones matemidticas en sus fuentes origina-
les.

Los elogios de Rey Pastor no se limitaron a Echegaray, To
rroja y Garcia de Galdeano. También rindi6 homenaje a la labor in
teligente, aunque modesta, de los verdaderos matemdticos. De ma-
nera muy especial recuerdo cbmo Rey Pastor, demoledor de idolos
de barro, defendia (en 1956) al {inico matemdtico espaficl que a
fines de siglo pasado habifa publicado notas en revistas extran-
jeras de primera linea, a saber, D. Ventura Reyes Présper,dicigg
do: "la generosa exuberancia hispdnica, disculpable porn La pa-
tnibtica sed que todos sufrimos de compatriotas famosos, se apre
sunand a califican de "genio" a ese matemdtico precursorn; califd
cativo que harla sonreir a cualqudier profesor ultrapirenaico al
medin friamente el valor absoluto de Las Lngenicsas notas elemen
tales gLamadas por nuestro colfega toledano; pero mal juez sené
siempre el que Anterprete en abstracto Los hechos del gnio suma
nAL0 escendlto, Adn intenresarse pon el caso concheto def encausado,
con todo su entorno de circundtancias vitaled; y asil nesulta en
este caso, que quden senia friamente calificado como progesor co
arndiente y "noamal", fjuzgado fuena de aqul, es, en verdad "genial”,
precisamente por ser "noamal fuena", y por tanto excepcional
"aqul dentro"; pon sen distinto de todos sus colegas y por pa-
hecense a Los hombres de otrho mundo mds que a Los del propio”.

Como buen logrofiés amaba bien a Espafia y lo demostrS en
muchas ocasiones. Es muy corriente que algunos conferenciantes

se lamenten del atraso cientifico y matemdtico de Espafia. Confie
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SU juae 4sio me ha irritado mucho sobre todo al observar que ca-
si siempre =1 conferenciante no habfia hecho nada para remediar-
lo. Y por eso me ha hecho la impresibn que tales afirmaciones
eran motivadas nada mds gue por colocarse superiormente por en-
cima de los gque han hecho algo, aungue sea poco. Es claro que al
que no ha hecho nada le interesa hacer ver que los demds tampo-
co lo han hecho. Algo parecido pasa con los que han hecho algo
pero dicen que antes de ellos no se ha hecho nada, sin tener en
cuenta lo que otros han hechos y estln haciendo, entre ellos,
Rey Pastor. D. Julio en su discurso de apertura en la Universi
dad de Oviedo dijo: "Espaia no ha tenido nunca una cultura ma
temdtica modeana"”,. Algunos pueden no estar conforme con ello;
pero el comportamiento de Rey Pastor es bien diferente al de
esos conferenciantes y de algunos autores de articulos. Rey Pas
tor tercia en la polémica sobre la ciencia en Espana con toda
la audacia que le dan sus veinticinco afics y con toda la aute-
ridad de su ya consagrada reputacidn. ¢Cudl fue su posicidn? Pri
mero, lo que todavia no se habfa hecho, pese a tanto y tanto dis
curso, estudiar y valorar las obras de los matemdticos espafoles
del Renacimiento y de los siglos posteriores; luego, sin poner-
se a indagar demasiado en las distintas causas del atraso, tra-
tar de ponerle remedio, poniendo manos a la obra al fundar en
1915 el Laboratorio y Seminario matemdtico en la Junta para Am-
pliacién de Estudios e Investigaciones Cientificas (Julio Rey
Pastor matemadtico, Instituto de Espafia, pég. 173).

M&s tarde, el 21 de julio de 1961, en el discurso de con
testacibn a Sixto Rios como nuevo miembro de la Real Academia de
Ciencias Exactas, Ffsicas y Naturales, Rey Pastor dice: “"Hace
justamente medio s<iglo que emprendi ef andlisis de fLa discutida
obra de Loa matemdticos espaioles del siglo XVI, LLegando tras
improba Labon a conclusiones nada halagadoras en cuanto al he-
cho trniste que saltaba a La vista; peno pero no pesimistas, co-
mo Lo eran Las posiciones asumidas por Echegaray y Menéndez Pe-
Layo, que siendo de rafces antagbnicas, codncdidian en su deses-
peranza de fLorecimiento de una matemdtica espaiiola por Lnclgni
to maleficio socdial; opindln compartida resignadamente por nues
thos matemdiicos mds prestigiosos (Terroja, Tenradas, Vegas, AL
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varez Ude] y que ful sostendido fLLosbgicamente con acentos divern
504, por nuestros mds egregios pensadonres: Unamumo con d&ép&i-_
cencia expresada en grase gfamosa y Ortega con dolida expresdbn,
athibuyendo La falta de §iL6s0§0s hispanos orndiginales a La penu
rnia de ciencia y, en especial, de Matemdtica".

El desarrollo de la Matemdtica en Espafia en los Gltimos

anos prueba que Rey Pastor estaba en lo cierto.

Sin entusiasmo no se puede hacer nada, por eso causan pe
na los que trabajan a la fuerza y naturalmente sin rendimiento.
El entusiasmo produce éxito y alegrfa. La pasién que ponia Rey
Pastor en sus luchas, deseaba verla también en los demds, como
acicate para el progreso general. En el discurso inaugural del
afo 1932 en la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Na-
turales decia: "lUn sabio sin vocacidn apasionada, Lncapaz de
sentin el Latido herbico que acompaida a toda cheacdln, es un al
ma en pena, como un sacerdote sin ge.

Rey Pastor, entre el investigador y el erudito, siempre
eligi® al primero. Esto lc hizo en todas las oposiciones en que
intervino. "Sex matemdtico -decia- no es conccen La matemdtica
cneada por otros, sdno contribuin a nesolver sus problemas y
ayudat a su desanrollo con Ldeas originales". No obstante, los
eruditos y de manera general todos los demds que se dedican a
la matemdtica, creo gue pueden ser también fitiles si actfan y
se utilizan inteligentemente. Pero es injusto que se prescinda
de los creadores en actividades matemdticas gue se llevan a to
dos los honores y recompensas. He de decir que é&sto me causa el
mismo efecto que esos recaudadores de donativos y limosnas que
se llevan todo el mérito, cuando el verdadero mérito reside en
los que contribuyen.

Para un maestro los discipulos son los méds importantes.
Por ello, cuida sus clases que tenian el don de no aburrir y de
ser instructivas. Practicaba la frase, hoy indiscutible, de que
"ensefiar es elegir". No se puede dar de todo. Fué un verdadero

sembrador de ideas. No se cansaba de repetir y predicar con el
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ejemplo, de que el profesor debia enseflar a investigar, difundir
1a matemitica en formacidn y estar siempre en el frente de onda
del progreso. Rey Pastor tenia ansias de discipulos. Gozaba cuan
do les veia interesarse en los problemas, y sufria cuando atrai
dos por quehaceres mis productivos abandonaban la matemdtica. Los
discipulos, hijos espirituales, continfian el ser del maestro. No
hay duda sobre la generosidad de D. Julio con sus discipulos: ge
nerosidad espiritual, repartiendo ideas, y generosidad material,
ofreciendo siempre su incondicional ayuda econfmica si hacia fal
ta.

Por aspectos superficiales podia parecer Rey Pastor ape-
gado a las cuestiones econdmicas, pero fué siempre generoso como
lo demostrd en otras ocasiones como cuando sufragd la publicacién
de la Revista Matemdtica Hispano-Americana y cuando costed los
gastos que ocasioné el funcionamiento de la Real Sociedad Mate-

matica Espafiola segfin el articulo IX de sus estatutos de 1919,

Su concepto de las relaciones maestro-alurmno lo expresaba
asf: "Todo mazstrho zeme al fracaso, porque £a produccdln escrdi-
ta tiene vida efimena, y sin disclpulos que prolonguen La vide
espirnitual, dnica que vale, ef gracaso pedagbgico es sinbnimo de
muente. E4&, por el contrario motive de satisfaccidn porque Lo es
de esperanza -Las dnicas que nuestro mindstendo nos depara en com
pensaciln de tantas Lngratitudes y pedanterlas factanciosas- el
sen superado por algdn discipulo: porque en su obra revivind una
porcidncula de nuestro ser. Vencen a sus disdcipulos significa mo
nin, seh veneido porn ellos, es a La vez revdivdin y henacen. Nunca
mejon necordado -para expresarn La alegria del maestro que se s4en
te superado pon sus discipulos- pon el viejo romance de Bernardo:
iS4 no venel heyes monos, engendré quien Los vencdleral”.

Sin duda, en Espafia, fueron dos sus discipulos predilec-
tos: Ricardo San Juan y Sixto Rios. A ellos precisamente me di-
rigid D. Esteban Terradas cuando yo, en el Bachillerato, deseaba
aprender a investigar. El impacto causado por su maestro en ellos
merece recordarse.
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San Juan, en 1962, asi escribe: "Era ef dia de Santo To-
mds de Aquino cuando habl& La primera vez con D. Julio. Me acexn-
qué a La puerta del thadicional casenbn de San Bernardo, donde
entonced estaba fLa Facultad de Clencias para preguniarle 84 pon
La tande explicania su curnso criginal sobre "Andlisdis cornnelati
vo de serdes de Dirndichlet e integrales determinantes", como ££;
mabamos a La de Laplace, sdiguiendo La nomenclatura de Pinchenﬂz.
la pregunta estaba justifdicada: en aquellos ziempos de La Repd-
blica no se suspendian cficialmente Las clases el dia del patrién
de Los esitudiantes, y s6Lo se consegulan con eso violentas neyen
tas de La F.U.E. y def S.E.U. Dijo Rey Pastor: "Yo no doy clase,
pero ahonrna podemos hablar de matemdticas, porque cuando se en-
cuentra algudlen que se Linienresa por estas cosas, hay que 'cazan-
Le a Lazo' . Me aproveché bien de su ofrecimienito. Le pregunté”
cuantas dudas me hablan gquedado al estudiar su Andlisis Algebrad-

co y su Tecrfa de Funciones Reales". (Rev. Mat.Hispano-americana,

22 (1962), 60-93). No podemos extendernos contando la impresidn
que caus® en Rey este encuentro como lo comenté &l en la contes
tacibén al ingreso de San Juan en la Real Academia de Ciencias.

Pero si diremos que dijo, refiriéndose a este encuentro: "Aque
£La mafana venturosa quedd inseadta entre mis dias 4elices. jPon

i
gin ~dije parna mi- enire tantas centenas de alumnos, un discipu
Lo!

También Sixto Rios describid asi con entusiasmo juvenil
su primer encuentro con D. Julio: "Sdento una honda y respetuc
sa emociln al hecondan en esta solemne ocasibfn al que fué prime
no de mis maestnos, D. Julio Rey Pastor. Consenvo ef mds vivo re
cuendo de mi encuentro con D, Julio alld porn Los aios thrednia,
cuande siendo yo estudiante de La Licenclaiura, asistli a una Con
fernencia suya en el Seminanio Matemdtice de La Junta para Amplia
edLon de Estudios, modestamente instalado en La cafle Santa Tehre-
sa, Volvi a casa emocionado. Habia visto y oldo a un gran matemé
tico al que conocia por el estudio de sus Libros y ahora me badin
daba su amistad, proponiéndome un problema., No dormi aquefla no-
che hasta resolverlo y, al dia sigulente, Rey Pasiton dejéd a un
Lado visdltas mds importantes que La mia para atenderme y esbcu-
char Los detalles de mi so0lucdibn. Iba a sen mi primen anticulo
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en fa Rev. Matemdtica Hispanc-Americana. En Los breves dias pa- perior. Me causaron deleite y gran impresidn por su clara exposi

sados, desde que habfa conocido al maestro, me habia {noculado cién y rigor. Luego md@s tarde, D. Leoncio Gonzdlez Calzada, mepu

ol vinus de La investigacibn y ya me consideraba un discipulo su so en contacto con Terradas y é&ste, como hemos dicho, con Rios y

yo. ALgo especial tenia aquel hombre que Lo distingula de muchosd San Juan. D. Leoncio, profesor también de Santald en el Institu

othos Profesones con Los que yo habla convivido mds y seguddo un | to de Gerona, conmigo fue en el Instituto de Alcald de Henares,

curso y otrno, a pesar de Lo cual, la huella que en mi hablan de- | fud el gque me orientd a oir conferencias como la del Prof. Fré-

jado no podia comparanse con La Lograda porn D. Julio en pocos | chet sobre funciones casi peribdicas.

di{as" (Rey Pastor maestro de Matemdticas, Rev. R. Acda. de Cien i

cias, 1962, p&g. 461). Pero ni encuentro personal con D. Julio tuvo lugar mucho
m&s tarde, cursando yo en la Universidad, con motivo de una con

Yo no puedo resistirme tampoco de expresar el impacto que ferencia qgue dif sobre cartografia. Me dijo gue ya me conocia
causé D. Julio en mf. Creo que puedo considerarme discipulo su- por San Juan v estuvo hablando conmigo interesindose de mis co-
yo a través de San Juan y de sus obras. Esto lo avala una nota sas y prestdndome gran atencién.

en el discurso de ingreso de Sixto Rios en la Real Academia de

Ciencias. ©n esta nota aparece la siguiente lista de discipules La bondad pasiva no me atrae porque lo importante es ha-
de Rey Pastor: Babini, Balanzat, Barral, Biggeri, Calderén, Cas cer el bien v no dejar de hacerlo. Por eso prefiero temperamen-
tro, Corominas, Cuesta, Dou, Durafiona, Frenkel, Gonzd&lez Domin- tos fuertes como D. Julio que no esquivaba los problemas y los
guez, Lamenza, Marsicano, Massera, Puig, Raimondi, Rios, Sagas- atacaba de frente. El entusiasmo que ponia Rey Pastor en todo lo
tume, Salinas, San Juan, Santal®é, Shifer, Sunyer Balaguer, Tei- gue trataba y vivia invita a seguirlo con personalidad propia.
xidor, Toranzos, Trejo, Valeiras, Vignaux, Villamayor y Zoroa. gque es como &l hubiese querido. Rey Pastor con su generosidad

es un ejemplo a seguir. Como &1 dijo de D. Eduardo Torroja, tam
Siempre recordaré la enérgica defensa con la que Rey Pas bidn se puede decir de &l: "Fuf sabic, ful justo, fué bueno".

tor logré hacerme catedrdtico de Andlisis Matemdtico 42 y 5& de

la Universidad de Zaragoza con el auxilio de Araujo y Linés. No

bleza obliga vy por ello he puesto todo mi entusiasmo en este dis

curso, lo cual ha sido f&cil por la calidad de su obra, sus bri-

llantes ideas y sus muchos méritos. He de decir una cosa que nun

ca he dicho, que fué esa conducta de D. Julio la que me movid a

hacer el prop&sito, que comuniqué al bedel Herrerc, que actuaria

siempre rectamente y con justicia en todos mis actos. Herrero lo

puso en duda por su experiencia, peroc puede decir que si no lohe

cumplido ha sido contra mi voluntad.

Dos amigos mios, Fernando Presas y Miguel Gavinha, me pro-
porcionaron cuando yo tenfa alrededor de quince anos, entre otros
libros, varias obras de Rey. Entre ellas se encontraban el Ané&li-

sis Algebraico, el Algebra, la Teorfa de Funciones Reales y sus

conferencias en el Ateneo sobre Introduccidn a la Matem&tica Su-
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Inauguracién del Aula Puig Adam
en la Escuela Técnica Superior de
Ingenieros I'ndustriales de
Madrid

El pasado dfa 10 de Octubre, en la Escuela Técnica Superior de Ingenieros Industriales
de la Universidad Politécnica de Madrid, alas 12 horas, tuvo lugar un acto académico para
inaugurar ¢l aula Puig Adam en el mencionado Centro.

Con asistencia de S.M. el Rey de Espafa, del Ministro de Educacién y Ciencia, dsl
Rector de la Universidad Politécnica de Madrid y de otras autoridades académicas, se
desarrollé un entradable acto al final del cual, en una de las aulas de 1a Escuela, donde D.

Pedro Puig Adam imparti6 sus clases, se descubri6é una lipida conmemorativa, dando el
nombre del flustre profesor a la misma. -

De entre las intervenciones habidas cabe destacar la del Director del Centro Omeo. Sr.
D. Luis Ortiz Berrocal, discipulo de D. Pedro Puig Adam por partida doble: como antiguo

alumno de la Escuela que actualmente dirige y como estudiante de 1a Facultad de Ciencias
Matemadticas.

Le agradecemos desde aqui las facilidades que nos ha dado para poder disponer de su
intervencién. permitiendo que la pudieramos reproducir en este Boletin y le felicitamos por
su intervencidn, cuyo contenido integro sigue a continuacién.

Hay que lamentar que el texto escrito sélo refleje su contenido, ya de por si muy
valioso, y que no recoja también la forma extraordinaria en que fue transmitido a la
concurrencia por el ponente.

Las opiniones recogidas después del acto eran unénimes al respecto.



- 30 -

Palabras del Ilmo. Sr. D. Luis Ortiz Berrocal, Director de
la Escuela Técnica Superior de Ingenieros Industriales de

Madrid.

Sefior:

Por tercera vez se honra esta casa recibiendo la visita
de vuestra augusta persona. Fue la primera con motivo del
acto solemne de nombrar doctores "honoris causa"™ a los
Premios Nobkel profesores Méssbaue:, Y Leo Esakil y al Marcués
de Suances. En la segunda nos presidisteis la clausura de la
II Conferencia Internacional de modelos numéricos aplicados.
BEn esta tercera hemos solicitado vuestra preseqcia para
henrar la memoria de un maestro insigne, que también lo fue

de Vuestra Majestad: el profesor D. Pedro Puig Adam.

Hemos querido hacerlo de una forma intima y sencille.
Dejando su nombre escrito en los muros de uno de esos recin-
tos modestos Yy recoletos, que son las aulas universitarias.
La misma en que resond su voz amable, afectiva; la misma en
que dia tras dia impartid sus lecciones. Hemos pensade, Ma-
jeséad, que no hay mejor monumento para un maestro, gque el
aula, el lugar de encuentro cotidizno con el 'objeto directo
de su trabajo vy esfuerzo, que son sus alumnos; el 1lugar
donde se ejerce el noble oficio de ensefar Y el grato deber

de aprender.
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D. Pedro acudia al aula con fiel asiduidad y rigurosa
puntualidad. Cada mahana cruzaba.el vestibulo y recorria los
pasillos de esta casa con su andar pausado, sin prisas, sin
agobios. Gustaba definirse como marino de agua mansa y esa
mansedumbre creaba a su alrededor una atmésfera de paz y
sosiego, tan importante para el desarrollo del trabajo inte-
lectual. Decia que “cuando se c¢ncibe la vida como servicio,
el tiempo ya no es caudal propio, sino ajemo". Su vida fue,
efectivamente, un permanente servicio a los demds y su tiem-
Po, Su precioso tiempo, nos lo dio amplia, generosamente,
sin regateos, para enriguecernos con su pensamiento ¥ con su

palabra.

Resulta dificil trazar en pocas pvalabras los rasgos
caracteristicos de la rica personalidad ‘del Profesor Puig
Adam. Pero si hemos de condensar en una 5ola cuanto de €1
podria decirse no dudamos en afirmar gue Puig Adam fue :un
maestro. E1 hizo de ese magisterio la razdén de su vida. Es
mas, me atreveria a decir que D. Pedro ensefiaba siempre,
porque resultaba imposible acercarse a él =in aprender algo,
como imposible resulta acercarse al fuego sin recibir su

calor.

Siempre recordaré con grata alegria sus magistrales
clases en esta Casa, en el que habria de ser, por deseos del
destino, su Gltimo cursoc académico. Asi como sus clases de
metodologia de 1las matematicas, que recibi ese mismo afo
como alumno de la Facultad de Ciencias matematicas, imparti-

das c¢n un marco gque hace imposible caer en la retdrica: en
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las aulas de su querido Instituto S. Isidro. Clases, verda-
deramente inolvidables. iCuanta }:ernura con los alumnos de
los primeros cursos de bachillerato, a los que acariciaba el
flequillo a la par que les guiaba para que llegaran a obte-
ner por si mismos los teoremas! Tuve la gran suerte de acom-
pafiarle con frecuencia después de estas clases desde el Ins-
ti;uto hasta su casa. Siempre me parecid corto el tiempo que
pasedbamos desde la calle de Toledo a la de Atocha, tan cor-
to que en mas de una ocasién se prolongd en su propia casa.
Sentia que ese breve trato con él habia representado para mi

aprender mucho.

Rechazaba el concepto de ensefianza como mera transmi-
sién de conocimientos. Su magisterio iba mas alld, mucho mas
alla. Decia que "preparar es hacer autdmatas, forma¥ es ha-~
cer hombres". Estas palabras suyas nos deben invitar a 1la
reflexién a quienes trabajamos en la Universidad de hoy.
Ciertamente que en la Universidad se debe investigar, se
deben preparar profesionales competentes, se han de transmi-
tir con eficacia los conocimientos _que han de beneficiar a
la comunidad. Pero también hay que educar, también hay gue
formar hombres integrales que sean savia renovadora vy
perfeccionadora de nuestra sociedad. Y esta misién de 1la
Universidad -forzoso es reconocerlo-, se hace cada vez mas
dificil. La masificacidén, la dificultad del contacto humano,
la carga de funciones administrativas, la crisis de vocacio-

nes docentes son obstdculos que, en mayor o menor grado,

impiden conseguir este objetivo.
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En el curso 1.948-1.949, con motivo de un cambio de
plan de estudios, se concentrd en primer curso un nimero de
alumnos superior a lo habitual. Eran ochenta. Al iniciarse
el curso, D. Pedro anuncid con cierta tristeza: "Nos encon-
tramos ante una promocidén excesivamente numerosa. Aunque la
solucién no es buena, no queda mias remedio que dividir 1la
clase en dos grupos de 40 alumnos. Esperemos que esto no
vuelva a ocurrir®. Hoy tenenos en algunas asignaturas de
primer curso 1.000 alumnos matriculados, repartidos en 9

grupos.

Respecto al equilibrio de las tipicas actividades uni-
versitarias, ensefianza e investigacién, y su adecuada
compatibilizacién merecen ser recordadas sus palabras, im-
pregnadas siempre de su habitual modestia: "En el dominio de
la estricta creacidén matemitica debiera ceder esta catedra a
varios de mis colegas de la Academia y de la Universidad. En
cambio no la cedo a nadie en preocupacién por el problema
educativo, sin despreciar por ello la investigacién. Un in-
vestigador puede, acaso, despreocuparse de los procesos de
ensefianza. Un profesor, en cambio, tiene que haber creado
para saber estimular la creacién entre sus alumnos, ya que
ensefiar no es transmitir, ‘sino guiar procesos de aprendiza-

je".

Nadie como él1 sofnd en la renovacidén de la actividad
docente. Precisamente él, cuyas lecciones magistrales eran

caricia para el oido y luz para la inteligencia; él, que
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sabia divulgar desdeila tarima y descubrir el pensamiento en
la mirada de cada uno de sus alumnos, sofiaba con una ense-
fianza conducida por métodos actives, en la que el profesor
pierde su protagonismo para convertirse en merc animador del
trabajo, fomentando el desarrollo de 1la imaginacién y 1a
creatividad. Sabia que la evolucidn no era facil Y suspiraba
por ese ideal. "iCuanto camino habria que recorrer -decia-
hasta llegar a la clase taller, a la catedra sin estrado, a
la citedra sin citedra, en la que el profesor sin lugar es-

pecial para si, estd, sin embargo, en todas partes!™.

Es errdneo pensar que el proceso educativo termina con
la ensefianza primaria y secundaria, reservindose la Univer-
sidad para la difusién del saber a un nivel superior, a unos
estudiantes que ya han alcanzado la madurez Y a los que hay
que facultar para el ejercicio de una profesién. Es ésta una
hipdtesis demasiado cémoda. La accién educativa tiene que
prolongarse en las aulas universitarias. Porque educar es
conducir, rectificar continuamente el rumbo, descubrir apti-
tudes, ensefiar a pensar Yy a decidir, fomentar la
comunicacién entre los hombres, en suma, seglin lo definia
Puig Adam: "Educar es, en el fondo, cultivar a un tiempo el
conocimiento de lo verdadero, la veoluntad de lo bueno y 1la

sensibilidad de lo bello".

Debe alarmarnos la falta de vocaciones para llevar a
cabo tan alta misién. En un mundo impregnado de pragmatismo,

con tentadoras ofertas para los jdvenes brillantes, que a-

- 35 —

bandonan las aulas universitarias, la ensefianza se ofrece
como una llamada casi estrictamente vocacional. D, Pedro
Puig Adam sintié esa llamada y la siguié con absoluta fide-.
lidad. iQué duda cabe que ello le impuso sacrificios, 1e
exigid renuncias y demandd de &1 una entrega generosa a3
servicio de los demas!. Pero este ideal consagré su vida,
una vida extraordinariamente llena, cuya Plenitud trasciende

en el recuerdo emocionado de cuantos tuvimos la suerte de

conocerle.

Su afan de saber fue més alld de la matemitica. Espiri-
tu insaciable, sintid curiosidad por toda clase de conoci-
mientos y se leamentaba de 1las limitaciones que le impedian
llegar a abarcar los mas lejanos vy amplios horizontés de la
ciencia y de la cultura. "iCuintas veces he séntido -expreso
el mismo~ como una envidia de los siglos aquellos de Grecia,
del Renacimiento, en los que, sobre la cuna de la ciencia Y
el arte, era posible abarcar, en una vista intensa, vastos
panoramas de conjunto!". Esta inquietud la trasmitia cons-
tantemente a sus alumnos a quienes aconsejaba: "Sed un poco
aprendices de todo, para vuestro bien, y, al menos, maestros

de algo, para bien de los demas".

Y para nuestro bien fue D. Pedro maestro en poner la
matematica al servicio de la técnica. En varias ocasiones
manifestd gque su mayor preocupacién como profesor de esta
Escuela era descubrir qué matemdtica habria de necesitar el

técnico del futuro. Esta preocupacién le llevd a adentrarse
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en temas avanzados de cibernética y computacién automéitica,
siendo plenamente consciente de. que estaba asistiendo al
nacimiento de una nueva era, en la que hoy estamos plenamen-
te inmersos y para la que con una penetrante visién de futu-

ro formé a sus estudiantes de ingenieria..

Estos rasgos apresurados han pretendido lo imposible:
trazar la semblanza de un hombre extraordinario. Sirva 1la
dimensién de su figura como excusa de la torpeza con que lo
he hecho. Hoy mé&s que unas palabras, palpita en nues;ro co-
razén el carifio £filial al profesor de fina sensibilidad,

sincera modestia y profunda fe.

En esta Casa, Sefior, procuramos mantener la luz que &1
irradié y el espiritu de servicio, éue nos infundidé. En
nuestro quehacer de cada dia se desarrolla nuestra vida en-
tre el recuerdo de los maestros que nos ensefiaron a aprender
y la convivencia con los discipulos entre los que aprendemos

a enseflar, seglin sus propias palabras.
Gracias, Sefior, por habernos acompafiado. Tened la segu-
ridad que, sin vuestra presencia, hubiera faltado en este

acto un alumno muy gquerido por D. Pedro.

Muchas gracias.
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MODELOS MATEMATICOS DE FENOMENOS DISCONTINUOS

por Enrique Outerelo

de la Universidad Complutense de Madrid

Recientemente ha aparecido en edicifn espafiola (Editorial

Alianza, 1967) el libro titulado Teorfa de Catdstrofes, escrito

por el matemitico V.I. Arnold que en la actuvalidad es profesor
de ecuacicnes diferenciales de la Universidad Lomonosov de Moscf.
Su lectura me ha animado a escribir las siguientes consideracio-

nes sobre los modelos matem&ticos de fen6menos discontinuos.

Una de las facetas de m&s interés de la matemdtica, comc rama
de la ciencia, es la elaboracifén de modelos (matemdticos) que per
mitan explicar la evoluci6n de la interminable sucesién de acon-
tecimientos o fenémenos gue ocurren en el mundo que nos rodea. Es
ta descripcibn matemitica depende de una compleja y delicada in-

teraccifn entre fenbmenos que evolucionan de forma continua y fe

némenos que en su desarrollo presentan discontinuidades.

La £Ifsica cl&sica desde Newton hasta la teorfa de la relativi
dad general de Einstein, estudia procesos cuyos cambios cualitati
VOS son continuos respecto a los parimetros que determinan su evo
lucidn, es decir, dos estados del proceso estin tan préximos como
Se quiera, siempre gue los parimetros de control correspondientes
a cada uno de ellos difieran muy poco. En este caso, la matem&ti-
ca

que se utiliza en la construccién de modelos ha sido ampliamen

te estudiada y, en general, se conoce bastante bien.

Con la teorfa newtoniana, se llega al modelo determinista de

los sucesos en la naturaleza como sintesis de dos desarrollos con



vergentes, el de la ffsica --1la descripcibn del movimiento, con
las leyes de Kepler Y las de cafda de los cuerpos formulada por
Galileo~~ y el de las matemdticas, que culmina con la invencién
del cdlculo infinitesimal. Este modelo.determinista posee un sim
bolo que explica muy bien lo esencial del mismo: el diablillo ima
ginado por Laplace, capaz de observar en un instante dado 1la posi
ci6n y velocidad de cada una de las masas constitutivas del uni-
verso, y deducir a partir de ahf la evolucibn de cualguier suce-

S0, tanto hacia el pasado como hacia el futuro.

Es importante destacar que estos modelos son de naturaleza cuan
titativa, en el sentido que determinan o miden, con mayor O menor
aproximacibn, los estados de la evolucién de los fenémenos que

describen.

Sin embargo, los fenémenos del segundo tipo, es decir, ague-
llos que presentan discontinuidades o saltos bruscos en su evolu
cibn, son los m&s abundantes en la naturaleza y son los que se
perciben antes. Para cierto tipo de estos sucesos, el matemético
francés R. Thom propone, en "Una teorfa din&mica de 1la morfogéne
sis” (1966), la elaboracibn de modelos matemdticos, de nuevo como
sintesis de los desarrollos convergentes de la matemdtica --la
teorfa de singularidades de aplicaciones diferenciables iniciada
por H. Whitney en 1955, la teorfa de 1la bifurcacién de sistemas
dindmicos debida a H. Poincaré (1879) Y Andronov-Pontrjagin
(1935) y los trabajos del propio R. Thom sobre topologfa diferen
cial (por los que obtuvo en 1958 la medalla Field, equivalente
en matemdticas al Premio Nobel)-- Yy de la biologfa ~-el trabajo
de C. H. Waddington sobre la teorfa de la epigénesis. Las ideas

de este primer trabajo, las desarrolla R. Thom en su obra de ma-
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yor impacto, el libro titulado Estabilidad estructural v morfo-

génesis, publicado en 1972.

A partir del afo 1968, varias copias de este libro empezaron
a circular entre los miembros de la comunidad cientffica. En par
ticular, E.C. Zeeman y su escuela de la Universidad de Warwick
(Inglaterra) lo reciben con entusiasmo Yy desarrollan modelos de
Sucesos con discontinuidades en un espectro muy amplio de campos
cientificos. Es precisamente E. C. Zeeman a gquien se debe la de-
nominacifn de la nueva teorfa --"teorfa de catdstrofes”-- ya que
R. Thom, en los trabajos citados, Gnicamente introduce la termi-

nologia "puntos de cat&strofes”.

El soporte matemStico de la teorfa actual de catéstrofes es un
teorema, conocido como teorema de Thom, de clasificacién de singu

laridades de un tipo especial de aplicaciones, llamadas de tipo

gradiente.

Desde el afio 1970, se han publicado centenares de artfculos
cientificos con aplicaciones de la teorfa de catistrofes en &reas
tan diversas como la embriologia, la psicologfa experimental, la
economfa, la geologfa, la teorfa de particulas elementales, la
lingliistica, las ciencias sociales, etc. Entre 1970 y 1977 1la teo
rfa se hace tremendamente popular, y por primera vez en la histo-
ria de la matemdtica aparecen artfculos sobre la -teorfa de catds
trofes en la prensa diaria: Newsweek, L'Expres (donde se asegura
gue "el nuevo Newton" es francés (es decir, R. Thom)), London Ti-
mes (donde se compara el libro de R. Them con el Principia de

Newton), New York Times, etc.
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Aparecen amplios artfculos en las revistas de divulgacién
cientffica y el libro de R. Thom se publica como libro de bolsi
llo (una propaganda de esta naturaleza no se habfa producido des
de el nacimiento de la cibernética). Esta singular actividad se
debe por una parte a la nueva orientacién que la teorfa de catds
trofes introduce en las aplicaciones de la Matemitica a otras ra
mas de la Ciencia, y por otra a las aplicaciones que se publica~
ron en los campos de las ciencias sociales (motines en las cdrce
les, conducta de los inversores en la bolsa, influencia del al-
cohol en los conductores, politica de censura frente a la litera
tura erdtica, etc.), la biologfa (depresién, gastrulacién, mode-

los del cerebro, etc.}, Y en otros campos de diffcil descripcifn

matemética por su complejidad.

Sin embargo, tras este periodo de singular actividad, se ini-
cia una época de fuertes controversias cientfficas, motivadas
por la publicacién a partir del afio 1977, de una serie de articu
los que critican duramente la teorfa de catistrofes. Entre estos

artfculos destacan los de Sussmann-Zahler (La teorfia de cat&stro

fes aplicada a las ciencias bicl6gicas y sociales: una critica,
1978) en el gque se atacan las aplicaciones a las ciencias socia-
les y a la biologfa y se llega a decir que la teorfa de catdstro
fes es un callején sin salida, el de J. Guckenheimer (La contro-
versia de las cat&strofes, 1978) en el que se afirma que la teo-
ria de catdstrofes puede engafiar en el sentido de creer que el
trabajo estd realizado cuando en realidad es cuando se empieza,
Y la parodia sobre la teorfa de catistrofes de Fussbudger-Znarler

(Teorfa de la sagacidad: una crftica, 1979).
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En este punto hemos de plantearnos: ¢qué es la teorfa de ca-
tdstrofes? y c¢cudles son los motivos de la fuerte polémica cien
tffica que ha originado? Entre los principales protagonistas de
la teorfa, R. Thom y E.C. Zeeman, existen divergencias sobre el
contenido v las aplicaciones de la teorfa. Para E. C. Zeeman la
teorfa de catistrofes es un nuevo método matemitico para deseri-
bir la evolucifn de formas en la naturaleza. Es particularmente
aplicable alli donde cambios graduales de las fuerzas producen
efectos bruscos. Llamamos a tales efectos catidstrofes poraque la
lz intuicifn sobre la continuidad subvacente a las fuerzas hace
que la discontinuidad de los efectos sean inesperados y asi sur-
ge el ncmbre. Segfin el punto de vista de su furdador, R. Thom,
la teorfa de catdstrofes no es un cuerpo especifico de conoci-
miento, sino un programa cientffico que intenta explicar la varie
dad y evolucién de las formas en la naturaleza, es decir, una teo

rfa de la morfogénesis.

La fuerte controversia cientffica que ha originado la teorfa
de catdstrofes se debe a que se ha aplicado a situaciones en las
que las hipbtesis del soporte matem&tico de la teorfa eran de du
doso cumplimiento. En este tipo de aplicaciones se encuentran to
das las de las ciencias sociales y las de la biologfa, como hemos
comentado anteriormente. No obstante, existen aplicaciqnes "rigu~
rosas" de la teorfa, aceptadas sin discusién por la comunidad
cientffica que han servido para probar la consistencia de la teo
rfa y donde el modelo matemitico ha sido comprobado y contrastado
experimentalmente. Se tienen ejemplos en los campos de la elasti

cidad, la mec&nica, la Sptica ffsica y geométrica, etc.
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Los modelos elaborados por la teorfia de catdstrofes son, en

General, de cardcter cualitativo.

El primer antecedente del libro citado al principio de estas
notas, aparecid en forma de articulo publicado en ruso en la re-
vista Nature (1979). En este articulo V.I. Arnold fija su postura
ante la teorfa de catdstrofes: las contribuciones positivas de la
teorfa de catdstrofes estdn contenidas en la teorfa de singulari-
dades de aplicaciones diferenciables, y las aplicaciones en bio-
logfa, psiccloglfa y ciencias sociales tanto las premisas inicia-
les como las conclusiones tefricas fnicamente tienen valor heu-
ristico. Este artfculo fue traducido al franc&s por J. M. Kantor
y publicado en la revista Gazette des mathématiciens (1980). En
esta traduccifn una p&gina con el dibujo de la metamorfosis de
las cadsticas fue sustituido por una p&gina con comentarios de
R. Thom sobre el artfculo, destacando que V. I. Arrnold adopta
una postura demasiado racionalista y defiende la existencia de
algo interesante en la teorfa de catédstrofes: su utilizacién cua-
litativa independientemente del sustrato subvacente, lo Ggue no
permite en general la prediccién y de ahf la dificultad en valo-
rar su interés. Con esta filosoffa se prequnta Thom qué signifi-
cado tiene el dar un valor heurfstico a la teorfa de catistrofes

y recomienda que se reflexione sobre el tema.

Es interesante destacar que V. I. Arnold se olvida que fue pre
cisamente la teoria de catdstrofes,la que origind el gran avance
experimentado por la teorfa de singularidades a partir de los tra
bajos Eioneros de H. Whitney, y que si en la actualidad existen

dificultades en la aplicacién de la teorfa de catdstrofes se debe
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a la falta de desarrollo tanto de la matemdtica que la soporta

tedricamente, como de la rama de las ciencias a la que se pre-

tende aplicar. Como ha sucedido siempre en la historia del cono-
cimiento lcs avances en cada una de ellas implicarin progresos

en la otra,
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Las dificultades de aparcamiento en horas de clase
inspiraron este cartel a un lector de " The American
Mathematical Monthly ", publicado en el nimero de Abril

de 1.983 de esa revistea.
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UN METODO DE RECURRENCIA PARA EL AJUSTE DE LA CURVA LOGISTICA

Por Jose V. Garcfa Sestaféd

Uno de los problemas fundamentales Que se presentan al de
mégrafo es el de la prediccifn de poblaciones futuras. Los primg
ros intentos realizados para lograr provecciones de poblacifn oon
sistieron en la adopcidn de funciones matem&ticas m&s © menos com
plicadas, que explicaran la evolucién pretérita de la poblacién
considerada de forma satisfactoria Yy de las cuales se esperaba
que, al menos durante un cierto perfodo, proporcicnaran estima-
ciones aceptables.

En la actualidad se utilizan prioritariamente otros méto-
dos, en especial el denominado de componentes gue permite obte-~
ner estimaciones desagregadas por sexo y edad, e inclusive per-
mite incorporar el importante fendmeno de la migracidén., Sin em-
bargo, y a pesar del descrédito en que han caido los métodos ma
temticos -detido, fundamentalmente, al mal uso que cde ellos se
ha hecho- hay que reconocer gue utilizados con prudencia, y den-
tro de su intervalo de validez, pueden propoxcionar resuliados
globales muy aceptables.

Entre los modelos matem&ticos més empleados cabe citar 1la
funcibn exponencial (expresién del crecimiento geomdtrico), la

funcibn de FOLWELL, la de GOMPERTZ y, en especial, la curva lo-
gistica.

La idea directriz para la obtencién de la curva logisti=-
ca -o curva autocatalitica- fué la del "freno" al crecimiento en
progresifn geométrica. Este tipo de crecimiento de la poblacién,
enunciado por los aritméticos polfticos ingleses, en especial por
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John GRAUNT -reconocido como el "padre de la Estadistica"- fué
expuesto pesimista y detalladamente por Thomas R. MALTHUS en su
"Ensayo sobre la poblacifén" (1798). El matemidtico, estadistico
y astrdnomo belga Adolphe QUETELET en 1835 formuld su teoria me
clnica sobre el crecimiento de las poblaciones, que en esencia
dice que la resistencia que se opone al érecimiento ilimitado
de la poblacifn es proporcional al cuadrado de dicha poblacidn.
En 1838 el belga Pierre F. VERHULST, profesor de Matem&ticas en
la Academia Militar de Bruselas, combinando las hip&tesis mec4-

nica y malthusiana, lleg6 a formular la ecuacidén de la logfsti-
ca.

Designando por P(t) la poblacibn de una determinada uni-

dad geogréfica en el instante t, se tiene la ecuaci6én diferen-
cial

d P(t) = h P(t) dt - K[P(£)]? at
que se puede escribir

hoae = $P() . kdP(t)
P(t)  h-k P(t)

cuya integracifn proporciona

ht = 1n 1 el
h-k P(t)
o bien
ht
h e a
P(t) = -
C+keht 1+beht
donde a = %, Yy b= %,

Obsérvese que %im P(t) = 0, lo cual implicarfa una po="

X +—
blacifn cero; en las aplicaciones no se parte de esta poblacién,

sino que se toma un conjunto poblacional P(tg) = ¢, que se calcula
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posteriormente. En estas condiciones, la ecuacidn de 1la 16gisti

ca se puede escribir =
a
P(t) =c+ ———— (a, b, c, heRr, )
1+b eht ++
que admite por asintotas P(t) = c(si t+ =) y P(t) = ¢ + a (si

t + +2). La funcibn es creciente en todo punto, admite un punto
de inflexibén en I (ln b/h, a/2), siendo c6ncava a la izquierda
de I y convexa a la derecha.

Una vez obtenida la expresifn de la curva logistica, la
cuestidn siguiente es proceder a su adaptacibn a un conjunto de
valores observados, esto es, a determinar los parametros a, b,
S, Y h conociendo los valores Py de la poblacidn en los instan-
tes t, (=1, 2,..., n).

La solucibn adoptada por VERKULST, consisti6 en elegir
arbitrariamente ¢ "haciéndolo compatible con los datos" y des-

pués, tomar tres poblaciones Pyr Ppr Py en los instantes t t

ll "2!
t3 tales que t2 N t1 = t3 - t2 = d; entonces se tiene
p; - ¢ = ““‘Q"?FET (i =1, 2, 3)
l+be * 2
© bien, haciendo z; = 1/(p; - ¢}
1 ~htj y
Z(l+be ) z, [1]
de donde
-z = Db ght1  -hd _
z, 2, =3e (e 1)
[z1]
- 7. =B ht2 -hd _
23 7, v (e 1)
y de aguil
zZ, - 2 zZ, - 2
2 i ehd > h = % in 2 :
237 % zZ3 T %2



De cualauiera d4e las ecuaciones [II] se obtiene b/a y de una de
las [I] se deduce a.

Afios méds tarde, en 1920, los norteamericanos Raymond PEARL
y Lowell J. REED "redescubrieron" la logistica, como resultadc de
las diversas experiencias realizadas sobre el crecimiento de una
poblacidn de moscas -la drosophila melanogaster- en una botella
de leche, llegandc a establecer empiricamente que la tasa de cre
cimiento r, cuando la poblacidn es P, se obtiene de r = ro(l -
- P/P,), donde ry es la tasa de crecimiento inicial y P es la
poblacién maxima admisible; el resultado anterior conduce a la
hipbtesis de partida de VERHULST:

Lr=r,1-2 — L=y

dt P at B

El m&todo seguido para el ajuste por PEARL Y REED, méto-
do que perfeccicnan a posteriori con aproximaciones sucesivas,
consiste en elegir opindticamente y después de sucesivos ensa-
yos los valores de ¢ y a ée forma tal gue el crecimiento espera
do de la poblacidn considerada sea a. Una vez fijados a y ¢ se
toma la nueva variable

z;, = =———=-1, 1=1,2,...n

de donde z = b e"ht —>»1ln z = ~ht + 1In b; ajustando minimo cua-

dréticamente una recta a la nube de puntos (ti, 1n zi) se obtie

nen los par@metros h v b, con lo gue queda resuelto el problema.

Como puede apreciarse, tanto el método de VERHULST como
el seguido por PEARL y REED dependen de la habilidad de la per-
sona que los utilice, cayendo, por tanto, en una subjetividad
que puede llevar a resultados muy apartados de la realidad.

El método que se presenta a continuacién evita todo tipo
de suposicifn sobre los pardmetros, los cuales se obtienen por

un proceso bietdpico de ajuste minimo cuadrdtico. La idea intui
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tiva del método es la siguiente: supuesta conocida una ley recu-

rrente para las poblaciones P; Y Py (n constante) de la forma

n
-+
A p; B
.+ C
i
o bien, Pitn Pj + M Pitn

mitido que la poblacién sigque una ley logfstica, que Pitn N Pyv

+ N P; + P =0, si i + £t», se tiene, ad
luego la ecuacibn
2 -
p° + (M+N) p+P=0

proporcicnaria las ordenadas de las asintotas.

Para la obtencidn de la ecuacidn de recurrencia se supone

gue se cdispone de las observaciones 12 (i =1, 2,... 2n) realiza
das en los instantes ti’ tales que ti+1 - ti =4 (i=1, 2,...,
2n-1). Admitiendo la ajustabilidad de la logistica, se verifica
a
p=c+———:——(t=t,t,...t)
t 1 +b eht 1 2 n
Para t = ti+n se tiene, como ti+n = ti + nd
P c = 2 = ] =
n+i 1 +b e-h(ti+nd) 1 + b e Nti.g-0nd _ o-~hnd | ,~hnd
_ a _ a -
1 - efd 4 g7hndy .\ o~hti, 1 - ehnd , -hnd | a/(p; —¢)
N a ehnd{pi - c)
a + (thd - 1) (Pi -c)
. ; _ . hnd .
y haciendo, por comodidad, H = e - 1, se tiene
1 . =] - N + - H +a
H Py "Py pn+i(Hc a) + p,; (Hc +Ha a) clc )

y como H # 0, ya que hnd # 0
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= e 2 a -
pn+i .pl - (C H) Pn+i + (C+a+H) Pl C(C +a)
y haciendo X = ¢ - a/H, Y =c+ a + a/H, 2 = -c(c +a) y como
3= A ¥, B )y
late, a,

basta ajustar, por minimos cuadrados, la ecuacién

= X + Y 12 + 2

Po.. *P.
n+i i Pr+i

a la nube de puntos (P, .+ Pjr Pp.iv pi).
Determinados X, Y, Z, eliminando a y H entre las ecuacio-
nes del cambio de variable, se obtiene

2
C" = X+ Y¥)Yc=-2=0

ecuacidén que, si la logistica es ajustable, admite dos raZces rea
les distintas y positivas; siendo las raices CL Y cy (cl < cz),
se verifica

cy =g = JQX + Y)2 - 42 /bc + a)2 - 4 c(c + a) =a

luego las asintotas buscadas son
que verificarse.

6]

=cyp=a+ c, como tenia

Conocidds a y ¢, los otros dos parfmetros se obtiene por
un nuevo ajuste minimo cuadr@tico, similar al de PEARL y REED ex
puesto anteriormente.

En un prdximo articulo se dari a conocer otro nuevo proce
dimiento, m&s general que el que se ha presentado en este traba

jo y se desarrollari un ejemplo de aplicacibén de los métodos ex
puestos.
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DESARROLLOS ASINTOTICOS

Por M2 Carmen Escribano R&denas

Los desarrollos asintSticos son conocidos desde hace mis
de un siglo, sin embargo, desde el principio fueron discutidos
por los mateméticos debido a una aparente ausencia de rigor, da
do el c§récter divergente de las series que se usaban como ins-
trumentos en la aproximacién asintdtica. Fud Henri Poincaré quien,
por primera vez, con motivo de los trabajos sobre perturabacio-
nes en mecdnica celeste, di6 un sentidc a las series divergen-
tes, formadas como las tradicionales series de potencias. Estu

dib sus propiedades y desarrollos de algunas funciones en con-
creto.

I. DEFINICIONES

Consideremos siempre, para simplificar, funciones com-
plejas de variable compleja, aunque la generalizacidn es senci
lla para funciones definidas sobre un espacio torolb6gico Haus-
dorff (T2), a valores en un espacio de Bannach M, consideran-

do siempre un punto x° de acumulacidn de un conjunto abiertc den
tro del dominio.

En primer lugar hay gue hablar necesariamente de cémo
medir la "proximidad" de dos funciones en el entorno de un pun

to, y por lo tanto, es imprescindible conocer perfectamente los
simbolos de Landau "0" y “"o".



P

1. £ € O(g) cuando x ~ x° si, y s6lo si, JA € R U (ol vy

Juxe)/l£x)| < Algx)], b‘er(x")

2. f €o(g) cuando x + x° si, y s6lo si, Ve €,m+,

Fo /1t celga],  Fx €u )

Por abuso de escritura, se escribe a menudo £ = 0(g)
(respectivamente £ = o(g)) en lugar de f & 0(g) (respectivamen-
te £ £0(g)).

En seguncdo lugar hay que considerar un conjunto de
funciones, concretas y conocidas, entre las que se puedan ele-
gir las mds adecuadas en cada caso para aproximar la funcidn en
cuestibn.

3. Un conjunto de funciones %4, gue no son nulas sobre

cualquier entorno de x° constituye una "escala asintdtica" cuan

do x + x° si, y s6lo si, para cualquier par de funciones £, g &
€€, £ # g, se verifica que £ € o(g) 6§ g € o(f). Es decir, es-

td totalmente ordenado por la relacidn de orden

£ <g si, ysblosi f E€olg) 6 f£=g

Por ejemplo, {£(x) = x*, o € R} es una escala asin-

tética para x + =,

Es importante observar que este conjunto no tiene por
qué ser numerable, aunque en la préctica las escalas que se uti-
izan, casi siempre, son numerables y reciben entonces el nombre
de sucesiones asint8ticas para los desarrollos.

Ahora ya podemos definir un desarrollo asintético, ge
neralizando la definicidn de Poincard de 1886.

4. Se dice que la funcién f admite un desarrollo asinté-

tico seqlin la escala asint8tica £ hasta el orden ¢, donde ¢ & g

h 4B
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si existe una familia de niimeros reales ({Aw} ¢ € &) casi todos
nulos (es decir todos nulos salvo un nfimero finito de ellos), ve
rificando que

Se demuestra f&cilmente, por reduccién al absurdo la
unicidad del desarrollo asintdtico asi definido, con respecto a
una escala asintdtica determinada.

5. Si dada la funcidén f y la escala asint6tica ¢, 0 es
el m&s grande de £ tal que Xe # 0, entonces la funcidn A, 8 (x)
se llama "parte principal” de f en el desarrollo asintético de

f seglin la escala £, y ademds f = Xe 8 + o(8).

Una aproximacién (o parte principal o representacidn

asintbtica), seria el primer término de un desarrollc asintdti-
co cuando tuviésemos la escala asintStica definida desde el prin
cipio, es decir, cuando se trata de hallar el desarrollo asintd
tico de una funcidn en un punto, hemos de referirnos, segn la
definicidn, a una escala o sucesidn asintdtica dada. Sih embar-
go, lo que ocurre, en general, cuando se desea hallar el desa-
rrollo asintdtico de una funcidn, es que la escala asintética se
va creando al mismo tiempo que se obtiene el desarrollo asintéti
cc, es decir, vamos oObteniendo aproximaciones sucesivas, y se
comprueba después, que efectivamente forman parte de una escala
asintbética, lo inico que tenemos dado desde el principio es una
clase de funciones muy amplia, la cual actlia como proveedora de
las posibles funciones que van a formar parte de la escala asin
tética en cada caso.

TEOREMA.

Si una funcidn £ admite un desarrollo asint8tico de orden
¢ seglin la escala §, f(x) = ¢é£ Xw ¥(x)}) + o(9) con V¥ >¢ enton-
ces Vc >¢, £ admite un desarrollo asintético de orden Z, obte-
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nido truncando el desarrollo asintdtico dado en el término 7%,

£(x) = § A w(x) + o(3)).
ves VY
w>r
Notacién

Si el desarrollo asintdtico es de orden cualquiera

entonces se escribird, para simplificar

Elx) v ] A, w(x)
VEZ

cuando x + x° seglin la escala asint6tica £.

Es conveniente observar que una misma funcién puede
tener varios desarrollos asintdticos diferentes, si cada uno de
ellos estd dado respecto a una sucesidn o escala asintdOtica dig

tinta.

Por ejemplo f£(x) = 1/(x+1l) se puede desarrollar cuan

- = 2 n-1 2 -3n
do x + » como f(-1)" Ly R o cémo £(-1) r 6

-2n

(x“ -x+1) x

cbmo L(x-1) x

También hay que prestar atencidn al hecho de que un
desarrollo asintdtico no determina una Qnica funcidn, basta con
tomar el desarrollo asintdtico 2:(--l)n—l x-n, cuando X + x© COmMO
desarrollo asintdtico de las funciones diferentes 1/&+1) y (1 +

e ) /(1L +x).

Es importante sin embargo, el hecho de que cada su-
cesibén asintética determine una relacién de equivalencia entre

las funciones que consideramos.

6. f y g se dice que son asint&ticamente equivalentes,
con respecto a {fn}nelN si, y s8lo si £(x) -g(x) = o(fn(x))

cuando x + x° para cada n de la sucesién.

Por lo tanto, se puede decir que cada desarrollo asin
t6ético representa una clase de funciones asintéticamente equiva

. Pl : " L
i uma
lentes que se denomina "suma del desarrollo asintdtico” o "sum

de la serie asint&tica".
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La existencia de la suma asint&tica de la serie fué
probada en 1926 por Carleman para series de funciones analfti-

cas y en 1954 por Van der Corput para series asintdticas de po
tencias.

II. OPERACIONES CON DESARROLLOS ASINTOTICOS

Se trata de establecer el mayor n@mero posible de opera-
ciones ciertas entre los desarrollos asintbticos para facilitar
su estudio. Es decir, interesa saber en qué condiciones se pue-
de operar con los desarrollos asint&éticos para obtener un nuevo

desarrollo asintdtico de la funcidn resultante de la operacién.

Esto tiene una enorme importancia efectiva dada la difi-
cultad practica de obtener un desarrollo asintético de una fun-
cidn segfin una sucesibn o escala asint6tica previamente dada; por
1o que serd conveniente poder relacionar la funcidn en estudio
con algunas cuyos desarrollos asint6ticos son conocidos, para cb

tener su desarrollo asint&tico por medio de relaciones con otros
anteriormente obtenidos,

TEOREMA.- (Suma).

S1i las fuhciones fl’ f2 admiten desarrcllos asint8ticos
hasta el orden ¢, seglin la escala asintdtica &,

fi = 3 Ai y+ o(¢) para i = 1, 2,
VEE
v>0

entonces la funcibén suma f1 +f2 admite el desarrollo asintStico

seglin la escala £ hasta el orden $, que resulta de la suma for-

1, ,2
mal £1+£, = ] (Ay + ) + o(¢).
PP v
¢

Para series de potencias es sencillo probar que la combi



nacidn lineal de desarrollos asintbticos es el desarrollo asintf

trco de la combinacibn lineal.

Para la multiplicacién o producto de series asintdticas,
los problemas son muy diferentes, pues en primer lugar el pro-
ducto de dos desarrollos asint6ticos no es un desarrollo asintd-
tico en general, ya que al multiplicar formalmente dos desarro-
llos Ean fm
en principio, una sucesién asint6tica, y normalmente no es posi

Yy me fm para x + x°, los productos fn fm no son,

ble arreglar el sistema para que lo sea. Sin embargo, existen al
gunas sucesiones asintfticas gque tienen propiedades especiales
con respecto'al producto, es decir, en las gque ampliando el sis
tema de sucesiones, o simplemente por caracteristicas especia-
les de su forma, son tales que al multiplicar dos desarrollos

asint8ticos obtenemos un nuevo desarrollo asint6ético.
Definicién
la escala asintética £ se dice estable para el producto

si para cada par de funciones f, g € { se tiene que f.g€c¢.

TEQOREMA. - (Producto) .

Si £ es una escala estable para el producto y f1v £, son
funciones acotadas que admiten un desarrollo asintdtico hasta

el orden ¢, segln la escala asintbtica ¢,

£.00) = ] A; pix) +o(¢) , i=1, 2,
VEE

entonces el producto f, :f, admite un desarrollos asintdticos has

ta el orden ¢ de la forma

1 2
£.0£, = Ay, Ay ¥p ¥y *+ ole)
1 2 wieg wl lJ"Z e
Yi26,i=1,2

Por ejemplo, el producto de dos potencias sigue siendo una
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potencia, luego el producto formal de dos desarrollos asintdti-

Ccos en serie de potencias cuando x + 0 es el desarrollo asint§

tico del producto. Sin embargo hay que asegurarse para las de-

mds escalas asint6ticas.

Pronosicidn.- (Composicidn de funciones)

Sea ¢ una escala asintética estable para el producto,

a
ra el punto x°,. o

Sea f una funcibn a valores reales, definida en

un entorno ° i
del punto x°, que admite un desarrollo asintdtico se

gGn la escala £ hasta el orden ¢;

) A, ¥+ o0(4) con f=o0 , =
$€£ v (8), 8 € ¢ y o o(1)
29

Sea un 16 i i
g a funcidn continua en el origen (£funcidn real de

variable real), admitiendo en un entorno del origen un desarro-

llo en serie de potencias de 1la forma

g(u) = a, + a

0 LU + ...+t a u + 0(u

Si las funciones y, 6 verifican

+
6" 1 < ¢ < on

entonces gof admite un desarrollo asint&tico hasta el orden ¢
’

segln la escala g, y este desarrollo es el obtenido haciendo 1la

suma de los términos mayores o iguales a ¢, en la expresidn

2
ag * a;R + a,R” + ...+ aan + con R= J Aw v

Ve
v2¢

La demostracibn se obtiene teniendo en cuenta que de la
relacibn £ = 0(8) se tiene O(fn+1) C.O(9n+1), luego

of = + mtl
g a, alf + oeee anf“+0(e ) = a, + alf+...+ anfn + o(¢)
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yé cue 8n+l <

o

Pero teniendo en cuenta el teorema anterior, cada fK ad-
mite un desarrollo asintdtico hasta el orden ¢, segfin la escala
£, y por la unicidad del desarrollo la proposicidén gqueda demos-

trada.

Para obtener més resultados a la hora de operar con desa
rrollos asint6ticos hay que restringir las escalas asintdticas
a sucesiones asintbticas e incluso a veces, sbBlamente se pueden

considerar desarrollos asintdticos de potencias.

La derivacibén de desarrollos asint6ticos no es posible

en general. Sin embargo, en algunos casos concretos bajo carac
teristicas particulares, es posible integrar los desarrollos
asintbticos. Veamos a continuacién, algunos resultados en este

sentido.

Proposicidn.- (Integracidn)

Sea y(x) un camino diferenciable con continuidad a tro-
de
funciones reales positivas para x »+ x°, tales que existen las
fn(z) dz.

zos de x a x°. Sean {fn(x)} n € N una sucesidn asintdtica

integrales In(x) = IY(X)

Si f(x) tiene el desarrollo asintdtico f(x) ~ Zan fn(x)
de orden N, cuando x » x° y f es una funcibn medible sobre vy (x),

entonces F(x) = [/ f(z) dz existe en un entorno de x° y F(x)

Y (x)
tiene el desarrollo asint6tico Zan In(x) de orden N cuando x

tiende a x°.

Demostracibn

Teniendo en cuenta que fn es una funcibn positiva, en pri
mer lugar hay que probar que In(x) es una sucesién asintbtica

o(fn(z)) dz =0(J

In+1(x) fn+1(z) dz = J

fn(z) dz)

IY(X)

Y (x) Y (x)

ya gque Ve > 0, HU(zo) tal que por ser
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far1(2) e £ ¥z evizy) — <

{Y(X) fn+l(z) dz

= jY(x) fh1(2) dz < J e £.(z) az =

v (x) fn(Z) dz

oo

N
o(fy(z)) dz= §
n=1

y (%)

Y por filtimo resulta que

F(x) =

e~12

£( dz =
jY(x) z) dz X a fn(z) +o(fN(z)] dz =

N

=] a f £ (z) dz + J
n=1 " Jy(x) P Y (x) % InX) +olL o)

Proposicién

Sea f(z) una funcidn compleja de variable com

da en un sector abierto S, y tal que £(z) ~
z
para z =+ 0.

pleja defini
de orden N

f(z) dz, donde el camino de integracién
€S una recta desde el origen,

an zn
Entonces

tiene un desarrollo asintético en
serie de potencias de orden N+1.

Demostracidn
PRI
£(z) = ) a z" = oz =2
Lo % (z™) Vzeuo(o)
1 N
c l£z) - § az<e gV —
n=0
[ (%1 N
,I f(z) dz - ] a, zn+l/n+1 <
0 n=0 -
z N
1 4 2
T S
— < E |2 E
0 n=0nnII_o |z|” az = 0(z2%1)
Proposicidn

Si £(z) es una funcién compleja de variable compleja en

s . g . 1 ( ) A n
’ d p
un sec tOI y tlene derlvada f 2z z a 2 e ordell N ara

entonces f(z) tiene un desarrollo asint6tico que al dife
renciar da el desarrollo asintbtico de f'(z). -
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Demostracidn
Demostracion

Basta aplicar la proposicién anterior a £'(2).

Proposicidn

. . -
Sea f una funcién compleja de variable compleja y f(z)
o § a /zn de orden ¥ cuando z - * en un sector S. Entonces,
1 ™n !

n:
(E(z) - a5 - al/z] es integrable y

® 2 3
F(z) = [ [f(w) -a, -al/w] aw 'b(az/z + a3/2z + a4/32 +ean)
z

de orden J-2 cuando z * «,

bemostracibn
N
n
\f(z) - 2 an/z

n=1

<el1/z] Yzeu Cs

® 2
J [f(w) -ay - al/w - az/w “ tee =
z

N-1 -
£(w) - ag - a;/w - ... C YA |dw| <

< J

Tz
® -1 N-2

< J e)l/z‘ \ |aw| = o(1/2" °)
z

Y por Giltimo este resultado se puede enunciar asi:

Proposicibn

Si f es una funcién compleja de variable compleja y f(z)n
g a /zn.de orden W para z + » y f es diferenciable y f' tie-
=2 'n '
nenun desarrollo asint6tico en serie de potencias, entonces el

i asin-
desarrollo asintdtico de f' es la derivada del desarrollo

N

t6tico en serie de potencias de £(z).
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III. EJEMPLOS

El problema de la obtencién de desarrollos asint8ticos re
sulta complicado en la pr&ctica, pues generalmente el dato es
una simple funcibn y la solucién un desarrollo asintdtico de es
ta funcibn, pero sin hablar para nada, en un principio, de suce
sién o escala asint&tica. Es decir, la eleccidn de una u otra es
cala asintdtica va a venir determinada por la misma funcidén de
la que se guiere hallar su desarrollo. Por este motivo es conve
niente tener ya un grupo de escalas asint&ticas posibles, estu-
diadas anteriormente, para poder elegir una de ellas, o tener al

gin punto de partida para alguna nueva. Este es el motivo de los
ejemplos que siguen.

Ejemplos de SUCESIONES ASINTOTICAS

POTEJCIALES Y EXPONENCIALES

E B N o _
1. Pz—{x }n&[N' X = 0.

-n . 0 =
2r {x }n eIN’ x @,
n
3. {(x -x°) h}em.
..hn
4. { z }n em hn e ¢, Re(hn) < Re(hn+l).
X® =« con z €€ vy |z|>1; |argz| < % - 68 6 > 0.
5. Caso particu}ar del anterior:
..hn
. . ° -
{z }nelN’ hne R con h o2 hoi o ox w,
z "By
6. {e® +2 }/ %° ==, h_ como el ejemplo n2 4.

n
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¢ jemplos de ESCALAS ASINTOTICAS.- Sea x° €& &

1. %R = (x%, o €ER}, x° = =

2. Ly = (x* + LogPx, (a, B) e r%, x >1; x° =

3. Fl x* - eP-(X) , o € R, p(x) = polinomio sin t&mino constante}
4. Lm = {x% -Logslx Logzzx ces Logimx; (arsl, 82,...Bn9€ mm+l}

= recurrencia); x°= o,
me W - {0}, x >2e _, con e, =¢e (por re

5. L=VUln
meN-{0}

2
6. {|x|®-|Log XIS, (e, B) € R"}.

Ejemplos de DESARROLLOS ASINTOTICOS

1. LA I oxe = o,
1-x
- -2 _
2 1~ A L x™ x0 =
2
1+x
3. LA Jen™t T xe o= e
1+x
4. A a JED™E P exrn) cx7TN %0 = e
1+x
1 ‘zn. ° = o
5., =——n ) (x-1) *x P X .
1+x

-x - -
6. i"_'ﬁ__.«\,Z(-l)nl x 0 x° = e,

1+x

> ot -x (1" (-1 . _
7. I — at v Je n Pox '

X t X

8. r et ™ atae J-1" . (g x-u-.n; x° = @,
x (w) =u(n+l)... (u+n-1)

._"'!""—-________
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IV. METODOS PARA LA OBTENCION DE DESARROLLOS ASINTOTICOS

Existen muchas posibilidades para la obtenci®n de desa~-
rrollos asint6ticos de funciones, y casi todos dependen de la
forma concreta de expresar la funcidn dato. El tratamiento de
cada uno de ellos merece un estudio amplic que en pocas ocasio
nes se ha realizado y casi siempre resulta un caso particular

no generalizable. Algunos de estos métodos podrfan ser enumera
dos asi.

a) Para funciones definidas por integrales:
1. Integracibn por partes.

2, Transformaciones integrales. (Se trata de relacio
nar la integral dada con alguna transformacidn integral, de 1la
cual sea mds sencillo obtener el desarrolls asint6tico o la par
te principal y después ir obteniendo sucesivamente, aplicando la
misma transformacidn, los demds términos). Son de este tipo:

La transformacidn de Laplace. Lemas de Watson.
La transformacidn de Fourier.

Férmula de Kelvin y su generalizacién.

Método del descenso r8pido o método del puerto.
Aplicacibn de la integral de Airey.

Férmula del punto de silla.

118todo de la fase estacionaria.

Integrales multidimensionales con varios pardme-~
tros.

b) Para funciones definidas por las soluciones de ecua-

ciones diferenciales.

Generalmente se puede precisar, de alguna manera, la
existencia de las soluciones, pero no la forma explicita. En es
te caso, se trata de aproximar estas soluciones por medio de sus
desarrollos asintSticos. En la prictica se suele seguir el pro-
ceso inverso, es decir, en primer lugar, se busca un tipo de se

rie que puede satisfacer la ecuacién diferencial, desde un pun-
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to de vista puramente formal, y después se procede a la comproba
~1%n analftica de la existencia de la solucibn, verificando que
efectivamente la serie buscada es el desarrollo asintdtico de la

solucidn, cuya existencia se ha probado.

Existe un teorema debido a W. Wasow (1965), dificulto
so en su demostracidn, que se enuncia a continuacibén y que re-
suelve totalmente el problema gue muchos matem@ticos intentaron
conseguir, desde hace mds de 40 afios, de manera formal, llegan-
do casi siempre a series no convergentes que detenian las inves
tigaciones.

TEOREMA DE WASOW

Sea A(x) una matriz funcién nxn, holomorfa para |xz| >
> x°, x £ 8, donde S es un sector con vértice en el origen; se
supone que A(x) tiene un desarrollo asintdtico en serie de po-
tencias de 1/x, cuando x tiende a infinito, en S. Entonces, pa
ra cada subsector de S, suficientemente pequefio, la ecuacidn ai
ferencial x—qqﬂ = A(x)y tiene una matriz fundamental de lz for

ma y(x) = ¢(x) xG eQ(X). Donde Q(x) es una matriz diagonal cuyos

, . 1
elementos son polinomios en x /P
matriz constante, e ¢(x) admite, para x tendiendo a infinito en

este subsector, un desarrollo asint6tico en serie de potencias

de x—l/p.

, con p entero positive; G es una

zn
escrito
solucidén

general,
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RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

por M. AVILES SANCHEZ y A. MARTINEZ SANZ

Profesores Agregados de Matemdticas de los

I. B. Calderdén e I. B. Arcipreste de Madrid

este articulo se analiza mediante un programea
en GW~BASIC, para ordenadores compatibles ia
dea un sistema de ecuaclones linealss, en su forma

es decir, "m" ecuaciones con n" incegnitas.El

esta realizado para que _estudie todos 108 casos

1) INCOMPATIBLE

2)COMPATIBLE

.

Efn,

2)COMPATIBLE DETERMINADO

b)COMPATIBLE IKDETERMINADO

el caso 1{9), el programa indica que el sistema no

tiene solucion,

En

tlene

‘el 22) caso, analiza si- la solucidn ec Gnica © si

infinitas.Si el si1stema es compatible indeterminado

el programa calcula cuales son las incdgnitas principales Y

escribe

la ecuacidn paramétrica ce ia var:edad.
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organizacién del programa.

El mé&todo empleado para la obtencidn de las matrices
escalonada Yy escalonada reducida es el de GAUSS-JORDAN,
situados en las lineas 3100-3600 Y 4600-5100,
respectivamente,Este método es de sobra conocido Y Ccreemos
que no merece la pena el describirlo, Ya que eén cualquigr_
libro sobre Calculo Numérico (Demidowich), puede
encontrarse - una descripcidn del mismo, dque &S ficnn%elnte
traducible a cualquier lenguaje.Hay que seialar que dicho
métod-o ha sido mejorado mediante un control, debido 2
Knhth. para evitar gque e} ordenador trate un cer‘o.. como_un
namero muy pequefio Y al diagonalizar, se llegue a obtener
un uno como cociente de dicho nGmero por si mismo, cuando
en realidad . se obtendria la forma 0/0.Dicho me&todo en
esencia consiste en definir una fuhcu’m £(x) que aparece en

la linea 150 (D=F FN F{Q):-Qn(ABS(Q)>=.0000001), qu'e evita

esto.

Las subrutinas efnpleadas son . la 3200, 3800, 7200,
9300, de estas vamos ha describir la 7200 y la 9300 ya que
las otras se refieren, al mé&todo de GAUSS-JORDAN.

GOSUB T200.En esta subrutina se imprimen en impresora
[¢] en su deftecto salen por pantalla las ecuaciones de!l

s1stema.
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Las ecuaciones se almacenan en Ja variable A3, en A$

iria atiwxi+.......... +ainsxn=at,n+i, para

precede como sigue, AS$ Yy BS se hacen " para detectar

despues que tipo de coeficientes son los aij, cero [

distintos de «cero.En e! primer

caso se pasa al sigulente
coeficiente ai,j+1 Yy en el segundo se detecta el gigno de

ai) , mas adelante para poder escribir comodamente .la

ecuacidén se convierten las aij en var:ables alfanuméricas vy

se almacenan . en Esc--aijwx, falta solo deter‘minar. que

subindice lleva la "X", esto se lleva a efecto en 1a . linea

8200, '(;$<-- ai.JnxJ.A 'continuacion atimxi,atinxii+aioxxe,

son los wvalores que toma A$ v

ASc=~alinxi+ ... +ainwxn, solo queda aniadirle mediante

la linea 8500 el té&rmino independiente,

GOSUB 9300.Esta rutina pernite que las peticiones de

dates se realicen por medio de un mend.Este pend es siempre

el mismo a lo largo de todo el .programa.Utiliza las ordenes

chrs,strings,spc Yy los caracteres ascii para dibujar un

3

rectangulo en pantalla.

Z1 resto del programa es o bien conocido o repeticidn

de lo anterior, por ej : las 'lineas 5200-7000 son casi

identicas a las que aparecen en la subrutina 7200.

Se aconseja variar la linea 8700 de la <forma siguiente

LOCATE 2+4SS,20:55:5S+1, si el sistema tiene mas de seis

ecuaciones Y se quiere que el recultado aparezca por

pantalla,

l?acer esto se

finalmente cuando K=n-{ en
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Seguidamente pacamos a poner un =2.emplo Yy  sacar un
listado del programa.

EJEMPLO:

se000

XL ¢ 2xX2 + X3 + ¥X& = 3

X{ « 4xX2 <+ SxXI + 2uxX4 = 2
28Xl + 9xX2 + B8eX3 + 3xX4 = 7
IXl ¢ Tu¥X2 + TwX3 + 2mX4 = 4
SuXi ¢+ TxX2 + 9xX3 + 2wX4 = 2

ECUACIONES INDEPENDIENTES: 3
nuknunxSOLUCIONCZSwumumunnnn
X 1= 5.166667 <+ .S5xXi4

X 2= .6668666
X J:=-1.16€667 -.5xX4
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100 KEY OFF:COLOR 7,9:CLS

150 DEF FN F(Q)=-Q*(ABS(Q)>=.0000001)

200 GOsSUB 9300

300 LOCATE 9,21:PRINT“SOLUCION DE S5.E LINEALES":LOCATE 12,22:PRINT"M ECUA Y H IN
COoG™ )

400 LOCATE 14, 21:PRINT"PULSE UNA TECLA PARA SEGUIR"

500 We$=INKEY$:IF W$="" THEN 500

600 GOUSUB 9300 )

700 LOCATE 12,22:PRINT"SALIDA POR IMPRESORA (S/N)";

800 INPNT I$ ’

900 OPTION BASE 1

1000 REM _______ INTRODUCCION DE COEFICIENTES Y TERMINO INDEPENDIENTE__ ___
1300 CLS:GOSUB 8300

1400 LOCATE 10,22:IMPUT "FILAS DEL SISTEMA:":M

1500 LOCATE 14,22:INPUT "COLUM DEL SIST INCL TER IND:";N

1600 CLS

1700 DIM A(M,N)

1800 GOSUB 93¢0

1900 FOR I=1 TO M

2000 FOR J=1 TO N

2100 LOCATE 12,21:PRINT STRING$(37,32)

2200 LOCATE 12,25 i

2300 PRINT “A(™;I",";J")=";:INPUT A(I,J)

2400 NEXT:NEXT

2500 CLS

2600 GOSUB 9200

2700 LOCATE 10,22:INPUT "SALIDA POR IMPRESORA(S/N)";@3:PRINT: IF (Q$="S" OR Q="g
") THEN LPRINT:LPRINT '
2800 GOSUB 7200

2300 GOSUB 3200

3000 GOTO 3800

3100 REM ______ MATRIZ ESCALONADA
3200 L=1:C=1

3300 CONTA=L+1

3400 IF (L=M OR C=N) THEM IF A(M,C)<>0 THFN Z=A(M,C}:FOR I=C TO N :A(M, I)=FN F(A
(M, I)/Z):NEXT I :BETURN ELSE C=C+1:IF C=t+1 TEEN RETURN ELSE GOTO 3400

3500 IF A(L,C)=0 THEN IF A(CONTA,C)<>0 THEN FOR I=C TO N:SWAF A(L,I),A(CONTA,I):
NEXT 1:GOTO 360C ELSE CONTA=CONTA+l:IF CONTA=M+! THEN C=C+1:GOTO 3300 ELSE GOTO
3500 .

3600 IF A(L,C)<>1 THEN Z=A(L,C):FOR I=C TO Hia(L, I)=FN F(A(L, I)/2):NEXT I:GOTO 3
500 ELSE FCR I=L+#l TO M:Z=A(I,C):FOR J=C TO N:A(I,J)=FN F(A(I,J)-A(L,J)*Z) :NEXT
J:iNEXT I:L=L+1:C=C+1:G0TO 3300 . i

3700 REM ECUACIONES INDEPENDIEHTES

3800 FOR I=1 TO M .

3800 FOR J=1 TO N-1

4000 IF A(M-I+1,J)<>0 THEN 4400

4100 NEXT J :

4200 IFXA(M—I+1.N)<>0 THEN LOCATE 24,25:PRINT “SISTEMA INCOMPATIBLE" :GOTO 9100
43C0 NEXT I

4400 PRINT:PRINT “ECUACIONES INDEPENDIENTES=";M-T41:SI=M=I+1:PRINT

4500 IF (I4="5" OR I$="s") THERN LPRINT:LPRINT “ECUACICNES INDEPENDIENTES=";M-1+1

4600 REM MATRIZ ESCALONADA REDUCIDA

4700 FOR 1=SI TO 2 STEP -1

48C0 FOR J=1 TO N-1

4900 TF A(I,J)<>0 THEN FOR T=I-1 TO 1 STEP ~1:Z=A(T,J):FOR L=J TO N:A(T,L)=FN F{(
A(T,L)-Z*A(I,L)):NEXT L:NEXT T:GOTO 5100

8000 NEXT J
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5100 NEXT I . —

e e of o 1T i L ‘P “xxxexx*SOLUCIONES##kmxxx ¥+ %" : LFRI
53 ="s" ="s") THEN LPRINT:LPRINT <

5300 IF (I$="S" OR I$="s")

NT

5400 REM _____DESPEJAR INCOGNITAS
5500 FOR I=1 TO SI
5600 A$=""

5700 FOR J=1 TO N-1
5800 IF A(I,J)<>0 THEN 6000
900 NEXT J o
2000 FOR K=N-1 TO J+1 STEP -1:B$=" +
6100 IF A(I,K)=0 g?§n ?7ggwn !
GN(-A(I,K))=- E = .
gggg §§ iBSEA(I.K))()l THEN E$=STRS(-A(I,K))+"*X":GOTO 6500
6400 IF A(I,K)=1 THEN E$="-X":GOTO 6500
5 ="x" - - —
2238 S§=STR$(K):M$=MID$(M$.2.LEN(M$)-1)=CS—E$+M$-B$—5$+C$
6600 A$=DBS+AS ' i .
2288 ¥§XX(§,N)<>O THEN As:STRs(A(I.N));Aiig?gg)S??O ELSE IF A$="" THEN A$= E
F ,1)="+" THEN A$=MID$(AS,2,LE -1 iy N
zgoércgggggé?i)%A$=“X“+C$*“=“+A$:PRINT A$: IF (I$="5" OR I$="s") THEN LPRIN
7000 NEXT I
7100 END
E RESORA___ ) )
;ggg gig'I? A$;T;:LégTﬁgg"§¥PTHEN 7400 ELSE LOCATE 2, 10:PRINT “sxmxkxxxxxkxxxSIS
é 1 CIONEs*xx*x**x*xx***ix“:GOT9 7500 ~ . l
gigg ggnxgg?Lpaqu “xokxxxx%%SISTEMA DE ECUACICNES*xsxxkxxx*:LPRINT
7500 FOR I=1 TO M
7600 A$="":Bg="" . .
7700 FOR K=1 TO N-1:IF A$<>"" THEN Bg="+
7800 IF A(I,K)=0 THEN s%ggﬂ .
0 IF SGH(A(I,K))=-1 = R
;ggo IF ABS(A(I,K))<>1 THEN Et=STRS(A(I,K))+"*X":GOTO 8200
8100 IF A(I,K)=1 THEN E$=" X":GOTO 8200
l $:"- x" " ", - o ", =
gzgg S$=STR$(K):M$=MID$(M$,2.LEN(M$)—1)+ 1C3=E$+M8+" ":BE=B$+C$
8300 AT=AS+BS
8400 NEXT K es (AL
= s 6 » . A T . Iy 1 T 9:
2288 ?g_?32=:stsgésési"5") THEN LOCATE 10+MM, 20:MM=184+2:PRINT AT:LPRINT A$:GOTO
8900
8700 LOCATE 4+SS,20:S5=55+2
8800 PRINT A$
8900 NEXT I .
g?gg ?ET%§:="s" OR I$="S") THEN LPRINT:LPRINT "SISTEMA INCOMPATIBLE
9200 END .
gigg EggATE 7,20:PRINT CHR$(201)+STRING$(38,205)+CHRS(187) :FOR WW=1 TO 9:LOCA
7+WW, 20:PRINT CHR$(186) SPC(3B8) CHRS(186):NEXT T B
9500 LOCATE 17,20:PRINT CHR$(200)+STRINGS(38, 205)+C:
9600 RETURN
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BROS

H A C O — MATEMATICAS CON ORDENADOR
estudiantes de

(para profesores bl
Ensefianza Primaria, Bachillerato,
macién Profesiomnal ¥ Universidad)™

For-
» Por E. Roanes Macias v

Editorial Sintesis. Madrid, 1988,
367 vaginas v un disquete.

E. Roanes Lozano. Con

El primero de las autores de esta obra,

dirige los
trabajos de un

proyecto de lnvestigacién

sobre 1la
de las MatemAticas con ayuda

Ens=fianza de los ordenadores,

desarrollado en la Seccién Departamental de Algebra de 1la

E. U. "Pablo Montesinos” de la Universadac Complutense. E21
otro particiva también en €S0s trabajos. Ambos son activos
(S

onsoclios, colaboradores de este Boletin.

La obra es a la vez un libro y un “paquete" de

Su  uso inmediato, que se

un disquete. 51 libro

programas dispuestos para

suministra mediante

no es
Simplemente el “manual del usario” del mencionado paquete;

por el contrariao, ail profesor de Matematicas aque desee
iniciarse en 1las aplicaciones de 1los ordenadores a 1la
ensefianza, su lectura 1le abrirad muchas mas perspectivas
que los habituales manuales sobre lenguajes y Programas,
Al que ya esté iniciado en el uso del LOGO, aunque no

quiera utilizar 1los programas del paquete, le sera util

camo modelo de resolucién de Problemas a través de este
lenguaje,

utilizar,
de LOGO.

en forma elegante Y Brata para el que lo vaya a
constituyendo un excelente libro de ejercicios

Para los que quieran utilizar los programas tal

como vienen en el disquete, el libro no solo le servira de
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manual de instrucciones para su uso, sino que le ofrecera,
para cada programa, una extensa coleccién de ejercicios
que ©pueden ser realizados con eél. El que quilera
aventurarse a ampliar o modificar los programas de la
coleccién, encontrara unos listados muy claros ¥y
completos, de estructura marcadamente modular, gue le

faclilitaran la tarea.

La coleccién de programas que contiene el disquete
cubre practicamente la totalidad de los temas matematicos
de nivel medio <cuya ensefianza puede recibir algun
beneficio del auxilio del ordenador. Algunos programas
estan pensados para su uso en la E.G.B., mientras que
otros se orientan a las ensefianzas de B.U.P. o F.P. ¥y

C.0.U. e incluso universitarias.

La coleccién estd dividida en cuatro blogues: El
primero, YOperaciones”, comprende programas para la
ensefianza del uso del reloj, de las operaciones numéricas,
incluido la utilizacién de paréntesis, de la teoria de la
divisibilidad, de las operaciones con conjuntos y de las

operaciones con proposiciones légicas.

El segundo bloque esta destinado a los “Calculos
Geometricos”, comprendiendo programas para la ensefianza de
las coordenadas cartesianas, de los vectores, de 1los
movimientos del plano, de las semejanzas, del calculo de

dreas y de la equivalencia de poligonos.

El tercer bloque de programas versa sobre los
"Caleculos Algebraicos” y es util para la ensefianza del
calculo con polinomios, de las ecuaclones algrebraicas, de
los sistemas de ecuaciones 1lineales y del cAlculo de

matrices y sus determinantes.
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Por altimo, el bloque de *Calculos Funciocnales®
contiene programas preparados para la enseflanza de las
proporcionalidades, del estudio de las funciones Yy sus

graficas, de la integracisén numérica, de 1o0s numeros

aleatorios y de la estadistica elemental.

Merece la pena resaltar 1la cuidada edicisén del

libro, que tiene una excelte presentacién tipografica, que

contrasta con lo que es habitual en los 1libros sobre

programas para ordenadores. Mediante unos rombos, se

sefiala en el indice el grado de dificultad que presentan

los temas a que se refieren los distintos programas.

El disco flexible de 5 " que acompafia al libro es
adecuado para ordenadores IBM o compatibles trabajando ya

sea en LOGO LCSI O en ACTI-LOGO. Puede canjearse

gratuitamente por otro preparado en APPLE LOGO 1II para

funcionar en un APPLE II de 128K. Basta con un monitor

moenocromo, pero si se dispone de uno de colores, las

figuras aparecen coloreadas de forma que se realza su
significado.

las instrucciones para el uso de los pProgramas saon
muy sencillas y no requieren conocimientos de informatica.
Los alumnos pueden utilizarlos manejando el teclado del

ordenador, con solo seguir las indicaciones del libro.
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atedr§-
"CALCULO INTEGRAL VECTORIAL", por Carlos Conde Sénchez, Cats
cieq de e - i 1 de Minas
tico de Matemdticas de la Escuela Superior de Ingenieros de!

i sdginas.
de Oviedo. Editorial Tebar Flores. Madrid, 1988. 422 pdaginas

Este maglliflco llbrO del pIOfeSOI CO!lde puede situarse
entre 105 bl.'lenOS que han SldO edltados en Castellano SObIe el
bra P e i p
anéllSlS UECtOIlal. La o expon la teorilia de campos ClQSlCa
con est:lCto IlgOI, y empleza Suponlendo, como es “atural; que
lculo dlferenClal e llltegral de las full
el lECtOI conoce el cé
ciones Ieales de una y varias Uarlables, asi Ccomo 1a QGOIletIIa
VeCtO_lal. De tOdOs I[lodo C a gu as pégl“as a un breve re
S, dedl a l n
paSO de dlChaS cuestione y a a nociones de curva y Superflcle
S 1 S n r

ini xibn, etc.
orientacién, dominios y su grado de cone P

Esta obra de Conde es completa y detallada. Hay un pe;:
fecto equilibrio entre el minucioso anél%sis de ?o?zeiZozuZ :on
todos y la contundente precisién expozitzv?;uizuzlzsio e © n

un justo contenido did&ctico. Contr . =
i:c:erusi;n de ejemplos, ejercicios y prob%emas dlstr:bzi::zn
dentro de cada capftulo y al final de los mismos, que tidad -
resueltos en su totalidad. Otro acierto es la gran can

iniciones re
figuras que, como es l6gico, ayudan a aclarar defini y re

sultados.

La 5151ca es lnherente a la teoria “late“\étha de lOS cam
[e]=] como es C! atan de esta ﬁltl
p y, de esperar de lOS llbros ue trat
ma taILblén. en 3 ca taxlto en la
el de Conde esta Presente 1a iSl r
’ 4

ici io texto.
mayoria de los ejercicios como en el propio

En laS rimeras é. inas, el autor Culda de res lt
car ac ter in Ii p D CampOS dEI“OS
t nseco de Clertas ro ledades de lOS [
la invarliancl de 1 s
trando ’ or ejem lO ’ \Y 1 cla (o] (o] bé cos
g v y CamblOS
( radlente r dl erg‘enCLa rOtaClOnal) respecto de lOS
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del sistema de referencia.

Matiza tambi&n 1o que se refiere
la orientacién

a
de los espacios euclideos y su impacto en losg pro
Y vectorial y en el rotacional en E

do el concepto de pseudovector.

ductos escalar 3¢ aparecien-

La obra estd constituida Por siete capftulos y un apén-

El primero contiene el estudio diferencial de los campos,
incluidos los paramétricos.

dice.

Destaca también la diferencia entre
las trayectorias ortogonales a las lfneas de un campo vectorial
en el plano y en el espacio euclideos.

Los capftulos II y III estan dedicados a las integrales

de campo propiamente dichas, su propiedades y célculo, todo ello

precedido de una exposicibn del concepto de orientaciédn de cur-

vas y superficies, Incluye también el autor integrales curvilf-

neas de Riemann-Stieltjes. Los ejercicios son numerosos v bien

elegidos para fijar las ideas.

El capitulo IV es importante.

En €l se enuncia v demues
tra el teorema de Gree

n-Riemann y sus consecuencias, se extien-
de el teorema de Bar

row a los campos irrotacionales por medio
del

potencial escalar y se expone lo referente a la conexidn de

los dominios en E, sobre el concepto de homotopia. Aqui el autor,

al tratar de 1la circulacidn en dominios doblemente conexos, in-

troduce lo que €1 llama "constante de agujero"

; que utilizarg a
lo largo del libro.

Incluye tambi&n en este capitulo la versién
en el plano del teorema de la divergencia

Yy el cdlculo de poten
ciales. Y precisamente,

con el fin de resolver problemas de fron
tera utilizando la relacidn que existe entre funciones holomor-

fas y potenciales armbnicos, el autor incluye antes algunas ju-

gosas péginas dedicadas a las funciones de variable complea y
los teoremas integrales de las mismas, y al problema de Dirichlet.
El capitulo V de la obra ests dedicado al teorema de Sto

que demuestra fécilmente utilizando el de Green-Riemann,
estudia sus consecuencias.

kes, y
Incluye la correspondiente generali-
Zacibn de la regla de Barrow Yy el cdlculo de potenciales en E

3’
que después aplica a campos

concretos de la Fisica.
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El teorema de Gauss-Ostrogradski, su aplicacidén a los
campos que permiten obtener las férmulas del gradiente y del ro
tacional, y el estudio de los campos solenoidales, constituyen
el nGcleo del capftulo VI, donde ademés se deduce las expresio
nes integrales de cardcter intrinseco de los tres operadores b&
sicos, y se estudia la divergencia de aquellos campos newtonia-
nos cuyo potencial satisface a la ecuacibn de Poisson, o bien a
la de Laplace. Se incluye también, claro es, el potencial vecto
rial, gue permite una nueva forma de generalizar la regla de Ba
rrow.Figura asismismo en este capitulo la obtencifn de las tres
férmulas de Green, cuya tercera de ellas conduce, segln los ca-
sos, a la expresibn de funciones como suma de potenciales newto
nianos. Finaliza con funciones arménicas y la obtencibn de solu

ciones de la ecuacibn de Laplace.

El capfitulo VII incorpora la importante cuestidén de uti

lizar conjuntamente divergencia y rotacional para determinar cam

pos cualesquiera, en lo cual estd involucrada la ecuacibn de Poi

sson.

Por iltimo, hay un apéndice dedicado a los campos que
dependen del tiempo, precedido de ejemplos de la Fisica basa-
dos en los campos paramétricos estudiados en el capitulo I.

Se trata, en fin, de una obra de alta calidad cientifi-
ca, que desarrolla el andlisis de los campos clésicos con gran
maestria y amplitud.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMAS PROPUESTOS EN LA PRIMERA FASE DE LA OLINPIADA MA-
TEMATICA ESPANOLA EN EL DISTRITO DE MADRID Y EN OTROS
DIAS 11 Y 12 DE NOVIEMBRE DE 1988

LOS

Problema 1°:
—————

Sea »n un nimero par divisible par un nimero primo maénr q
[ 3 ue

Su raiz cuadrada. Prabar que ni o

ni 0¥ pueden e ree

e xpresa como
roduct 5 ]
P 0 de dos ilmpares consecutivos mu=entad

H2 en una unidad e
8 . . « Ppernp
nto n® como n® se pueden expresar de esa forma

—————

Problema 2°:

e

Dada un cuadrado ABCD, sean X y & los punfus medios de los
respectivos lados AB y CD. Se considera la transfor=acién T

puntos cel plano de dicko cuadrado que conserva las d?
tal que )

entra
stancias y,
Tca) = g A T(H) = 5B ’ rw)-x.
Ra:angr s1 exlste O no una recta r ‘.a'l qQua T(r) = 5, 3 Bxiste
algén punto X tal qua I = X ?

S —————g

Problemn 3°

Se disponen los tumeros cnteros del 2 ul % farﬁ;ndo hna
matriz cuadrada en esta forma: : i

1 2 . 3 oiile n
n+l n+2 a+3 2n
. -a e .o ne

Se escoge arbitrariazente ua numeroc de la matriz, suprimiendo
después la fila y la columna donde aesta; en”la matriz

que queda se
repite el Froceso, coantinuando asi hasta que queda unm

sclo namero.

Hallar la suzma de este Gltimo aGmero y de todos los escogidos

sucesivanente. Probar que esta suza no depende de las elecciones

realizadas.
—

Problena 4°%:

Se conocen los angulos de un tr1an3u1; A¢BeCe. Para todo n
natural. llazaremcs Amet, Beet 7 Cast a 1OS puntos de tangencia con
los 1ados Bnln, Chdm, 4aB~ de la c:ircunferencia inscrita en el
triangulo 4~2-Cn. Deterxzinar, en funcién de =n,leos dpgules del
tridngulo 4nZmCa . )
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Problema 6°;

En el ipterior de un cuadrado A45D5 e toma el punto C tal que
CDE sea un triangulo isésceles con angulos de 15> en Dy 5, ¢.Que
clase de trisngulo es ABC ? Justifica la respuesta.

——

Problema 6°:

Se escriben varias colecciones de nimeros de modo que en cada
una de esas coleccicnes ee empleen una sola vez cada unc de los
diez digitos, del 0 al 9, (sin que estos numeros comiencen por un 0
por la izquierda) y que la suma de los numeros que forman cada
coleccién escrita sea menaor que 75. a'Cuantas colecciones de esa
clase se podran escribir ? (Fo se consideran distintas,colecciones

con los mismos numeros pero an otro orden).

Problema 7°:

' 7
Calcular el valor maximo de la funcién Sf(x) = I l Ix-kl
en el intervalo cerrado [3 , 4] . k=0

—

Problema 8°:(
—

\
Sea o un numero impar; demostrar que para todo n enteroc mayor
que 2, la suma de las potencias m-é¢simas ‘de los nuneros primos coa
‘2., y menocres que 41, es un miltiplo de m .

C——
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a
En la 48" COMPETICION MATEMATICA "w. L. PUTNAM", ce-

lebrada el 5 de Diciembre de 1987 en U. §. A., se propu-

sieron doce problemas, de los que damos dos a continua-

cidn:

Problema 9°
————— i

Las curvas A , B » C ¥y D estan definidas en el

plano como sigue:

A = {(x,y) : x2-y2=-,,——:':—-.— } ;

)(L i 1IrI.’_
B = { (x,y) : 2xy + —5—1——5 = 3 }
X+ y
C= 4 (x,y) :+ 3 :
X,y : X = 3xy~ + 3y =1 "

D = { (x,y) : 3x2y - 3x - y3 = 0 } :

Demostrar que AN B = cA D .

Problema 10°

Calcular
4

V In(9-x) dx

) \/1n(9-x) + h/ln(x+3)
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INDICE DE SOLUCIONES PUBLICADAS

A LOS PROBLEMAS PRCPUESTCS EN NUESTROS EOLZTINES Y DE AQUELLOS PAFRA
LOS QUE TCDAVIA NO SE HAN RECIBIDO SOLUCIGNES (INDICADOS COM XX )

prcpues| procedentes NGmerns de los Boletines en los que [obs.
tos en de: aparecern las scluciones de los numeros
el n° jo Do 3o g0 5o go Fo ge Qo 1Q°
1 Varios 4 4 - - - - - - - = c
2 OMI-€3 (Paris}|{3 3 3 4 4 & - - - =~ |C
3 oME-f2 1084 {19 19 19 19 18 19 19 19 - - |C
4 OMI-84 (Praga)|5 S5 6 5 6 13yl4- - - = o
5 Varios 8 7 12 7 7 8 - = - = C
6 Varios 7 7 16 = = - = = - - C
7 omI-8s (Finl®){a o 16 16 9 8 - - - - |¢
8 0IM-86(Bogotd){10 10 17 10 10 11 - - - = |¢
9 OME-£2 1986 |18 19 20 18 19 19 - =~ = - |C
Varios - = - - - I - 17 17 11 17 c
10 China y Aust® |20 15 XX 20 15 20 20 XX XX - | *
11 OME-f1 1986 |13 14 14 14 14 xx 20 15/20 12
OMI-86(Varso®)| XX 20 12 XX - - - = B
12 0IH-87(Urug.) |16 14 14 17 15 17 - = = - |GC
OME-f1-Extrem |~ =~ - = = = 15 15 15 XX
13 ME-f2 1887 |20 XX XX X X X - - - -
14 VYarios 15 15 15 18 = = = = = = c
15 OMI-87 (Cuba) [18 18 18 ¥X XX Xt - = - = |°*
16 OME-f1 1987 |XX XX XX 18 XX XX XX XX - -
17 ME-£2 19688 |XX XX XX X XX xx - = - = |°
18 OIM-Perd 1988 XX XX XX XX XX XX - = = = |-«
19 lomr-ss(austtifhox X XX XX X X - - - - |°*
20 OME—-f1 (1988) |XX XX XX XX XX XX XX XX XX XX

CLAVES: OMI Olimpiada Matematica Internacional.

OIM = Olimpiada Iberoamericana de Matemdticas a
CME = Olimpiada Matemdtica Espaficla - fase 1" o0 2 .
Obs. C = Completada la publicacién de soluciones

.=

Esperamos especialmente de nuestros socios el envio de
soluciones a2 estos problemas sefizlados con XX .
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PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 32 (Boletfn n2® 9)

Hallar los valores de n, neN,

para los gue 5" +3 es una
- 0 B
cia de 2 de exponente natural. e

Solucibn

Se consideran los tres casos:

a) Sean =2m (me N); entonces se verifica

2m
59"+ 3 = 2202k41) |, k en

En efecto, para k = o0, 5°+3 = 22;

i para k = 1, 5%+3 = 28 = 22.7
puesto cierto T i -
52‘ para m, se demuestra para m+l; multiplicando por
2m+2
5 +3:25 = 100(2k+1)  ;  s2(™D) L3 520500 4100 - 72,
52(m+1)

2
a1 2 2
3 = 2°-50k +28 o sea, 52(M*1) 5 _ 22 (50k+7) = 22 (2k'+1)

luego se cumple. Por tanto, salvo para m = 0 52m
14

b) Sea n = 4m+1 (m & N). Se verifica,

4m+1
5 +3=2%(2k+1), ke N

En efecto, para k = 0, 5+3 = 23
= 27.391. Supuesto cierto
plicando por 54

i parak =1, 5° + 3 = 3128
para m, se demuestra para m+l; multi-

4m+1 4 4
5 5%+ 5% a3 = 2% st 4 o3 g4, gd(mrl)4l

+3=10% +

+ 3128 = 23(1250k + 391) = 23(2k'+1)

como se querfa probar. Por tanto, salvo param = 0, gdm+l

# 2P, ’



) S = 4m+ 3 m € esil I]a])(i() p()I Nl 4X -+ onjun
o4 ea n ( N) . D g L 3 al C

t l
to de lOS nﬁIHEIoS de la foru\a 4+3, se iene a lgua ad Uldexlte

4
1+3 ...
[i+3] = w[22(2k+1) +3] U n[2° @2ie) + U w[2" (2ke1) +3)
N =
donde k = 0, 1, 2,0

Observando que

50 = 1(16) 50 = 1(32)
51 z 5 51 =5
52 z -7 52 z -7
5% = -3 52 5,73
5421 58 =1
4n+3 _ o4 g8n+3 _ 55
Se aprecia que 5 + 3 = '

Se va a probar que

3 5
27 (2k+1) = 27 (2h+1) s
522(2k+1) +3 =240+, 5 =p ’

g lesquiera.
; fimeros impares cua
2k+1 se designan n
donde por 2h+l y

En general, se demuestra que:
Aﬂ
g2 (2k+1)+3 L 3 _ p™2on4y) k= 0,1, 2,... [a]

= 5 uesta
La igualdad se ha comprobado para m = 1,2..8up

cierta [A] se quiere probar que es cierta
.. [B]
52m+%(2k+1)+3 v 3= 2™30n41) k=0, 1, 2,. e]

L igualdad
si [A] es cierta y [B] - [A] también lo es, la igu
(B] también lo es. La expresibn de (8] - [&] es:

m+2 +1
2™ 2k +3 | 22143 L om3 onigg) - 2™ 2 (2ne1)

bir:
donde el segundo miembro se puede escribi
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m+ 3

2™ (2n1+1) - 2™ 2 (5p4q) e

= 2777(4n"-20+1) = 2™2(5puyg,

Y el primer miembro

52m+l(2k+1)+3 - 52 (2k+1)+3 = 52" (2k+1)+3 [§2m(2k+l) ~ i}

Y como el corchete se puede descomponer en
[SZm_1(2k+1) +1] Ezm'z(zku) . 1] ,:52(2k+1)+1] [52k+l+1] ]
] [?2k+l - %J

ible por 2m+2 factor

+1, (i = o, 1, 2,... m-1) contiene el factor 2 una \%
s6lo una vez (va que sus dos Gltimas cifras son 26, siendo, por
tanto é pero no &) y el factor 52k1’l = 1 contiene el factor 2,

resulta que es divis

H r Puesto que cada
52 (2k+1)

dos y sb6lo dos veces (dado que termina en 124 que es 4 pPero no

8, para k # 0 Y para k = 0 es igual a 4). Por tanto, el primer
miembro es miltiplo de 2m+2' pero no de 2m+3' luego [B] - (2]

es cierta, con lo que queda probado [a].

Luego los nimeros de la forma 54m+3 + 3 # 2P salvo para
m= 0.

En definitiva las Gnicas soluciones son:

De 5°™ 43, param=o0: 50 4 3 - 2
De 54m+£3’ para m = 0 5l + 3 = 23
De 54m+13' para m = Q 53 + 3 = 27

José V. Garcfa Sestafé.
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PROBLEMA 1% (Boletin n2 10)
i n-'1+...+a con
Dada la funci6n polinémica f(x) = agx + aq x n'

i en
ficientes enteros' y el nﬁmero entero 1mpar p Y el nﬁmero
Y i r ue
tero par q tales que f(p) f(q) son ambOs lmpares, proba q
r

la ecuacién f(x) = 0 no tiene rafces enteras.

Solucibn

Siendo q par, como f(q) es impar, se tiene

e =32+ 1
aoqn + ay qn + ...+ a, 4a +a,
o bien
2+ a, = 2+ 1—>a  impar
Al ser p impar y f(p), también impar,
nr ‘ +2+1=2+1
ap” + a;p o+ ...+ oA qp
de donde
n-1 n-2 + 4+ oa -3

n-1 "~

ici - ue
que indica que el nfmero de coeficientes ag, ay: r 2,1 4

sean impares es par.

as a Y \Y dell a a cOomo éste
L 2 o f.-ceS enteras, 51 1as ha 7 dl 1 n'
enteras son 1m| ares. Fero,
& p
icas DOSlbles raices

. . = i
para cualquier nfimero impar r (y también si r )

p y i i il T, Luego
es ar a que el nﬁmero de Coeflclentes :meares era pa g ’
?
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n n-1
+ + ... +
a; r a,r an_lr

es par y sumando con a, = 2+1, resulta

f£(r) =2 +1#0

esto es, f£(x) no se anula para ninguno de los vosibles valores de

las rafces enteras, o sea f(x) no admite rafces enteras,

José V. Garcia Sestafe (Madrid)

Otra solucién de Carlos J. Pérez Jiménez (Logrofio)

PROBLEMA 42 (Boletfn n® 10)

Dado el entero a > 2 y el nfimero compuesto b (b > 0),

si b puede
ser dividido por r nfimeros positivos distintos,

probar gue ab—l
puede ser dividido al menos por r nfimeros positivos distintos.

‘

Solucidn

Es sabido que x"
para x = y: yn - yn =

- yn es divisible por X -y, puesto que

0. A partir de este resultado se tiene gue
- ym es divisible por x" - yn
I nr _

r Si m=n-r; en efecto x™ .
-y = (xMT - (Yn)r que es divisible por (x") - (v™.

-y

1]

En el problema presente, Supongamos que los r nfimeros po
sitivos que dividen a b son n

17 Bor e n_; por tanto, existirén
r nfimeros xi(i =1,

«.. r) tales que n;x; =b{i=1, .., ). Co
mo,

es divisible por a = 1 (1 1, 2,... r), existen al menos r nd
meros positivos que dividen a ab - 1.

»

José& V. Garcfa Sestafe, (Madrid).

Otra solucién de Carlos José Pérez Jiménez (Logrofio),
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PROBLEMA 62 (Boletfn n& 10) Esto sabido, la raiz entera de 332 e€s A _,s luego la man
OBLENA 07 — n

. - n
N : d + v - - .
La mantisa {x} de x se define como el minimo nfimero no negativo tisa de (2 3)" es 3Bn (An 1). Calculemos

tal que x - {x} es un entero. Probar que:

2 2
3B -~ A" + 22 -1
N _ lim = (./31an2 = A +1) = lim —2___ 1D o
lim {(2 + /3_) =1 N —— /3;2- 2 (B =14
n-+o N .
N—— 2A - 2 2 - 2
i lim = 1im = 1
Solucibn nre A+ A~l  noe 2An -1
Calculando las potencias sucesivas de 2 + /3 donde se ha tenido en cuenta que /3B§ <A yqued +osin+e,

puesto que, como es evidente

2+ ¥3 =2, + B, V3; (2+/3—)2=7+4/3_=A2+Bz/3_

1 1

An=%[(2+ /- (2 - /3)“]

Se observa que en general Ai - 1= 3B§; en efecto a partir de

(2 + /H = A +B /3 Luego

lim {((2 + /)™ > 1
multiplicando miembro a miembro por 2 + 3

y como la mantisa no puede superar (ni igualar) a la unidad
n+l _ ey
(2 + V3) = 2An + 3Bn + (2Bn + An) 3

lim {(2 + VO)?} = 1

o sea,
José V. Garcia Sestafe, (Madrid).
An+1 = 2An + 3Bn’ Bn+1 = ZBn-+An
como '
2 - 2 _ 2 2 _ 2
Apey = (28 +3B)° = 4An2 + 12A, B + 9B, = 12B_ + 12 A B+
2 2 2 _ 2
+ 2An - 3Bn + An = 3Bn+l + 1 ‘

luego

a2 - 1 = 382

n

es cilerta.
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PROBLEMA 72 (Boletin n2 10)

Sea ABC un tridngulo, y sea P el punto en que la bisectriz inte-
rior del &ngulo A vuelve a cortar a la circunferencia circunscri

ta. Se definen Q y R andlogamente. Probar que:

AP + BQ + CR > AB + BC + CA

Solucidn

Por ser inscriptible el cuadrili-
tero ABPC se cumple

.

BP *AC + AB * CP = AP * BC

o bien

X*b+ x°c=AP +a
pero en el tri&ngulo BCP se verifica 2x >a, luego

x(b+c) < 2x +AD; b + c < 22P
Al igual
b+ a<2CR, a+c¢c < 2BQ
sumando y simplificando por 2:

a+b+c< AP + CR + BQ

José V. Garcia Sestafe, (Madrid).
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PROBLEMA 72 (Boletfn ne® 11)

Sean a, b y ¢ los lados de un tridngulo y a, g8,

Y los &ngulos
opuestos a cada uno de ellos.

Demostrar que si se verifica
(a+b) = tg ¥
g3 (atga+btg p)

el tridngulo es isBsceles.

Solucibn

il +
Como 5= 5 = Eiﬁ, se tiene

o
tg 24 tq tg & tg £
avp) —2—2 o5, 72, "3
ctg & o B 1 - tg° & - tg® &
l-tg $tg 2 9 3 1-tg” 3
Yy haciendo, por comodidad, m = tg %, n = tg >
(a + b) m+n _  2am + 2bn
l-mn 1 - rn2 1l - n2
que se puede escribir
2m - 2m2 2
alm+ n - -1, b (2D 2mn”~ _ m - n)
l-m l-n
de donde,
2 2
(n -m) (m“ + 1) & = (n = m) (n°+1)
1 2 B 2 b
- m l-n

Simplificando por n ~m,

que proporciona tg % = tg g [&]
resulta )

5 a 5 _ b s _a b
Q. a 2 8 2 =
cos” - (1-tg 5) cos” (1 -tg %) cos o cos B
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como, por el teorema del seno —2— = —2 _ resulta PROBLEMA 122 (Boletfn n2 11)
Ye O sen a sen 8
. Sean A y B dos vértices consecutivos de un poligono regular de
tg a = tg 8 [B] n > 5 lados y centro 0. Un tridngulo A'B'O' igual al ABO se des
to d [AT como de [BT "para &ngulos menores gue T, se plaza en el plano de tal modo que los puntos A' y B' siempre es
e , 1, b 1
tanto 1 ) 1 tri&ngulo es isésceles tdn sobre los lados del poligono y 0' queda en el interior. Ha-
desprende a = f, luego el tri )

1 llar el lugar geométrico descrito por 0O' cuando A' y B'

recorren
José V. Garcfa Sestafe, (Madrid). cada uno la frontera del polfgono.

— — —

I
BROBLEMA 92 (Boletin n® 11) .

Soluci6n
n v 1 S Bl
] i itivo distinto de

Sea d cualquier nlmero enterc estrictamente pos

! i meros diferentes
2, 5y 13. Demuestre gue pueden hallarse dos nf

Sea el triingulo ABC de 1a pri
pertenecientes al conjunto {2, 5, 13, d}, tales que ab -~ 1 no es

mera figura, a partir del cual se obtie
cuadrado perfecto. ne el A"B'C', congruente con &1 Y que se
puede obtener mediante un giro del tridn
Sclucibn gulo ABC. El centro de giro G se encon-
\ )
Procedamos por reduccidn al absurdo; sea d&€ Ny d # 2,5

¥y 13 y supongamos que existan Kl, K2’ K3 € N y tales gue

trard en el punto de interseccidn de las
mediatrices de los puntos homélogos AA' y
. BB'. Como los &ngulos 3MG y BNG son rec

2 tos, los cuatro puntos M, B, N, G son concfclicos, siendo BG un
2d - 1 = Ky 9 2 didmetro de la circunferencia. Sea P el punto donde dicha circun
R 3d = K2 . K1 ferencia corta a la prolongacién de OB; como B es recto, el homé-
5d - 1 = KE 5 2 logo de O en el girc se encuentra en la prolongacien de BO y a
) 8d = K3 B KZ doble distancia de 0O que P. Por tanto 0O', homSlogo de O, se mueve
13¢ = 1 = Kq sobre la prolongacién del radio 0B, cuando A'
Y B' lo hacen, respectivamente sobre AB y BC.
de donde, El lugar geométrico aparece dibujado en la se
Kg ) Ki ) 5 . gunda figura y consiste en los Segmentos, pro c
% - - __;7 . 8Ky = 11K, - 3Kj longacidn de los radios del poligono, y cuya
3 2

longitud se ha obtenido en 1la figura.

igualdad imposible entre nfimeros naturales, ya que el primer miem Jos& V. Garcfa Sestafe, =l
bro contiene el factor y 2 un nlimero impar de veces, mientras que

en el segundo miembro el factor 2 figura con exponente par.

José V. Garcia Sestafe, (Madrid).



- 94 -

PROBLEMA 14 (Boletin n&# 13)

Siendo a, b, ¢ las longitudes de los lados de un tridngulo no
is6sceles, se dan, en un plano, tres circunferencias concéntri

cas cuyos radios miden respectivamente a, b y ¢. Se pide:

12) ¢Cuéntos trifngulos equiliteros de distintas &reas se
pueden construir de modo que las rectas en que estén
sus lados sean tangentes una a cada una de esas cir-

cunferencias?

28) Calcular las Sreas de los trif&ngulos antericres.

Solucibn

Es inmediato comprobar que cualquier
punto de un lado de un tri&ngulo equilitero
es tal que la suma de sus distancias a los
otros dos lados es igual a la altura del tri&n
gulo (Fig. 1):

DE + DF = BI + IH = BH

Aplicando lo anterior, para todo punto interior a un
tri&ngulo equildtero se cumple que la suma de sus distancias
a los tres lados es igual a la altura de
dicho tri&ngulo. En efecto (Fig. 2)

= ! =
PPl + PP2 + PP3 (PPJ.+PP2) + HH

= H'A + HH' = HA

donde la paralela MN a BC ha formado el

trifngulo equilitero MNA al que se leha

aplicado la propiedad anterior.

Para cualguier punto exterior

al tridngulo pero perteneciente a cualguierz de los &ncules con
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vexos A, B 6§ C se cumple (Fig. 2):
QQ, + Q05 - QQ, = BJ = altura del tridngulo
En efecto, basta aplicar la primera propiedad al trif&ngulo BST:

QQl + QQ3 = BJ'

de donde,
QQ; + Q03 - QQ, = BJ' - Q0, = BJ' -JJ" =BJ

Andlogamente se prueba que para cualquier punto exterior al trifin

gulo y perteneciente al &ngulo opuesto por el vértice a chalquie
ra de los A, B, o C se cumpie: B

RR, - RR, - RR3 = altura del trifngulo

Sea (Fig. 3) un triZngulo de lados a, b y c. Segin lovis
to anteriormente, como en todo triangulo -

un lado es menor que la suma de los otros
. b
dos, s6lo caben las cuatro posibilidades Af:jii

a) El centro de las circunferen-
clas es interior (Fig. 4) al tridngulo bus

cado; la altura h del trifngulo es h = a :
+ b + c.

Figura 3

b) El centro de las circunferen-
cias es exterior (Fig. 5) y pertenece al
&ngulo convexo C; hc =a+b-c,

€) El centro de las circunferen-
cias es exterior (Fig. 6) y pertenece al
Zngulo convexo B; hb =a+c¢c-b,

d) El centro de las circunferen-
cias es exterior (Fig. 7) al tri&ngulo y

pertenece al &ngulo convexo A ha =b+c-c.
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Figura 5 Figura 6
1/3 12/3
Como en todo trifdngulo equil&tero h = ==y 8 ==7=
se tiene: '
Jic
g="h V3
3

Por tanto, las ‘4reas de los respectivos trifngulos equi
ldteros son:

2 ' 2
g = datbic) V3 (pig 4y, g e dathocl 73 Z (rig. 5
3 3
(ake-b)? V3 (brc-2)2 V3
5, = 2B 73 (pig, 6); 5, = =83 (Fig. 7)
3 a 3

Jose V. Garcfa Sestafe, (Madrid).




