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- EDITORTIAL -

LUIS ANTONIO SANTALO Y SORS: PREMIO PRINCIPE DE ASTURIAS

Se abren las p&ginas de este segundo nfimero del Bole-
tin de la Sociedad con una grata noticia: el dfa veintidds de
junio del presente afio, la radio anunciaba la concesién del Pre
mio Principe de Asturias de Investigacién Cientffica y Técnica
al matemdtico Luis A. Santald, galardén que el dfa ocho de oc-
tubre recibiria en solemne acto de entrega de los premios cele
brado en el bello marco del teatro Campoamor, de Oviedo, de ma
nos de S.A. el Principe, y con la augusta presencia de S.S.M.M.

los Reyes de Espaifa.

No es frecuente el reconocimiento del mérito de esos
"desconocidos" para el gran pfiblico que en el silencio yla paz
de sus seminarios consagran su vida al cultivo y desarrollo de
esta parcela de la Ciencia, que es la Matemitica, Y, sin embar
go -en palabras del propio Santald-, "46£L0 con La ordenacién
del pensamiento que proporciona La matemdtica y con el manefo
de su instrumental, send posible salin a flote en este torbe-
LLino de datos, mdquinas y téenicas que estdn en La base de nues
ino actual sistema de vida”.

Nuestra Sociedad desea con estas lineas, en las que tra-
taremos de esbozar unas breves notas sobre su vida y su obra,
rendir al ilustre maestro Santalé el homenaje emocionado de mes

tra admiracién y simpatia.

Nacié Santal6 en Gerona el dfa nueve de octubre de 1911,
en el seno de una familia de clase media -su padre era maestro
de ensefianza primaria- y en ella recibid sus primeras lecciones
de laboriosidad, impregnadas de saber hacer educativo, la semi
lla que habria de germinar y desarrollarse hasta madurar en el

fruto granado de la genialidad.

Terminados sus estudios de bachillerato, viene a Madrid

para cursar simultineamente las licenciaturas en Ciencias Exac-—
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tas ~como se decia entonces- y Fisicas. Se aloja en la Residen
cia de Estudiantes de la calle del Pinar. Todos los que tuvim;;
la fortuna de tenerle como compafiero en el entrafable edificio
de la calle de San Bernardo, sede de la denominada en aquella
época Universidad Central, que albergaba a la Facultad de Cien-
cias, recordamos la figura concentrada, pero atrayente, del jo-
ven Santal§, a quien con tanta frecuencia tenfamos que acudir en
solicitud de aclaraciones en la comprensién de un concepto, en
el proceso de alguna demostracién, en la resolucidn de un pro-
blema. Y siempre, sin hacer alarde de su saber, de su preclara
inteligencia, con sencillez y simpatfa, mostrando ya su innata
maestria, sabfa encontrar el ejemplo concreéeto aclaratorio, la
via intuitiva que llevaba al proceso demostrativo, la ilustra-
cidn oportuna, que desvelaba de golpe el secreto que nos pare-
cia inexpugnable. Santald era, pues, para muchos de nosotros,
ademds del compafiero y amigo, un maestro m&s entre los excelen
tes que profesaban en aquella Facultad: Vegas, Alvarez Ude, Te
rradas, Plans, Cabrera,... y, ocasionalmente, Rey Pastor, que al
ternaba la docencia entre Argentina y Espafia. Habfa allf un am
biente propicio para realizar un trabajo intenso, favorecido
ademds por la circunstancia del reducido nfimero de alumnos que
estudidbamos estas carreras.

Terminadas ambas licenciaturas, y cursadas las asigna-
turas del doctorado, realiza Santald los cursillos convocados
para la formacién y seleccién de profesores de ensefanza secun
daria (1933), en los que obtiene el nfmero uno. Comienza sus ta
reas docentes como profesor de bachillerato en el desaparecido
Instituto "Veldzquez", de Madrid, y como profesor universita-
rio en calidad de profesor auxiliar de Geometrfa en la Facul-
tad de Ciencias, al tiempo que se inicia en las tareas de in-
vestigacién en el Laboratorio -Seminario Matemitico, de la Jun
ta para Ampliacién de Estudios, que habfa sido creado por ini-
ciativa de Rey Pastor. Pensionado por la Junta se incorpora al
Seminario que en Hamburgo dirige el eminente profesor Wilhelm
Blaschke, en el que Santald es recibido con la reconocida gene

rosidad -caracteristica de un auténtico maestro- del sabio ale

midn. Bien pronto Santald es miembro destacado del Seminario y

en €l ven la luz sus primeros trabajos en el campo de la Geome
tria Integral, rama entonces incipiente de la Matemdtica, naci
da en conexién con los problemas suscitados por las probabili-

dades geométricas.

De regreso a Espana, obtiene el doctorado en 1936 (pa-
drino, el profesor don Pedro Pineda, por el que Santal6é guarda
ré siempre el més carifioso y respetuoso recuerdo). Fruto de su
Memoria del doctorado serd su primer libro, publicado en ale-
mén por la renombrada editorial Hermann, de Paris (1936), con
el titulo "INTEGRALGEOMETRIE 5. Uber dus kinematische Mass in

Raum".

En el paréntesis de la guerra civil, Santald es movili
zado y destinado como profesor de la Escuela de Observadores de
Aviacién, en la base de San Javier. Como evasidn de los horrores
de la contienda entretiene sus "ocios libres" con la lectura de
cuestiones relacionadas con la navegacidn aérea, que mis tarde,
ya en Buenos Aires, recogeri en su amena "Histordia de La Aeno-
ndutica" editada por Espasa-Calpe. En ella predice los vuelos
espaciales que habrian de tener plena confirmacidn posterior.

Exiliado en Francia, es llevado a un campo de concen-
tracién de refugiados; pero enseguida es reclamado por Cartan
para dictar un curso en La Sorbona, y de aqui Rey Pastor lo lle
va a Buenos Aires, donde recalan también Balanzat, Pi Calle-—
ja y Corominas. Estos dos Gltimos, pasado algin tiempo, retor-
nardn a Espafia, pero Santald y Balanzat, fieles al consejo que
les diera Rey Pastor a su llegada: "trabajar y olvidarnse delpa
sado; La Angentina es un pais nuevo y en &L s6Lo cabe mirar ha
cia delante, contribuyendo a su progreso en La medida de Las
fuerzas de cada uno, como minima retribucibn a La generosa hos
pitalidad que estaba prestando", quedarédn definitivamente afih
cados en la nacibén hermana que tan liberalmente guiso acoger-

los.
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Su primer destino es como profesor contratado en el Ins
tituto de Matem&tica de la Universidad de Litoral, en la ciudad
de Rosario, donde permanecerd desde 1940 hasta 1948; alli con-
trae matrimonio con una bella y delicada mujer rosarina de la
que tendrd tres hijas. En la hermosa ciudad del Parand, Santa-
16 reanuda con renovado entusiasmo sus interrumpidas tareas in
vestigadoras, consiguiendo importantes aportaciones en diversos
campos, y, muy especialmente, en el dominio de las nuevas ramas
de la Geometrfa. Trabajos que sistematizados y organizados en
cuerpo de doctrina constituirdn quiz8 su obra fundamental y més
oiiginal: "Integral Geometry and Geometnic Probability". Seglin
recoge el Dr. Alberto Gonzdlez Dominguez, uno de los méds desta-
cados discipulos de Rey, sobre ella escribid Mac Kac, editor del
libro: esta obra hace de Santald "for many years the undisputed
Leaden in the field of Integral Geometry". Ha sido traducida al

ruso.

En 1949 estd en la Universidad de Princeton v en 1950
da un curso en la de Chicago, para regresar a la Argentina, en-
seflando primero en la Universidad de La Plata y después en lade
Buenos Aires, donde todavia hoy con sus "juveniles" setenta v
dos afios continfia como profesor "emérito" en plena actividad.
Ostenta la Presidencia de la Academia Argentina de Ciencias Exac
tas, Fisicas y Naturales. También es académico correspondiente

de la Real Academia de Ciencias, de Espaha.

Aungue Santald es un enamorado de la Geometria, no ha
dejado por ello de investigar en otros campos. Sefialemos de pa
sada sus incursiones en la Teoria de Nimeros y en la Teoria del
Campo Unificado, en Fisica Matem&tica, en los que ha obtenido

resultados del mayor interés.

Los libros de Santalf se distinguen por su rigor cien
tifico, su cuidada redaccidn y su claridad expositiva. Su in-
fluencia ha sido importante en todos los estudiantes de habla
castellana. Destaquemos: "Geometrfa Integral" (en colaboracifn con
Rey Pastor), "Geometrla Proyectiva', "Wectores y tensores”", "Geg
metrla espinonial".

Como tantos matemdticos que descollaron por sulabor in
vestigadora (Klein, Poincaré, Borel, Enriques, Puig, Polva,...),
no podemos dejar de resefiar la notable influencia que Santald ha
tenido en las cuestiones relacionadas con la ensenanza elemental
de la Matemitica, de las que se ha ocupado intensamente, impar-
tiendo numerosos cursos a profesores de escuela secundaria, to-
mando parte activa en la elaboracidén de programas, en congresos
internacionales e iberoamericanos, publicando articulos y libros
de caricter didictico. Entre otros: "la Matemdtica en La Escuela
Secundaria", "Probabilidad e inferencia estadistica, "Las Geome
thias no-euctideas", y esa pequefla joya que es "lLa educacidn ma-
temdtica, hoy", editada por Teide en espafiol y en cataldn. Ha pre
sidido el Comité Interamericano de Educacién Matem&tica, del que

hoy es Vicepresidente.

Terminemos con la semblanza escrita por uno de los pro
fesores que mejor le conocen, el citado profesor Gonz&lez Domin-
guez. Dice: "Santalé ha sido y es Maestro en todos Los sentidos
de La palabra. En donde actda o ha actuado ha defado un recuerdo
inolvidable". Uno de sus antiguos alumnos Le dedicd La edicibn de
un Libro pondiendo: "A Ludis A. Santald que me ensefif a ensefar”.
Sus cursos son profundos, brillantes y claros. No 86Lo emplea La
voz y La tiza para explicar sino aue ademds usa con ExLfo sus ma
nos, Las que dibujan en el alre curvas y supergicdies y sugdlenren
sus propiedades, y eso que a veces estdn en espacdos de dimensibn
mayorn que tres. EA rarilsdimo, por no decirn imposible, encontranr un
alumno que diga no haber entendido nada de La explicacibn de San
tald, Lo cual no quiere decin que todos puedan capiar en su ZoZa
Lidad La profundidad de su ensefianza; eso 44, el que Lo consigue
queda marcado para el resto de su existencda.




- VIDA D E LA SOCIEDAD-

- La Sociedad "Puig Adam" mantendrd, provisionalmente su sede
en el INBAD (Ronda de Atocha 2, Madrid-5) por especial defe
rencia de la nueva direccién del Centro. Gracias por ello.

- A finales de Junio la Sociedad participé en la promocibén y
presentacifén de grupos de trabajo en didéctica y ensefianza
de las Matemdticas. En aquella ocasién se presentaron los
trabajos del grupo Zero de Barcelona. En el mes de Noviem-
bre se ha recibido al grupo Cero de Valencia. Este tipo de
contactos proseguird, auspiciados por el ICE de la UAM.

- La Junta Directiva de la Sociedad se reuni6 el 20 de Octu-
bre, tomdndose acuerdos sobre la extensién de las activida
des a las provincias en las que estd implantada. Se lleva-
rdn a cabo actuaciones en Centros de esta &rea.

También se estudib la posibilidad de creacién de una Federa
cién de Sociedades afines, cuya posible sede futura serfia
Madrid.

- La Sociedad ha organizado el "I Concurso de resolucién de
problemas" para alumnos de 12 de BUP, del cual se hace la
crénica en las pdginas siguientes.
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- 1. TNFORMES -

PRIMER CONCURSO DE RESOLUCION DE PROBLEMAS ENTRE ALUMNOS DEL
PRIMER CURSO DE B.U.P.

En el Instituto de Bachillerato "San Isidro", de Madrid,
gentilmente cedido por la Direccibén del Centro, el sdbado 26 de
junio del corriente, se celebraron las pruebas de este concurso
que habia sido convocado por nuestra Sociedad. Restringido aalum
nos del primer curso de bachillerato de nuestro &mbito territo-
rial, que previamente hubieran obtenido la calificacidn de sobre
saliente en la asignatura de matemiticas en sus respectivos cen
tros, institutos o colegios, la respuesta de éstos ha sido entu
siasta mereciendo la gratitud de los organizadores. Se presenta
ron, en efecto, ochenta y tres muchachos con representacién de
todas las provincias. La prueba consistié en la resoluciénde cua
tro problemas, cuyos enunciados publicamos al final de esta re-

sefia, en dos sesiones con dos problemas en cada una.

A Gltima hora de la tarde del mismo dia, en el marco
del saldn de actos del Instituto, lleno de pGblico -alumnos, fa
miliares y profesores—, con la presencia de las c@maras de T.V.E.,
tuvo lugar la sesién solemne de entrega de premnios a los alumnos
ganadores, consistentes en un diploma y un lote de diez libros
cada uno, de amena e instructiva lectura, donados para este fin
por el Ministerio de Cultura, mis dos especialmente de matemdti
cas -"Problemas de Matemdticas Elementales" y "Basic bésico" (cur
so de programacidn)- aportados por la Sociedad. En ella nuestro
Vicepresidente, profesor Julio Ferndndez Biarge, dirigid un bre
ve discurso de aliento y estimulo a los estudiantes, resaltando
la importancia del estudio de la matemdtica en orden a la forma
cibn de la personalidad, como instrumento indispensable para la
comprensién del mundo natural y social y como factor imprescin-
dible para el desarrollo tecnoldgico de los pueblos.

Resultaron ganadores del concurso, por orden de puntua-

cién obtenida, los siguientes alumnos:
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1. Juan Ignacio Rivera Pardo (I.B. "Cervantes").

2. Juan Carlos Caballero Fuentes (I.B. de Las Rozas).
3. Juan Carlos Rodriguez Monzdén (I.B. de Leganés, 3).
4. Carlos Ueno Jacue (I.B. "Cervantes").

5. Juan Ramén Romero Barrenechea (Colegio "Nervién").

6. Ignacio Moreno Villoslada (Colegio Ntra. Sra. del

Buen Consejo).
7. Carlos Alonso Ramos (I.B. de Las Rozas).
8. Rocio Garcia Rubio (Colegio M.M. Concepcionistas).
9. Fernando Blasco Contreras (I.B. "San Isidro").

10. Antonio Calderdén Martin (I.B. "Calderdn de la Bar-

cam).
A todos nuestra cordial enhorabuena.

La Sociedad se complace en reiterar su agradecimiento
a todas las personas y organismos que nos prestaron su colabora
cibén, muy especialmente al Director General de Ensefianzas Medias
por su apoyo al desarrollo de la idea del concurso, a la Ins-
peccidén de Ensefianza Media del Distrito Universitario de Madrid
que hizo llegar a todos los centros la convocatoria, y al Minis
terio de Cultura por su ayuda inestimable en la dotacién de los

premios.

PROBLEMA 12

En la cuadricula dibujada, que puede prolongarse cuanto se quie
ra, se pueden designar los vértices por sus dos coordenadas (abs
cisa y ordenada). Asi, por ejemplo, P(5,6). Pero también, siguien
do el proceso indicado en la figura, es posible determinar cada

vértice de la cuadrfcula por un Gnico n@mero natural.
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a) Determinar el n@mero natural que designa al P(5,6).
b) Determinar el que designa al Q(25,3).

c) Expresar el n@imero natural que designa al R(m,n), siendo m y

n nfimeros naturales cualesquiera.

NI

3 N\\\ :;\N ;;\\ 17

2 \\\u ﬁ;\\ T><s ;;\\ 16
Oﬁkf\l\\\NSRTS; \\\%;\:\15

PROBLEMA 2

Siendo ays 8y, A3s..., &, Una progresién aritmética de diferen-

cia d, calcular la suma:

B g L % A S
Yaj +7/a, /E;4A/E; fan—1'+JE;

PROBLEMA 32

En un casillero de 8 x8 tu compafero sit@ia un submarino (willw) sin
que tu lo veas. Vas lanzando cargas de profundidad, diciendo las
coordenadas de la zona de disparo. Después de cada carga lanzada,
el compafiero te contesta con la distancia, medida en casillas ho
rizontales y verticales, a la que se encuentra el submarino. Si
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la distancia es cero, contesta HUNbIDO. Por ejemplo, si el sub-
marino estd en la posicién (3,6), y tu disparas a la zona (6,2),
tu compafiero dird: distancia 7. Se pide describir una estrate-
gia, o reglas para efectuar los disparos, que permita hundir el

submarino con tres de ellos, como mé&ximo.

1 2 3 | 4 5 6 7 8
1
2
3 = A = e o wlle
T
-
4 |
T
5 i
e
NV
6 7ic
7
8

PROBLEMA 42

¢De cuéntas maneras se pueden colocar en fila 7 chicas y 4 chi-

cos de modo que no queden dos chicos juntos?

—-15=

LA XXIV OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICAS, PARIS, 1983

Tal como estaba previsto tuvo lugar en Paris durante
los dfas seis y siete del pasado mes de julio este tradicional
certamen entre alumnos no universitarios. Es la primera vez que
Espafia ha concurrido a él, presentando un equipo formado porcua
tro alumnos del Curso de Orientacifn Universitaria, que, rela-

cionados por el orden de clasificacién obtenida en las pruebas,

fueron los siguientes:

1. Roberto Sélva (Alicante)
2. José Burillo (Tarragona)
3. Javier Diez (Burgos)

4. José Marafidn (Huelva).

No existe en este concurso una clasificacion oficialpor
pafses; pero extraoficialmente se sabe que la prueba fue ganada
por la RepGblica Federal Alemana, ya que de los cuatro candida-
tos gue alcanzaron la puntuacidén médxima posible, tres pertenecian
a ella. El sequndo puesto fue para los Estados Unidos de Am&ri-
ca. A nuestros representantes les corresponderia el puesto 23,
entre los 32 paises participantes, actuacién que puede conside-

rarse como discreta, si se tienen en cuenta los siguientes condi

cionamientos:

a) Cada uno del resto de los paises presentaba seis con
cursantes.

N
b) La falta de adecuacién de los programas del bachille
rato espafiol con los temas propuestos en las pruebas .

c) La imposibilidad de efectuar, por parte.del equipo
espafiol, una preparacidén previa, antes de la prueba,
por estar obligados a superar en fechas inmediatas
los ex4menes de Selectividad, en tanto que para los
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demds pafses el hecho de tener la condicién de olfm-
pico lleva implicito el libre acceso a cualquier Uni
versidad de la nacién, en calidad de becario.

Es obligado consignar la cordial acogida dispensada a
la Delegacibn Espafiola, tanto por parte del pafs anfitrién (Fran

cia), cuanto por el resto de las delegaciones participantes.

La proxima Olimpiada (XXV, 1984), tendr& lugar en Che-
coslovaquia. La delegacidn espafiola fue amablemente invitada por

la checa para enviar una representacidén.

A continuacién se transcriben los enunciados de los pro
blemas propuestos. Esperamos recibir soluciones a los mismos pa
ra su publicacién en préximos n@meros del Boletin.

PRIMER DIA: MIERCOLES 6 DE JULIO
TIEMPO : 4 h 30m

CADA EJERCICIO VALE 7 PUNTOS

1. Hallar todas las funciones f, definidas en el conjunto de los
nfimeros reales estrictamente positivos, que toman valores rea

les estrictamente positivos y que satisfacen las condiciones

(1) £(xf(y)) = yf(x) para x,y >0,

(ii) £(x) -~ 0 cuando X * 4o

2. En un plano hay dos circunferencias secantes C, v C, de radios
distintos y centros 0, ¥ Ozrrespectivamente. Una de las tan--
gentes comunes a las dos circunferericias toca a c1 en Pl y a

C2 en Pz' mientras que la otra toca a C1 en Ql v a'c2 en Qé.

-17-=

Sea Ml el punto medio de PlQl Yy M2 el punto medio de PZQZ’ De
muestre que los &dngulos OlAO2 Yy MlAM2 son iguales. A pertene-

ce a las dos circunferencias.

3. Dados los enteros estrictamente positivos a, b y ¢ que sonpri

mos entre si, dos a dos; demostrar que:
2abc - ab - bc - ca

es el mayor nfimero entero que no puede expresarse en la for-

ma

xbc + yca + zab

con X, y., 2z enteros positivos o nulos.

SEGUNDO DIA: JUEVES 7 DE JULIO
TIEMPO : 4 h30m

CADA EJERCICIO VALE 7 PUNTOS

4. Sea ABC un tridngulo equildtero y E el conjunto de los puntos
de los segmentos AB, BC y CA (que incluyen a A, By C). ¢Serd
cierto que en toda particién de E en dos subconjuntos dis
juntos existe al menos un tridngulo rectdngulo cuyos tres vér

tices pertenecen al mismo subconjunto?

Justifique su respuesta.

5. ¢Podrin encontrarse 1983 nGmeros enteros estrictamente positi
R . 5
vos y distintos, menores o iguales que 10 tales que tres cua
lesquiera de ellos no sean términos consecutivos de una pro-

gresién aritmética?

Justifique su respuesta.




6. Sean a, b y ¢ las longitudes de los lados de un tridngulo.
Probar que:

a?b(a-b) + b2c(b-c) + c2a(c-a) 30

Determinar cuando se cumple la igualdad.

CRONICA DEL SEMINARIO PERMANENTE DE MATEMATICAS DE INSPECTORES

DE BACHILLERATO

Como viene siendo habitual, en los Gltimos cursos,en
la semana del 16 al 20 de mayo, los Inspectores de Bachillera-
to de Matemdticas se reunieron en la Universidad de Verano deEx
tremadura, que se encuentra ubicada en Jarandilla de la Vera, Pro
vincia de Ciceres. En tales locales, no sblo se celebraron las
sesiones ordinarias de trabajo, sino también recibieron aloja-

miento los 21 inspectores asistentes.

Se dedicaron cinco sesiones a los siguientes temas

monograficos:

1. Innovacidén didéctica en los Seminarios de Matemi

ticas.

2. Aportaciones del Seminario Did&ctico a la accién

tutorial.

OBJETIVOS

1) Obtener informacién de los Seminarios Did&cticos

sobre los siguientes puntos:

Innovacibén did&ctica en los Seminarios de Matemé-

ticas
- Experiencias ya conclufdas o en curso.

-~ Grupos de innovacifn didéctica que hay en el Dis

trito.



=20~

- Pertenencia de los miembros del Seminario aesos
grupos.
- Actividades interdisciplinares.

- Recursos diddcticos innovadores (utilizacién de
material), medios audiovisuales, actividades ex
traescolares, motivaciones, actividades creati-

vas, etc.).

Aportaciones del Seminario did8ctico a la accidn

tutorial

- Diagnéstico y clasificacién de dificultades que
encuentran los alumnos en el aprendizaje de las
matemdticas.

-~ Fijacidn de medidas de ayuda v recuperacién de
alumnos. Organizacidn de la recuperacién de alum
nos con las matemdticas pendientes en cursos an
teriores.

- Criterios del Seminario sobre "tareas para ca-
sa".

- Aportacién del Seminario Did&ctico en la explo-

racidén inicial de los alumnos.

2) Alentar las experiencias de este tipo que se reali

cen y asesorar y animar la iniciativa de otras nuevas.

3) Implicar a los Seminarios Did&cticos en la accidn
tutorial, como 6rganos colaboradores del tutor en el suministro

de informacién sobre los puntos indicados.

En otras cinco sesiones de trabajo se trataron y ana-

lizaron los temas:

- Algunos problemas 1l8gicos y de lenguaje en la ense-
flanza de las Matem&ticas en el Bachillerato, Por D.
Antonio Luis Rodriguez Ldpez-Cafizares.
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Documentacidn audiovisual de las III Jornadas so-—
bre ensefianza y aprendizaje de la Matemdtica, por

D. Guillermo Dorda Abafnza.

- Microexperiencia para determinar la incidencia de
determinados factores en el éxito/fracaso de los
a .
alumnos, por D-=. M2 Dolores de Prada Vicente.

- Desarrollo de los programas de C.0.U. en los dis-
tintos Distritos Universitarios.

- Presentacién de trabajos y experiencias realiza-
das en los Distritos de Valencia, La Laguna, Mur-

cia, Sevilla, etc.

D. Carlos Benitez Rodriguez, Catedrdtico de Andlisis
I y II de la Universidad de Extremadura expuso en una leccidn
una interesante introduccidén a la Teoria de la aproximacidn, y
D. Jesis Mufioz Diaz, Catedr&tico de Andlisis IV y V de la Uni-
versidad de Salamanca en dos sesiones expuso el tema "Superfi-

cies de Riemann y variedades de Jacobi'.

Tan apretadas jornadas de trabajo no impidieron al
Coordinador del Seminario -Inspector de Matemdticas en Céceres-
organizar visitas a la Central Nuclear de Almaraz, a una fé-
brica de pequefia maquinaria de precisién radicada en Navalmoral

de la Mata, Al Monasterio de Yuste y a la Catedral y ciudad de

Plasencia.

A la clausura del Seminario Permanente asistié el Sr.

Director del I.C.E. de la Universidad de Extremadura.

Junio 1983.
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- 2. ESTUDIOS Y DOCUMENTOS -

JUEGOS MATEMATICOS

Por Miguel de Guzmén
Divisi6én de MatemAticas. U.A. de Madrid

Un buen juego matem&tico puede ensefiar mds matemdti
cas que muchas pdginas de un libro de texto. Por muchasrazones.
El juego atrae la atencidn, estimula la actividad propia, y,si
su contenido matemitico es adecuado, puede proporcionar la moti
vacidn que despierte el apetito matemitico, de la que muchos 1i

bros de texto carecen tan llamativamente.

Leibniz, en una de sus cartas (29 de julio de 1715),
carta a De Montmort) escribe: "Nunca son Los hombhes mds Linge-
niosos que en La invencidn de Los fuegos; el espinitu se encuen
tra ahi a sus anchas... sernia deseable que se dispusiera de un
curso enterno de juegos tratados matemdticamentel.

La exploracibén racional de la naturaleza ha sido, por
supuesto, la primera gran fuente de inspiracidn de la creacidn
matemdtica mis sana. Debe seguir siéndolo y sin duda que lo se-
rd por siempre. La exploracidén de los juegos ha sido y serd tam
bi&n una fuente importante de inspiracifn. La teoria de la pro-
babilidad nacid en las cartas de Pascal a un jugador empederni-
do, el caballero de Meré, la topologia nacié con el problema de
los puentes de Kdnigsberg, un acertijo de los que corren de bo-
ca en boca en una ciudad, el problema de los cuatro colores ha
estimulado por mis de un siglo la teorfa de grafos, la topolo-
gia, el acercamiento de los computadores a los problemas de 1la
matemitica pura... ¢Se puede sefialar una clara linea divisoria

entre juego matemitico y matemdtica seria e importante?

Muchos de los que nos ocupamos de la transmisidén a los
mis jévenes del conocimiento matemitico estamos preocupados
por la ineficacia de nuestros métodos actuales, por la inadecua
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cibén de nuestros libros de texto, por la pasividad de nuestros

alumnos, por la incultura matemdtica de nuestro entorno, por la
indiferencia o negativa predismosicidn tan generalizada en nues
tra sociedad hacia el pensamiento matemdtico, incluso en los es

tratos que se consideran m&s cultos.

A mi parecer es necesario movilizar muchos mecanis-
mos diferentes para salir de esta situacidn, pero uno de ellos,
en mi opini6n atrayente y poderoso, debe consistir en el fomen-

to del espiritu lGdico de las mateméticas.

En febrero de 1983 tuve la oportunidad de dirigir un
cursillo sumamente agradable para mi sobre aplicaciones didécti
cas de los juegos matemdticos, en el Instituto de Ciencias de la
Educacibén de la Universidad Auténoma de Madrid. Espigando un po
Co en la literatura me convencf mis y mis de las grandes posibi
lidades de explotar en nuestra ensefianza estos aspectos educati

vos de los juegos.

A continuacién ofrezco uno de los pequefios ensayos ex
puestos en el curso. Espero que resulte entretenido v Gtil.

* k k k k k x k *

LA RANA SALTARINA

Tal vez conozcas el juego de la RANA SALTARINA. Si
no es asi, tanto mejor. Para jugarlo puedes hacerte en un papel
bien grande una cuadricula de cuadros grandes en los gue queba
una peseta. En la cuadrfcula sefialaris una lfnea horizontal grue
sa a cinco cuadros de la linea horizontal superior. Algo asfi:
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El juego consiste en lo siguiente. Colocas al princi
pio un nGmero de pesetas, el que quieras, distribufdas como te
parezca mejor, cada una en algfin cuadro de los de debajo de la
raya gorda. Una vez colocadas vas a empezar a mover y retirar pe
setas del tablero. Se pueden mover s6lo horizontalmente (a dere
cha e izquierda) y verticalmente (hacia arriba) saltando por en
cima de otra contigua siempre que el cuadro al que se salta es-
té vacfo, comiendo (retirando) la moneda sobre la que se ha sal

tado. Por ejemplo, de esta situacién

se puede pasar a esta otra
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o de é&sta
o
(o]
a esta otra
O

Se trata de colocar al principio las fichas o mone-
das debajo de la raya de modo que logres colocar una moneda con
los movimientos permitidos lo m&s alto posible por encima de la
raya gorda. Cuando hayas practicado un poco puedes tratar de ha

cerlo con el minimo n@mero de monedas.

Por ejemplo, para llegar a la fila primera por enci-
ma de la raya gruesa es claro que con una sola moneda no lo con
sigues (no te permite ningfin movimiento) pero con dos colocadas

asfi i

o
O

sf que lo puedes hacer. El mfnimo nGmero suficiente de monedas
para colocar una en la primera fila de arriba es 2. Ponte a tra
bajar. ¢Cémo llegar a la fila 2? :Cudl serd el nlmero minimo?
¢Y a la fila 3, 4, etc...? No quiero quitarte el gusto de hallar
lo por tf mismo. Cierra y s6lo después de un rato de jugar vuel

ve conmigo.

Pronto habris descubierto que para poner una peseta
en la fila 2 tienes que llegar a esta situacién:
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Para llegar a ella te es suficiente colocar cuatro fi

chas en esta situacién

olo o
[ o

Es f&cil ver que con tres no puedes llegar a la segun
da fila. PARA LLEGAR A LA FILA 2 EL NUMERO MINIMO SUFICIENTES ES
4.

¢Y para la fila 3? La idea seria colocar inicialmen-

te las fichas de modo que podamos llegar a la posicidn

O | 0|0
o

0 a su simétrica, pues asi ya sabemos que podemos subir dos fi-
las m&s. ¢C6mo podemos hacerlo? Como las cosas se van complican
do mds, lo mejor es tratar de inventar un modo sistemdtico de

proceder. Este puede ser uno bien razonable: JUGAR HACIA ATRAS.
Es decir, nuestra rana se va a mover al segundo cuadro hacia an
jo o al segundo cuadro hacia la derecha o izquierda poniendo una
peseta en el cuadro inmediato de la misma direccién, suponiendo

siempre que &ste esté libre. Es decir, de esta situacidn:
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o
se puede pasar a esta
|-
o
(o]
y de ésta
|
o T
|
a esta

Mediante estos movimientos hemos de tratar de colocar

las piezas gue resultan de esta situacidn

0|00
o)

todas ellas por debajo de la linea gruesa.

Si pruebas un poco con este sistema verfs que llegas

enseguida a esta situacién

desde la que, jugando al derecho, pasas a la fila tercera. Son 8
monedas. ¢Puedes demostrar que no se puede hacer con menos?

Es curioso observar que a la tercera fila se puede
llegar también a partir de la situacién siguiente, también de

ocho monedas
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o)

o

o

O 0|00

SIN NECESIDAD DE PASAR POR LA SITUACION INTERMEDIA CORRESPONDIEN
TE AL SALTO HACIA LA SEGUNDA FILA HACIA ARRIBA

r— |

o

O o

o

y asi, esta posicidén inicial en forma de T NO RESULTA POR EL PRO
CEDIMIENTO DE JUGAR AL REVES.

Resumamos nuestros

Para la fila 1,

Para la fila 2,

Para la fila 3,

el
el
el

hallazgos:

nimero minimo es 2.

nmero minimo es 22.

nfimero minimo es 23.
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Parece que se puede decir: Malo seri que para la fila 4 no sea

4 )
27 el nGmero mfnimo, ¢no?

Pues por malo que parezca asi sucede. Para llegar a
la fila 4 serd suficiente (no necesario, en principio, como he-
mos visto que sucedfa con la fila 3) partir de una situaciénini

cial de la cual podemos llegar a una de las posiciones

o (o 1Ke) O O

o
o
0
0

ojolo|o

A B

o, naturalmente, a la simétrica de la primera.

Jugando al revds y con cierto cuidado para no intro-
ducir fichas superfluas, verds que la situacién A y lasituacidn

B te pueden llevar a la situacién inicial siguiente:

(o)
o000

(o]
0|0[0|0
c (0|00

o

Pero la situacién A te puede llevar tambié&n, jugando

al revés, a ésta
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oo |O
O|0|0|0
o0 |0
0|0|O

0|00 |0

que es distinta de la anterior, pero ambas tienen 20 monedas.
¢Se podrd llegar con menos? ¢Por qué no lo intentas? ¢Y parala
fila 5? Adelante. Verds que con menos de 20 monedas no logras
llegar a la fila 4. Para la fila 4 el nGmero minimo es 20, lo
que ensefia que no hay que fiarse demasiado de inducciones pre-

maturas.

¢Y para la fila 52 Ya no pisamos terreno firme para

hacer una conjetura.

Pues bien, aunque parezca sorprendente, A LA FILA 5
NO SE PUEDE LLEGAR CON NINGUN NUMERO DE FICHAS, COLOQUENSE DON
DE SE QUIERAN COLOCAR.

La demostracién siguiente se debe a John Conway, de
Cambridge. Tomamos el nfimero positivo w, tal que w2-+w = 1. Mis
terioso ¢no? Pues resulta que, para mayor desconcierto, w es el

inverso del nlmero alreo ¢ >0, tal que

¢ _ 9fl
1 2

Ponemos en cada casilla de nuestro tablero indefini-
damente prolongado hacia abajo y a la derecha e izquierda una po

tencia de w tal como te indico en la figura siguiente:
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4 w3 2 2| 3| 4
. 5 flw wlw|]l|w|lw |w|w . . . Asf, LA SUMA DE LOS NUMEROS CORRESPONDIENTES A UN
S O O (-1 (N () O e 1 2 O I NUMERO FINITO DE CASILLAS ES ESTRICTAMENTE MENOR QUE 1.
. -w6w5w4 32w3w4w5w6. .
2 6l sl 4l 3| 4| 5] 6] 7 (b) Interpretemos ahora nuestros movimientos permiti
: r W w W W W LW LW W W & dos con las pesetas en relacidn con estos nfmeros
2 s . w8 w7 w6 ws w4 w5 w6 w7 w8 ' v | del modo siguiente. Sumamos los nlimeros correspon
" - - - B IR I P I I dientes a casillas del tablero ocupadas por pese
ol 9 8| 7 .6| .7/ .8(_9[ 10 tas antes y después de un movimiento. Por ejemplc
N wl wlw | wlw|w|lw | w|w w | e ) s
8| 9 10f 11 . -
PO O RO s ) - e e L wol o o] “i 7Y 6 W8 w7@
w MWW
R R R IS NSRS ) KEUEEIEE |
D
R R i e P L T PR ) I K P I . E
6
. N8 + w - w
Observa ahora los dos hechos siguientes: Otro caso
1 |
(a) LA SUMA DE TODOS LOS NUMEROS QUE FIGURAN BAJO EL @wg wS
EJE ES L
DESPUES
5 6 7 6 7
= (w2 Hwo W +...) + 2(w W L) F
S ( w9 er8 - w7 N 10
+2(w7+w8+w9+...) + iee = ) ‘
Este hecho, como fdcilmente percibirds, es gene-
w? ‘o w® .7 w! . ral, es decir, LA SUMA CORRESPONDIENTE A CASILLAS OCUPADAS ES LA
B l1~-w l-w 1-w MISMA O MENOR A LO LARGO DE TODOS NUESTROS POSIBLES MOVIMIENTOS.
v como 1 -w = w2, resulta Ahora bien, la suma correspondiente a casillas
ocupadas al comenzar el juego (un n@imero finito de casillas ocu
S = w3 +2w4 +2w5 4+ v, = padas) es, como hemos visto, menor que l. Si con nuestros movi-
mientos logrédsemos llegar a la quinta fila, colocando nuestro 1
= (w3 +w4 +w5 +.o..) + (w4 +w5 +w6 +...) = en ese cuadro de la gquinta fila que se alcanza, resulta que lasu
3 4 ma correspondiente a casillas ocupadas al final seria mayor o
- W + ¥ = w+w2 =1 igual que 1, lo cual es imposible.
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La idea de Conway es muy ingeniosa. ¢Por qué no tra
tas de explotarla para aclarar algunas de las preguntas que han
quedado colgando? Un poco de dlgebra te ayudari.

1) Demuestra que efectivamente el nfmero mfnimo de
fichas para llegar a la fila 3 es 8 y para la fi
la 4 es 20. Esto Gltimo no es f4cil.

2) Demuestra si las Gnicas posiciones iniciales pa-
ra llegar a la fila 3 y 4 son las sefaladas y sus

simétricas.

3) Plantéate otrps problemas semejantes, como por
ejemplo si se puede, y cbmo, llegar a las situa-
ciones

0|0|0 |0

Y te pedirfa que me escribas si tienes alguna idea su
gerente sobre todo este lio. Gracias.
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MASCHERONI Y LA GEOMETRIA DEL COMPAS

Por José Javier Etayo
Catedrdtico de Geometria. U.Complutense

He tenido recientemente el placer de recibir en ama-
ble préstamo uno de esos libros que nos seducen desde el prin-
cipio, no sé si por su tema, su antigliedad, su exvresién, suim
presién, o por todo ello junto. Se trata de la segunda edicién
de la Geometrfia del compds de L. Mascheroni. La primera habia
aparecido en Pavia en 1798 y ésta segunda, Géométrie du compas,

es la traduccién al francés hecha por A.M. Carette v publicada
en 1828, en Parfs, por la editorial Bachelier, sucesora de Cour
clier, quali des Augustins, 55. Sosvecho que, a su vez, le suce-
de la conocida Gauthier-Villars, que tiene la misma direccién
e Incluso una marca similar, con las letras G.V. entrelazadas
y orladas de laurel, en lugar de las E.B. de la editorial ante

rior.

Este libro puede resultar una delicia para quienes no
han perdido el gusto por la geometria grdfica, nor el discurrir
a través de las construcciones, todo un cuerpo de doctriha ca-
da vez mis abandonado en nuestros estudios; tristemente abando
nado, no por la pé&rdida que sunonga el desconocimiento de todas
las soluciones de este tipo, algunas verdaderamente artificio-
sas, sino del modo de educar la imaginacién, componente tan im

portante en la formacién de matemético.

Se propone el autor desarrollar sélo con el compés la
geometria de la regla y el compds. "J'al voulu -dice textualmen
te- démontren qu'on peut trouven avec Le compas seul tous Les
points qu'Euclide et Les autres auteurs de GEoméinie ELémental
re, enseignent 2 thouver avec Les secours de La rzgle et du com
pas réunis". Puesto que sb6lo se ha de utilizar el compds, se en

tiende que dar una recta, por ejemplo, es dar dos puntos dis-
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tintos de ella y cuando se pide encontrar una recta, basta tam
bién con encontrar dos puntos que la determinen. Asimismo un &n
gulo equivale a tres puntos, el vértice y un punto en cada la-
do; en un polfgono, se trata de encontrar los puntos que bas-
tan para determinar en magnitud v posicién los segmentos que
habrfa que trazar para construirlo enteramente. En cambio, una
circunferencia, o un arco de ella, puede ser dada por su mismo
dibujo; o también por tres puntos no alineados, con lo cual el
problema es distinto y, por supuesto, mds difficil. En resumen,
ni en los datos ni en la construccién se puede dibujar una rec
ta; no hay, en cambio, inconveniente en utilizarlas en la de-
mostracién posterior de que la solucién encontrada es correc-
ta.

Estd dividido el libro en doce capitulos que adoptan
la forma de colecciones de problemas, para cada uno de los cua
les se da su solucidn o soluciones y la correspondiente demos-
tracién de la bondad de esa solucidén. Asf, s6lo con el compés,
construye poligonos regulares inscritos o circunscritos en una
circunferencia; busca intersecciones de rectas o de una recta
con un arco; encuentra rafces cuadradas de n@meros; duplica, o
multiplica en general, las &reas de cuadrados, circulos yotras
figuras regulares, asi como los segmentos y los &ngulos; divi-
de también &stos en partes iguales v halla las lineas trigono-
métricas de un arco y su problema inverso; construye figuras se
mejantes dada la razdn de las dreas; determina rectas paralelas
o perpendiculares a otras; halla las terceras, cuartas y medias
proporcionales; y encuentra, por aproximacién, un segmento de
longitud la de una circunferencia, o un cuadrado igual a uncirculo o
un circulo igual a un—cuadrado,o un cubo igual a una esfera, o uncu-

bo doble, triple o cu&druple de otro.

Vale la pena gque nos detengamos en estos filtimos que
él llama "Problemas resueltos por aproximacién". Son aquellos
problemas no resolubles por regla y compds y para los cuales en
cuentra una solucién aproximada con una cota de error francamen
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te buena. En la duplicacién del cubo, por ejemplo, el error es
menor de 0,0007. El problema de la cuadratura del circulo, ha-
llar el lado de un cuadrado "aproximadamente" igual a un circu
lo de radio dado, lo obtiene con error de 0,002. Y resuelve tam
bién, con error de 0,0002, el inverso, es decir el de obtener
el radio de un circulo de 4rea aproximadamente igual a la de un
cuadrado de lado dado. No puedo evitar, al hablar de esto, gue
se me venga a las mientes aquella anécdota atribufida a D.Miguel
Vegas quien, para quitarse de encima a los falsos cuadradores
del circulo que le molestaban con sus insistencias, habfa acu-
fado una respuesta que los paraba en seco: "M{re Vd., 6se es
un problema por el que ya no estamos interesados; ahora el que
nos pheocupa es el de La circulatura del cuadrado".

No sb6lo esta "circulatura", sino que también encontra
mos aqui, como se ha dicho, la construccidn del lado de un cu-
bo de volumen aproximadamente igual al de una esfera de radio
dado, o al revés. Todo esto, naturalmente, antes de que se de-
mostrase la transcendencia de pi que aseguraba la imposibilidad
de resolver estos problemas con exactitud y siendo por tanto to
davia problemas abiertos. Qué contraste el de esta finura que
busca s6lo la solucién aproximada cuando afin no se sabia siexis
tia la exacta, con la torpeza de los que hoy pretenden haber en
contrado la solucidn exacta cuando se sabe va que no existe.

Los otros problemas griegos no est&n considerados ,
pues bien se biseca un &ngulo en dos &ngulos iguales, no se to
ca, ni ain aproximadamente, el problema de trisecarlo. Tgualmen
te se divide una circunferencia en un cierto nGmero de partes
iguales, dos, cuatro, cinco, etc., pero no en siete; precisa-
mente en uno de los problemas se pide circunscribir con el com
P&s en una circunferencia uno cualquiera de los poligonos regu
lares "que se pueden inscribir con la regla y el comp&s", admi
tiendo ya sin duda la imposibilidad de algunos, como el eptago
no.

Como puede apreciarse, el estilo de la obra estd es-
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trechamente vinculado al espiritu de su tiempo, un tiempo en que la
del hombre

los restan

especializacidn esti aoenas iniciidndose y la curiosidad
culto sigue siendo universal. Porque, junto a éste,
tes trabajos que se citan de Mascheroni se refieren ya al equi
librio de las bdvedas, ya al cdlculo diferencial de Euler o, in
cluso, a poemas y versos de gran mérito. No hay que olvidar que
Mascheroni, que habfa nacido en Bérgamo en 1750, emprendié enun
principio la carrera literaria, abrazando el estado eclesifsti
co, y fue profesor de griego hasta los 27 afios. A semejanza de
su contemporéineo turinés Lagrange, fue también la lectura de
un libro de matem&ticas lo que le indujo a emprender un nue
vo camino. Ocupd entonces la citedra de Geometria de su ciudad
natal y poco mis tarde fue nombrado profesor de Geometria y Al
gebra de la Universidad de Pavia. En 1798 fué enviado a Paris

por el gobierno italiano y estuvo adscrito, tambié&n como Lagran
ge, a la comisibén que redactd el nuevo sistema de pesas v medi
sin

das. Allf muridé dos afios mis tarde, a sus 50 afios de edad,

haber podido volver a su patria por causa de la guerra.

Fue ésta, sin embargo, la que le hizo conocidoen Fran
cia antes de su llegada. La elaboracifn de su Geometria delcom
pds coincidid, en efecto, con los iltimos momentos de la estan
cia de Bonaparte en Italia, y con &l sostuvo, al varecer, abun
dantes conversaciones y discusiones sobre el tema. Cuando Napo
ledn regresd a Francia, firmada la paz de Campo-Formio, comuni
c6 a algunos de los matemdticos con los gque estaba relacionado,
en particular Lagrange y Laplace, noticias de aquel trabajo y
de la solucién de algunos problemas. Se cuenta gque Laplace, dque
habfa sido su profesor de Matemdticas en la Escuela de Brienne,
le dijo: "Lo esperdbamos todo de vos, general, excepto Lecedo
nes de Matemdticas".

Justamente se conoce todavia como "problema de Napo-
ledn" uno que al parecer fue resuelto por &1 después de que se
le habfa resistido al mismo Laplace. No puedo asegurar la vali

dez de esta anécdota pero voy a terminar con &l esta pequeﬁéhg

-39-

ta, para que sirva de ilustracibn al contenido de la obra co-
mentada. Al tiempo invito al lector curioso e interesado a que
construya la figura que aquf se va a ir describiendo y demues-

tre después que la solucibén encontrada es correcta.

El enunciado del problema dice asfi: Encontrarel cen-

tro de una circunferencia dada. Y la construccibén desarrollada

en el libro de Mascheroni es la siguiente:

Llamemos c a esa circunferencia dada v tomemos en ella
un punto A cualquiera. Con centro en A v un radio que sea menor
que el difdmetro de ¢ y mayor que la cuarta parte de este mismo
didmetro, se describe una circunferencia c' que corta a ¢ en
los puntos B v M. Sea E el punto de ¢' diametralmente opuesto
a B (el cual puede determinarse con s6lo el compds, comoes bien
conocido, sin mé&s que llevar con &1

E tales que AB = BC = CD = DE).

sobre ¢' los puntos C, Dy
Las construcciones que se hacen-
a continuacién se sitfian siempre en el semiplano de arista BE
que contiene a M. Tomando E y A como centros y EM como radio,
se trazan dos arcos que se cortan en L. Con centro en este pun
to L y con el mismo radio LA se describe un arco que cortard a

c¢' en dos puntos, y llamamos Q a aquel de los dos que estd més

Cercano a B. Finalmente, con centros B v A v radio BQ se descri
ben dos arcos que se cortan en O. Este punto O es el centro bus

cado.
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MATEMATICAS ELECTORALES

Por José Colera Jiménez
ICE de la U.A.M.

La idea, unas veces explicita otras latente, de que
las matemdticas se hallan desvinculadas de lo real limit&ndose
a ser vanas y misteriosas especulaciones, es tan lamentable co

mo frecuente.

";Cudnto gasta durante un mes una bombilla de 100 wa
tios si ests encendida durante 10 horas diarias, sabiendo que
el kw hora cuesta 7 pesetas?" El chaval hace las cuentas, ob-
tiene 210.000 pts v se queda tan fresco. El chico, por lo de-
mis, es inteligente y sensato. Rechazarfa ese resultado si se
lo encontrara en su mundo doméstico. Pero en clase de matemdti
cas... jSabe Dios lo que se puede obtener con las matemédticas.
! E1 mundo de la ensefianza esti nlagado de anécdotas asi.

Pero no s6lo en el &mbito estudiantil encontramos ta
les disparates. En la prensa diaria no faltan ejemplos curio-
sos. Recordamos aquel que comentaba el profesor Etavo en la Re
vista de Bachillerato: En una recogida de sellos se deciaelnd
mero de los que se recopilaron y el veso de la totalidad. Divi
diendo, aparecfa un resultado sorprendente: cada sello pesaba

aproximadamente lo que una alcachofa.

Del mismo tipo es el error apmarecido en el YA (30-
III-80). En grandes titulares se nos decfa que en el mundo se
consumen j4 trillones de cigarrillos al afio! Unas sencillasope
raciones nos llevan a que consumimos mds de 100.000 cigarrillos
por persona (incluidos bebés) cada hora, sin descanso nocturno.
La noticia afiadfa que la Organizacién Mundial para la Salud es

taba preocupada por el hecho. No es para menos.
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El mundo electoral, con sus grandes masas de datos,
porcentajes, pronésticos, desviaciones sobre lo esperado,...,
es especialmentel indicado para las esveculaciones numéricas v,
cémo no, campo adecuadfsimo para achacar a las matemdticas, asf,
por las buenas, la culpa de cada resultado inesperado o inexpli

cable como recéndita consecuencia de los misterios matemdticos.

En el editorial de El Pafs (25-v~82), que aparecid
tras las elecciones andaluzas, al comparar los resultados de
cinco partidos, A, B, C, D, E, con los que obtuvieron esos mis
mos en las elecciones del 79, se nos dice: la abstenciﬁnfmasen
siblemente la misma; sumando las pérdidas de A, B vCv restan
do las ganancias de D, "el resultado se asemeja de manera sor-
prendente" a las ganancias de E. Es curioso que el autor se sor

prenda, simplemente, de que las cuentas, sumas Yy restas, salgan.

En CAMBIO 16 (6-IX-82) se presentaban unos estu-
dios en los que se demuestra que, si varios vartidos pudieran
Sumar sus votos, el nfimero de escafios que obtendrian superarfa
con mucho a los que sumarfan por separado. Asf, v d4ndole 1la
vuelta al argumento, si UCD en las anteriores elecciones se hu
biera fraccionado en tres, la suma de diputados obtenidos se~-
ria de treinta Y tantos menos que los que se alcanzaron, conlo
que hubiera sido superado por el PSOE, que a su vez habrfa me-
jorado en veinte escafios. Lo pintoresco del caso es que todo es
to, seglin el editorial de 1la revista, "son misterios de las ma
temdticas belgas".

Veamos en qué consisten tales "misterios".

Hay dos circunscripciones, Ceuta y Melilla, que eli-
gen un solo diputado. Se le asigna al partido vencedor. Si &s-
te se parte, ninguno de sus fragmentos podri ganar y el escafo
se lo lleva otro.

Cuando en las circunscripciones hay m&s escafios, la
Cosa no es tan simple. Influye el efecto anterior (fragmentos
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de partido suficientemente pequefios como para no poder compe-
tir). Pero también influye la desventaja que se le atribuye a

los partidos minoritarios.

Las siguientes lineas son un resumen esquemitico del
proceso que he seguido con los alumnos de Bachillerato para que
comprendan en qué consiste el método Hondt, por qué se puede de
cir que es un procedimiento razonable, y en qué sentido, a pe-
sar de eso, favorece a los partidos mayorltarios.

Los escafios se reparten proporcionalmente a los vo-

tos obtenidos. Hay una mercancia que los distintos partidos de
sean adquirir en la mayor cantidad posible, los escafos; v un
capital de que dispone cada partido, los votos obtenidos. Siel
nfimero total de votos es 500 y el nGmero de escafos 5, parece
razonable decir que el precio de cada escafio es 100 votos yque

si un partido tiene 300 votos le corresponden 3 escafios.

Pero las cosas, ciertamente, no son tan simples. Vea

mos un primer ejemplo con los mismos 500 votos v 5 escafios.

PARTIDOS N2 DE VOTOS ESCARNOQOS SOBRAN VOTOS

A 340 3 40
B 160 1 60

Estd claro que A se lleva 3 escafios y B uno. :Ouién
se lleva el 52? Estamos tentados a decir que puesto que B pue-
de pagar 60 votos exhibe m&s derechos que el A, con sélo 40.

Tal razonamiento se basa en una venta de escafios en
dos fases: Primera fase - Precio fijo calculado a priori. Se-
gunda fase - Asignacién de escafios sobrantes al mejor postor.

Este es el método del resto mavor.

Pero el partido A, astutamente, podrfa obrar asf: En

la primera fase no adquiere ningfin escafio, esperando a que sal
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gan a la venta libre, a la que llegarfa con su capital Integro
(340 votos). Puesto que B sdlo puede adquirir un escafio en la

18 fase, quedan 4. A esti dispuesto a pagar 340:4 =85 votos por
cada uno. Evidentemente A puede adquirir los 4 escafios. Obéér-

vese que aunque B hubiera obrado tan astutamente como A, no hu %’

biese podido competir para llevarse un escafio més, pues 160:2:

80 es menos de lo que pudo pagar A, 2&
iy

Naturalmente, no es necesario que los partidos anden
participando en una y otra fase. Directamente se les asignan a
cada uno tantos escafios como le corresponderfan si todos ellos

Siguieran una estrategia Sptima. Es el método del mavor cocien~
te.

VOTOS 2 3 4 5
A 340 170 113 85 68
B 160 80 53 40 32

En el cuadro resumen aparecen los precios que, en el
Supuesto anterior, podrian pagar los partidos A y B por 1, 2
<+« 5 escafios respectivamente. ObServese que los 5 escafios se

14

asignan a: A, A, B, A, A, en ese orden, seglin los cocientes ob
tenidos. Véase, también, que sihubiera 6 escafios en vez de 5,
el 62 irfa a parar al partido B que tiene m&s derecho a adqui

Tir un 22 escafio (160:2 = 80) que el A a adquirir el 5@ (340: o s
5 = 68). ‘[

De esta forma hemos cbtenido la regla Hondt para la 4
asignacién de diputados. Véamosla para un supuesto menos sim-
Ple que el anterior: repartir 1000 votos entre 4 partidos que

compiten por 10 escafios. E1 precio medio del escafio es, pues,
100 votos. "

VOoTOS 2 3 4 5 6
A 450 225 150 112 20 75
Ay ooy ttsoy e Wy
B 240 120 80
Laanaand Arasv
c 165 82
frvives e
D 145 72
wasnin

La asignacién de escafios es A, B, A, C, A, D, B, A,
A, C. Si hubiera dos escafios mids, se asignarfan a B v a A.

¢Es desventajoso este método para los partidos peque-

nos? La pregunta, en principio es ambigua. Maticemos algunos

términos para poderla responder.

Supongamos que el capital en votos de cada partidoes
un mérito incuestionable y, por consiguiente, que si la asigna
cién de escafos fuese exactamente proporcional a los votos, el
método seria perfecto. La imperfeccibn proviene, pues, de que
a unos partidos le salen los escafos m4s caros que a otros. Po
demos repetir la pregunta, ahora, en términos mds precisos: ¢le
salen los escaflos mds caros a los partidos cufintos menos votos
tienen? La respuesta es negativa. No hay mis que ver en el cua
dro anterior que al partido C le sale el escafio a 82 votos, mis
barato que al A (90) y que al B (120).

¢Es, pues, completamente errbnea tal creencia? No.

Vedmoslo.

Pongdmonos en un nuevo supuesto en el cual sblo fija
remos el precio medio del eéescafio: 100 votos. Tenemos varios par
tidos. Prestamos atencién a 2 de ellos: uno fuerte, A, que sa-
carid un minimo de 1000 votos y 10 escafios, v otro flojo, B, que
obtendré un minimo de 200 votos y 2 escafios. El pnrecio es para

ambos 100 votos por escafio.
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Supongamos, ahora, que ambos aumentan en 50 el nGmero
de votos. Tendré&n 1050 y 250 votos. Mantienen los mismos esca-
nos que antes pero los precios son, ahora, 105 y 125 votos, res
pectivamente. Es fdcil ver que lo mdximo que puede costarle un
escano al partide A es 110 votos, mientras que el partido B pue
de llegar a pagar casi 150 votos por sus escafios. Por tanto, es
més probable que al partido B le salga el escafno mis caro que
al partido A.

Conclusiones

1. El método Hondt se aproxima en lo posible a la vro
porcionalidad (en cada circunscripcién) .

2. Los escafios se reparten como si los nartidos puja
ran con sus votos para conseguir, a precio uniforme, el mavor
nlimero de escafos.

3. Es mds probable que a los partidos les cuesten los
escanos tanto mds caros cuanto mds pequefios son.

4, En cualquier caso, las matemdticas (incluidas las
belgas) son absolutamente inocentes.

w7 -

GEOMETRIA DEL TABLERO DE AJEDREZ

Por Joaquin G6mez Rey
Catedratico de Matematicas, I.B. de Tomelloso (Ciudad Real)

Para el rey, el camino mis corto entre dos puntos (ca-
sillas), no es sdlo la linea recta, sino que hay més. Estas dis
tintas posibilidades de caminar el rey son parte de la estrate

gia del ajedrecista.

EJERCICIO

Calcular el nfimero de caminos que nuede recorrer el

rey, para ir en 7 tiempos (movimientos), desde la casilla:

I) el hasta la e8

IT) £1 hasta la g8.

Solucién.- Como el recorrido se ha de efectuar en 7
tiempos, en cada uno de ellos el rey tiene a lo m&s 3 alterna-
tivas: De frente (f), en diagonal hacia el frente derecha (d),

o izquierda (i), respectivamente.

(I1)

» ///, '
'////////// //,/ //
/%/”/%9
////’// A
/// ///
W ///, ,/%

%

S % - BN B o o}
= N W s U o 9 @
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I) Como f+d+1i =7 y d=i, los casos posibles son: 4) £=0, d=4, i=3, que son
7t 7! _
; 7,0,0 7a \ pRO'4'3—pR(7)’1'6 = - =
1. £=7, d=1i =0, que son PRy =e———— =1 7 0! 4¢ 3! 0! 1! 6!
7L 7 )
, =35 -7 = 28
2. £=5, d=1i=1, que son PR?'l’l = 7t = 42
ST T T i
)
3,2,2 7! Total = 7 +105 +189 +28 = 329
3. £=3, d=1=2, gque son PR.,’ T Emee— =210
30 20 2!
En los casos 3. y 4., representando los movimientos
’ del rey sobre unos ejes coordenados en el plano, tomando como
: i a £+d+i, vy como ordenada la diferencia d -i, te
4. £=1, d=1=3, que son PR%.,3,3=7‘.=l40 abscisa la sum v Y
1! 3! 3! nemos
Y
Total = 1 +42 +210+140 = 393
»(0,6)
II) Similar al anterior, pero teniendo en cuenta que
ahora hay caminos que se salen del tablero.
y=3
Como f+d+i =7 y d=i+1, los casos vosibles
son: e me (7,1)
(0,0 — : X
]
1. £=6, d=1, i=0, que son pRs,l,0=._7_‘_;=7 '
- L
4,2,1 7! (rl Todos los caminos varten de (0,0) y llegan a (7,1),
2. £=4,d=2, 1i=1, que son PR7' 't = z =105 =3
41 20 1! y hay que excluir todos aquellos que corten a la recta y =3, cque
por el princinio de reflexifn es igual al nGmero de caminos que
3. £=2, d=3, 1i=2, que son It parten de (0,6) v llegan a (7,1).
2,3,2 _ 2,0,5 _ i _ .4 _
PR,7 ‘?R.7 = &=

2! 3! 2! 21 0! 5!

=210 -21 = 189
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REFLEXION EN TORNO A UN PROBLEMA DE CONCURSO

Por José R. Pascual Ibarra

Se reconoce undnimemente el papel preponderante que, en
una didéctica activa de la matemdtica, le corresponde al plan-
teo v resolucidn de problemas. Pero esta actividad, tal vez en
demasiadas ocasiones, se limita a proponer a los alumnos la re
solucién de algunos de los numerosos ejercicios -pocos auténti
cos problemas- contenidos en el libro de texto -seguramente ele
gido por este s6lo motivo-, despuds de explicada la leccidn co-
rrespondiente, creyendo asi de buena fe que el alumno afianza-
r8 sus conocimientos tedricos supuestamente adquiridos, y con
la pretensién de su adiestramiento en el manejo de férmulas o
en determinadas técnicas de cdlculo. jLa tradicional divisién
en clases tedricas y en clases prédcticas! Esta manera exclusi-
va de proceder puede ser contrarfia a la eficacia deseada en re
lacidn con un auténtico aprendizaje. Ocurre, en efecto, que el
hecho de obligar a los alumnos a la resolucién de un buen nfime
ro de ejercicios repetitivos y rutinarios puede ser motivo de
cansancio y aburrimiento, constituyendo por ello otro factor

mé&s del fracaso de nuestra ensenanza.

Recuerdo a este respecto el ingenuo lamento de una en
tusiasta profesora cuando, ante el poco éxito logrado por sus
alumnas en una de las pruebas de los desaparecidos ex&menes de
grado del antiguo bachillerato, me decfa: no puede usted darse
idea de fa cantidad de efercicios que hemos hecho durante Zodo
el cunso; de cémo han trabajado Las muchachas". Pero éste -el
que les salid en el examen-, éste no lo habfan estudiado, dver
dad?, le preguntéd. Este, no; 6ste no Lo habiamos visto, me re
puso. Las alumnas, evidentemente, no habian trabajado bien, no
habian adquirido la capacidad de saber, ésto es, la capacidad
de hacer, de reaccionar con acierto ante una situacién nueva,
quizi inesperada, objetivo esencial de la educaci6n matemdtica
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~de la educacibn sin adjetivos-, y mds afin hoy en la sociedad

cambiante a ritmo acelerado en que nos ha tocado vivir.

No puede reducirse, por tanto, la labor del profesor a
explicar su leccidén tedrica, con claridad Yy precisidn por supues
to, y completarla con alglin ejercicio de tipo pr&ctico. Por el
contrario, tarea primordial suya, que ha de ocupar buena parte
de su tiempo (y no serfa malo gue la Administracién tomara con
ciencia de ello a la hora de fijar los horarios de trabajo), de
berfia ser la bisqueda de buenos y verdaderos problemas estimu-
lantes, de auténticas situaciones activas de aprendizaje, natu
ralmente adecuadas a las posibilidades reales de los alumnos.
Problemas y situaciones que, a manera de centros de interés,des
pierten en ellos la imaginacién creadora, potencien las facul-
tades de observacifn y percepcidn de la realidad concreta ="Ml
har y venr", como titula su libro el profesor Guzmén-, adquie-
ran el hdbito de la critica razonada -autocritica- para noder
reconocer y corregir los errores inevitables que implica el
aprendizaje, y, sobre todo, que les estimule a un trabajo es-
forzado y tenaz porque siempre "las ideas felices lleganal
final”. Trabajo que quizi sea duro, pero no penoso, compensado
ampliamente por la noble alegrfa proporcionada por el éxigo lo
grado, factor imprescindible para el afianzamiento de la pnerso
nalidad.

A esta actividad de creacibén en libertad se opone en
buena medida la nefasta costumbre de exigir de todos los alum-
nos -tan diversos- la resolucién de un cierto nfimero de ejerci
cios o problemas, por lo demis bien escogidos, en un tiempo 11
mitado, tanto peor si con este procedimiento se trata de otor-
gar una calificacidn definitiva de su aprovechamiento vy de su
saber. El hecho de llegar a la solucifén de un problema, o de va
rios, en periodo casi siempre escaso de tiempo puede ser un ex
pediente vdlido para calificar de bueno a un alumno; pero quizd

no sea motivo suficiente para descalificar al que no lo haya lo
grado.
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Un buen problema es aquel que supone para el alumno ,
més que un quehacer impuesto, un desaffo a su capacidad de ini-
ciativa. Su resolucién requerird muchas veces mds tiempo que el
de una sesidn de clase. Debe incitarle a un trabajo personal -sin
desdefiar el interds del trabajo en grupo para contrastar opinio
nes y discutir diferentes puntos de vista-; deberd asimismo pro
vocar la necesidad de consultar otros textos, que vara eso estén
y no sblo para estudiarlos memoristicamente. Obtenida la solu-
cién del problema, serd muy educativo una revisién de los cami-
nos intentados antes de haber llegado al proceso correcto, ana-
lizando el porqué de los errores cometidos, de los pequefios fra
casos. Siempre habrd que exigir de los alumnos una presentacidn
cuidadosa y una buena redaccidn del proceso y del razonamiento
seguidos. Si el problema lo permite, como una modesta iniciacién
a la investigacién, el profesor podrd invitarles a la bisqueda
de las posibles generalizaciones, asi como a la comprobacién de
la validez de los resultados a casos mds particulares, los cua-
les, por su mayor sencillez, tal vez hayan podido sugerirles la
solucién més general. También puede ser interesante estudiar ana
logfas con otros problemas estudiados anteriormente o investigar
otros nuevos relacionados con 81, asi como, en su caso, el plan
teamiento y resolucidén del (o de los) problema reciproco. Y, so
bre todo, si el problema ha sido propuesto con una intencidn pre
concebida, y no s6lo como pasatiempo mds o menos bonito, estable

-cer el objetivo fundamental perseguido, esto es, extraer las es

tructuras y propiedades matemiticas subyacentes en la situacidén

planteada.

Cuando se practica una enseflanza participativa de los
alumnos jcudntas veces quedaremos sorprendidos por las cuestio-
nes que pueden plantearnos! Y suele ser mejor medio para cono-
cer a los alumnos atender a las preguntas esponténeas que libre
mente puedan formularnos que exigir de ellos respuestas rigidas
a las hechas por nosotros, aunque, en ocasiones, esta didéctica
pueda colocarnos en verdaderos aprietos. Tal es el caso siguien
te. En una leccién se habfa visto que los lados del decégono,

i
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del pentdgono y del exdgono regulares, inscritos en el mismo

circulo, son los lados de un tri&ngulo rectingulo. El profesor
se quedd sorprendido y perplejo, sin saber qué contestar, cuan
do una alumna avispada le preguntd: ¢hay alguna otra terna de po
ligonos regulares que posean la misma propiedad? No se percatd
eén ese momento que también la tienen el exdgono, el cuadrado y
el triéngﬁlo. Pero, chay otras? Problema ciertamente diffcil ,

que, al parecer, estd resuelto; no existen otras.

Estas reflexiones en torno al papel de los problemas
me han sido sugeridas, mis bien recordadas, a prop8sito de un
problema propuesto en el concurso celebrado por nuestra Socie-
dad, en el pasado mes de junio, entre alumnos del primer curso
de bachillerato, previamente calificados en sus respectivos cen
tros con la nota de sobresaliente en matemdticas. Problema que
sdlo fue resuelto completo por nueve alumnos de los ochenta v
dos presentados, y, sin embargo, alguno de los miembros de la
comisién de profesores encargada de la seleccidn de los ejerci-
cios habia opinado que deberfa desecharse por estimarlo demasia-
do facil. ¢Cuéndo podemos decidir a priori sobre la facilidad o

dificultad de un problema?

El enunciado del problema en cuestién venfa a ser el si
guiente: "En la cuadricula dibujada, que puede prolongarse cuan
to se quiera, se designa habitualmente cada uno de sus vartices
por sus dos coordenadas (abscisa y ordenada). Asf, por ejemplo,
el punto P(6,7). Pero también es posible, siguiendo el proceso
indicado en la figura, determinar cada vértice por un dnico nd-
mero. ¢(Podrias decir qué nfimero corresponders al punto senalado
P(6,7)? ¢A un vértice de la cuadricula de coordenadas cualesquie

ra (a,b)?
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v(6,7)
21
20—y
Wl—351—=3
9 .

11 18 24 31

TR T s
2

3 I I ¥ B -3 3 It
0

15 6 14 15 27 28

Obviamente el "problema" est§ ya resuelto; basta conti
nuar el camino indicado en la figura hasta alcanzar el punto de
seado. Pero &sto puede ser demasiado largo, y ain irrealizable,
si el punto en cuestidn esti muy alejado del origen. Se hace,
pues, necesario pensar, esto es, observar las caracterfsticas
del proceso. En primer lugar, se ve que los vértices de la cua-
dricula se ordenan siguiendo las diagonales de ésta; que las dia
gonales de orden impar son "ascendentes", en tanto que las de ar
den par son "descendentes"; que cada diagonal recoge los vérti-
ces de la cuadricula cuya suma de coordenadas es igual al ndmero
de su orden; y, finalmente, que cada diagonal contiene un n@mero
de vértices igual al de su orden m&s una unidad. Tenemos, por tan
to, un primer resultado: el punto P(6,7) pertenece a la diago-

nal dj3, que es ascendente; el primer punto de esta diagonal es
por ello el punto (13,0), sobre el eje X. Y, méds general, un vér
tice cualquiera de la cuadrfcula de coordenadas (a,b), si a+b =
k, perteneceri a la diagonal dyg, y &sta seri ascendente o descen
dente, si k es impar o si k es par, respectivamente; en el pri-
mer caso, el primer punto de dyx es (k,0), y (0,k) en el segundo.

Sigamos observando. Vamos a fijarnos, como caso particu
lar, en los nfimeros n que designan a los primeros puntos de cada
diagonal. Son respectivamente:

————.
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1, 1+2=3, 1+2+3=6, 1+2+3+4 =10,...

Por tanto, al vértice (13,0), primero de la diagonal

d13, le corresponde el némero

1+2+3+...+13

_ 13 x14 _
" =91

Se obtiene asi el segundo resultado: para llegar des-

de el anterior al nfimero que corresponde al punto (6,7), tendre
mos que "subir" todavfa siete unidades m&s, la ordenada. Por tan

to,

P(6,7) —> 13—%15-+ 7 = og

Y, por Gltimo, el resultado general: al punto (a,b),

sSi a+b = k, le corresponde uno de los dos n@meros n dados por

las férmulas:

n = Ei%;il + b, si k es impar
n = 51%;&1 + a, si k es par

Resuelto ya el problema propuesto ha llegado el momento
de preguntarse -lo que los alumnos siempre hacen-, &sto iparaque
Sirve? Bien, lo que hemos realizado ha sido construir una bivec
cidn entre los conjuntos NxN y N, lo que demuestra, en gene-
ral, que si un conjunto C es numerable, también lo es el conjun-~
to C xC. Ahora bien, el conjunto 2 de los ntimeros enteros es nu
merable, también lo es 7 x Z, y por tanto Q, conjunto de los ndme-

ros racionales, es numerable: Hay tantos nfmeros racionales como

nfimeros naturales.
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Finalmente, para los alumnos que lo deseen, fuera de
las horas de clase, se les puede invitar a que estudien los si

guientes problemas inducidos:

a) Resolver el problema inverso (diofdntico), esto es,
encontrar en la biyeccién construida ©® — N « N,
las coordenadas (x,y) que son la imagen de un nﬁmg

ro dado cualquiera n.

b) Buscar procesos andlogos que realicen otra biyec-
cién N x N — N: por ejemplo, considerando reco-
rridas las diagonales en el mismo sentido -lo que
unifica la solucidén-, por cuadrados, ...

C) Generalizar el problema a tres dimensiones, o sea,

construir una biyeccién N x #1 x N — .

Como bibliograffa para este Gltimo, algo mds laborio-
SO0, se les puede sefialar el Andlisis Algebrdico de Rey Pastor
en el capitulo dedicado al estudio de los nmeros triangulares,
cuadrangulares, ..., trabajo que supondri una iniciacidn en el

estudio de las progresiones aritméticas de orden superior.
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SOBRE LA RESOLUCION DE TRIANGULOS

Por José Francisco Carballido Quesada
Escuela de Ingenierfa Técnica Industrial (Madrid)

INTRODUCCION

El objeto del siguiente trabajo es el de proporcio-
nar algunas sugerencias al profesor que, después de haber expli
cado la resolucién de tridngulos vy haber realizado los clésicos
problemas, no quede satisfecho y siga pensando en la descone-
x16n que hay entre lo que se dice en el aula v la vida real. Io
ideal serfa "sacar de la clase" los conocimientos allf aprendi
dos y mostrar a los alumnos, o mejor que ellos mismos descubrie
ran, cémo esos conocimientos son aplicables a situaciones rea-
les. Se trata en definitiva de que el alumno transforme el co-

nocimiento en herramienta y que la utilice.

El modo que propongo, en este tema concreto, es el de
la realizacién de unas précticas en un marco necesariamente dis
tinto al del aula.

MATERIAL

Necesitaremos: gonibmetro, regla milimetrada, trans
portador de &ngulos, un trozo de cuerda de longitud conocida vy
unas tablas trigonométricas o una calculadora con funciones tri
gonométricas.

Como se ve, el aparato més diffcil de conseguir esel
gonidmetro o medidor de &ngulos; diré que sirve en sulugar una
brGjula-goniémetro de las que pueden medir con una precisién de
un grado; hoy en dia hay algunas excelentes de fabricacién ale
mana que disponen de un pequefio prisma &ptico, pero por su pre
cio algo elevado (unas 10.000 pots.) veremos cémo construir no-—
sotros mismos un gonibmetro.
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Tomemos un transportador de &dngulos, a ser vosible
circular y que tenga la escala en los dos sentidos; uno de 15
cm de difdmetro lleva divisiones de medio grado. A continuacidn
tomamos un circulo de madera contrachapada o de cartén fuerte
que tenga un di&metro 1 cm menor que el del transportador, le
pegamos un papel blanco y sobre é&ste pegaremos el transporta-
dor, el cual sobresaldrd por los bordes. Colocamos el circulo
asi obtenido, sobre un tablero de madera contrachapada ode car
tén fuerte, encima del cual habremos pegado previamente un pa-
pel blanco. Hacemos un taladro por el centro del transportador
a las dos maderas v las fijamos con un tornillo cilindrico,aral
delas y tuerca sin apretar demasiado para que pueda girar nues

tro circulo, aunque lo haga con dificultad.

Trazaremos la linea recta que definen los 0° v los
180° del transportador sobre el circulo v la continuamos sobre
el tablero. Esta linea constituird nuestro origen de medida.

A continuacién construiremos dos alzas y dos puntos
de mira. Un sistema sencillo es el siguiente: Tomamos dos pe~
quefios rect@ngulos de madera contrachapada, de unos 3 x2 cm son
suficientes, y con un serrucho les hacemos un corte de 1 cm de
profundidad por el punto medio de una de las bases mavores, cul
dando que quede perpendicular a &sta. Habremos construido asf
las alzas y ahora las pegaremos, por el canto opuesto al corte
y perpendicularmente a la linea antes dibujada, una en el table
o y otra en el interior del circulo lo mids cerca posible del
borde donde estén los 180°, y cuidando de que el corte quede en

cima de la linea antes dibujada.

Sobre otros dos rectéingulos de madera de 3x1 cm cla
varemos un alfiler o un clavo fino en uno de los cantos de la
base mayor y por el centro de &sta, cuidando que gquede peroen-
dicular, asf tendremos los puntos de mira, v los pegaremos por
el canto opuesto al alfiler, lo mismo que las alzas, en lugares
simétricos a &stas respecto del centro del circulo, cuidando de

que el clavo sea perpendicular a la lfnea.
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Con este gonifmetro mediremos el &ngulo gue forman
las direcciones desde donde nos encontramos a dos puntos, vpa
ra ello procederemos de la siguiente forma: Colocamos elgonié
metro en un sitio con buena base horizontal, dirigimos una vi-
sual por el alza y el punto de mira del tablero a uno de lospun
tos, y luego girando el cfrculo, sin mover el tablero, dirigi-
mos una visual por el alza y el punto de mira del circulo al
otro punto. El valor del &ngulo serd el del transportador que
esté encima de la linea del tablero donde antes estaba 0°.

PRACTICAS

Una vez que tenemos todo el material, propondria las

siguientes précticas:

12, Medicibn de la distancia desde el sitio donde nos

encontramos A hasta otro alejado de €1 y visible B

Solucibén: Con la cuerda fijaremos un nuevo pun-

to C, no situado en la recta AB, mediremos con el gonibémetro

i b | i
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los &ngulos BAC y BCA, el valor de AC lo conocemos, v mediante
el teorema del seno calculamos AB
B

AB AC
sen BCA sen (180 - (BAC+BCA))

A C

a - .
2%, Medicidn de la distancia entre dos puntos B v C

alejados entre sf, pero visibles, y alejados del punto A donde
nos encontramos,

Solucién: Con ayuda de la cuerda fijamos otro
punto cercano D, no situado ni en la recta AB ni en la AC, sien
do pues conocida la distancia AD. Medimos los &ngulos CAD yADE
lo que nos permite calcular AC, puesto que ACD =180 - (CAD+ADC).

AC AD
B sen ADC sen ACD

Después medimos los &ngulos BAD y
BDA, con lo que hallamos AB,nuesto

que :

AB AD
sen BDA sen ABD

Calculamos ahora BAC = BAD - CAD, v conociendo AB
y AC tenemos,gracias al teorema del coseno:

2
BC™ = AB2+AC2 = 2 «AB < AC * cos BAC
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32, Localizacidén en el plano del lugar donde nos en-

contramos, conociendo dos puntos visibles y estando todos si-

tuados aproximadamente a la misma altura.

Solucién: Realmente es una forma distinta de en

focar la préctica 28,

Supongamos gue nos encontramos en un terreno del
que tenemos un plano y reconocemos sobre el terreno v sobre el
plano dos puntos B v C, y queremos situar en el olano el punto
A donde nos encontramos, estando A, B y C situados aproximada-

mente a la misma altura.

C Nuestras incbgnitas en este casose
ri&n los &ngulos ABC y BCA, ya que
trazando en el plano unas rectas
que pasen por B v C y formen con
la recta BC los &ngulos antedichos,
tal como indica la figura, su pun-
to de corte serd el A donde nos en

A D contramos.

Nos trasladamos, como en la préctica anterior, a
otro punto D cuya distancia AD es conocida y que no esté situa

do en las rectas AB y AC.

Medimos CAD y ADC con los que podemos obtener AC,

como ya sabemos.

Después medimos BAD y BDA lo gque nos permite ha-

llar AB. Asi pues

ABC = 180 - (BCA+BAC)

Sistema del gque obtenemos ABC y BCA
sen ABC sen BCA

AC AB

42, Levantamiento del plano de una parcela poligonal

El profesor mostrard a los alumnos el contorno de
una parcela poligonal de la cual deberin medir los lados y los
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dngulos, y con todo ello levantar un prlano a una escala deter-

minada que previamente les habr§ sido fijada.

Queda a la libre eleccibn del profesor la compli
cacién de la parcela en cuanto al nfimero v longitud de sus la-
dos dependiendo del tiempmo disvonible, lugar de realizacidn,nG

mero de alumnos, etc.

52, Medicibn de la distancia desde el punto A donde

nos_encontramos hasta otro F no visible desde A, bien porque es—

té& alejado de 81, bien porque haya un obsticulc entre ambos.

Solucidn: Tomaremos el siguiente ejemplo:

C

B

Desde A trazamos con la ayuda de la cuerda el la
do AB; tomamos otro punto visible C y formamos el primer tri&n
gulo ABC, del que medimos los &ngulos interiores con lo que ha-
llaremos BC,gracias al teorema del seno. Tomamos otro nuevo pun
to D y medimos los &ngulos interiores del tridngulo BCD. Como
conocemos BC, podemos calcular BD v formamos el tridngulo ABD
del que sabemos el &ngulo ABD v los dos lados AB y BD, aplican
do el teorema del coseno hallamos AD. Asi tomarfamos otro nue-
Vo punto E que nos formaria dos nuevos trifngulos CDE y EDF de
los que medirfamos sus &ngulos interiores v calculariamos DF.

Por Gltimo consideramos el trifngulo ADF del que
conocemos los lados AD y DF y el &dngulo ADF de los que obten-

driamos AF, gracias al teorema del coseno.
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ORGANIZACION

Existen multitud de formas distintas de organizar es
tas pricticas y es dificil dar un modelo que se adapnte nerfec-
tamente a todas las distintas situaciones. Hecha esta salvedad

voy a describir un posible modelo organizativo.

Para las Fres primeras practicas se insta a los alum
nos que bajo su criterio formen grupos de 3 & 4. Cada uno de es
tos grupos deberd disponer del material descrito anteriormente
y el profesor les asignard un lugar donde realizar la préctica
(o prdcticas) en el cual abrir&n un sobre que contiene el enun
ciado; a continuacién cada gruoo deberd hallar la solucidn del
problema, tomar las medidas, efectuar los calculos v reflejar-
lo en una pequefia memoria que entregardn al finalizar al orofe
sor. Las medidas deberdn ser tomadas por todos los miembros del
grupo y efectuar los cdlculos con la media de ellas. Mientras
tanto, el profesor ird visitando a los diversos grupos tomando
notas sobre lo que observe y resolviendo pequedas dificultades

que puedan surgir.

Cada profesor discernird sobre la conveniencia o no

de que los alumnos lleven libros y apuntes.

Las précticas 49 y 52 aunque pueden ser realizadas
también mediante este esquema, permiten otro tipo de organiza-
cién distinta: Con los mismos grupos anteriores se trata aho-
ra de realizar la prictica entre toda la clase, debiendo cada
grupo ejecutar una parte. Tomemos por ejemplo la 53, el profe-
sor distribuird a los grupos por las estaciones A, B, C, D,...
y después con los datos de todos se deber4 llegar al resultado
final.

EVALUACION

Existen dos formas claramente diferenciadas de conce
bir estas prdcticas; bien utiliz&ndolas solamente por su valor
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intrinseco, ésto es, dejando que los alumnos tomen conciencia

de las posibilidades que tienen en las Matemdticas como herra-
mienta, o bien como un sistema distinto de hacer un examen, pa
ra lo cual seria m&s conveniente que las realizaran individual

mente.

Yo sugeriria algo a medio camino entre ambos extre-
mos. Pienso que es fundamental su aspecto pedagSgico, mero con-
sidero también importante obtener de ellas una nota que nos ser
vird como un indicativo mds y a los alumnos les espolea para rea

lizar la préictica lo mejor posible.

A la hora de poner la nota a los alumnos de ungrupo,
el profesor, con la memoria delante, puede dirigir a cada uno
algunas preguntas cortas que enseguida le delatardn el gradode
participacibén, trabajo y aprovechamiento que ha tenido. Si bien
yo incluso recomendaria que s6lo se contabilizaran los resulta-
dos positivos, pues me parece importante que hava un ambiente
distendido, aunque serio, y no desperdiciar la oportunidad de
que muchos alumnos pasen un rato, que me atreveria a calificar
de agradable, con las Matemdticas, ademis de contribuir indi-
rectamente a que dominen mejor los casos de resolucién de tridn

gulos y la trigonometria en general.

De todas formas, éstas son recomendaciones que a mi
en la préctica me han resultado las mejores lo cual no quiere
decir que necesariamente lo sean para todos; de todas formas
eso es lo de menos porque si estamos de acuerdo en el fondo,
poco importa que la forma la establezca cada profesor adaptén—
dose al grupo y a la situacibén que tiene delante.
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LA INFORMATICA EN LA ENSEMANZA MEDIA

En los momentos presentes se habla, se comenta, sedis
cute la importancia de la Inform&tica en las Ensenanzas Medias,
ya sea como objeto de estudio, ya sea como auxiliar, o simple-
mente como motivo de debate. En la primavera de 1981, bastante
adelantados a la actual proliferacidn did&ctica, tuvo lugar una
"mesa redonda", organizada por el ICE de la U. Politécnica, de
Madrid, con el fin de puntualizar esta situacidén. Como resumen
de lo tratado en dicho simposio, los profesores R. Aguado-lufioz,
J. Ferndndez Biarge y J.R. Pascual Ibarra, elaboraron el siguien
te informe, que, debidamente autorizados, nos complacemos en re

producir.

1. INTRODUCCION

El desarrollo de la Informética en la sociedad actual
y su creciente influencia en todas las ramas de la actividad hu
mana hace necesaria la introduccién de ensefianzas de informdti
ca en el bachillerato, con objeto de preparar al alumno para el
profundo cambio operado por la informdtica dentro de la socie-
dad.

Numerosos paises han incluido temas de informdtica en
los estudios generales y en nuestro pafls existen experiencias
concretas de ensefianza de informdtica en el bachillerato. Es ne
cesario,por tanto, preparar la introduccién de las ensefanzas de
informdtica en el bachillerato estudiando los resultados de las
experiencias ya realizadas, los objetivos que se pretenden con
la introduccidén de estos nuevos contenidos y los medios humanos

7y materiales de que disponemos.
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El objetivo de este documento es presentar una sinte-
sis de las ponencias presentadas en el Seminario de Profesores
de Matem&ticas de Bachillerato que con el titulo "La Informdti-
ca en el Bachillerato" se celebr6 en Madrid los dias 11, 12 vy
13 de mayo de 1981.

En el documento se exponen los objetivos de las ense-
nanzas de informdtica en el bachillerato, las posibilidades de
implantacién dentro del actual esquema de B.U.P. y algunasorien

taciones metodoldgicas.

2. OBJETIVOS

La introduccidn de la informdtica en las ensefianzas
del bachillerato debe tender a la consecucién de los siguientes

objetivos:

2.1. Conocer el vocabulario y los conceptos de cardcter in-
formético de uso habitual en la vida moderna, tales como proce-

so de datos, cinta magnética, etc.

Es obvio que este objetivo elemental debe estar presen
te debido al papel relevante del tratamiento de la informacidn
en la sociedad actual. Pero el propio desarrollo de la informi-
tica ha supuesto un cambio tan radical en la concepcidn y modo
de trabajo de précticamente todas las actividades humanas que se
hace necesario renovar la ensefianza en todas las disciplinas. En
este sentido se presentan otros objetivos mds importantes, como

son los siguientes:

2.2,
versos procesos empleados para la resolucifn de problemas yasea

Capacitar al alumno para expresar con claridad los di-

por medio de algoritmos u otros recursos de lenguajes.

El término "problema"no se refiere s6lo a los de tipo

matemdtico y ni siquiera exclusivamente a los de tipo cientIfi-
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Co, sino a problemas de cualquier caricter y mis préximos a las
realidades humanas. Este objetivo es claramente imprescindible,
si, como es normal hoy dfa, el trabajo para la resolucién efec
tiva de los problemas se va a encomendar a una méquina.

2.3. Capacitar al alumno para el manejo de una informacidn
de caricter complejo como la suministrada por la realidad.

Esta capacitacién presenta dos aspectos. En primer lu-
gar, la jerarquizacién de la informacién compleja que se consi-
gue ordendndola y clasific&ndola con vistas a hacer nosible su
manipulacién eficiente. En segundo lugar, la obtencién de uni-

dades de informacién de estructura mis compleja.

2.4.

lenguaje que requiere la comunicacién con las méquinas informé-

Preparar al alumno para el uso de las nuevas formas de

ticas.

Estos lenguajes tienen unas exigencias muy distintas
de los habituales lenguajes hablado y escrito, v por ello es ne

cesario acostumbrar al alumno a este nuevo tipo de comunicacién.

2.5.

distintos procesos de resolucién de un problema en funcién de

Preparar al alumno para discernir la eficacia de los

su economfa y de los medios materiales que requieren.

Es importante que el alumno aprenda a relacionar los
distintos métodos de resolucién de un problema con los medios
de cdlculo de gque dispone, con la economfa de tiempo v con la

exactitud en los resultados.

3. IMPLANTACION DE LOS ESTUDIOS DE INFORMATICA EN EL BACHTILLERATO

Para la consecucién de los objetivos sefialados se pre-
sentan las opciones que exponemos a continuacién Y que no se
excluyen entre sf:
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- Orientar la ensefianza de cada una de las materias del
Bachillerato con un nuevo espiritu que tenga en cuen
ta la importancia del tratamiento de la informacidn.
Para ello es preciso que los profesores sean conoce-
dores de la transformacifn que ha supuesto la presen

cia de la informdtica en su propia asignatura.

- Establecer la informdtica como una disciplina nueva,

aparte de las demés.

- Introducir temas especificos de informé&tica en los
cursos de matemdticas o incluso de fisica, atendien
do a una cierta afinidad con estas dos disciplinas.

- Por Gltimo, como solucidén mds inmediata y prudente,
implantar la informdtica como asignatura optativa den

tro del grupo de las E.A.T.P.

De las cuatro opciones, la primera deberia subsistir
alin en el caso de que se establecieran las otras. Sin embargo,
por el momento sus posibilidades son muy limitadas porque requie—
ren planes especificos de formacibén del profesorado, pero no de

be dejar de seflalarse como una tendencia para el futuro préximo.

En cuanto a la filtima opcidn conviene seflalar que sdlo
puede llevarse a cabo en centros que cuenten con el profesorado

y los medios adecuados.

4. ORIENTACION METODOLOGICA

La metodologia a emplear en la introduccibén de las en-
sefianzas de inform&tica en el bachillerato debe tener en cuenta

la edad y los conocimientos del alumno.

Como se ha dicho antes, el mejor enfoque de las ensefian
zas de informética serfa el multidisciplinar, lo que permitiria
ofrecer al alumno una visibn mds completa de la influencia del

tratamiento de la informacién en cada uno de esos campos.

\ -
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La comunicacién hombre-mdquina exige un lenguaje mucho
més preciso que los lenguajes hablado o escrito, y requiere ade
mis un esquema previo en el gue se expresa con claridad el pro-
ceso que ha de seguir la mdquina en la resolucién de problemas.
Esto obliga al alumno a realizar un considerable esfuerzo porlo
que serd necesario partir de ejemplos muy sencillos y aumentar
gradualmente la dificultad.

Por otra parte, la introduccién de ensefanzas de infor
mdtica en este nivel permite ofrecer al alumno ejemplos de pro-
blemas con datos méds reales, acercando mds a la realidad algu-

nas disciplinas gue tradicionalmente se han presentado de unmo-

.do excesivamente simplificado para evitar la complejidad de los

cdlculos. El manejo de datos reales obliga a un especial cuida-
do en la seleccién, clasificacién y jerarquizacién de los mis-
mos, a diferencia de lo que ocurre con los problemas tradiciona
les en los que se dan finicamente los datos necesarios y en los
que el mismo enunciado establece todas las simplificaciones que

permitan resolverlo sin excesivos cdlculos.

Por Gltimo, se considera conveniente proporcionar al

alumno suficiente nGmero de ejemplos concretos tomados de apli-
caciones reales de la informdtica en los mds variados campos. Es
to contribuye, por una parte, a dar a conocer la influencia dela
informdtica en esos campos y, por otra,a habituar al alumno alos
métodos de trabajo que se emplean al resolver problemas con avu
da de la informitica, tales como consideraciones sobre los me-
dios disponibles, la relativa economfia de distintos métodos de

resolucidn, etc.

5. CONCLUSIONES

En vista de la importancia alcanzada por el tratamien-
to de la informacidén en la sociedad actual, se considera oportu

no incluir en el bachillerato ensefianzas de informética.
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La introduccién de estas enseflanzas de informdtica, con
venientemente enfocadas, significarfia un cambio considerable en
el modo de enseflanza tradicional de todas las demds materias que
constituyen el bachillerato. Esta tarea naturalmente requiere
unas acciones en el campo de la formacién del profesorado que
conlleva una implantacién gradual en los centros comenzando con
aquellos que poseen el profesorado y los medios adecuados.

Es necesario por tanto fomentar las experiencias que se
estén llevando a cabo en distintos centros, dando a conocer:a otros

profesores interesados los resultados de las mismas.
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- 3. PEQUEGRNAS IDEAS -

"Pequefias Ideas" es una experiencia de los ICEs de
las Universidades Auténomas y Politécnica cuyo objetivo era la
recogida y difusidn de contribuciones con experiencias de cla
se, nuevos enfoques de temas conocidos, demostraciones intere
santes, problemas especialmente adecuados, etc., etc., que cons
tituyen una parte importante de nuestro bagaje profesional y

que muy raras veces se comparten.

A pesar de la modestia de nuestros medios, "Pequefias
Ideas" estaba teniendo una estimulante acogida entre el profe
sorado. Por ello nos sentimos muy satisfechos de saludar la apa
ricidén del Boletfn que a partir de ahora incorpora a "Pequefas

Ideas" como nueva seccién.

Asi pues volvemos a animar a nuestros colegas a en-

viarnos sus colaboraciones que desde este momento podrin con-

tar con un marco mucho mis adecuado.

J. Colera M. Pacios

I.C.E. de la U. Auténoma I.C.E. de la U. Politécnica
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Aplicaciones de la geometrfa a la obtencién de relaciones arit-

méticas

Entre las "pequefias ideas" que hemos recibido seleccio
namos para este nlmero del Boletin wvarias que tienen algo en co
mn: utilizar la intuicibn geométrica para obtener relaciones

algebréicas.

Comenzaremos por dos métodos para la resolucién de ecua
ciones. El primero de elles es vdlido para resolver ecuaciones
del tipo x2 +px= g con py gq positivos, mientras que el segun-
do resuelye x2 =px+q con py g positivos y x > p. Ambos méto-
dos se deben al matemdtico drabe Al-Juwarizmi (S. IX).

I. Encontrar una de las soluciones de la ecuacibn

x2+10x = 39.

Construimos un cuadrado cuyo lado, x, seri la solu-

cibn de la ecuacibn

X

Afiadimos en cada vértice un cuadrado de lado 10/4

(Coeficiente de la x dividido por 4)

A2 BEE

& HG:E
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X El nuevo cuadrado tendr& un &rea: x2 +4(10/4 x)
+ 4(10/4)" = x+10x+ 25 = 39 +25 = 64, (donde se ha tenido en
cuenta que, por la ecuacibn, es x2 +10 x= 39).

(10/4) -x
rd
2 [ B
S % | %
s B
(10/4) *x

Puesto que el &rea es 64, el lado del cuadrado es

8, es decir, 10/4 +x 10/4 = 8; | x = 3

10
4
D
x 8
l[
10
4

Ios datos han sido tomados de:
— Historia de la Matemética, Rey Pastor y José Babini, Espasa Calpe.

— Historia de la Ciencia Arabe. Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicasy
Naturales, Madrid (1981).

Grupo Azarquiel de Matemiticas de Madrid (GAMA).
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II. Encontrar una solucién de x“ =6 x+ 16.

Construimos un cuadrado de lado x.

- = X — - -

0
]

|

|
X
!
1

|

\Z




~76-

Sobre un lado llevamos el coeficiente de la x y
construimos un cuadrado de lado la mitad del coeficiente

3
E

D

Ahora trazamos el cuadrado de lado x-3 y vemos que
se forman dos rectdngulos de lado menor x-6 y lado mayor 3 como
se ve en la figura.

Ry Ry | %6

e (s, Ia

X6

— X—
Por tanto, el &rea del cuadrado de lado X-3 esigual
a la suma de las 4reas del cuadrado C y los rectédngulos Ry ¥ R,.
El recténgulo R2 es iqual al Ry, luego:

(x-3)2 = 32

+ x(x-6)
Como la ecuacibn x2 -6 X es igual a 16, nos queda:

(x-3)% = 9 +16; (x-3)2 = 25

de donde x-3 =5, y

v

Esta nota ha sido obtenida de:

- Histoire des Mathématiques pour les Colleges, Marie-Iouise Hooguenghem et.
al. Edit. CEDIC, 1980.

Enrique RUBIALES CAMINO.
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En los siguientes ejemplos se utilizan cuadriculas pa
ra visualizar propiedades algebriicas: 1la suma de los cuadra-
dos de los n primeros nfimeros naturales; la suma de los n prime
ros nlmeros impares y la suma de los n primeros nfimeros pares.
Los tres ejemplos ilustran el método de induccidén.

III. ESrmula de la suma de los cuadrados de los n pri-

meros nmeros naturales.

Tomamos una unidad de dibujo |-] y representa-
mos x° por el drea de un cuadrado de lado x. El 4rea de cada cua
drado la descompondremos en la suma de las &reas de 2onas simé-
tricas respecto de la diagonal.

I\.L\'L .ZF\:v
] SIS h A
2 2 2 _ 2 _
1 27 = 1+142-1 37 = 1+1+142(1+2) 47 = 1+1+1+1+2 (142+3)

Veamos que verificidndose esta férmula para n,
también se verifica para n+l.

e

(n+1)% =n? + 2.1 n#1

58— R

«——n—
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Sustituyendo

5 +n sumandos-
n" =1+1+1+...+1+2(1+243+ ... +(n-1))

resulta

(N#1)2% = 1 #1 41 +... 1+2(14243+ ... (n=1)) +2-1-n+1 =

+n+1l sumandos+ '
=1+1+1+...+2+2(14+2+3+ ... +(n-1) +n)

como gqueriamos demostrar.

Por tanto, tendremos que sumar las siguientes

igualdades: (sumaremos por columnas)

12 =1

22 =1+1+2-1

32 = 141 +1+2(1+2)

42 =1+1+1+1+2(1+2+3)

n% = 141+1+...+1+2(1+243+ ... +(n-1))

Sumando y restando n2 resulta:

n

; xi = n+(n-1) +... +1 +2((n~1) +2(n=-2) +3(n=3)+...+ (n-1) (n-(n-1)))
L)

% X = l% cn+2(n(14243+ ... +(n-1)) - (12 +22+3% 4. . .+(n-1)%)

=79-
n 2 n
§ x2 =248 4 oman/2(n-1) - ) x2 + n?)
i 2 i
1 il
n 2 .
37 x% . é+n + nz(n—l) + 2n2
[ i
n 2
B x? = 1/3 2n” +3n“ +n
i
n
) xi =n3/3+n%/2+n/6
1
M. RICO.- I.B. Fortuny.
*hkkkk

IV. Suma de los n primeros nmeros impares.

Veamos cbémo se escribe un nfimero impar teniendo

en cuenta el lugar que ocupa en la sucesifbn de nGmeros impa-

res:
El 1°F nGmero impar = 1=2-0+1 ] -E& [+ ]* RN
. . .

El 28 nfimero impar = 3=2-1+1 B ]
L]
er g e Lo

El 3 nGmero impar = 5=2-2+1 1 3=2-141 52241  7=3.341

El 4% nfimero impar = 7 =3-2 +1

LR T

[T TR

El nmero impar gque

ocupa el lugar veinte = 2-19 +1

@

(TTITHHRLIITH

seen s
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Rayado horizontal
mente el nfmero im = 2(n~1)+1
par de lugar n

El nGmero impar que
ocupa el lugar n = 2(n-1) +1

Rayado verticalmen
te el nfmero impar
siguiente, o seael
de lugar n+l

= 2 n+l

El nGmero impar que
ocupa el lugar n+l = 2 n+l

Es fdcil ver fijédndonos en los grdficos que:

Sumando dos impares se forma un [:] + [:{:] =
cuadrado de lado dos.
+ 3

[

1

Sumando tres impares resulta un

ﬁ

cuadrado de lado tres.

mi

]

Sumando cuatro nlmeros impares +

resulta un cuadrado de ladocuatro.

1+3+5 + 7 = 4

Llamando orlaxr un cuadrado a pasar al cuadrado cuyo
lado es la unidad mayor, observamos que sumados un nfimero de nd

meros impares sumar el siguiente impar es "afiadir" una orla.

Admitimos que sumando "ene" n@meros impares resulta

un cuadrado de lado n.

~81-
77777 AR
4
| 1+34... + N B &
+ 2(n-1) +1] = B £
2 /
=n -]
= 2
n2 + 2 et = (n+l)2
\_V_/
impar de lugar
n+l

Demostramos que sumando n+l nGmeros impares resulta

un cuadrado de lado n+1.

Es fdcil ver en la figura que admitido que la suma
de n nlmeros impares es n2 se ha demostrado que la suma de n+l

nlnmeros impares es (n+l)2.

Queda demostrado por INDUCCION completa que

1+3+5+ ...+ [2(n-1) +1] = nZ

V. Suma de los n primeros nfimeros pares.

Expresamos los n@meros pares en funcidn del lugar
% que ocupan la sucesi6n de nimeros pares

El 1%% ntmero par = 2 = 2-1

0
=N
1

N
N

" El 22 nfimero par

El 3%F

]
=)

]
N

.
w

nmero par
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(1) En general, tendremos que demostrar que la suma de
El nfimero par de lugar n = 2-n n nlmeros pares es igual a un recténgulo de base n+l y altura n,
es decir:
El nlmero par de lugar n+l = 2(n+l)
2+4+...4+2n =n . (n+l) (1)
Dado un recténgulo, llamaremos rect&ngulo orlado al
que resulta de aumentar la base en una unidad y la altura en o Demostracidn por induccibn completa.

una unidad Supongamos que es cierto que la suma de n nfimeros

pares es un.recténgulo de base n+l y altura n

Veamos que:

2+4+6+...2n= n(n+l)
Si tenemos un recténgulo orlado cuya orla es un nfi-

mero par y lo orlamos de nuevo, la nueva orla es precisamente
el nlimero par siguiente.

P k— 5 — > u

€ n+l > B
Decimos que la 12 orla = Xx+y +1 es un nlmero par.
La 22 orla = (x+1) + (y+1) +1 = (x+y+1l) +2 es el nGmero par si- La orla es igual
guiente.
(n+l) + n+ 1 = 2n + 2 = 2(n+1)
XF1L i Luego el recténgulo
X ~
L ABCD =2 +4 + ... +2n + 2(n+l)

. es igual también a
Representacién grdfica de varios casos de sumas de nGmeros pa-

res: (n+1) - (n-2)
" Luego queda demostrado que si sumamos n nimeros
] E_l + ‘_LJ = | + | ’ - pares resulta
ne (n+l)
2 2 + 4 = 2-(2+1) 244 + 6 = 34 =
= 3-(3+1) M. Rico; I.N.B. Fortuny.
#3555
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- 4. VARIA -

- En Salamanca se han celebrado a finales de Septiembre las II
Jornadas de Did4ctica Matemitica patrocinadas por el Semina
rio Permanente de Matemiticas de aguella ciudad.

— Durante el mes de Septiembre ha tenido lugar en Madrid un
Congreso de Did&ctica, con diversas secciones, entre las que

destacd la de Matem&ticas.

- El Seminario de Historia de las Mateméticas, que dirige Ma-
riano Martin en la Fac. de Matemiticas de la U. Complutense
(Madrid-3) ha comenzado su actividad este VI curso con el
programa que se detalla:

Tema I : "LA MATEMATICA EN PLATON ¥ ARTSTOTELES". (Tres se
siones) . MARTANO MARTINEZ.

Tema II : "LOS LIBROS 'SOBRE CONOIDES Y ESFEROIDES' Y 'SOBRE
LAS ESPTRALES' DE ARQUIMEDES". (Tres sesiones).
FRANCISCO HERRERO.

Tema IIT "EL DESARROLLO DEL CONCEPTO DE ESPACIO DURANTE L.OS
SIGLOS XV ¥ XVI". (Tres sesiones). MARTAND MARTI-

NEZ.

.

Tema IV : "LA OBRA MATEMATICA DE FERMAT". (Dos sesiones) .
MARTO RODRIGUEZ .

Tema V : "IA "INTRODUCTIO IN ANALYSIN INFINITORUM' DE EULER".
(Tres sesiones) ., MARIANO MARTINEZ.

Tema VI t "LAEPOCLADEPLENITUDDEIAGE@ETRIAPROM‘I\MHA—
CIA MEDIADOS DEL SIGLO XIX". (Ires sesiones). GREGO-
RIO HERNANDEZ .

Tema VII : "ELDESARROIIODELAIGEBRADURANTEIASEEUNDAMIT@D
DEL STIGLO XIX". (Cuatro sesiones). IGNACIO LUENGO.

Tema VIII : "IA TEORTA DE LA DIMENSION DESDE CANTOR A MENGER Y
URYSHON". (Tres sesiones). JUAN TARRES

Tema IX H "IATEDRIADEALGE:BRASDEOPERADORES(VCNNE[MANN,
GELFAND) ™. (Tres sesiones). JUAN MARIA [OPEZ DE GA —
FEFNANDO BOMBAL.
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= La falta de publicaciones en espafiocl sobre did4ctica de las Ma
temdticas es patente. Ademis de la archiconocida publicacidn
francesa de la APMEP, los interesados pueden consultar en la
Biblioteca de Profesores de la Facultad de Matemitica de la
U. Complutense (Madrid 3), las siguientes (ninguna en catella

no, por desgracia):

- The Mathematical Gazette.

- Mathematics Magazine.

— The Mathematics Teacher.

- Zentralblatt fur Didaktik der Mathematik.
- Educational Studies in Mathematics.

- The American Math. Monthly.

El acceso a la Biblioteca es pfiblica y hay facilidades para

obtener fotocopias.

— Los profesionales de las Matem&ticas y la Fisica han recibido
este ano la reposicidén de Galileo, aunque con "cierto" retra-

S0, con la natural alegria.

- Todo profesor de Matem&ticas deberi tener presenta la frase
de Max Dehn (recudrdese el famoso teorema de Dehn sobre el c4l
culo de voldmenes de poliedros): "Las Matemiticas son la Gni-
ca disciplina que puede presentarse de forma totalmente adog-

mdtica" (Discurso en Frankfurt am Main, 1928).

- En la ensefianza de las matemiticas, en cualquiera de sus nive-
les se han perdido ingentes cantidades de informacién. El siguien
te ejercicio, propuesto a alumnos de 12 de BUP, no fue resuel-

to por ninguno entre mds de 80 chicos.

"Probar que si n y n+l son enteros consecutivos, son primos entre
si".

Por otra parte, la ensefilanza superior ha visto desaparecer ca-
pitulos enteros de andlisis "serio" en beneficio de otras for-
malizaciones. Pocos licenciados actuales serin capaces de su-
mar una serie como

e
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1,7 2n-1)!! 1
i ) ) ; Solucién: —
1 n! 5 V15

(Utilicese la férmula de Wallis...).

— Proponemos desde aquf la incorporacién a la ensefianza de las
Matemiticas elementales de més geometrfa vy de una iniciacién
a la astronomfa de posicidn. Es claro que la introduccién de
los microcomputadores deberj aliviar (¢o no?) el miedo a los
terribles c&lculos logaritmicos.

= El Servicio de Publicaciones del M.E.C., a instancia de nues-

tra Sociedad, se Propone reeditar la obra del profesor Puig
Adam, "La Matem&tica Y Su ensenanza actual".
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Supongamos, ahora, que ambos aumentan en 50 el nGmero
de votos. Tendré&n 1050 y 250 votos. Mantienen los mismos esca-
nos que antes pero los precios son, ahora, 105 y 125 votos, res
pectivamente. Es fdcil ver que lo mdximo que puede costarle un
escano al partide A es 110 votos, mientras que el partido B pue
de llegar a pagar casi 150 votos por sus escafios. Por tanto, es
més probable que al partido B le salga el escafno mis caro que
al partido A.

Conclusiones

1. El método Hondt se aproxima en lo posible a la vro
porcionalidad (en cada circunscripcién) .

2. Los escafios se reparten como si los nartidos puja
ran con sus votos para conseguir, a precio uniforme, el mavor
nlimero de escafos.

3. Es mds probable que a los partidos les cuesten los
escanos tanto mds caros cuanto mds pequefios son.

4, En cualquier caso, las matemdticas (incluidas las
belgas) son absolutamente inocentes.

w7 -

GEOMETRIA DEL TABLERO DE AJEDREZ

Por Joaquin G6mez Rey
Catedratico de Matematicas, I.B. de Tomelloso (Ciudad Real)

Para el rey, el camino mis corto entre dos puntos (ca-
sillas), no es sdlo la linea recta, sino que hay més. Estas dis
tintas posibilidades de caminar el rey son parte de la estrate

gia del ajedrecista.

EJERCICIO

Calcular el nfimero de caminos que nuede recorrer el

rey, para ir en 7 tiempos (movimientos), desde la casilla:

I) el hasta la e8

IT) £1 hasta la g8.

Solucién.- Como el recorrido se ha de efectuar en 7
tiempos, en cada uno de ellos el rey tiene a lo m&s 3 alterna-
tivas: De frente (f), en diagonal hacia el frente derecha (d),

o izquierda (i), respectivamente.

(I1)

» ///, '
'////////// //,/ //
/%/”/%9
////’// A
/// ///
W ///, ,/%

%

S % - BN B o o}
= N W s U o 9 @
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I) Como f+d+1i =7 y d=i, los casos posibles son: 4) £=0, d=4, i=3, que son
7t 7! _
; 7,0,0 7a \ pRO'4'3—pR(7)’1'6 = - =
1. £=7, d=1i =0, que son PRy =e———— =1 7 0! 4¢ 3! 0! 1! 6!
7L 7 )
, =35 -7 = 28
2. £=5, d=1i=1, que son PR?'l’l = 7t = 42
ST T T i
)
3,2,2 7! Total = 7 +105 +189 +28 = 329
3. £=3, d=1=2, gque son PR.,’ T Emee— =210
30 20 2!
En los casos 3. y 4., representando los movimientos
’ del rey sobre unos ejes coordenados en el plano, tomando como
: i a £+d+i, vy como ordenada la diferencia d -i, te
4. £=1, d=1=3, que son PR%.,3,3=7‘.=l40 abscisa la sum v Y
1! 3! 3! nemos
Y
Total = 1 +42 +210+140 = 393
»(0,6)
II) Similar al anterior, pero teniendo en cuenta que
ahora hay caminos que se salen del tablero.
y=3
Como f+d+i =7 y d=i+1, los casos vosibles
son: e me (7,1)
(0,0 — : X
]
1. £=6, d=1, i=0, que son pRs,l,0=._7_‘_;=7 '
- L
4,2,1 7! (rl Todos los caminos varten de (0,0) y llegan a (7,1),
2. £=4,d=2, 1i=1, que son PR7' 't = z =105 =3
41 20 1! y hay que excluir todos aquellos que corten a la recta y =3, cque
por el princinio de reflexifn es igual al nGmero de caminos que
3. £=2, d=3, 1i=2, que son It parten de (0,6) v llegan a (7,1).
2,3,2 _ 2,0,5 _ i _ .4 _
PR,7 ‘?R.7 = &=

2! 3! 2! 21 0! 5!

=210 -21 = 189
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REFLEXION EN TORNO A UN PROBLEMA DE CONCURSO

Por José R. Pascual Ibarra

Se reconoce undnimemente el papel preponderante que, en
una didéctica activa de la matemdtica, le corresponde al plan-
teo v resolucidn de problemas. Pero esta actividad, tal vez en
demasiadas ocasiones, se limita a proponer a los alumnos la re
solucién de algunos de los numerosos ejercicios -pocos auténti
cos problemas- contenidos en el libro de texto -seguramente ele
gido por este s6lo motivo-, despuds de explicada la leccidn co-
rrespondiente, creyendo asi de buena fe que el alumno afianza-
r8 sus conocimientos tedricos supuestamente adquiridos, y con
la pretensién de su adiestramiento en el manejo de férmulas o
en determinadas técnicas de cdlculo. jLa tradicional divisién
en clases tedricas y en clases prédcticas! Esta manera exclusi-
va de proceder puede ser contrarfia a la eficacia deseada en re
lacidn con un auténtico aprendizaje. Ocurre, en efecto, que el
hecho de obligar a los alumnos a la resolucién de un buen nfime
ro de ejercicios repetitivos y rutinarios puede ser motivo de
cansancio y aburrimiento, constituyendo por ello otro factor

mé&s del fracaso de nuestra ensenanza.

Recuerdo a este respecto el ingenuo lamento de una en
tusiasta profesora cuando, ante el poco éxito logrado por sus
alumnas en una de las pruebas de los desaparecidos ex&menes de
grado del antiguo bachillerato, me decfa: no puede usted darse
idea de fa cantidad de efercicios que hemos hecho durante Zodo
el cunso; de cémo han trabajado Las muchachas". Pero éste -el
que les salid en el examen-, éste no lo habfan estudiado, dver
dad?, le preguntéd. Este, no; 6ste no Lo habiamos visto, me re
puso. Las alumnas, evidentemente, no habian trabajado bien, no
habian adquirido la capacidad de saber, ésto es, la capacidad
de hacer, de reaccionar con acierto ante una situacién nueva,
quizi inesperada, objetivo esencial de la educaci6n matemdtica




~52-

~de la educacibn sin adjetivos-, y mds afin hoy en la sociedad

cambiante a ritmo acelerado en que nos ha tocado vivir.

No puede reducirse, por tanto, la labor del profesor a
explicar su leccidén tedrica, con claridad Yy precisidn por supues
to, y completarla con alglin ejercicio de tipo pr&ctico. Por el
contrario, tarea primordial suya, que ha de ocupar buena parte
de su tiempo (y no serfa malo gue la Administracién tomara con
ciencia de ello a la hora de fijar los horarios de trabajo), de
berfia ser la bisqueda de buenos y verdaderos problemas estimu-
lantes, de auténticas situaciones activas de aprendizaje, natu
ralmente adecuadas a las posibilidades reales de los alumnos.
Problemas y situaciones que, a manera de centros de interés,des
pierten en ellos la imaginacién creadora, potencien las facul-
tades de observacifn y percepcidn de la realidad concreta ="Ml
har y venr", como titula su libro el profesor Guzmén-, adquie-
ran el hdbito de la critica razonada -autocritica- para noder
reconocer y corregir los errores inevitables que implica el
aprendizaje, y, sobre todo, que les estimule a un trabajo es-
forzado y tenaz porque siempre "las ideas felices lleganal
final”. Trabajo que quizi sea duro, pero no penoso, compensado
ampliamente por la noble alegrfa proporcionada por el éxigo lo
grado, factor imprescindible para el afianzamiento de la pnerso
nalidad.

A esta actividad de creacibén en libertad se opone en
buena medida la nefasta costumbre de exigir de todos los alum-
nos -tan diversos- la resolucién de un cierto nfimero de ejerci
cios o problemas, por lo demis bien escogidos, en un tiempo 11
mitado, tanto peor si con este procedimiento se trata de otor-
gar una calificacidn definitiva de su aprovechamiento vy de su
saber. El hecho de llegar a la solucifén de un problema, o de va
rios, en periodo casi siempre escaso de tiempo puede ser un ex
pediente vdlido para calificar de bueno a un alumno; pero quizd

no sea motivo suficiente para descalificar al que no lo haya lo
grado.
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Un buen problema es aquel que supone para el alumno ,
més que un quehacer impuesto, un desaffo a su capacidad de ini-
ciativa. Su resolucién requerird muchas veces mds tiempo que el
de una sesidn de clase. Debe incitarle a un trabajo personal -sin
desdefiar el interds del trabajo en grupo para contrastar opinio
nes y discutir diferentes puntos de vista-; deberd asimismo pro
vocar la necesidad de consultar otros textos, que vara eso estén
y no sblo para estudiarlos memoristicamente. Obtenida la solu-
cién del problema, serd muy educativo una revisién de los cami-
nos intentados antes de haber llegado al proceso correcto, ana-
lizando el porqué de los errores cometidos, de los pequefios fra
casos. Siempre habrd que exigir de los alumnos una presentacidn
cuidadosa y una buena redaccidn del proceso y del razonamiento
seguidos. Si el problema lo permite, como una modesta iniciacién
a la investigacién, el profesor podrd invitarles a la bisqueda
de las posibles generalizaciones, asi como a la comprobacién de
la validez de los resultados a casos mds particulares, los cua-
les, por su mayor sencillez, tal vez hayan podido sugerirles la
solucién més general. También puede ser interesante estudiar ana
logfas con otros problemas estudiados anteriormente o investigar
otros nuevos relacionados con 81, asi como, en su caso, el plan
teamiento y resolucidén del (o de los) problema reciproco. Y, so
bre todo, si el problema ha sido propuesto con una intencidn pre
concebida, y no s6lo como pasatiempo mds o menos bonito, estable

-cer el objetivo fundamental perseguido, esto es, extraer las es

tructuras y propiedades matemiticas subyacentes en la situacidén

planteada.

Cuando se practica una enseflanza participativa de los
alumnos jcudntas veces quedaremos sorprendidos por las cuestio-
nes que pueden plantearnos! Y suele ser mejor medio para cono-
cer a los alumnos atender a las preguntas esponténeas que libre
mente puedan formularnos que exigir de ellos respuestas rigidas
a las hechas por nosotros, aunque, en ocasiones, esta didéctica
pueda colocarnos en verdaderos aprietos. Tal es el caso siguien
te. En una leccién se habfa visto que los lados del decégono,

i
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del pentdgono y del exdgono regulares, inscritos en el mismo

circulo, son los lados de un tri&ngulo rectingulo. El profesor
se quedd sorprendido y perplejo, sin saber qué contestar, cuan
do una alumna avispada le preguntd: ¢hay alguna otra terna de po
ligonos regulares que posean la misma propiedad? No se percatd
eén ese momento que también la tienen el exdgono, el cuadrado y
el triéngﬁlo. Pero, chay otras? Problema ciertamente diffcil ,

que, al parecer, estd resuelto; no existen otras.

Estas reflexiones en torno al papel de los problemas
me han sido sugeridas, mis bien recordadas, a prop8sito de un
problema propuesto en el concurso celebrado por nuestra Socie-
dad, en el pasado mes de junio, entre alumnos del primer curso
de bachillerato, previamente calificados en sus respectivos cen
tros con la nota de sobresaliente en matemdticas. Problema que
sdlo fue resuelto completo por nueve alumnos de los ochenta v
dos presentados, y, sin embargo, alguno de los miembros de la
comisién de profesores encargada de la seleccidn de los ejerci-
cios habia opinado que deberfa desecharse por estimarlo demasia-
do facil. ¢Cuéndo podemos decidir a priori sobre la facilidad o

dificultad de un problema?

El enunciado del problema en cuestién venfa a ser el si
guiente: "En la cuadricula dibujada, que puede prolongarse cuan
to se quiera, se designa habitualmente cada uno de sus vartices
por sus dos coordenadas (abscisa y ordenada). Asf, por ejemplo,
el punto P(6,7). Pero también es posible, siguiendo el proceso
indicado en la figura, determinar cada vértice por un dnico nd-
mero. ¢(Podrias decir qué nfimero corresponders al punto senalado
P(6,7)? ¢A un vértice de la cuadricula de coordenadas cualesquie

ra (a,b)?
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v(6,7)
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Obviamente el "problema" est§ ya resuelto; basta conti
nuar el camino indicado en la figura hasta alcanzar el punto de
seado. Pero &sto puede ser demasiado largo, y ain irrealizable,
si el punto en cuestidn esti muy alejado del origen. Se hace,
pues, necesario pensar, esto es, observar las caracterfsticas
del proceso. En primer lugar, se ve que los vértices de la cua-
dricula se ordenan siguiendo las diagonales de ésta; que las dia
gonales de orden impar son "ascendentes", en tanto que las de ar
den par son "descendentes"; que cada diagonal recoge los vérti-
ces de la cuadricula cuya suma de coordenadas es igual al ndmero
de su orden; y, finalmente, que cada diagonal contiene un n@mero
de vértices igual al de su orden m&s una unidad. Tenemos, por tan
to, un primer resultado: el punto P(6,7) pertenece a la diago-

nal dj3, que es ascendente; el primer punto de esta diagonal es
por ello el punto (13,0), sobre el eje X. Y, méds general, un vér
tice cualquiera de la cuadrfcula de coordenadas (a,b), si a+b =
k, perteneceri a la diagonal dyg, y &sta seri ascendente o descen
dente, si k es impar o si k es par, respectivamente; en el pri-
mer caso, el primer punto de dyx es (k,0), y (0,k) en el segundo.

Sigamos observando. Vamos a fijarnos, como caso particu
lar, en los nfimeros n que designan a los primeros puntos de cada
diagonal. Son respectivamente:

————.
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1, 1+2=3, 1+2+3=6, 1+2+3+4 =10,...

Por tanto, al vértice (13,0), primero de la diagonal

d13, le corresponde el némero

1+2+3+...+13

_ 13 x14 _
" =91

Se obtiene asi el segundo resultado: para llegar des-

de el anterior al nfimero que corresponde al punto (6,7), tendre
mos que "subir" todavfa siete unidades m&s, la ordenada. Por tan

to,

P(6,7) —> 13—%15-+ 7 = og

Y, por Gltimo, el resultado general: al punto (a,b),

sSi a+b = k, le corresponde uno de los dos n@meros n dados por

las férmulas:

n = Ei%;il + b, si k es impar
n = 51%;&1 + a, si k es par

Resuelto ya el problema propuesto ha llegado el momento
de preguntarse -lo que los alumnos siempre hacen-, &sto iparaque
Sirve? Bien, lo que hemos realizado ha sido construir una bivec
cidn entre los conjuntos NxN y N, lo que demuestra, en gene-
ral, que si un conjunto C es numerable, también lo es el conjun-~
to C xC. Ahora bien, el conjunto 2 de los ntimeros enteros es nu
merable, también lo es 7 x Z, y por tanto Q, conjunto de los ndme-

ros racionales, es numerable: Hay tantos nfmeros racionales como

nfimeros naturales.
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Finalmente, para los alumnos que lo deseen, fuera de
las horas de clase, se les puede invitar a que estudien los si

guientes problemas inducidos:

a) Resolver el problema inverso (diofdntico), esto es,
encontrar en la biyeccién construida ©® — N « N,
las coordenadas (x,y) que son la imagen de un nﬁmg

ro dado cualquiera n.

b) Buscar procesos andlogos que realicen otra biyec-
cién N x N — N: por ejemplo, considerando reco-
rridas las diagonales en el mismo sentido -lo que
unifica la solucidén-, por cuadrados, ...

C) Generalizar el problema a tres dimensiones, o sea,

construir una biyeccién N x #1 x N — .

Como bibliograffa para este Gltimo, algo mds laborio-
SO0, se les puede sefialar el Andlisis Algebrdico de Rey Pastor
en el capitulo dedicado al estudio de los nmeros triangulares,
cuadrangulares, ..., trabajo que supondri una iniciacidn en el

estudio de las progresiones aritméticas de orden superior.
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SOBRE LA RESOLUCION DE TRIANGULOS

Por José Francisco Carballido Quesada
Escuela de Ingenierfa Técnica Industrial (Madrid)

INTRODUCCION

El objeto del siguiente trabajo es el de proporcio-
nar algunas sugerencias al profesor que, después de haber expli
cado la resolucién de tridngulos vy haber realizado los clésicos
problemas, no quede satisfecho y siga pensando en la descone-
x16n que hay entre lo que se dice en el aula v la vida real. Io
ideal serfa "sacar de la clase" los conocimientos allf aprendi
dos y mostrar a los alumnos, o mejor que ellos mismos descubrie
ran, cémo esos conocimientos son aplicables a situaciones rea-
les. Se trata en definitiva de que el alumno transforme el co-

nocimiento en herramienta y que la utilice.

El modo que propongo, en este tema concreto, es el de
la realizacién de unas précticas en un marco necesariamente dis
tinto al del aula.

MATERIAL

Necesitaremos: gonibmetro, regla milimetrada, trans
portador de &ngulos, un trozo de cuerda de longitud conocida vy
unas tablas trigonométricas o una calculadora con funciones tri
gonométricas.

Como se ve, el aparato més diffcil de conseguir esel
gonidmetro o medidor de &ngulos; diré que sirve en sulugar una
brGjula-goniémetro de las que pueden medir con una precisién de
un grado; hoy en dia hay algunas excelentes de fabricacién ale
mana que disponen de un pequefio prisma &ptico, pero por su pre
cio algo elevado (unas 10.000 pots.) veremos cémo construir no-—
sotros mismos un gonibmetro.
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Tomemos un transportador de &dngulos, a ser vosible
circular y que tenga la escala en los dos sentidos; uno de 15
cm de difdmetro lleva divisiones de medio grado. A continuacidn
tomamos un circulo de madera contrachapada o de cartén fuerte
que tenga un di&metro 1 cm menor que el del transportador, le
pegamos un papel blanco y sobre é&ste pegaremos el transporta-
dor, el cual sobresaldrd por los bordes. Colocamos el circulo
asi obtenido, sobre un tablero de madera contrachapada ode car
tén fuerte, encima del cual habremos pegado previamente un pa-
pel blanco. Hacemos un taladro por el centro del transportador
a las dos maderas v las fijamos con un tornillo cilindrico,aral
delas y tuerca sin apretar demasiado para que pueda girar nues

tro circulo, aunque lo haga con dificultad.

Trazaremos la linea recta que definen los 0° v los
180° del transportador sobre el circulo v la continuamos sobre
el tablero. Esta linea constituird nuestro origen de medida.

A continuacién construiremos dos alzas y dos puntos
de mira. Un sistema sencillo es el siguiente: Tomamos dos pe~
quefios rect@ngulos de madera contrachapada, de unos 3 x2 cm son
suficientes, y con un serrucho les hacemos un corte de 1 cm de
profundidad por el punto medio de una de las bases mavores, cul
dando que quede perpendicular a &sta. Habremos construido asf
las alzas y ahora las pegaremos, por el canto opuesto al corte
y perpendicularmente a la linea antes dibujada, una en el table
o y otra en el interior del circulo lo mids cerca posible del
borde donde estén los 180°, y cuidando de que el corte quede en

cima de la linea antes dibujada.

Sobre otros dos rectéingulos de madera de 3x1 cm cla
varemos un alfiler o un clavo fino en uno de los cantos de la
base mayor y por el centro de &sta, cuidando que gquede peroen-
dicular, asf tendremos los puntos de mira, v los pegaremos por
el canto opuesto al alfiler, lo mismo que las alzas, en lugares
simétricos a &stas respecto del centro del circulo, cuidando de

que el clavo sea perpendicular a la lfnea.
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Con este gonifmetro mediremos el &ngulo gue forman
las direcciones desde donde nos encontramos a dos puntos, vpa
ra ello procederemos de la siguiente forma: Colocamos elgonié
metro en un sitio con buena base horizontal, dirigimos una vi-
sual por el alza y el punto de mira del tablero a uno de lospun
tos, y luego girando el cfrculo, sin mover el tablero, dirigi-
mos una visual por el alza y el punto de mira del circulo al
otro punto. El valor del &ngulo serd el del transportador que
esté encima de la linea del tablero donde antes estaba 0°.

PRACTICAS

Una vez que tenemos todo el material, propondria las

siguientes précticas:

12, Medicibn de la distancia desde el sitio donde nos

encontramos A hasta otro alejado de €1 y visible B

Solucibén: Con la cuerda fijaremos un nuevo pun-

to C, no situado en la recta AB, mediremos con el gonibémetro

i b | i
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los &ngulos BAC y BCA, el valor de AC lo conocemos, v mediante
el teorema del seno calculamos AB
B

AB AC
sen BCA sen (180 - (BAC+BCA))

A C

a - .
2%, Medicidn de la distancia entre dos puntos B v C

alejados entre sf, pero visibles, y alejados del punto A donde
nos encontramos,

Solucién: Con ayuda de la cuerda fijamos otro
punto cercano D, no situado ni en la recta AB ni en la AC, sien
do pues conocida la distancia AD. Medimos los &ngulos CAD yADE
lo que nos permite calcular AC, puesto que ACD =180 - (CAD+ADC).

AC AD
B sen ADC sen ACD

Después medimos los &ngulos BAD y
BDA, con lo que hallamos AB,nuesto

que :

AB AD
sen BDA sen ABD

Calculamos ahora BAC = BAD - CAD, v conociendo AB
y AC tenemos,gracias al teorema del coseno:

2
BC™ = AB2+AC2 = 2 «AB < AC * cos BAC
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32, Localizacidén en el plano del lugar donde nos en-

contramos, conociendo dos puntos visibles y estando todos si-

tuados aproximadamente a la misma altura.

Solucién: Realmente es una forma distinta de en

focar la préctica 28,

Supongamos gue nos encontramos en un terreno del
que tenemos un plano y reconocemos sobre el terreno v sobre el
plano dos puntos B v C, y queremos situar en el olano el punto
A donde nos encontramos, estando A, B y C situados aproximada-

mente a la misma altura.

C Nuestras incbgnitas en este casose
ri&n los &ngulos ABC y BCA, ya que
trazando en el plano unas rectas
que pasen por B v C y formen con
la recta BC los &ngulos antedichos,
tal como indica la figura, su pun-
to de corte serd el A donde nos en

A D contramos.

Nos trasladamos, como en la préctica anterior, a
otro punto D cuya distancia AD es conocida y que no esté situa

do en las rectas AB y AC.

Medimos CAD y ADC con los que podemos obtener AC,

como ya sabemos.

Después medimos BAD y BDA lo gque nos permite ha-

llar AB. Asi pues

ABC = 180 - (BCA+BAC)

Sistema del gque obtenemos ABC y BCA
sen ABC sen BCA

AC AB

42, Levantamiento del plano de una parcela poligonal

El profesor mostrard a los alumnos el contorno de
una parcela poligonal de la cual deberin medir los lados y los




64—

dngulos, y con todo ello levantar un prlano a una escala deter-

minada que previamente les habr§ sido fijada.

Queda a la libre eleccibn del profesor la compli
cacién de la parcela en cuanto al nfimero v longitud de sus la-
dos dependiendo del tiempmo disvonible, lugar de realizacidn,nG

mero de alumnos, etc.

52, Medicibn de la distancia desde el punto A donde

nos_encontramos hasta otro F no visible desde A, bien porque es—

té& alejado de 81, bien porque haya un obsticulc entre ambos.

Solucidn: Tomaremos el siguiente ejemplo:

C

B

Desde A trazamos con la ayuda de la cuerda el la
do AB; tomamos otro punto visible C y formamos el primer tri&n
gulo ABC, del que medimos los &ngulos interiores con lo que ha-
llaremos BC,gracias al teorema del seno. Tomamos otro nuevo pun
to D y medimos los &ngulos interiores del tridngulo BCD. Como
conocemos BC, podemos calcular BD v formamos el tridngulo ABD
del que sabemos el &ngulo ABD v los dos lados AB y BD, aplican
do el teorema del coseno hallamos AD. Asi tomarfamos otro nue-
Vo punto E que nos formaria dos nuevos trifngulos CDE y EDF de
los que medirfamos sus &ngulos interiores v calculariamos DF.

Por Gltimo consideramos el trifngulo ADF del que
conocemos los lados AD y DF y el &dngulo ADF de los que obten-

driamos AF, gracias al teorema del coseno.
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ORGANIZACION

Existen multitud de formas distintas de organizar es
tas pricticas y es dificil dar un modelo que se adapnte nerfec-
tamente a todas las distintas situaciones. Hecha esta salvedad

voy a describir un posible modelo organizativo.

Para las Fres primeras practicas se insta a los alum
nos que bajo su criterio formen grupos de 3 & 4. Cada uno de es
tos grupos deberd disponer del material descrito anteriormente
y el profesor les asignard un lugar donde realizar la préctica
(o prdcticas) en el cual abrir&n un sobre que contiene el enun
ciado; a continuacién cada gruoo deberd hallar la solucidn del
problema, tomar las medidas, efectuar los calculos v reflejar-
lo en una pequefia memoria que entregardn al finalizar al orofe
sor. Las medidas deberdn ser tomadas por todos los miembros del
grupo y efectuar los cdlculos con la media de ellas. Mientras
tanto, el profesor ird visitando a los diversos grupos tomando
notas sobre lo que observe y resolviendo pequedas dificultades

que puedan surgir.

Cada profesor discernird sobre la conveniencia o no

de que los alumnos lleven libros y apuntes.

Las précticas 49 y 52 aunque pueden ser realizadas
también mediante este esquema, permiten otro tipo de organiza-
cién distinta: Con los mismos grupos anteriores se trata aho-
ra de realizar la prictica entre toda la clase, debiendo cada
grupo ejecutar una parte. Tomemos por ejemplo la 53, el profe-
sor distribuird a los grupos por las estaciones A, B, C, D,...
y después con los datos de todos se deber4 llegar al resultado
final.

EVALUACION

Existen dos formas claramente diferenciadas de conce
bir estas prdcticas; bien utiliz&ndolas solamente por su valor
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intrinseco, ésto es, dejando que los alumnos tomen conciencia

de las posibilidades que tienen en las Matemdticas como herra-
mienta, o bien como un sistema distinto de hacer un examen, pa
ra lo cual seria m&s conveniente que las realizaran individual

mente.

Yo sugeriria algo a medio camino entre ambos extre-
mos. Pienso que es fundamental su aspecto pedagSgico, mero con-
sidero también importante obtener de ellas una nota que nos ser
vird como un indicativo mds y a los alumnos les espolea para rea

lizar la préictica lo mejor posible.

A la hora de poner la nota a los alumnos de ungrupo,
el profesor, con la memoria delante, puede dirigir a cada uno
algunas preguntas cortas que enseguida le delatardn el gradode
participacibén, trabajo y aprovechamiento que ha tenido. Si bien
yo incluso recomendaria que s6lo se contabilizaran los resulta-
dos positivos, pues me parece importante que hava un ambiente
distendido, aunque serio, y no desperdiciar la oportunidad de
que muchos alumnos pasen un rato, que me atreveria a calificar
de agradable, con las Matemdticas, ademis de contribuir indi-
rectamente a que dominen mejor los casos de resolucién de tridn

gulos y la trigonometria en general.

De todas formas, éstas son recomendaciones que a mi
en la préctica me han resultado las mejores lo cual no quiere
decir que necesariamente lo sean para todos; de todas formas
eso es lo de menos porque si estamos de acuerdo en el fondo,
poco importa que la forma la establezca cada profesor adaptén—
dose al grupo y a la situacibén que tiene delante.
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LA INFORMATICA EN LA ENSEMANZA MEDIA

En los momentos presentes se habla, se comenta, sedis
cute la importancia de la Inform&tica en las Ensenanzas Medias,
ya sea como objeto de estudio, ya sea como auxiliar, o simple-
mente como motivo de debate. En la primavera de 1981, bastante
adelantados a la actual proliferacidn did&ctica, tuvo lugar una
"mesa redonda", organizada por el ICE de la U. Politécnica, de
Madrid, con el fin de puntualizar esta situacidén. Como resumen
de lo tratado en dicho simposio, los profesores R. Aguado-lufioz,
J. Ferndndez Biarge y J.R. Pascual Ibarra, elaboraron el siguien
te informe, que, debidamente autorizados, nos complacemos en re

producir.

1. INTRODUCCION

El desarrollo de la Informética en la sociedad actual
y su creciente influencia en todas las ramas de la actividad hu
mana hace necesaria la introduccién de ensefianzas de informdti
ca en el bachillerato, con objeto de preparar al alumno para el
profundo cambio operado por la informdtica dentro de la socie-
dad.

Numerosos paises han incluido temas de informdtica en
los estudios generales y en nuestro pafls existen experiencias
concretas de ensefianza de informdtica en el bachillerato. Es ne
cesario,por tanto, preparar la introduccién de las ensefanzas de
informdtica en el bachillerato estudiando los resultados de las
experiencias ya realizadas, los objetivos que se pretenden con
la introduccidén de estos nuevos contenidos y los medios humanos

7y materiales de que disponemos.
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El objetivo de este documento es presentar una sinte-
sis de las ponencias presentadas en el Seminario de Profesores
de Matem&ticas de Bachillerato que con el titulo "La Informdti-
ca en el Bachillerato" se celebr6 en Madrid los dias 11, 12 vy
13 de mayo de 1981.

En el documento se exponen los objetivos de las ense-
nanzas de informdtica en el bachillerato, las posibilidades de
implantacién dentro del actual esquema de B.U.P. y algunasorien

taciones metodoldgicas.

2. OBJETIVOS

La introduccidn de la informdtica en las ensefianzas
del bachillerato debe tender a la consecucién de los siguientes

objetivos:

2.1. Conocer el vocabulario y los conceptos de cardcter in-
formético de uso habitual en la vida moderna, tales como proce-

so de datos, cinta magnética, etc.

Es obvio que este objetivo elemental debe estar presen
te debido al papel relevante del tratamiento de la informacidn
en la sociedad actual. Pero el propio desarrollo de la informi-
tica ha supuesto un cambio tan radical en la concepcidn y modo
de trabajo de précticamente todas las actividades humanas que se
hace necesario renovar la ensefianza en todas las disciplinas. En
este sentido se presentan otros objetivos mds importantes, como

son los siguientes:

2.2,
versos procesos empleados para la resolucifn de problemas yasea

Capacitar al alumno para expresar con claridad los di-

por medio de algoritmos u otros recursos de lenguajes.

El término "problema"no se refiere s6lo a los de tipo

matemdtico y ni siquiera exclusivamente a los de tipo cientIfi-
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Co, sino a problemas de cualquier caricter y mis préximos a las
realidades humanas. Este objetivo es claramente imprescindible,
si, como es normal hoy dfa, el trabajo para la resolucién efec
tiva de los problemas se va a encomendar a una méquina.

2.3. Capacitar al alumno para el manejo de una informacidn
de caricter complejo como la suministrada por la realidad.

Esta capacitacién presenta dos aspectos. En primer lu-
gar, la jerarquizacién de la informacién compleja que se consi-
gue ordendndola y clasific&ndola con vistas a hacer nosible su
manipulacién eficiente. En segundo lugar, la obtencién de uni-

dades de informacién de estructura mis compleja.

2.4.

lenguaje que requiere la comunicacién con las méquinas informé-

Preparar al alumno para el uso de las nuevas formas de

ticas.

Estos lenguajes tienen unas exigencias muy distintas
de los habituales lenguajes hablado y escrito, v por ello es ne

cesario acostumbrar al alumno a este nuevo tipo de comunicacién.

2.5.

distintos procesos de resolucién de un problema en funcién de

Preparar al alumno para discernir la eficacia de los

su economfa y de los medios materiales que requieren.

Es importante que el alumno aprenda a relacionar los
distintos métodos de resolucién de un problema con los medios
de cdlculo de gque dispone, con la economfa de tiempo v con la

exactitud en los resultados.

3. IMPLANTACION DE LOS ESTUDIOS DE INFORMATICA EN EL BACHTILLERATO

Para la consecucién de los objetivos sefialados se pre-
sentan las opciones que exponemos a continuacién Y que no se
excluyen entre sf:
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- Orientar la ensefianza de cada una de las materias del
Bachillerato con un nuevo espiritu que tenga en cuen
ta la importancia del tratamiento de la informacidn.
Para ello es preciso que los profesores sean conoce-
dores de la transformacifn que ha supuesto la presen

cia de la informdtica en su propia asignatura.

- Establecer la informdtica como una disciplina nueva,

aparte de las demés.

- Introducir temas especificos de informé&tica en los
cursos de matemdticas o incluso de fisica, atendien
do a una cierta afinidad con estas dos disciplinas.

- Por Gltimo, como solucidén mds inmediata y prudente,
implantar la informdtica como asignatura optativa den

tro del grupo de las E.A.T.P.

De las cuatro opciones, la primera deberia subsistir
alin en el caso de que se establecieran las otras. Sin embargo,
por el momento sus posibilidades son muy limitadas porque requie—
ren planes especificos de formacibén del profesorado, pero no de

be dejar de seflalarse como una tendencia para el futuro préximo.

En cuanto a la filtima opcidn conviene seflalar que sdlo
puede llevarse a cabo en centros que cuenten con el profesorado

y los medios adecuados.

4. ORIENTACION METODOLOGICA

La metodologia a emplear en la introduccibén de las en-
sefianzas de inform&tica en el bachillerato debe tener en cuenta

la edad y los conocimientos del alumno.

Como se ha dicho antes, el mejor enfoque de las ensefian
zas de informética serfa el multidisciplinar, lo que permitiria
ofrecer al alumno una visibn mds completa de la influencia del

tratamiento de la informacién en cada uno de esos campos.

\ -
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La comunicacién hombre-mdquina exige un lenguaje mucho
més preciso que los lenguajes hablado o escrito, y requiere ade
mis un esquema previo en el gue se expresa con claridad el pro-
ceso que ha de seguir la mdquina en la resolucién de problemas.
Esto obliga al alumno a realizar un considerable esfuerzo porlo
que serd necesario partir de ejemplos muy sencillos y aumentar
gradualmente la dificultad.

Por otra parte, la introduccién de ensefanzas de infor
mdtica en este nivel permite ofrecer al alumno ejemplos de pro-
blemas con datos méds reales, acercando mds a la realidad algu-

nas disciplinas gue tradicionalmente se han presentado de unmo-

.do excesivamente simplificado para evitar la complejidad de los

cdlculos. El manejo de datos reales obliga a un especial cuida-
do en la seleccién, clasificacién y jerarquizacién de los mis-
mos, a diferencia de lo que ocurre con los problemas tradiciona
les en los que se dan finicamente los datos necesarios y en los
que el mismo enunciado establece todas las simplificaciones que

permitan resolverlo sin excesivos cdlculos.

Por Gltimo, se considera conveniente proporcionar al

alumno suficiente nGmero de ejemplos concretos tomados de apli-
caciones reales de la informdtica en los mds variados campos. Es
to contribuye, por una parte, a dar a conocer la influencia dela
informdtica en esos campos y, por otra,a habituar al alumno alos
métodos de trabajo que se emplean al resolver problemas con avu
da de la informitica, tales como consideraciones sobre los me-
dios disponibles, la relativa economfia de distintos métodos de

resolucidn, etc.

5. CONCLUSIONES

En vista de la importancia alcanzada por el tratamien-
to de la informacidén en la sociedad actual, se considera oportu

no incluir en el bachillerato ensefianzas de informética.
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La introduccién de estas enseflanzas de informdtica, con
venientemente enfocadas, significarfia un cambio considerable en
el modo de enseflanza tradicional de todas las demds materias que
constituyen el bachillerato. Esta tarea naturalmente requiere
unas acciones en el campo de la formacién del profesorado que
conlleva una implantacién gradual en los centros comenzando con
aquellos que poseen el profesorado y los medios adecuados.

Es necesario por tanto fomentar las experiencias que se
estén llevando a cabo en distintos centros, dando a conocer:a otros

profesores interesados los resultados de las mismas.
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- 3. PEQUEGRNAS IDEAS -

"Pequefias Ideas" es una experiencia de los ICEs de
las Universidades Auténomas y Politécnica cuyo objetivo era la
recogida y difusidn de contribuciones con experiencias de cla
se, nuevos enfoques de temas conocidos, demostraciones intere
santes, problemas especialmente adecuados, etc., etc., que cons
tituyen una parte importante de nuestro bagaje profesional y

que muy raras veces se comparten.

A pesar de la modestia de nuestros medios, "Pequefias
Ideas" estaba teniendo una estimulante acogida entre el profe
sorado. Por ello nos sentimos muy satisfechos de saludar la apa
ricidén del Boletfn que a partir de ahora incorpora a "Pequefas

Ideas" como nueva seccién.

Asi pues volvemos a animar a nuestros colegas a en-

viarnos sus colaboraciones que desde este momento podrin con-

tar con un marco mucho mis adecuado.

J. Colera M. Pacios

I.C.E. de la U. Auténoma I.C.E. de la U. Politécnica
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Aplicaciones de la geometrfa a la obtencién de relaciones arit-

méticas

Entre las "pequefias ideas" que hemos recibido seleccio
namos para este nlmero del Boletin wvarias que tienen algo en co
mn: utilizar la intuicibn geométrica para obtener relaciones

algebréicas.

Comenzaremos por dos métodos para la resolucién de ecua
ciones. El primero de elles es vdlido para resolver ecuaciones
del tipo x2 +px= g con py gq positivos, mientras que el segun-
do resuelye x2 =px+q con py g positivos y x > p. Ambos méto-
dos se deben al matemdtico drabe Al-Juwarizmi (S. IX).

I. Encontrar una de las soluciones de la ecuacibn

x2+10x = 39.

Construimos un cuadrado cuyo lado, x, seri la solu-

cibn de la ecuacibn

X

Afiadimos en cada vértice un cuadrado de lado 10/4

(Coeficiente de la x dividido por 4)

A2 BEE

& HG:E
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X El nuevo cuadrado tendr& un &rea: x2 +4(10/4 x)
+ 4(10/4)" = x+10x+ 25 = 39 +25 = 64, (donde se ha tenido en
cuenta que, por la ecuacibn, es x2 +10 x= 39).

(10/4) -x
rd
2 [ B
S % | %
s B
(10/4) *x

Puesto que el &rea es 64, el lado del cuadrado es

8, es decir, 10/4 +x 10/4 = 8; | x = 3

10
4
D
x 8
l[
10
4

Ios datos han sido tomados de:
— Historia de la Matemética, Rey Pastor y José Babini, Espasa Calpe.

— Historia de la Ciencia Arabe. Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicasy
Naturales, Madrid (1981).

Grupo Azarquiel de Matemiticas de Madrid (GAMA).

kkkik

2

II. Encontrar una solucién de x“ =6 x+ 16.

Construimos un cuadrado de lado x.

- = X — - -

0
]

|

|
X
!
1

|

\Z
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Sobre un lado llevamos el coeficiente de la x y
construimos un cuadrado de lado la mitad del coeficiente

3
E

D

Ahora trazamos el cuadrado de lado x-3 y vemos que
se forman dos rectdngulos de lado menor x-6 y lado mayor 3 como
se ve en la figura.

Ry Ry | %6

e (s, Ia

X6

— X—
Por tanto, el &rea del cuadrado de lado X-3 esigual
a la suma de las 4reas del cuadrado C y los rectédngulos Ry ¥ R,.
El recténgulo R2 es iqual al Ry, luego:

(x-3)2 = 32

+ x(x-6)
Como la ecuacibn x2 -6 X es igual a 16, nos queda:

(x-3)% = 9 +16; (x-3)2 = 25

de donde x-3 =5, y

v

Esta nota ha sido obtenida de:

- Histoire des Mathématiques pour les Colleges, Marie-Iouise Hooguenghem et.
al. Edit. CEDIC, 1980.

Enrique RUBIALES CAMINO.
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En los siguientes ejemplos se utilizan cuadriculas pa
ra visualizar propiedades algebriicas: 1la suma de los cuadra-
dos de los n primeros nfimeros naturales; la suma de los n prime
ros nlmeros impares y la suma de los n primeros nfimeros pares.
Los tres ejemplos ilustran el método de induccidén.

III. ESrmula de la suma de los cuadrados de los n pri-

meros nmeros naturales.

Tomamos una unidad de dibujo |-] y representa-
mos x° por el drea de un cuadrado de lado x. El 4rea de cada cua
drado la descompondremos en la suma de las &reas de 2onas simé-
tricas respecto de la diagonal.

I\.L\'L .ZF\:v
] SIS h A
2 2 2 _ 2 _
1 27 = 1+142-1 37 = 1+1+142(1+2) 47 = 1+1+1+1+2 (142+3)

Veamos que verificidndose esta férmula para n,
también se verifica para n+l.

e

(n+1)% =n? + 2.1 n#1

58— R

«——n—
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Sustituyendo

5 +n sumandos-
n" =1+1+1+...+1+2(1+243+ ... +(n-1))

resulta

(N#1)2% = 1 #1 41 +... 1+2(14243+ ... (n=1)) +2-1-n+1 =

+n+1l sumandos+ '
=1+1+1+...+2+2(14+2+3+ ... +(n-1) +n)

como gqueriamos demostrar.

Por tanto, tendremos que sumar las siguientes

igualdades: (sumaremos por columnas)

12 =1

22 =1+1+2-1

32 = 141 +1+2(1+2)

42 =1+1+1+1+2(1+2+3)

n% = 141+1+...+1+2(1+243+ ... +(n-1))

Sumando y restando n2 resulta:

n

; xi = n+(n-1) +... +1 +2((n~1) +2(n=-2) +3(n=3)+...+ (n-1) (n-(n-1)))
L)

% X = l% cn+2(n(14243+ ... +(n-1)) - (12 +22+3% 4. . .+(n-1)%)
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n 2 n
§ x2 =248 4 oman/2(n-1) - ) x2 + n?)
i 2 i
1 il
n 2 .
37 x% . é+n + nz(n—l) + 2n2
[ i
n 2
B x? = 1/3 2n” +3n“ +n
i
n
) xi =n3/3+n%/2+n/6
1
M. RICO.- I.B. Fortuny.
*hkkkk

IV. Suma de los n primeros nmeros impares.

Veamos cbémo se escribe un nfimero impar teniendo

en cuenta el lugar que ocupa en la sucesifbn de nGmeros impa-

res:
El 1°F nGmero impar = 1=2-0+1 ] -E& [+ ]* RN
. . .

El 28 nfimero impar = 3=2-1+1 B ]
L]
er g e Lo

El 3 nGmero impar = 5=2-2+1 1 3=2-141 52241  7=3.341

El 4% nfimero impar = 7 =3-2 +1

LR T

[T TR

El nmero impar gque

ocupa el lugar veinte = 2-19 +1

@

(TTITHHRLIITH

seen s
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Rayado horizontal
mente el nfmero im = 2(n~1)+1
par de lugar n

El nGmero impar que
ocupa el lugar n = 2(n-1) +1

Rayado verticalmen
te el nfmero impar
siguiente, o seael
de lugar n+l

= 2 n+l

El nGmero impar que
ocupa el lugar n+l = 2 n+l

Es fdcil ver fijédndonos en los grdficos que:

Sumando dos impares se forma un [:] + [:{:] =
cuadrado de lado dos.
+ 3

[

1

Sumando tres impares resulta un

ﬁ

cuadrado de lado tres.

mi

]

Sumando cuatro nlmeros impares +

resulta un cuadrado de ladocuatro.

1+3+5 + 7 = 4

Llamando orlaxr un cuadrado a pasar al cuadrado cuyo
lado es la unidad mayor, observamos que sumados un nfimero de nd

meros impares sumar el siguiente impar es "afiadir" una orla.

Admitimos que sumando "ene" n@meros impares resulta

un cuadrado de lado n.

~81-
77777 AR
4
| 1+34... + N B &
+ 2(n-1) +1] = B £
2 /
=n -]
= 2
n2 + 2 et = (n+l)2
\_V_/
impar de lugar
n+l

Demostramos que sumando n+l nGmeros impares resulta

un cuadrado de lado n+1.

Es fdcil ver en la figura que admitido que la suma
de n nlmeros impares es n2 se ha demostrado que la suma de n+l

nlnmeros impares es (n+l)2.

Queda demostrado por INDUCCION completa que

1+3+5+ ...+ [2(n-1) +1] = nZ

V. Suma de los n primeros nfimeros pares.

Expresamos los n@meros pares en funcidn del lugar
% que ocupan la sucesi6n de nimeros pares

El 1%% ntmero par = 2 = 2-1

0
=N
1

N
N

" El 22 nfimero par

El 3%F

]
=)

]
N

.
w

nmero par
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(1) En general, tendremos que demostrar que la suma de
El nfimero par de lugar n = 2-n n nlmeros pares es igual a un recténgulo de base n+l y altura n,
es decir:
El nlmero par de lugar n+l = 2(n+l)
2+4+...4+2n =n . (n+l) (1)
Dado un recténgulo, llamaremos rect&ngulo orlado al
que resulta de aumentar la base en una unidad y la altura en o Demostracidn por induccibn completa.

una unidad Supongamos que es cierto que la suma de n nfimeros

pares es un.recténgulo de base n+l y altura n

Veamos que:

2+4+6+...2n= n(n+l)
Si tenemos un recténgulo orlado cuya orla es un nfi-

mero par y lo orlamos de nuevo, la nueva orla es precisamente
el nlimero par siguiente.

P k— 5 — > u

€ n+l > B
Decimos que la 12 orla = Xx+y +1 es un nlmero par.
La 22 orla = (x+1) + (y+1) +1 = (x+y+1l) +2 es el nGmero par si- La orla es igual
guiente.
(n+l) + n+ 1 = 2n + 2 = 2(n+1)
XF1L i Luego el recténgulo
X ~
L ABCD =2 +4 + ... +2n + 2(n+l)

. es igual también a
Representacién grdfica de varios casos de sumas de nGmeros pa-

res: (n+1) - (n-2)
" Luego queda demostrado que si sumamos n nimeros
] E_l + ‘_LJ = | + | ’ - pares resulta
ne (n+l)
2 2 + 4 = 2-(2+1) 244 + 6 = 34 =
= 3-(3+1) M. Rico; I.N.B. Fortuny.
#3555
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- 4. VARIA -

- En Salamanca se han celebrado a finales de Septiembre las II
Jornadas de Did4ctica Matemitica patrocinadas por el Semina
rio Permanente de Matemiticas de aguella ciudad.

— Durante el mes de Septiembre ha tenido lugar en Madrid un
Congreso de Did&ctica, con diversas secciones, entre las que

destacd la de Matem&ticas.

- El Seminario de Historia de las Mateméticas, que dirige Ma-
riano Martin en la Fac. de Matemiticas de la U. Complutense
(Madrid-3) ha comenzado su actividad este VI curso con el
programa que se detalla:

Tema I : "LA MATEMATICA EN PLATON ¥ ARTSTOTELES". (Tres se
siones) . MARTANO MARTINEZ.

Tema II : "LOS LIBROS 'SOBRE CONOIDES Y ESFEROIDES' Y 'SOBRE
LAS ESPTRALES' DE ARQUIMEDES". (Tres sesiones).
FRANCISCO HERRERO.

Tema IIT "EL DESARROLLO DEL CONCEPTO DE ESPACIO DURANTE L.OS
SIGLOS XV ¥ XVI". (Tres sesiones). MARTAND MARTI-

NEZ.

.

Tema IV : "LA OBRA MATEMATICA DE FERMAT". (Dos sesiones) .
MARTO RODRIGUEZ .

Tema V : "IA "INTRODUCTIO IN ANALYSIN INFINITORUM' DE EULER".
(Tres sesiones) ., MARIANO MARTINEZ.

Tema VI t "LAEPOCLADEPLENITUDDEIAGE@ETRIAPROM‘I\MHA—
CIA MEDIADOS DEL SIGLO XIX". (Ires sesiones). GREGO-
RIO HERNANDEZ .

Tema VII : "ELDESARROIIODELAIGEBRADURANTEIASEEUNDAMIT@D
DEL STIGLO XIX". (Cuatro sesiones). IGNACIO LUENGO.

Tema VIII : "IA TEORTA DE LA DIMENSION DESDE CANTOR A MENGER Y
URYSHON". (Tres sesiones). JUAN TARRES

Tema IX H "IATEDRIADEALGE:BRASDEOPERADORES(VCNNE[MANN,
GELFAND) ™. (Tres sesiones). JUAN MARIA [OPEZ DE GA —
FEFNANDO BOMBAL.
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= La falta de publicaciones en espafiocl sobre did4ctica de las Ma
temdticas es patente. Ademis de la archiconocida publicacidn
francesa de la APMEP, los interesados pueden consultar en la
Biblioteca de Profesores de la Facultad de Matemitica de la
U. Complutense (Madrid 3), las siguientes (ninguna en catella

no, por desgracia):

- The Mathematical Gazette.

- Mathematics Magazine.

— The Mathematics Teacher.

- Zentralblatt fur Didaktik der Mathematik.
- Educational Studies in Mathematics.

- The American Math. Monthly.

El acceso a la Biblioteca es pfiblica y hay facilidades para

obtener fotocopias.

— Los profesionales de las Matem&ticas y la Fisica han recibido
este ano la reposicidén de Galileo, aunque con "cierto" retra-

S0, con la natural alegria.

- Todo profesor de Matem&ticas deberi tener presenta la frase
de Max Dehn (recudrdese el famoso teorema de Dehn sobre el c4l
culo de voldmenes de poliedros): "Las Matemiticas son la Gni-
ca disciplina que puede presentarse de forma totalmente adog-

mdtica" (Discurso en Frankfurt am Main, 1928).

- En la ensefianza de las matemiticas, en cualquiera de sus nive-
les se han perdido ingentes cantidades de informacién. El siguien
te ejercicio, propuesto a alumnos de 12 de BUP, no fue resuel-

to por ninguno entre mds de 80 chicos.

"Probar que si n y n+l son enteros consecutivos, son primos entre
si".

Por otra parte, la ensefilanza superior ha visto desaparecer ca-
pitulos enteros de andlisis "serio" en beneficio de otras for-
malizaciones. Pocos licenciados actuales serin capaces de su-
mar una serie como

e
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1,7 2n-1)!! 1
i ) ) ; Solucién: —
1 n! 5 V15

(Utilicese la férmula de Wallis...).

— Proponemos desde aquf la incorporacién a la ensefianza de las
Matemiticas elementales de més geometrfa vy de una iniciacién
a la astronomfa de posicidn. Es claro que la introduccién de
los microcomputadores deberj aliviar (¢o no?) el miedo a los
terribles c&lculos logaritmicos.

= El Servicio de Publicaciones del M.E.C., a instancia de nues-

tra Sociedad, se Propone reeditar la obra del profesor Puig
Adam, "La Matem&tica Y Su ensenanza actual".




