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VIDA DE LA SOCIEDAD

JUNTA DIRECTIVA ASAMBLEA GENERAL ORDINARIA DE 1987

El pasado dia 23 de Mayo, como estaba previsto,

. la Sociedad Castellana Puig Adam de Mateméticas celebré
Presidente: José Javier Etayo Miqueo

su Asamblea General, en los locales del Instituto "Beatriz

Vicepresidentes: Galindo" de Madrid.

José Manuel Martinez Sanchez (Madrid) En ella se informd sobre las actividades de la

Juan Manuel Linares Céceres (Toledo) Sociedad y en particular sobre la preparacién de nuestro

Salvador Herrero Pallardo (Ciudad Real) V Concurso de Resolucién de Problemas sobre el que damos

Valero Antonio Alfias Tuduri (Ruenca) noticias en otro lugar de este Boletin.
a . .
Angel M- Alcaléd del Olmo Pérez (Guadalajara) Se dié cuenta del estado econdmico de la Socie-

Juan Luis Sanz de Andrés (Segovia) dad, que en estos momentos finales del curso dispone de

unos recursos muy reducidos, apenas suficientes para pu-
Secretaria: Carmen Garcia-Miguel Fernéndez blicar el presente nimero del Boletin y atender a los gas

tos ocasionados por el Concurso, que no son muchos, ya

Vicesecretario: Francisco Quesada Cobo que el Instituto "Beatriz Galindo" nos cede amablemente

sus instalaciones para ello, el trabajo personal lo reali
Tesorero: Alberto Aizpin Lépez za desinteresadamente un grupo de socios, y esperamos que

concluyan con éxito nuestras gestiones para que nos asig-

Bibliotecario: Joaquin Gémez Rey nen las subvenciones para adquirir los lotes de libros

que entregaremos coOmo premios, al igual que en afios ante-
riores. La colaboracién con el Colegio 0. de Doctores y
Licenciados ha sido muy importante para la difusidén de 1la
convocatoria. Se expresdé nuestro agradecimiento a todos

los que nos estén ayudando en esta tarea.

Se renové la Junta Directiva, que ha quedado
constituida en la forma que aparece en la pédgina preceden
te. Ha cesado como Secretario nuestro compafiero José Fran-
cisco Carballido, que durante tres afios ha trabajado con

ahinco en los asuntos de la Sociedad, pero al gue su cargo

de Director de la E. U. de I. T. Industrial le impide con-




tinuar con su esforzada labor en nuestra secretaria, que

todos debemos agradecerle.

Tras la Asamblea, un nutrido grupo de socios se
reunid en un restaurante cercano para festejar la jubila-
cién de los miembros de la Junta Directiva, D. Alberto
Aizpdin y D. Salvador Herrero. Los agasajados recibieron de
mostraciones de aprecio y afecto de los presentes,que con
toda seguridad representan el sentir de todos nuestros so-

cios.

V CONCURSO DE RESOLUCION DE PROBLEMAS

En el momento de cerrar la edicidén de este nimero del
Boletin se encuentran muy avanzados los preparativos para
la celebracién de nuestro Concurso. Se han pre-inscrito en
é1 més de 60 centros, la mayor parte de los cuales envian

alumnos seleccionados para los tres cursos.

Las pruebas tendrén lugar en el Instituto de Bachille
rato "Beatriz Galindo" el dia 27 de Junio a las 10 h. 15 m.
como se ha comunicado, mediante una circular, a2 los Centros

pre-inscritos.
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NOTICTIAS

LAS MATEMATICAS EN PRIMARIA Y SECUNDARIA EN LA DECADA DE LOS 90

Con este\sugestivo titulo se celebr6 en Valencia los
dias 4 a 7 de marzo, un simposio organizado y dirigido por el
Grupo Cero y promocionado por la Consejeria de Educacibn de la
Comunidad Valenciana.

La idea de los organizadores era que los asistentes
participaran muy activamente en la discusién de los distintos
aspectos de la realidad educativa actual y su proyeccidn en un
futuro inmediato y en la subsiguiente elaboracién de conclusio-

nes.

Con ese fin, cada uno de los asistentes recibib unas
diez semanas antes del simposio, un "documento de discusibn",
plagado de reflexiones y preguntas abiertas sobre la didéctica
de las matem&ticas que nos espera, y el ruego de que enviara res
puestas y opiniones de algunos de los interrogantes planteados.
Con todas ellas se elabor6 un abultado dossier que sirvid de pun—

to de partida a las discusiones del simposio.
Hubo siete grupos de trabajo:

. Curriculum

. Entorno

. Contenidos

. La clase (el aula)
. Nuevas tecnologias
. Dinadmica de cambio

. Investigaciones

Cada asistente particip® en dos de estos grupos. Las

discusiones en ellos ocuparon los dos primeros dfas. Los dos Gl



CURSO SOBRE INFORMATICA

La Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y

timos se dedicaron a sesiones plenarias en las que se discutib
. . Naturales organizé un curso de conferencias sobre "INFOR-
colectivamente sobre cada uno de los siete temas. —_—
MATICA: ASPECTOS Y FRONTERAS ACTUALES", que se ha desarro
ol . . 1lado entre los dias 11 al 26 de Mayo. Inaugurado por el
Las opiniones recogidas est8n siendo elaboradas por ‘ v & N
. X , Presidente de la Academia, Sr. Martin Municio, han inter-
un colectivo de veintitantas personas que se han encargado de
i . venido en él1 los rofesores Garcia Santesmases Vaquero
redactar un documento final que saldrd a la luz a mediados de ‘ P ! 4
unio Sadnchez, Moreno Diaz, Ferndndez Esteban, Jafiez Escalada,
junio.
| Santisteban, Luque Falcén, Séez Vacas, Ramos Salavert,Dor
*kkkok mido Bencomo, Aguildé Llobet, Morén, Sopefia y Fernédndez
Biarge. Las conferencias de este curso se recogeran en una
publicacién de la Real Academia que estamos seguros que se€

VIII JORNADAS DE LA SOCIEDAD CANARIA DE PROFESORES DE MATEMATICAS ré de gran interés.

"ISAAC NEWTON"

Del 1 al 4 de mayo se celebraron en las Palmas es- XXVITII OLIMPIADA MATEMATICA INTERNACIONAL

tas jornadas que, como cada afo, organiza la Sociedad Canaria,

. . . E i i b 2]

decana y pionera de las Sociedades de Profesores de Matemdticas sta Olimpiada se celebraré en Cuba, entre los
- dias 5 al 18 de Julio de 1987.

de Espana.

Espafia estard representada por los ganadores de

Los temas que se han tratado este ano fueron: nuetstra XXII Olimpiada Matemdtica Espafiola:
D. Fernando Galve Mauricio (de Zaragoza)
. BEstadistica y Probabilidad D. Salvador Villegas Barranco (de Granada)
. Geometria D. Santiago Vila Doncel (de Badajoz)
. Proporcionalidad D. Juan Rodrigo Valderrama Alcalde (de Burgos)
. Resolucibén de Problemas D. Pablo Benitez Jiménez (de Madrid)

D. Carlos J. Pérez Jimenez (de Logrofio)

sobre los que pronunciarén conferencias los profesores José Cole
- Deseamos que este selecto equipo consiga repetir

ra, Adela Salvador, Joaquin Jiménez y Paolo Boero, respectivamente.
o superar los brillantes resultados obtenidos por los se-

. X leccionados espafioles en los afios precedentes.
Sobre estos mismos temas, o relacionados con ellos,

Sse presentaron numerosas comunicaciones y se organizaron grupos | T e

de trabajo cuyas conclusiones fueron expuestas el Gltimo dia.

Excursiones, comidas y otras formas de convivencia ’

completaron el programa.



INTERNATIONAL CONFERENCE ON LINEAR ALGEBRA

AND APPLICATIONS

Esta Conferencia Internacional se celebraréa en-
tre los dias 28 y 30 de Septiembre de 1987, en la Univer-

sidad Politécnica de Valencia.

Se publicardn sus Actas como un nimero especial

de la Revista "Linear Algebra and its Applications”.

Puede obtenerse informacidén en la E. T. S. de
Ingenieros Industriales de la citada Universidad, aparta-
do de Correos 22012, 46071-Valencia, o a través del telé-
fono (96) 361 50 51 (Extn 280).

ACTIVIDADES EN CIUDAD REAL

En los dias 17 al 20 de Junio de 1987 se cele-
brard el I Congreso Provincial de Educacién, organizado
por los Centros de Profesores de la provincia de Ciudad
Real.

En los meses de Abril y Mayo Gltmos ha tenido
lugar un cursillo sobre las regletas de Cuisenaire y su
utilizacién didactica, impartido por los profesores don

Salvador Herrero y don Juan Ruiz.

CORRIGENDA

. o
En el Boletin n- 13 (Pag. 9) incluiamos la cré-

nica de la XXIII Olimpiada Matem&dtica Espafiola, pero en el

titular que la encabezada aparecié, por error, como la XXII

(mientras que en los enunciados incluidos en la pégina 83,

ese ordinal aparecia correctamente).

DON ZOEL GARCIA DE GALDLANO MAESTRO Y APOSTOL DEL PROGRESO
MATEMATICO ESPANOL

*
Por Rafael Rodriguez Vidal( )
Catedritico de la Universidad de Zaragoza

Don Zoel Garcia de Galdeano y Yanguas nacid en Pam-
plona en el aho 1846. Era hijo, pronto huérfano, de un brillan-
te oficial de nuestro ejército, muerto en acci®én de guerra, al
servicio de Espafia. Luchando con la dificil situacibn econbmi-
ca consiguiente a su orfandad se costed sucesivamente, por su
propio esfuerzo, las carreras de Perito Agrimensor, Maestro Su-
perior, Licenciado en Filosoffa y Letras y, finalmente, en Cien
cias Exactas. Estas Gltimas fueron ya, en 1o sucesivo, el prin-
cipal motivo de su actividad profesional. Pero su amplia cultu-
ra filos6fica y literaria se manifestaba de un modo natural vy
simp&tico. Era, por ejemplo, un notable conocedor del teatro grie
go y un entendido aficionado a la mfisica y el canto. De labios
de quien lo recuerda hemos ofdo comentar gue cuando el quimico
zZsigmondy (premio Nobel) desarrolld un curso en Zaragoza, e€n
1922, trabd gran amistad con don Zoel, por gquien decia no haber
conocido otro espiritu comparable en ingenio y atenta curiosi-
dad a todo guehacer intelectual. Debemos recordar gue entonces

contaba ya don Zoel 76 ahos de edad.

(*) Nota de la redaccibn

El profesor Rodriguez Vidal ha querido honrar nuestro Boletin con el
presente artfculo en el que magistralmente resume la vida y obra de don
70el Garcia de Galdeano, figura ilustre del profesorado egpanol, tanto de
ensefianza media como universitaria. En &l se nos presenta un paradigma de
lo que ha sido, y debe seguir siendo, para mejor cumplir su excelsa funcifn
educativa, el profesor de bachillerato.




Volviendo al Garcia de Galdeano matemdtico, resumire
mos, gque, graduado en 1871, fue Catedrdtico de Matem&ticas (por
oposicibn, naturalmente) en 1881, en el Instituto de Ciudad Real,
y pasd luego a los de Almeria y Toledo, ciudad esta Gltima don-
de fue m&s permanente su docencia. Nomprado Catedritico de Geo-
metria Analftica de la Facultad de Ciencias de Zaragoza en 1889,
pasa a la de Cdlculo Infinitesimal en 1896 y la desempefia hasta
su jubilacién en 1918. La Facultad de Ciencias de Zaragoza se

honrd entonces en contarle como Catedrdtico honorario hasta su

fallecimiento en 1924,

Cuando este Catedritico de Instituto irrumpe en la
ensefianza universitaria, entre otros honrados expositores de
ciencia ya sedimentada en libros no muy nuevos, destacan nota-
blemente tres personalidades innovadoras: Echegaray, un expo-
sitor maravilloso qgue conocia perfectamente la matemitica fran-
cesa de su tiempo y la ensefiaba hasta donde sus auditores le se
guian. Torroja, algo posterior, una mente profunda que en un cam
po particular del que nunca quiso salir, importd e impuso aqui
la Geometrla segfin Von Staudt. Y Garcia de Galdeano, en fin, que
advierte pronto, primero, que la matemitica en Espafia necesita

vida de relacibn, sin la que no se puede convencer a los estu-

diantes de que se trata de una ciencia viva, que se estd hacien-

do ahora, como siempre, y segundo, gue una gran parte de la Ma-
temdtica Moderna (la que hacia fines del siglo XIX se estaba ha
ciendo en Alemania) necesitaba ser importada inmediatamente. A
tal fin, aparte su personal asistencia a diversos Congresos in-
ternacionales, impulsa y apoya el viaje de Rey Pastor a Alema-
nia. Esto en un tiempo en gue importantes profesores -se lo he
ofdo contar a testigo muy calificado- opinaban superfluo el ir
a aprender fuera, cuando podia aprenderse en los libros. El ex
traordinario éxito de su joven e ilustre discipulo, le da a don

Zoel derecho a aplicarse lo del romance:

84 no vencd neyes monros
engendré quien Los venciera.

Por breve que sea este resumen, no puede olvidar el
hecho importante de que fue Galdeano el fundador y editor de la
primera Revista espanola de Matem&ticas: E1 Progreso Matemati-
co, en 1894.

Con los criterios de hoy mismo, podr8 decirse que la
significacién de Garcia de Galdeano como matemitico creador es
modesta; pero es asombroso hasta qué punto ha sido fundamental
el trabajo de un solo hombre para el desarrollo de la matemiti-~
ca espahola. Para decirlo con palabras que den fe, basta recor-

dar las de Julio Rey Pastor (hombre que nunca se excedid en elo

gios), en varias ocasiones: En su conocida Introduccién a la Ma-
temdtica Superior (Manuales Corona 1916. Reimpresifén 1983: Ins~
titutos de Estudios Riojanos) la dedicatoria dice: "A md quend

do Maestro D. ZOEL GARCIA DE GALDEANO, esforzado Paladin de fLa
Matemdtica Moderna en Espaia". Y en el epilogo, esta nota signi
ficativa: "De fa extensidn inmensa de Las teorias que conétit:
yen La Matemdiica vigente, puede formanse Lidea consulitando Kag-
obras del Profesor Galdeano, dnicas fuentes de consulta en Len-
gua castelflana". Y todavia Rey Pastor, al terminar su clasico

libro Los Matemdticos Espafioles del siglo XVI, tan &spero para

la matemftica espafiola, después de aludir con respeto a las fi-
guras de Echegaray y Torroja concluye: "lgualmente nevofuciona
nio, pero de una amplitud que asusia Y por esto mLsmo menos o;
denada y penfecta- ha sido La obnra def beneménito progeson Ganj
cia de Galdeano, cuya Labor de apbszol -464L0 companable a La det
Bachillen Pénez de Moya- es una protesta enérgica y constante
contra nuesiro voluntario atraso matemdtico; peno desgracdada-
mente no ha s4ido estimada todavia en su justo valon, perdiéndo
4e su voz en el vacio", -

No es posible resumir agui los incontables tftulos
de las publicaciones de Galdeano. (Pueden verse en Gaceta Mate-
mdtica, 1964, n? 1; o en Mariano Hormigbn: Tesis, Publicaciones
de la Universidad de Zaragoza). Digamos sdlo, entre las anterio
res a su C&tedra de Instituto: -



Observaciones Gitiles en el estudio de las Matem&-

ticas, 1874.

. El método aplicado a la ciencia matem&tica, 1875.

Consideraciones sobre la conveniencia de un plan

nuevo para la ensefianza de las matemdticas elemen-

les, 1877.

En Toledo, como catedrdtico, publica entre otros los

siguientes tratados.

. Tratado de Aritmética, 1884.

. Problemas de Aritmética y Algebra, 1885.

. Tratado de Algebra, 1886.

. Geonetria Elemental, 1888.

Desde Zaragoza continia sus incontables publicacio-
nes, que debieron suponerle un gran esfuerzo econdmico, no me-
nor que el de formar su valiosa biblioteca, que dej6é integra a

la Facultad de Ciencias de Zaragoza.

La vida de este hombre austero, sin familia, de eco-
nomfa muy modesta, entregado del todo a su apostolado mateméti-
co, ilustra cumplidamente el juicio de Eugenio D'Ors sobre la
Geometria de Euclides: "Una apariencdia §ria, una expresdibn con
tenida, peno en el gondo.... jcudnta pasibnl".
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EL PROBLEMA DE APOLONIO

Por Eugenio Roanes Lozano
Profesor Titular de 1la

F.U. de Profesorado de E.G.B.
“Pablo Montesino™

En el siglo tercero a. de C. Apolonio propuso su famoso
probhlema de construcciédn de una circunfer;ncia tanpgente a
otras tres dadas. Pese a la simplicidad de su enunciado,
1a diversidad de técnicas utilizadas en las numerosas so-
luciones que de &1 se han dado permitén catalogarlo como
de pran interés did&ctico. En el presente articulo se pre-
tende un doble propdsito: de una parte, comentar las solu-
ciones mds ingeniosas dadas al problema y, de otra, ofre-
cer una solucidn inform&tica, que permita familiarizarse
ripidamente con é€1.

(Este articulo es resumen de un trabajo desarrollado
por m{ para la asignatura monogr&fica de doctorado "Pro-
blemas clésicos de la Matemftica", impartida por el prof.

Miguel de Guzmé&n, nue me ha animado a puhlicarlo).

1. PLANTEAMIENTO Y FVOLUCION HISTORICA

Apolonio de Perga nacié hacia el afio 262 a. de C, v es-
tudié en Alefjandrfa con los discipulos de Fuclides, estahle-
ciendose posteriormente en Pé&rgamo (otra ciudad de Asia "e-
nor), donde permaneci8 hasta su muerte, acaecida alrededor
del afio 190 a.de C. Escribié, entre otros, un libro titula-
do "Contactos" (en el sentido de "Tangencias") en el que
propuso su famoso problema.

Fste parece que fué propuesto en los sipuientes térmi-
nos: dados tres ohjetos (cada uno de los cuales puede ser
punto, recta o circunferencia), construir una circunferen-

cia (o recta) que sea tangente a los tres objetos dados



(si el ohjeto es nunto, la condicidn de tanpgencia se susti-
tuird por la de pasar nor el punto).

Por tanto, el problema entrafia varios casos. Su niimero
serd el de posihles descomnosiciones de tres (tres son los
obietos) en suma de tres sumandos (nimeros de puntos, de

rectas v de circunferencias), es decir

3+3 -1 .

3 = 1N

Nesipnando vor P a la condicién de »masar nor un punto, por
R a la condicidén de ser tangente a una recta vy nor 7 a la
de ser tangente a una circunferencia, nueden denotarse es-

tos diez casos (o nrohlemas) asi:

pec, BRC

PPP s 2RC,

2 .

pPpR, PRR, RRR, PPC, PRC

. s »

siendo naturalmente el CCCel caso mds interesante,

T1 libkro "Contactos” se nerdid v solo es conocido a tra-
vés Ae los comentarios de Pannus, el Gltimo gran pgedmetra
grieso (siplo IV). Por ello no se sahe con certeza si los
diez casos o prohlemas fueron todos resueltos nor Anolonio.

Sepgin comenta el historiador sir Thomas Heath en 19y,
el hello problema de Anolonio ha eijercitado el ingenio de
muchos srandes gedmetras, desde su énoca hasta nuestros
dias.

Tl caso CCC fué resuelto por van Roomen (Adrianus Roma-
nus, 15f1-1f15) haciendo uso de interseccién de hinérbholas.

Francois Vieta, impulsado oor las afirmaciones de Panpus
de que una solucidn sencilla era nosible, estudia los diez
casos v puhlica sus soluciones en 1600 en su ohra BQJ, en
que tratd de reconstruir el libro "Contactos" de Anolonio,
sipuiendo una moda de su énoca, de intentar completar li-
bros clisicos perdidos, a nartir de citas posteriores.

Newton dié otra solucidn en la cual solo se usaba regla
vy comnds, Otras soluciones se dehen a Nescartes, Euler, Pon-

celet, flerpgonne, “Mannheim, Fouché, etc.
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Intimamente relacionado con el nrohlema de Anolonin esth
el de calcular el radio de una circunferencia tangente a
tres dadas, aue, a su vez, son tanpentes entre si dos a
dos, en funcibn del radio de estas. Fste nprohlema, aue tra-
taremos mas adelante, fu@ planteado v resuelto empfirica-
mente nor Soddv en 1936 (por lo que es conocido como "pro-
blema .Ade Soddy") v reneralizado a dimensidn n por Pedoe

(4967) v Coxeter (19/8),

2. SOLUCIONES CLASICAS CON RRALA Y COMPAS

Vamos a comentar alrunas de las soluciones clisicas de

mavor interés didactico.

La solucidén Vieta es nuizd la mas sencilla, en el senti-

do de aue anenas reauiere anarato matemitico, nor lo que va-
le la nena desarrollarla. Consiste esencialmente en ir redu-
ciendo el nrohlema CCC a otros sucesivamente mis simnles,
utilizando una té&cnica hasada, cas! exclusivamente, en el
concento de potencia respecto de una circunferencia.

Comienza restando a los radios de las tres circunferen-
cias el de la menor, reduciendo asi el problkma.al PCC, esto
es, a determinar una circunferencia, x, que nase por un pun-
to dado, A, v sea tangente a dos circunferencias dadas,

c v ec' (fig. 1),

ol
LA o e

- o 4 \
i S

b \\ i

~
b] N ;'

W\ N
< \ \\ 7/
N
N N //
~ gt~
—_— A
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' en los resnectivos puntos

€3 x es tanpgente a c Yy ¢
P v P', entonces (segfin nuede proharse) la recta PP' ha
de pasar ror el punto N de interseccidén de la recta de
centros de ¢ y c' con una recta TT',tangente comfin a

c yc', verificdndose ademas

Fn consecuencia, si B es el otro punto de interseccién de

x con la recta QA, habrd de ser

AB-0A = DP-0P' = NT-DT'

luego los nuntos B,A,T y T' son concidicos. Por tanto, X
ha de pasar nor el nunto B, de interseccién de la recta
0OA con la circunferencia ATT'.
Se ha reducido asft el problems al PPC, esto es, a determi-
nar una circunferencia, que pase por A v B v sea tangente
a la circunferencia ¢, para determinar la cual hasta con-
siderar una circunferencia auxiliar, p, aue pase por A v B
v sea secante con c¢. Si ™ v N son los nuntos de interseccién
de ¢ v ¢, entonces el punto V, de interseccién de las rec-
tas "YW y AB,pertenecerd a la tangente comfin a ¢ v x en su
punto de contacto, P. Por tanto, x ha de pasar por el punto
de contacto de ¢ con una tanpente a ella trazada desde V.
Se ha reducido asi al nrohblema PPP, es decir, al nroble-
ma trivial de construir la circunferencia circumnscrita al

-
tridngulo ARP,

La solucidén de "erponne v Rohillier ahorda directamente

el prohlema CC, utilizando los conceptos de centro radical,
de transformacidn de inversidn y de vpolaridad. Dadas tres
circunferencias, Cyv Cp V Cq, de centros no alineados, sea
P su centro radical e I la inversidén de pnolo P en la que
son dohles las circunferencias dadas. Si la circunferencia
> ivamen-
x es tangente a c,, €, ¥V C, €N Tl‘ T2 N TB’ respecti
te. entonces (opor ser 1 transformacién isogonal) nor los
2
& . .
runtos T, = I(T.) :+ & = 1, 2, 3 nasari otra circunferencia
al i
o recta x* = I(x), tanpente en esos puntos a c,, ¢, V Cq4

(fipg. 2).

'n consecuencia, las soluciones al prohlema CCC aparecen
nor nares de circunferencias homdlopas en una inversidn de
nolo P (nares inversos de soluciones).

Fl resto del razonamiento, omitido por hrevedad, puede
verse en [11] , [16] & [17].

La solucidén de annheim, descrita en flﬂ , €5 un huen

ejemnlo de cdémo a menudo nuede ser fitil recurrir a un razo-
namiento con ficuras del espacio tridimensional, nara llegar
a una solucidén sencilla de un prohlema de Geometrfa del pla-

no.

La solucién de Touche, nue no di iere esencialmente de 1la

dada por Poncelet en su "Tratado cde las propiedades vrovec-
tivas de las fipuras"., tamhrién aborda directamente el nro-
hlema CCC, pero ahora haciendo uso del conceoto de haz de
circunferencias. Esta construccidn nuede verse en [9].

El pran gedmetra francés Lemoine compard las cuatro So-
luciones precedentes, definiendo para ello, un coeficiente
de simplicidad y un coeficiente de exactitud de las cons-
trucciones. En este estudio, publicado en [lﬂ', se situa
en orimer lugar la solucidén de Mannheim, sepuida de la de
Vieta v la de Fouche, seffialandose como la neor, desde el
nunto de vista del trazado prdfico, precisamente la dehida
a flerponne v Bohilier, aque suele ser considerada como la de

mis elegante demostracién.
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La solucidn nor inversidn suele ser considerada como la ~ 19 -

mis diddctica, por ser un tinico efemplo de arlicacibén del

método Ade la transformacidén denominada "inversién'. Se co-
e . ane se hava reducido, v cuvo radin se ohtiene del de esta,
mienza reduciendo el prohlema CCC al PCC, como se indicd en
. . . restando o sumando el radio de la menor de las tres, sepfin
la solucidn de Vieta. Asi el prohlema se reduce a determi-
. . que la solucidn huscada incluva o no a dicha menor. Por
nar una circunferencia, x, que pase nor un punto P y sea
. . . tanto, el nfimero de soluciones del CCC duplicard al del
tangente a dos circunferencias €y ¥ CHe Mediante una inver-
e _ corresnondiente prorlema reducido PCC, pudiendo llegar a te-
sidén I de polo P, se transforma x en una recta t = I(x), )
. . S ner R soluciones, va que existen, a lo mas, % tangentes co-
tangente a I{(c,) e I(CQ). La construccidn se simolifica, -
g . .2 . munes a c, V C,.
si como potencia de inversién se toma la potencia del pnun- 1 2 .
Fn todo caso, en !}1] nuede verse una discusidn muy com-

to P resnecto de c por eiemplo, va que asi c, es doble

,
2’ . X | pleta del problema de Avolonio.
en I. La construccidn de x puede pues resumirse en el si-

puiente proceso (fig. 3):
3. SOLUCINON ALARERBRRAICA

/_,' Sy Fl problema CCC admite un tratamiento alrehraico hastan-
rﬁ ] te sencillo, aue vanos a desarrollar hrevemente.
x{ ‘T\MH_/ \\Cb Sunongamos cue los centros de las tres circunferencias
1 2 \é dadas sean los nuntos de coordenadas (al, az\. (hl, b?) v
o ¥ \\ (ci, c2) v sus resnectivos radios sean Tys TH V Tg. i la
'\\- ’//“) Cf ~\ circunferencia de centro (x, v) v radio r es una solucidn
== ﬁ__a : \ del nroblema, entonces la distancia de su centro a los cen-
A / tros de las tres dadas serdn THT, T#T, V T+r,, segin
\\H_, : aue la tangencia sea exterior o interior, luepgo hahtrédn de
Fipura 3 verificarse las condiciones:
1°) determinar la circunferencia c; = I(e,) (% - al)? + (v - 51)2 = (r # r1)2
20) ¢razar una recta t, tangente a c: y a c2 = I(cz) ( 9 > 5
X - ag) + (v - 57) = (r + r2)
30) hallar la circunferencia x = I(t), que ha de na-
sar nor P (x - aa)? + (v - haﬁ? = (r + p3)2

Por ser I una transformacidén isogonal, %X serd tangente a
Se tiene as? un sistema de ecuaciones cuadriticas, con

¢, v ¢,, luepo es solucibn del rroblema. . ]
1 2 tres incognitas (x, v, r), eaquivalente al que resulta de
La discusién de este nrohlema se hace hastante sencilla sustituir las dos filtimas ecuaciones nor los resultados
a partir de este método de inversidén, considerando las vno- de restarles la primera:
X ! :
sihles rectas tangentes, t, a c, vy c¢,. Para discutir el 2
. 1Y S T (x - a2+ (v =17 = (r 227
prohlema €CC, basta reducirlo al PCC, como se ha indicado 1 1 1
anteriormente y tener en cuenta aue la solucidn del CCC es | Q(a1 - a2)x + 2(h1 - b?)y + 2(+ % Fr,)er = X

una circunferencia concéntrica con la solucidn del PCC a 2(a. - aa)x + 2(h, - b )y +°2(+ p. F oodr = k'
' . AN 3 “iL Ty
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donde ¥ v ¥' son expresiones algehraicas denendientes de
1o0s centros v radios de las tres circunferencias dadas. De
las dos Gltimas ecuaciones nueden calcularse x e Vv en fun-
cidn de r (sunuesto que este suhsistema lineal sea comna-
tikle), v sustituvendo en la orimera, se tiene una ecua- |
cidn cuadratica en r, una de cuvas soluciones seri real |
nositiva. Sustituvendo este valor de r se obtendrin x e v. |
La circunferencia cuvo centro (x, v) v radieo r se ohtie-
nen en la forma indicada es obviamente tangente a las tres
dadas.
fomo en todo el proceso descrito solo se han usado one-
raciones racionales y extracciones de raices cuadradas, se
concluve (ahora nor via alrehraica) aue el problema nee
puede resolverse con rerla v compds (cosa que ya se habia
hecho en los narrafos nrecedentes),
Resmecto del nimero de soluciones, segin se tome signo +

. : - . 3
- enr v, 1 1= i, 2, 3, resultaran, como maximo, 2 = 8

soluciones. Ahora hien, el nroblema puede no tener solucidn,
como ocurre nara el caso en aque las tres circunferencias da-
das sean concéntricas v de radios distintos, en cuyo caso

el subsistema lineal antes citado es incompatible,.

4, RELACION CON EL PROBLEMA DE SONDDY

El quimico sir Frederick Soddv,
premio Nobel (12921) por el descu-
hrimiento de los isdtopos, reali-
26 un estudio de acoplamientos
atémicos que le condujo a anali-
zar el prohlema de relacionar los
r. v r, de tres cir-

1 2 3
cunferencias tangentes entre si

radios r

dos a dos, con el radio, r, de

otra circunferencia tangente a
las tres (fig, u).
Se trataha nues de determinar

el radio de la circunferencia so- Figura Uu

lucidn al prohlema CCC de Apnolonio, para el caso en que las
tres circunferencias sean tangentes.
Roddy llegd al siguiente resultado

2 2 2 2
L 1’3 =
(.‘1 +ky b kgt k) 2 (k1 + k, + kg + X )

(donde ke = 1/1‘i :i=1, 2,3, k =1/r) y lo pubhlicdé en
Natura, 137 (1936), expreséindolo en una poesfa oue tituld
"The precise kiss", cuvas estrofas mds enjundiosas se han

traducido asi en [u] :

Acuden cuatro einculos a un hese:

S mds wequeiios, con mfs curvatura,
Precisamente e4s fa cuhvafura

Ne fa distancia al centno ef Anvenso.
Aunacue Fuclides ouedd mudo arte eof dilema,
Mo hay ya necesdidad de un "mds o menoa".
Pues Pa cunvaturna cere cs ura reeta

V 8 er cbneava fiene siano menod;

La suma de sus cuadrnados dand

Te? cuadnado de fa suma fa mitad,

Pero este resultado hahbia sido descubierto anteriormente
por Descartes, ouien lo exnresé en carta diripida a su
discivula la princesa Isabel de Bohemia en 1643, por lo que
es conocido como el teorema del circulo de Nescartes.

Doscientos a%os despuéds el teorema fue redescuhierto
(1842) nor el inglés Beecroft, auien ohservd aue las cuatro
circunferencias anteriores determinan otras cuatro tangen-
tes entre si en los mismos seis puntos de tangencia de las

cuatro primeras, supuesto r, = r, =T (fFig., 5)
3
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Nnadas tres circunferencias, a',g‘, Kg exteriores dos a
dos, de centros A,B,f y radios respectivos a', h', ¢' (don-
de a'sh', a'<c'), se trata de determinar una circunferen-
cia x' tanpente a aauellas tres.

5i comenzamos suponiendo aue la circunferencia solu-
cidn buscada x' no incluye a ninguna de las tres, entonces
para reducir al problema PCC, hasta considerar el punto A

| y las circunferencias By de centros B, C y radiosh = h'-a',

c = c'-a'.

s
!
| -
4’2' i
Figura 5 )
’
7
Soddy publicé su resultado sin demostracién y un afio des- K-—'"
pués Glossett lo extendis a dimensién n, publicandolo en Na-
ture, 139 (1937), pero también sin demostracién. Esta condi-
cién para n+2 hiperesferas mutuamente tangentes en el espacdo
de dimensién n es la siguiente: Figura 6
: P : —=?2 2
S I1 vers d lo A te = AC -c".
(ky+o. .4k 2)2 = n(k§+...+k2+2) ea I la inversién de polo A y notencia p = AC -c”. Fs
n+ n claro que I(y) =Y . Tratemos de determinar I(g). Sean ¥*

v N* los nuntos de interseccién de gcon la recta AB, y,de
y su demostracién est8 desarrollada en [ﬂ y BS]. ) fi o= R
acuerdo con la fig. €, supongamos ANZECAM% | es decir

5., ADAPTACION INFORMATICA DEL PROBLEMA CCC AM% = AB+b , AN* = AB-b
Aunque a primera vista parezca que la solucién algebrai- | Entonces los puntos ¥ = I(M®) y N = I(W%*) pertenecerdn a
ca es la que mejor se presta a ser informatizada, después | la recta AB y verificarén
de comparar los métodos descritos, he optauo por basar la | AW = P/(AB4b) , AN = P/(AR-b)
adaptacién en el método de inversién.
Como $ no pasa por A, la figura d= I(p) ser§ una circun-

ferencia de la aue M v N son puntos diametralmente opuestos,

por lo que su centro D y su radio d verificarén:

AD = 1/2(AM+AN) , d = 1/2(AN-AM)




Por ser X una circunferencia que ha de pasar por A, la fi-
sura t = I(x) serd una recta tangente ayyVv & . Para que x'

wo inecluva a f” al y', % mo ha de incluir a pni ¥, luego &

v y deben quedar cn el mismo seminlano aque A, respecto de *t.

c4 T es el punte de coentacto de t v 5, v la proyeccidn or-

togonal de C sobre la recta DT es el punto F, serd

b d
~

N\ —
cos CDF = (d-c¢)/CD (*

—=
lo que permite determinar la direccidn de DT, sin mas que

tener en cuenta cue los anpulos orientados EET v Kﬁb han
de ser del mismo sentido (nara aue $v § queden contenidos
en el mismo seminlano aque A, rasnecto de t).

Para determinar x = I(t), basta ahora considerar la
nroveccidn ortogonal, H, de A sohre t v un vector unita-
rio ?Tﬂ 3?: La irualdad
AF = (AT-m)n
permite determinar H v ahora L = I(H) serd un punto de la

recta AH, tal oue

— —>
AL*AH = n
Puesto que x = I(t), A v L serin nuntos diametralmente

opuestos de la circunferencia x, cuvos centro 7 v radio z

vendran pues dados nor
A2 = (1/0AL , oz = (1/2)AL

Ahora la circunferencia x', solucidén al nrohlema CCC pro-
puesto inicialmente, serd la de centro 7 v radio z-a.

Si suponemos ahora que 1la circunferencia solucidén husca-
da. x', incluye a una sola de las dos circunferencias g
v y', otro tanto sucederi a x respecto de py y, luego S vy
¥ deben quedar en distinto seminlano respecto de t, por

1o que (#*) Wa de sustituirse nor

/N —
cos CDE = (d+c)/CD
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i x' incluvera a g', tamhién x incluird a g, luego S esta-

r%a incluida en distinto seminlano que A respecto de t, v nor
N Pt

tanto los &ansulos orientados ANC v ANT hahrian de ser de sen-

tidos contrarios.

Tanto si x' incluve a «' vy a g', como si no incluve a nin-
suna de las dos, al reducir al nrohlema PCC, el radio de_ﬁ
serd h = h'-a'. Ln camhio, si x' incluye a una sola de las
circunferencias «' 6 g', entonces h = R'+a'., Otro tanto su-
cede para el radio de y, si x' incluve a una sola de las cir-
cunferencias «' & y', entonces ¢ = c'+a, siendo ¢ = ¢'-a en
otro caso.

Finalmente, si x' incluve (respect. no incluve) a «', en-
tonces, una ven calculado el radio z de x, el radio de x' se-
r4 z+a' (7-a' resnect.).

Para distinguir entre si las ocho rosihles soluciones al
prohrlema CCC vamos & caracterizar cada una de ellas por una
terna ordenada de nfimeros (i,%,%), donde i,%,ke€ {n,1}, de
acuerdo con el siruiente convenio:

{ es N (resn.1), si ' incluve (resn.no incluye) a '

{1 es 0 C " M), si¥x' " «c " " . Y a g
xesn ( " "M, six’ " « " " N Y a y'

Asi, nor ejemnrlo, a la circunferencia solucién que inclu-
ve a&v Y, npero no a g, la llamaremos: solucidn (1,0,1).

fon este convenio, las variahles comentadas en laos pun-
tos anteriores toman los valores indicados en el siguien-

te cuadro:

ido

sent s de

. - _:‘ Pty Pt

i)d ¥ b c NE ADE v CDT 2!
nil|n niht-a' |e'-a' |ld-el iguales z-a'
111 1 |ht-a' |c'-a' |la-c| [ distintos z+al
aln 1 |nt-a’ |e'+a' |ld+cl ipuales z-a'
111 Alrnt-at |c'+a' [ld+cl distintos z+ta'
n |1 nlh'+a' [et-a' |ld+el | distintos z-a'
110 1 |h'+at |e'-a' |ld+c| ipuales z+a'
1(n n[htea' |c'+at |ld-cl iruales z+a'
n {1 1 hreat |et+ar [ld-c] distintos z-a'
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fn el cuadro anterior se ohservari que las % soluciones

se semaran por lineas horizontales en 5 narejas, cada una

de las cuales estid formada nor dos soluciones inversas en

el sentido de fergonne.

f.

PROGRAMANINN FN LEMGUAJF Lono

£l nrograma interactivo, al cue vamos 2 titular Anofonde

consta de los sifuientes nrocedimientos Loro:

1) nrocedimiento €CC, en aue se piden los datos de las tres

circunferencias dadas (centros v radios)

5) nnocedimiento CIRC :X ¥ :R, aue permite dibuiar la cir-

cunferencia de centro (v,¥Y) v radio P

2) mnocedimienta PIST Vv VY :P :Q,nue calecula la distancia

entre los ountos (Y,V) v (P,Q)

u) procedimiento CA{UCIONFS, aue irnforma sobre el modo de

pedir alpuna de las ocho posihles soluciones, o todas

ellas

5) mrocedimiento S T :71 :K, aue permite ohtener la solu-

cién (1,J,%), dituiandola e indicando las coordenadas de

st centro v su radio

£) nnocedimiento CTRX :¥ :Y :R, que horra la circunferencia

de centro (¥,¥) v radio R, nreviamente trazada

7Y procedimiento SOL :7 :J :K, aue ordena rorrar la Gltima

circunferencia solucién ohtenida v traza la que se ha

pedido, enviando nara ello al suhorocedimiento & :I :J :X

2) naocedimiento TODAS, oue ordena encontrar todas las solu-

ciones, ditujandolas e indicando las coordenadas de sus

raspectivos centros v radios

o) procedimionte RED :V, aue rermite reducir el &npulo X,

expresado en grados, al intervalo (-18n,181] ,

1n) nnocedimiento ABS :X, aue calcula el valor ahbsoluto de ¥

(no existe en Loso esta funcidn)

11) nrocedimiento ARCCCS :¥, nue calcula el arco coseno de Y

(no existe esta funcidn en Lofo)

He aonul los listados de estos procedimientos:

2 7 5

TO CCC
CT TEXTSCREEN

PR [CIRCUNFERENCIA TANGENTE A TRES DADAS]
PR [ESCRIBE CENTRO Y RADIO DE LA MENORI
MAKE "0 RL

MAKE “Al FIRST :0

MAKE "AZ2 FIRST BF :0

MAKE "A’ LAST :0

Cs

HT

WINDOW

L.SETSCRUNCH 1.1

SETPC 2

CIRC :Al :A2 :A7

PR [ESCRIBE EL CENTRD Y RADIO DE OTRA]
MAKE "0 RL

MAKE *B1 FIRST :0

MAKE "B2 FIRST BF :0

MAKE "B’ LAST :0

SETPC 3

CIRC :B1 :B2 :B’

PR [ESCRIBE EL CENTRO Y RADIOD DE LA OTRAl
MAKE "0 RL

MAKE ®Ci1 FIRST :0

MAKE "C2 FIRST BF :0

MAKE "C’ LAST :0

SETPC S

CIRC :C1 :C2 :C’

MAKE "AC DIST :Al :A2 :C1 :C2

MAKE "AB DIST :Al :A2 :Bl :B2

SETPC 1

SOLUCIONES

MAKE “0 0

END

T0 CIRC :X :Y :R

PU SETPOS SE :X :Y

SETH O

FD :R

LT 90

MAKE "L 2 % :R % 3.1416 / 3¢
PD

REPEAT 3¢ [LT 5 FD :L LT 51
PU

END

TO DIST :X :Y :P :Q

QUTPUT SGRT ¢ ¢ :X = P ) % ¢ X - P ) + (

END

'Y - @) % (

Y -

Q)

)
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TO § 1 :J K
TO SOLUCIONES 1F :1 = :J [MAKE "B B’ - :A’) [MAKE "B B’ + -3
CT TEXTSCREEN IF :1 = :K [MAKE "C :C‘ - :A’] [MAKE "C :C’ + B ]
PR [1] MAKE "POT :AC % :AC - :C % :C
PR [1 : MAKE "AM :POT / ¢ :AB + :B )
PR [1] MAKE "AN :POT / ¢ :AB - B )
PR [] MAKE "AD ¢ AN + :AM ) / 2
PR [1 MAKE *D ¢ &N - 1AM ) / 2
PR [Para obtener una solucion, ordena:l SETPDS SE :A1 A2
PR [1 SETH TOWARDS SE :Bi :B2
PR [SOL i J K] FD :AD
PR (1 MAKE “Di XCOR
PR [donde i,J,k = 0,1 con el siguiente con venio:] MAKE “D2 YCOR
PR [1 ' MAKE "CD DIST :C1 :C2 :Di :D2
PR [si i = 1 ¢ respect. 0 , entonces 1al IF :J = :K [MAKE "DE ¢ :D - :C )] [MAKE "DE :D + :C1
PR [circunferencia solucion ¢ no ) incluye a la primeral MAKE "W ARCCOS ¢ :DE / :CD )
PRIsi j=1¢0)Y, ¢no)d incluye a la segundal SETPOS SE :D1 :D2
PRIsi K=1¢0), ¢no) inclure a Ja ultima dadal SETH TOWARDS SE :Al :AZ
PR [1] MAKE "RA HEADING
PR [Para obtener todas jas soluciones, ordena: TODAS) SETH TOWARDS SE :C1 :C2
PR [1 MAKE "RC HEADING
END MAKE "R RED ¢ :RC - :R& D
IF OR :R > 0 :R = 0 [MAKE "S 1] [MAKE "S -1]
IF :J = 0 [RT :W * 353 [LT : % :S]
TO sOL :1 :J :K MAKE "RDT RED HEADING
IF :0 = 1 [CIRX :21 322 3271 FD :D )
§ :1 :J :K MAKE "T1 XCOR
MAKE *0 1 MAKE “"T2 YCOR
END SETH TOWARDS SE :Al :A2
RT 180
MAKE “RAT RED HEADING
T0 todas IF :J = 1 [MAKE "RAH RED ¢ :RDT + 180 )] [{MAKE "RAH :RDT)
so000 MAKE "N %0 - :RAH
s111 MAKE "AH ¢ ¢ :T1 - A1 ) % COS N> + ¢ T2 - 1A2 ) % SIN :N
s100 MAKE *AL :POT / tAH
s011 SETPOS SE :Al1 :AZ
s001 SETH :RAH
s1160 FD :AL / 2
so01i10 MAKE *"21 XCOR
s101 MAKE "22 YCOR
END MAKE "2 ABS ¢ AL / 2)
IF 11 = 1 IMAKE "2’ :Z + :A‘) [MAKE "2° 12 - A7)
CIRC :21 :22 :2°
TO CIRX X :¥Y :R ¢ PR [ESTA CIRCUNFERENCIA SOLUCION TIENE CEN.TRO] SE 321 :22 [Y RADIO] :2 )
PU SETPOS SE X :Y PR L[]
SETH 0 END
FD :R
LT 90
MAKE °L 2 % :R % 3.1416 / 36 TO ARCCOS :X
PE IF :X = 0 [OUTPUT 901 [OUTPUT ARCTAN { SGRT 1 = X * X)) / X}
REPEAT 36 [LT S FD :L LT 5] END
PU
END

TG ABS :X
OP IF X < 0 [- :X] [:X]
END



7. BJECUCION NET, PPORRAMA

Para edecutar el programa, hasta ordenar CCC y pulsar Re-
turn (Inter).

Fl programa comienza pidiendo las coordenadas del centro
v el radio de cada una de las tres circunferencias (comen-
zando por la de menor radio) v las va representando sucesi-
vamente en pantalla. "onviene tener presente anue la nanta-
11a funciona como una ventana, por la que pnuede ohservarse
un recténgulo del nlano euclideo centrado en el oriren de
coordenadas v de dimensiones aprox.(-120,120)x(-90,90). 'lo
obstante, las fipuras no contenidas en este rectédngulo no
son remresentadas en la nmantalla, aunaue si nueden reali-
~arse cidlculos :ohre ellas.

A continnacién el prosrama ofrece unas instrucciones so-
hre el modo de nedir una cierta solucidn (3,4,k), o todas
las soluciones. Para pedir, nor efemnlo, la circunferencia
solucidn aque incluva a la nrimera v tercera circunferencia
de las tres dadas, bastarfa ordenar S"L 1 N 1 v anareceria
dibuiada dicha solucidn e indicadas las coordenadas de su
centro v su radio. Si a continuacidn se desea obtener, nor
ejemnlo, la circunferencia solucidn nue incluye sélo a la
tercera de las.circunferencias dadas, se ordenarf SOL 0 0 1
y el proprama actua horrando la circunferencia solucién an-
terior (la 1N01) v representando esta (la 0N1) e indicando
las coordenadas de su centro y su radio.

Por comodidad en recordar el orden en cue se dieron las
tres circunferencias datos, la primera de ellas (la menor)
se representa en color verde, la serunda en color narania
v la tercera en azul. lLas circunferencias solucidn anarecen
en color hlanco.

Si se desea ohtener todas las soluciones hasta ordenar
TODAS y el programa ird dibujando sucesivamente cada una de
las ocho posibles soluciones e indicando las coordenadas
de su centro v su radio, una vez que ha terminado de repren-
tar cada circunferencia.

He aquf un ejemplo de cédmo funciona el programa:

7CCC

CIRCUNFERENCIA TANGENTE A TRES DADAS
ESCRIBE CENTRO Y RADIO DE LA MENOR

ESCRIBE EL CENTRO Y RADIO DE OTRA I

-40 -20 15 ‘,ﬂ"—\-..

50 -20 20 i
ESCRIBE EL CENTRO Y RADID DE LA OTRA 'mm"
0 30 25 . oy
|Ir# "'ll |r" %
|
l l"-.....-'l '|I ‘s]
s

Para obtener una solucion, ordenat

soL i J K

donde i,i,K = 0,1 con el siguiente con venio:

i i =1 ( respect. 0 ) , entonces la _
circunferencia solucion ¢ no ) inclure a la primera
si j=1¢0)>, ¢ no) incluye a la segunda

i k=1¢0D), ¢ no) inclure a la ultima dada

Para obtener todas las soluciones, ordena; TODAS

?s0L 1 11

ESTA CIRCUNFERENCIA SOLUCION TIENE CEN.TRO ?7.58379

-8.26629 Y RADIO 49.010}
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270DAS

250L 0 1 1

ESTA CIRCUNFERENCIA SOLUCION TIENE CEN.TRD 26.6557 10.2257 Y RADIO 73.1913

250L SOL 0 1 O
ESTA CIRCUNFERENCIA

TA CIRCUNFERENC

ESTA CIRCUNFERENCIA SOLUCION TIENE CEN.TRO 25,8455 -46.9244 Y RADIO 71.158 ESTA CIRCUNFERENCIA
ESTA CIRCUNFERENCIA
ESTA CIRCUNFERENCIA
ESTA CIRCUNFERENCIA
ESTA CIRCUNFERENCIA
ESTA CIRCUNFERENCIA

ESTA

CIRCUNFERENCIA
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SOLUCION TIENE
SOLUCION TIENE
SOLUCION TIENE
SOLUCION TIENE
SOLUCION TIENE
SOLUCION TIENE
SOLUCION TIENE

SOLUCION TIENE

CEN.TRO

CEN.TRO
CEN.TRO
CEN.TRO
CEN.TRO
CEN.TRO
CEN.TRO

CEN.TRO

2.49619 -22.5109 Y RADIO 42.5718
7.58379 -8,2462%9 Y RADIO 49.0101

-14,7843 -41,8738 Y RADID 33.3798
26.6557 10,2257 Y RADIO 73.1913

1.81896 15.353 Y RADID 54.7615
12.4782 -146.673 Y RADIO 137.119
25,8655 -46.9244 Y RADIE 71.158

-16.205 B.36%94 Y RADID 37.0274
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R. VISUALIZACINN DINDACTICA (PASO A PASN) DF LA SOLUCTON
pPOR INVFPQ;[_ON_

finas mequefas modificaciones en el programa, permiten
sepuir naso a naso el proceso de determinacidn de solucio-
nes al prohlema CCC por el método utilizado de la inver-
sién.

Tl proceso nuede efectuarse en los sifuientes nasos:

1) revresentacidédn (en color verde) de las tres circun-
ferencias dadas,u’,ﬁ y y'.

2) representacifn (en color narania) del punto A v las
circun‘erenc*as‘gv Y, resultantes de reducir al oro-
hlema PCC.

3) representacién (en azul) de las circunferenciasdy y,
inversas resnectivas de v Y.

4) representacidn (en violeta) de la recta t tanrfente

(aproniada) a las circunferencias $v y.

[Sa]
~—

representacidn (en violeta) de la circunferencia X,
inversa de la recta t.
£) renresentaciédn (en hlanco) de la circunferencia so-

lucidn huscada, concéntrica con X,

Para conseruir estos ohietivos solo se precisa reali-
zar lipgeras modificaciones en los nrocedimientos CCC, SNL
v S. Los nrocedimientos modificados, aque denominamos resnec-

tivamente CCC', |0L' v S', se listan a continuacidn:
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T0 CCC’

CT TEXTSCREEN

PR 1]

PR (1

PR [1

PR [CIRCUNFERENCIA TANGENTE A TRES DADAS]
PR [ESCRIBE EL CENTRO Y RADID DE LA MENOR]
MAKE "0 RL

MAKE "Al FIRST :0

MAKE °A2 FIRST BF :0

MAKE "A’ LAST :0

]

HT

IWINDOW

.BETSCRUNCH 1.1

SETPC 2

CIRC :Al A2 A7

PR [ESCRIBE EL CENTRO Y RADIO DE O0TRA]
MaKE "0 RL

MAKE “Bi FIRST :0

MAKE "B2 FIRST BF :0

MAKE “B‘ LAST :0

CIRC :B1 :B2 :B’

PR LESCRIBE EL CENTRO Y RADID DE LA 0TRA]
MAKE "0 RL

MAKE "C1 FIRST :0

MAKE "C2 FIRST BF :0

MAKE "C’ LAST :0

CIRC :C1 :C2 :C”

MAKE "AC DIST :Al :A2 :C1 :C2

MAKE "AB DIST :Al :A2 :Bl :B2

SETPC 3

SOLUCIONES

MAKE "0 0

END

TD SOL’ :1 :J :K

IF :0 = 1 [CIRX :2%1 322 :2°]
5/ 11 :J K

MAKE "0

END
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IF :1 = :J [MAKE "B B’ - :A’1 [MAKE "B :B’ ¢ :A’)
IF .1 = :K [MAKE *C :C’ - :A’1 [MAKE *C :C’ + 3A’]

SETPOS SE Al :A2

PD SETH 0 FD 1 PU

CIRC :B1 :B2 :B

CIRC :Ci1 :C2 :C

PR [REDUCCION AL PROBLEMA PCC ¢ EN NARANJA )1
MAKE “"POT :AC * :AC - :C c

MAKE "AM :POT / ( :AB +

MAKE "AN :POT / ¢ AB - 3
MAKE "aD ¢ :AN + ::AM ) /
MAKE "D ¢ AN - 1AM ) / 2
SETPOS SE :Al :A2

SETH TOWARDS SE :B1 :B2
FD :AD

MAKE “Di XCOR

MAKE "D2 YCOR

MAKE "CD DIST :C1 :C2 :D1 :D2

1IF :J = :K [MAKE "DE ¢ :D - :C ) [MAKE "DE :D + :C]

MAKE "W ARCCOS ¢ :DE / :CD )

SETPC 5

CIRC :D1 :D2 :D

CIRC :C1 :C2 :C

PR [SUS INVERSAS ¢ EN AZUL )]

SETFPOS SE :D1 :D2

SETH TOWARDS SE :Al :A2

MAKE “RA HEADING

SETH TOWARDS SE :Ci :C2

MAKE "RC HEADING

MAKE "R RED ¢ :RC - :RA )

IF OR :R > 0 :R = 0 [MAKE °8 11 [MAKE "S -1]

IF :J = 0 [RT :W % :81 ILT W * 18]

MAKE "RDT RED HEADING

FD :D

MAKE "T1 XCOR

MAKE “T2 YCOR

SETPC 4

LT 96 PD FD 200 BK 400 FD 200 PU RT 90

PR [RECTA TANGENTE ¢ EN VIOLETA )1

SETH TOWARDS SE :Al A2

RT 180

MAKE "RAT RED HEADING

IF :J = 1 [MAKE "RAH RED ( ;RDT + 180 )] [MAKE "RAH :RDTI]
MAKE "N 90 - :RAH

MAKE *AH ¢ ¢ :T1 - Al ) * COS :N ) + ¢ 3T2 - A2 ) * SIN :N
MAKE "AL :POT / :AR

SETPOS SE :Al :AZ

SETH :RAH

FD AL / 2

MAKE "21 XCOR

MAKE ®"22 YCOR

MAKE "2 ABS ¢ AL / 2)

IF :1 = 1 [MAKE "2’ 12 + tA’] [MAKE "2’ 32 - :R’]

CIRC :21 :22 :Z

PR [CIRCUNFERENCIA ( EN VIOLETA ) INVERSA DE LA RECTA TANGENTE]
SETPC 1

CIRC 121 :22 :Z7

PR LESTA CIRCUNFERENCIA SOLUCION ¢ EN BLANCO )1

¢ PR [TIENE CENTROl SE 321 :22 [Y RADIO] :Z )

PR [1]
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He aqui zhora un ejemplo de ejecucidn:
?Cccc’

CIRCUNFERENCIA TANGENTE A TRES DADAS

ESCRIBE EL CENTRO Y RADIO DE LA MENOR
-100 -10 195

ESCRIBE EL CENTRO Y RADIO DE OTRA

-20 -10 25

ESCRIBE EL CENTRO Y RADIO DE LA OTRA

0 S0 30

250L” 0 0 0

REDUCCION AL PROBLEMA PCC ( EN NARANJA ?
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SUS INVERSAS ( EN AZUL )

RECTA TANGENTE ¢ EN VIOLETA )

- 39 -

CIRCUNFERENCIA ¢ EN VIDLETA ) INVERSA DE LA RECTA TANGENTE

ESTA CIRCUNFERENCIA SOLUCION ¢ EN BLANCO ?
TIENE CENTRO -47.4245 33.5655 Y RADIO 54.3%9%1



a, NONCLUSINN

A1 desarrollar este trabaio se ha nretendido, en orimer
lupar, hacer notar la diversidad de soluciones que vnueden
encontrarse nara un nrohlema de enunciado aparentemente sen-
cillo, pero cuva imnortancia es comnarable a la de los tres
problemas clésicos {cuadratura del circulo, duplicacidn del
cubo v triseccidn del 4npulo), si »ien, a diferencia de es-
tos, el prohlema de Anolonio si tiene solucidn.

También se ha pretendido hacer notar nue un prohlema de
ampariencia exclusivamente tedrica, como es el de Anolonio,
estd relacionado con un prohlema sursido en el mundo fisi-~
co real, como es el de Soddv, haciendo vdlida, una vesz mis,
la famosa frase de lohachevski: "no hav ninpuna rama de la
“atemidtica., mor ahstracta aue sea, aue no nueda anlicarse
alefin dia a los fendmenos del mundo real'.

Por otra narte, el interéds diddctico de la simulacién
ipformitica desarrollada es evidente, si se tiene en cuen-
ta ane (sesin calculd Temoine) la mas rédnida solucidn con
regla v comn&s reauiere trazar 54 rectas v 17 circunferen-
cias, mientras aue la solucidn informitica nropuesta se
ohtiene inmediatamente, lo aue, unido a su vistosidad, pue-
de inducir a alpunos alumnos a interesarse nor el prohlema
de Anolonio e, indirectamente, por las técnicas utiliza-
das en su resolucidn.

Tinalmente, he de indicar aue s3lo han sido informatiza-
dos los nrohlemas PCC vy CCC nara el caso de tres circunfe-
rencias exteriores dos a dos, por lo aue, con liferas va-
riantes, el proceso puede ser continuado en las siguientes

lineas:

19) solucidn vara circunferencias secantes, etc

20) solucidn de los otros ocho casos del problema de Apo-
lonio

39) automatizacidén de la discusidn

4°) particularizacidn nara el nrohlema de Soddyv

50) extensién al prohbhlema de Anolonio en dimensién tres

(con logo tridimensional)

- 41 -

RIRLIOGPAFIA

[1] ABELSON-DISFSSA: Turtle fGeometry.The computer as a me-
dium for exnlorine Mathematics; M,I,.T. 1981

[{] BOYER: A historv of Mathematics: Wilev. 196R

@] COURANT-RORINS: &Nué es la Matemdtica?; Aguilar. 1271

@] COXETER: Fundamentos de feometria: Limusa-Wilev.1971

@] COXETER: The nrohlen of Apollonius; Am. Math.Yonthly,

Y

7]

Ly
o

ELY

[11]
12]
{13]

(1u]
[15]

[1€]
[17]

[1e]

[1a]

75(1968)5-15
COYETER: Loxodromic sequences of Tangent Spheres;
Aequetiones Mathematicae, 1(2968)1N4-121
TTAYO: "F1 algehra del cinnuecento”. Conferencia del
curso "Historia de la “atemdtica hasta el si-
glo XVII"; Real Academia de riencias (11-ITI-1986)
F.6.M,: Exercises de réomdtrie:; *“aison. 1912
FOUCHE: Sur les cercles qui touchent trois cercles donnés
ou qui les coument sous un anrle donné: Nouve-
lles Ann. Math. (1892)227-224
AUZMAN: "Avolonio"”. Conferencia del curso "Historia de
1a Matematica hasta el sirlo XVII": Real Aca-
demia de Ciencias (27-11-19R8)
HADAMARD: Lecons de Réométrie Flementaire; Colin.19u7-u9
EEATH: & history of freek Mathematics: Dover. 1981
LEMOINF: Application d“une méthode d“évaluation de 1la
simnlicité des constructions a 1la comnaraison
de quelaues solutions du probléme d' Apollo-
nius: Nouvelles Ann. Yath. (1882)u53-47U
MANNHEIN: Note de nRéométrie:; llouvelles Ann.Math,
(1885)105-1n¢9
PENOE: On a theorem in fGeometry; Am.Math. Monthly,
74(1967)627-FUN
PUIG ADAM: Curso de Geometria Mé&trica
ROUCHE-COMREROUSSE: Traite de néométrie; fRauthier-Vi-
llars, 1912
VAN DER WAERDEN: Geometry and Algebra in Ancient Civili-
zations: Sprinper., 1073
VIFETA: Varia Responsa. IX., Apollonius fallus; Real Aca-

demia de Ciencias



- 42 =

RUEGOS A NUESTROS SOCIOS

Se ruega encarecidamente a nuestros soclos que:

Nos comuniguen cualquier cambio de domicilio o cuenta corrien
te, pues nos devuelven con frecuencia boletines o recibos,
con el consiguiente perjuicio para todos.

Procuren gue otros compafieros ingresen en la Sociedad, para
lo cual inclufmos en cada nf@mero del boletfn una hoja deins
cripcibén. El1 futuro de nuestra sociedad depende de que man-
tenga un colectivo suficiente de socias.

Nos hagan llegar répidamente cualquier noticia sobre congre-
sos, conferencias, concursos, etc., cuya difusién entre los
socios estimen interesante, para su inclusidn en nuestro bo
letfn, antes de que pierdan actualidad.

Nos envfen artfculos, trabajos, experiencias diddcticas, emm
ciados de problemas o soluciones a los propuestos, para su
publicacifn en nuestro boletin.

Nos hagan llegar iniciativas o sugerencias de cualquier tipo

sobre posibles actividades de la Sociedad o sobre el conteni
do de su publicacifn.

La Junta Directiva agradece a todos su colaboracifn y recuer

da que la correspondencia debe dirigirse al Aptdo. 9479 de
28080~-Madrid..

* & % % *
* @ % w

e

- 43 -

' ALGUNAS CUESTIONES DIDACTICAS
: ACERCA DE
ECUACIONES DIFERENCIALES CON DESFASE

José Miguel Pacheco Castelao
Isabel Fernandez de la Nuez
César Rodriguez Mielgo

FACULTAD DE CIENCIAS DEL MAR
UNIVERSIDAD POLITECNICA DE CANARIAS

Las Palmas de Gran Canaria

En un trabajo anterior publicado en este mismo boletin (ver
[4]) se efectuaban algunas consideracicnes, que se reflejaban en el es-
tudio de las curvas solucién de una ecuacion diferencial de primer orden
con desfase. Sin animo de rigor, sino mas bien con caracter expositivo,-
se vuelve aqui sobre aquellas ideas, teniendo en cuenta las posibles a—-
plicaciones didacticas y metodolégicas.

1. Consideraciones pedagdgicas.

Los contenidos de los programas de matematicas tienden a evo
lucionar en funcién de las aplicaciones, cada vez mas extendidas, que —-
pueden darse a teorias que se podian considerar, hasta hace poco, leja—-
nas de su aplicabilidad inmediata. E1 auge de Tos métodos numéricos, ca-
da vez mas asequibles, ha hecho cambiar la mentalidad de profesores y a-
Jumnos hacia una comprensién mas intuitiva, pero no por eso menos profun
da, de las caracteristicas esenciales de las teorias, dejando de lado --
las exigencias de rigor que hasta hace poco constituian el grueso de 10s
programas. Esto es evidente en los cursos de matematicas aplicadas y en
los cursos preuniversitarios. Hay que suponer que las reformas actual
mente en marcha, tanto en las Ensefianzas Universitarias como las proyec-
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tadas en el 20 cicle de Bachillerato, permitirdn extender este punto de-
vista en l1a realidad diaria del aula.

Con motivo de un curso sobre “Modelos matemiticos” que se —-
imparte en 50 curso de la Facultad de Ciencias del Mar en la Universi--
dad Politécnica de Canarias, y que contiene un gran porcentaje de ideas-—
acerca del estudio cualitativo de ecuaciones diferenciales ordinarias, -
se plante6, a la vista de ejemplos extraidos de las Ciencias Naturales,-
un breve estudio de las propiedades de las ecuaciones diferenciales con-
retraso o desfase. E11o nos movié a redactar esta nota, en la que se en-
tremezelan las ideas didacticas con las puramente matemdticas.

La motivacion para introducir las ecuaciones diferenciales -
con retraso (desfase, retardadas,...) (EDD)es facil de hallar en ejem- -
plos sencillos. Basta observar el efecto de un medicamento, que no es in
mediato a su suministro, o analizar el efecto de la aplicacion de contro
les externos a determinados procesos, etc. Los ejemplos pueden extender-
se incluso en niveles elementales. La mayoria de los modelos matematicos
de procesos de la vida real suelen describir la evolucién de una magni--
tud que se supone continua y diferenciable (ésta es una de las hipotésis
simplificadoras de la modelizaci6n), a lo largo del tiempo, esto es, se-
estudia el comportamiento de la primera derivada de la magnitud. En fér-
mulas, se contemplan ecuaciones del tipo:

x'= fix,t)

En 1a expresion de f intervienen, por lo general, barémetros
que deben inferirse de situaciones reales, lo cual es otra area del pro-
blema de la modelizacion. No entraremos aqui en esas ideas. Cuando se in
troduce un desfase o retraso, la ecuacidn anterior deviene en otra del -
tipo:

x'= g(x,x-T,t)

Por regla general, la dependencia explicita de g con x~=T sue
le ser de caracter empirico, y en las aplicaciones puede tomarse como re

lativamente sencilla.

2. La pérdida de unicidad y de otras propiedades.

La caracteristica esencial utilizada en las Ecuaciones Dife-
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renciales radica en la unicidad de ta solucién del problema de valores -
iniciales:
x'= f(x,t) 1
x(to)= X

I
0

Esta propiedad, que es de importancia capital en las aplica-
ciones, se pierde en las EDD. Un ejemplo sencillo ayudard a comprenderlo
Sea la ED x'= —x con la condicién inicial x(0)=1. La solucién general es

como solucién Unica del problema anterior.

Supongamos ahora la ecuacidn, derivada de la anterior por in
troduccion de un retraso: -

X = =x(t-T)
IT
%x(0)= 1

5i se desea llevar a cabo una integracidn, hay que conocer -
la forma explicita de x(t-T), esto es, el aspecto de la magnitud x en el

intervalo [-T,0). Muy apropiadamente., podemos denominar a este aspecto-
la "historia” de x en ese intervalo.

Conocida 1a historia ( lo que equivale a decir que para re-

solver el problema II hay que afiadir una funcidn arbitraria X(t)):

X'= —x(t=T)
x(0) =1 111
x(t) = X(t) si tel-T,0)

el problema III puede ser resuelto integrando en [0,T), determinando el-

valor de x en t=T y usandolo como condicion inicial para el nuevo inter-
valo [T,2T) etc. Veamoslo:

N

FIGURA.]
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. En el intervalo [0,T) es x'= - x(t-T)=—1, de donde x=—t+c, --
luego c=1. La solucidn es la representada en la figura, que, si t=T, to-

mz el valar x= —T+1. Usando ahora estos, en el intervalo siguiente serd

xeCat—t? /2 Ahora el valor de c es ?—2T+T2/2 | y se ob-

tiene otro tramo de la curva,etc..

Notamos que en los puntos 0, T, 2T, etc... se puede perder -
la diferenciabilidad de la solucidn, al contrario de lo que ocurre en el
problema I.

Si ponemos T=n/2 es facil hallar una solucién diferenciable-
y ademas expresable en forma compacta para el problema III:

x= cost, de donde x’'= —sent= —cos(t—n/2)= —x(t—n/2). En este
caso la funcién historia es también x=cost.

Por tanto, observamos que las caracteristicas esenciales de-
la solucién de las EDD dependen no sélo de cémo sea la expresion de la -
funcién g(x, x-T,t), sino también de la historia pasada del proceso. Es-
to se puede ilustrar en una buena sesion de clase acerca de la cuestion,
modificando las funciones X(t) y comparando losresultados, indicando el
cimula de dificultades que se plantean. Por ejemplo ;qué condiciones de-
be satisfacer X(t) para no perder la diferenciabilidad en los puntos -
t=kT, keN?

3. La aparicién de oscilaciones.

Hay muchos procesos en los que la evolucién de una’ variable-
x depende de las interecciones de la variable consigo misma. En particu-
lar, en la dinamica de poblaciones es corriente este fendémeno. Cuando se
da este tipo de procesos, la introduccién de desfases suede originar os-
cilaciones. E1 peligro estd en que esas oscilaciones tiendan a amplifi--
carse, destruyendo asi el proceso. Vamos a presentar un ejemplo ilustra-
tivo, precisamente el que motivo el trabajo citado al principio.

S{ x representa una poblacién con competencia intraespecifi-
ca, se puede describir la evolucién de x con:

X = ax —bx2

donde a es el coeficiente de crecimiento y b el de decrecimiento debido-

‘a la competencia entre miembros de la pobacidn. Generalmente escribimos
x"= ax(1-bx/a) = ax(1-x/E)

y a la constante b/a la denotamos por 1/E, donde E representa el valor -
asintético de x para t—e.

En efecto, haciendo x'= 0 = ax~— bxzobtenemos x= a/b = Xmax
que corresponde al valor de x para el que la poblacidn deja de crecer y-

se gstabi]iza, Tuego E=xmax‘ Si imponemos una condicién inicial x(0)=xo,
12 solucidn, denominada logistica, es x = E/[1+E/xd—1]é_at. Cuando teew,
independientemente de si x0>E ) X <E, x tiende & E, pero sin que haya -
interseccidn entre la curva x=x(t) y la recta x=E. (E1 cdlculo explicito

de x es un buen ejercicio de cédlculo elemental, asi como el analisis sub
siguiente).

Introduzcamos ahora un desfase en el término 1-x/E, que pasa
a ser 1—x(t—T)/E. Este desfase puede representar el conflicto generacio-
nal, per ejemplo, en algunas situaciones concretas.

Sea pues, conocida la historia del proceso en el intervalo -
[-T,0). En cada punto t, el signo de x depende Gnicamente de si x(t-T)
es mayor o menor que E. Si es mayor, el signo de x° es negativo, y x de-

crece, y al revés. Luego la evolucién de x(t—T) indicara el comportamien
to de x en el futuro:

—
F

FIGURA.2

/.

>
T 2T

~T

Atendiendo al nlmero de veces que x(t) intercepte la recta -
x=E en [T,0) se predice el nimero de ondas que aparecen en el siguiente
intervalo, etc. La interpretacién del fenémeno puede hacerse de modo fé-

cil: Si el retraso T es grande, en un proceso con historia mis o menos -

real, es posible que se produzcan ondas en el intervalo [-T,0) que se —-
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propagaran a lo largo de la vida del proceso. La desestabilizacion se ——
producird si la ampl{tud de 1a onda propagada tiende a crecer desmedida-
mente, lo que puede ocurrir si se dan combinaciones adecuadas de T y los
parametros a y E del proceso. E1 analisis se escapa de esta presentacién
elemental (vease [2] para mas detalles) aunque las ideas expuestas pue-
den servir de motivacién a unas sesiones de clase sobre cuestiones de —
control, que no deben faltar en los cursos universitarios.
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GENERACION ALEATORIA DE EJERCICIOS

For Ricardo Aguado-Mufioz

1 INTRODUCCION

La generacién aleatoria de ejercicios ( GAE )
consiste en la creacié6n, mediante ordenador, de una
lista de enunciados y otra de soluciones. Todos los
ejercicios de la lista son del mismo tipo,
unicamente los datos varian aleatoriamente de uno a
otro.

Un programa GAE nos permite obtener el namero
deseado de ejercicios, de acuerdo con nuestras
necesidades.

El hecho de tener una amplia lista de
ejercicios “casi iguales”, permite individualizar
las tareas de los alumnos : cada alumno resuelve un
ejercicio "diferente". El trabajo de calificacién o
autocalificacién se ve facilitado al disponer de la
lista de soluciones. )

En temas como estadistica, el solo hecho de
disponer de una tabla de datos, distribuidos a
nuestro gusto, ya supone una comodidad.

2 CUESTIONES DE ESCRITURA

Una de las mayores dificultades que se
presentan al preparar un programa de GAE, es 1la
propia escritura del enunciado, bien sea en la
pantalla o en el papel de la impresora, pues los,
ordenadores no estan especialmente dotados para la
escritura matematica convencional. Fiénsese en 1la
escritura del polinomio

que exige dos lineas : una para los exponentes Yy



ptra para las x y los coeficientes; con una serie de

convenciones que hay que "ensefar" al ordenador,

como son : los coeficientes 1 y =1 no se escriben,
-’ .

salvo en el termino independiente; cuando el

coeficiente es cero, no se escribe el término
correspondiente; el exponente 1, tampoco se escribe;
el espacio entre dos exponentes esta en funcion del
numero de cifras de los coeficientes; etec.

Si se va a generar ejercicios de polinomios, se
hace necesario disefar una subrutina o procedimiento
que los escriba tomando como entrada el grado y los
coeficientes.

3 LOS DATOS

Los datos, que varian de un ejercicio a otro,
son elegidos al azar dentro de un rango prefijado
para que los numeros sean manejables.

La mayor parte de las veces hay gue ajustar
este rango de un modo experimental para que las
soluciones pertenezcan, & su vez, a un rango Qque,
naturalmente, estad limitado por las condiciones de
escritura y por la tradicién escolar.

Otras veces hay que corregir el puro azar,
porque la naturaleza del ejercicio asi lo exige.
Supbdngase, por eljiemplos Qque S8 guiere obtener
ejercicios de simplificacién de fracciones P/@ 4, ¥y
gue se decide que los terminos P,0 sean numeros de
dos o tres cifras. Pues bien el 70% de las
fracciones, asi obtenidas, son irreducibles. No
parece sensato obtener tantos ejercicios de
simplificacién que ... no se puedan simplificar. De
algun modo habra que corregir esta tendencia.

4 RESOLVER EJERCICIOS O PREPARARLOS
. Es meior generar los datos y lueqn calcular
1z solucién 7 0O bien, & generar la solucién y luesao

preparar un enunciado que se adecue & €S5a solucién ?

No se puede responder de una manera absoluta a
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esas preguntas. Depende de 1la naturaleza del
ejercicio. S8i el algoritmo de resolucién es facil de
programar Yy su ejecucidén rapida, podemos hacer gue

el ordenador calcule realmente la solucidn. En otros
casos podemos intentar la via de generar primeroc la
splucidn y lusego preparar un enunciado adecuado.

En el apartado que sigue se desarrolla un
ejemplo ilustrativo de esta ultima posibilidad.

S GENERACION DE DETERMINANTES

Se trata de obtener un namero ilimitado de
ejercicios de calculo de de determinantes de

matrices cuadradas de orden cualquiera (no superior
a 20).

Para matrices de orden superior a tres, el

calculo del determinante es complicado. Intentemos,
pues, preparar una matriz cuyo determinante sea un
numero fijado de antemana, por ejemplo, S. Por

comodidad, ilustramos el proceso con un ejemplo de
orden 3:

1 -1 3 S 0 0 1§ -10 3

¢] 1 1 -1 1 Q] = 2 -2 1

(o] (o} b T -3 1 3 -3 1

A B C

La matriz A es triangular, con "unos" en la
diagonal principal, por tanto, su determinante vale
1. La PF también es triangular y tiene "unos" en la
diagonal principal, excepto en la posicién t1,1),
que tiene precisamente un Si su determinante valdra
5. En consecuencia, el determinante de C wvaldra

1::5=5.

Lds elementos que estan por encima de la
diagonal principal en A y por debaijo en E, que son
irrelevantes a efectos del valor del determinante de
C. son importantes porgue seran los que hagan variar
el "aspecto final” de la matriz C. Estos numeros han
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de cumplir ciertas condiciones : no ser muy grandes,
para que los elementos de C tampoco lo sean; no ser
nulos, porque si no aparecen muchos ceros en C: Vs
por supuesto, ser aleatorios. ;

Finalmente, observemos que este algoritma
conserva la ultima columna de A y la ultima fila de
B. Para evitar esto, la matriz C, que finalmente se
utiliza, es la que resulta de cambiar 1la ultima
columna por la suma de ella con la penultima Y,
despues, la ultima fila por la suma de ella con la
anterior. Con todos estos cambios el determinante se
conserva :

S -10 3 15 -10 -7 S =10 -7
2 =2 1]=—>12 =2 -1}=>12 -2 -1
3 -3 ! 3 =3 -2 S -5 -3

He aqui un programa en BASIC que genera
ejercicios de determinantes: -

10 REM determinantes

20 CLS

30 DEFINT A-Z

40 INPUT "Determinantes de orden "iM:PRINT
50 INFUT "Cudntos ejercicios ";N
60 DIM X(N),A(M,M),B(M,M),C (M, M)
70 REM Generacién de la matriz
80 FOR I=1 TO M:A(I,I1)=1:B(I,I)=1zNEXT I
90 FOR K=1 TO N

100 FOR I=1 TO M-1

110 FOR J=I+1 TO M

120 A(I,J)=INT(RND(1)x5)x2-3

130 B(J,I)=INT(RND(1) xS5) ¥2-3

140 NEXT J

1S90 NEXT 1

160 X(EY=INT(RND(1)%11-5)

170 B(1,1)=X ()

180 FOR I=1 TO M

190 FOR J=1 TO M

200 C(1,3)=0

210 FOR L =1 TO M

220 C(I1,J)=C(I,J)+A(CI,L)¥EB(L,J)
230 NEXT L

240 NEXT J
250 NEXT 1
260 FOR I=1 TO M
270 C(I,M)=C(I,M)+C(I,M-1)
280 NEXT 1
290 REM Escritura de la matriz
300 PRINT:PRINT:PRINT "Num.";K:PRINT
310 FOR I=1 TO M
320 PRINT CHR$(179);
Z0 FOR J=1 TO M
240 PRINT RIGHT®(" "+STR$(C(I,J))>,3);" "3
IS0 NEXT J
360 PRINT CHR$(179)
I70 NEXT 1
380 NEXT K
390 REM Escritura de la solucién
400 PRINT:PRINT:FPRINT"Soluciones de los
determinantes" : PRINT
410 FOR K=1 TO N
420 FRINT "Num."3;¥K; " det =";X(K)
420 NEXT K
440 END

En las lineas 320 y 360 figura CHR$(179), que
es la rayita vertical. 8i su ordenador tiene esa
rayita como caracter grafico, puede sustituir
CHR£(179) por "|".

El ordenador pregunta primero por el orden de
las matrices que se van a manejar y luego por el
namero de ejercicios que se desean.

Cd
Veamos que ocurre cuando se ejecuta el programa :

Determinantes de orden 7 2
Cudntos edjercicios ? 3

Num. 1
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Num. 2 Determinantes de orden ? 10
11 16 Cuédntos ejercicios ? 1
‘ z 4
Num. 1
Num. 3
-37 =7 =2 ? 18 -3 14 11 14 17
-5 =6 -17 15 8 -1 -6 21 2 b 2 z
1 2 12 28 18 -Z 20 15 -4 -9 -8 -11
7 -29 -9 15 20 21 -2 =7 =6 =9
-14 14 B 0 ) 9 6 = 4 S
Soluciones de los determinantes 1 -27 -1 22 21 33 -B -3 -6 -9
8 -& -4 2 -4 4 -4 ~-Z -4 -5
Num. 1 det = 0 7 =3 =z 1 -3 -1 -5 -3 -4 -5
Num. 2 det =-4 -12 6 2 o -4 8 10 10 10 13
Num. 3 det =-4 -3 3 1 -1 -= i 3 3 = 4
Determinantes de orden ? 4
Cudntos ejercicios ? 2 Soluciones de los determinantes
Num. 1 Num. 1 det = 2
2 19 =2 1
7 -1% 2 -1
8 -4 2 b
-3 g -1 0
Num. 2
-2 -9 26 31
1 -3 4 S
(o] 4 =4 -5
-3 =3 5 )

Soluciones de los determinantes

Num. 1 det =-3
Num. 2 det = 4
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INDICE DE NOTICIAS SOBRE OLIMPIADAS MATEMATICAS Y CONCUR-

505 DE PROSLEMAS PUBLICADAS EN ESTE BOLETIN

Con objeto de facilitar a nuestros sncios la consulta
de datos sobre i0s dltimos Concursos ¥y O0limpiadas, ofre-
cemos un indice sefialando los nameros y pApinas donde pue

den encontrarlos.

CONCURSOS DE PROBLEMAS DE NUESTRA SOCIEDAD :

Nimero y afio Convocado en Boletin Crénica - Enunciados
I (1983) 1 2, pag 11
II (1984) 3 4, pag 7
ITT (1985) 5 7, pag 3
IV (1986) 9 10, pag 5
v (1987) 13

\

OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA

NGmero y afio Primera fase (distritos) Segunda fase (final)

XX (1984) 3, pag 77

XXI (1985) 5, pags. 8y 9 5, pags. 8 y 10
XXII (1986) 8, pag. 5 d, pags. 15y 75
XXIIT (1986-87) 11, pags. 3 y 87 13, pags. 9 y 83

OLIMPIADA MATEMATICA IBERO-AMERICANA :

NGmero, afio y lugar Crénica y enunciados en Boletin n°
I (1986) Colombia 8, pags. 11 y 83
II (1987) Paraguay 12, pdgs. 3y 75

OLIMPIADA MATEMATICA INTERNACIONAL :

Nimero, afio y lugar Crénica y enunciados en Boletin n°
XXIV (1983) Paris 2, pag. 15
XXV (1984) Praga 4, pag. 67
XXVI (1985) Helsinki 7, pdgs. 9 y 89
XXVII (1986) Varsovia 10, pag. 11 y 11, pag. 89

XXVIII (1987) Cuba

UNA APLICACION PRACTICA: MEDIDA DEL RADIO DE LA TIERRA

por M2 Agripina Sanz Garcia
I.B. "Giner de los Rios" de Segovia

A propuesta del Seminario de Matematicas del I.B. "Fran
cisco de los Rios" de Fernédn-lifiez (Cérdoba) nos animamos a co-

laborar en la determinacién del radio de la Tierra.

Seguimos puntualmente el método descrito en el articulo
"Determinacién del radio de la Tierra por el método de Erat6ste
nes" de José né Vaquero Guerri, publicado en el n¢ 6 de la Nue-
va Revista de Ensefianzas Medias {(Verano 84), y consultamos tam-

bién la siguiente bibliografia:

- "E]1 mundo de las matemiticas".- James R. Newman, Ed.

Grijalbo.

- "Nuevos divertimientos matemdticos".- M. Mataix, Ed.

Marcambo.

Bxplicamos a los alumnos de 2% de B.U.P. el método, que

es de una sencillez extraordinaria y se basa en lo siguiente:

12) En Asuln -que entonces se llamaba Syena-, situada
en la orilla del Nilo, a mediodia, en un dfia a mitad del verano

una varilla vertical no daba sombra alguna.

22) Asu8n estd a unos 5.000 estadios de Alejandria. (Un
estadio era aproximadamente, la octava parte de una milla mari-

na), aproximadamente 160 metros.



32) Asudn esté justamente al sur de Alejandrfa. Como, de

bido a la enorme distancia, podemos considerar que los rayos sg'
lares inciden parslelamente sobre la Tierra, ¢l &ngulo ¢ que
forma el rayo del sol con la varilla vertical en Rlejandria, es
igual al que forma la vertical de Alejandria con el radio de la
tierra que pasa por Asuén.

Se establece la siguiente proporcidn:

) 5.000

4 &ngulos rectos circunferencia de la tierra

Por lo tanto, solamente necesitaba hallar el &ngulo, lo
que era muy f&cil conociendo la altura de la varilla de Alejan-

drfa y midiendo la sombra que proyectaba (cuando la sombra dela
de Asuén era nula).

Los rayos del sol caen perpendicularmente en Asuén, yen

Alejandrfa forman un &ngulo: = 7° 30°'.

Asi, Erat6stenes pudo establecer la proporcibn:

7° 30' _ B 5.000 estadios
360° X longitud circunferencia de la Tierra
Obtuvo,

X = 250.000 estadios = 38.400 kms

siendo el valor admitido actualmente de 40.030 kms.

Una vez conocido el m&todo, lo adaptamos a nuestra si-

tuacibn concreta:

st las dos poblaciones, Segovia y Fernan-Nfinez estuvie-

ran situadas en el mismo meridiano, el procedimiento serfa el

siguiente:
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Como,

o = 180° = ¢
aeantonces,
¢ = 180° = (a+d¢g) = ¢ = ¢,

o sea, el &ngulo central, ¢ es la diferencia de los &ngulos que
forman los rayos solares con la vertical, en ambas poblaciones,

a las 12 horas solares.
como,
SF = ¢ * R (en radianes)

el radio de la Tierra,

p - SE _ _363

¢ ¢ - b
Como Segovia y Fernén-N@fiez, no estén en el mismo meri-
diano (hay 8° de diferencia), tenemos gue medir la longitud de

la sombra en el mismo momento:

Cuando los rayos del Sol sean paralelos al plano que de

terminan ambas poblaciones y el centro de la Tierra: 1 h 35'.

Llegado el dfa previsto, 6 de marzo de 1987, estando en
contacto telefbnico ambos centros, procedimos a medir las longi

tudes de las sombras respectivas:

Sacamos al patio varias mesas, que se nivelaron, adapta
mos las varillas soportes, de las que colgaba una plomada, y en
la parte superior del hilo se hizo un nudo, cuya sombra se pro-
yectaba en las cartulinas fijadas en la mesa. Los alumnos fueron

marcando cada 2 minutos las sucesivas sombras, anotando al lado
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1a hora exacta de cada wmarca, desde la 1 de mediodia a las 2.

En Segovia, las 12 solares, el 6 de marzo, eran las 13
h 27' (hora oficial). ¥n ese momento, una varilla vertical so-
bre el punto que determina Segovia en un mapa de Espaha, proyec
ta su sombra hacia ¢! Norte., Observando cuando la sombra coinci
dfa con la linea Segovia-Ferndn NGhez, trazada en el mapa, en-
contramos el momento preciso en que el Sol estaba en el plano
que determinan ambas poblaciones y el centro de la Tierra: 1h

35°'.

Tomando en ese momento la longitud de la sombra sobre la
cartulina, 1, vy la distancia del nudo de la cuerda a la mesa h,

tenemos:

tg ¢ =

= | o

El valor medio de ¢, para los seis equipos participan-

tes fue:

¢ = 47,4251°

El valor medio del &ngulo ¢0 determinado de la misma ma

nera en Fernén-iffiez fué:

¢ = 44,1293°

Sustituyendo en R = (360.360/(¢ —¢0)2w, resulta
R = 6.310,55 kms
y la longitud de la circunferencia terrestre:
39.650 kms

Si se tiene en cuenta el valor conocido del radio de la
Tierra 6370 kms, se observa que el error cometido es de 60 kms.
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El interés suscitado entre los alumnos y la colabora-
cibén entre distintos centros, justifican la realizacibn de esta

sencilla y bonita experiencia.
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RESERA DE LIBROS

"HISTORIA DE LA MATEMATICA HASTA EL SIGLO XII".- Real Academia
de Ciencias Exactas, Fisicas vy Naturales. Madrid 1986, 203 péags.

En los meses de febrero y marzo de 1986 la Real Acade-
mia de Ciencias Exactas, Fisicas y Waturales dictd un ciclo de
conferencias sobre "Historia de la Matem&tica hasta el siglo
AVII". Como en la presentacibén se anunciaba, éste se considera
como el primero de tres ciclos de conferencias que cubran una
Historia de las Matemiticas desde sus origenes hasta el siglo
XX.

El ciclo de conferencias tuvo una excelente acogida se
gfin se desprende del numeroso pliblico interesado que participb
en 8l1. No en vano, reconsiderar los inicios de la Matemftica y
su desarrollo a través del tiempo, permiten descifrar el camino
actual, mas fragmentado, por la imposibilidad de abarcar indi-

vidualmente todos sus logros.

Ahora la Real Academia edita ese ciclo de conferencias
en un libro perteneciente al &rea de Historia de la Ciencia, cu
yo contenido es de suma utilidad para todos los interesados en
la historia del Pensamiento.

El indice ccista del siguiente sumario:

- MIGUEL DE GUZMAN OZAMIZ.- Los Pitagbricos.

- MARIANO MARTINEZ PEREZ.- Los origenes del método
axiomdtico-deductivo.
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- ALBERTO DOU MASDEXEXAS.- Euclides.

- BALTASAR RODRIGUEZ SALINAS.- Arquimedes.

- MIGUEL DE GUZMAN OZAMIZ.- Apolonio.

- JOSE MARIA TORROJA MENENDEZ.- La Astronomia griega.
- JUAN VERNET GINES.- La Matem&tica &rabe.

- JO§E J. ETAYO MIQUEO.- El Algebra del cinquecento.

-~ ENRIQUE LINES ESCARDO.- Fermat.

PRINCIPIOS DE INTELIGENCIA ARTIFICIAL. por N.J. Nilsson. Ed. Diaz
de Santos. Madrid. 1987. 400 péginas. 4.240 pts.

Nos llega al fin, traducida al castellano, esta importante
obra, que'se habia hecho practicamente imprescindible como intro-
duccién al estudio de la Inteligencia Artificial 'En ella, el
profesor Nilsson hace una exposicién magistral de las ideas fuﬁ-
damentales que subyacen bajo los recientes desarrollos de esta
nueva disciplina.

Venfa siendo usual agrupar los escritos sobre Inteligencia
Artificial atendiendo a sus campos de aplicacién, con lo que se
_ensbmbrecia su unidad conceptual. En esta obra, los dltimos avan-
ces en esa ciencia aparecen clasificados por‘loq conceptos gene-
rales informiticos o légicos con los que estén relacionados, ta:
les como los tipos de estructuras de datos utilizados. las clases
de operaciones que se realizan con ellos, Y ‘las carac*eristicas
de las estrategias de control usadas. De este modo se consigue
ir al fondo de los problemas que se agrupan con el nombre de In-
teligenc;a Artificial, dindole asi una unidad que anteriormente

era diffcil de percibir.
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El libro hace especial hincapié en ellestudio de los Siste-
mas de Produccidén y en el del Célculo de Predicados de primer or-
den, como los instrumentos mids importantes ﬁara abordar los pro-
blemas de la Inteligencia Artificial.

El libro tiene su origen en los cursos y seminarios que el
autor impartid en las Universidades de Stanford y Mas;achusetts.
en Amherts, y resulta de ficil estudio para estudiantes universi—
tarios con un minimo de formacidén informdtica. Al final de cada
capitulo incluye jugosos ejercicios y una bibliografia tan profi-
samente comentada que proporciona una clara visidn del estado de

la Ciencia en el momento de su publicacién.

Un resumen de su Indice es el siguiente:
Sistemas de produccién e I.A. Estrategias de bisqueda para siste-
mas de produccién de I.A. Sistemas de produccidn ﬁeséomponibles.
El cdlculo de predicados en I.A. Sistemas de befutécfén por reso-
lucién. Sistemas de deduccién basados en reglas. Sistemas genera-
dores de planes basicos. Sistemas avanzados de generacién de pla-

nes. Representacién de objetos estructurados. Previsiones.

J. F.

GENERACION ALEATORIA DE EJERCICIOS CON ORDENADOR, por Ricardo

Aguado-Mufioz. Madrid, 1987. 142 pags.

Este libro desarrolla la idea que se expone en el
articulo del mismo autor que aparece en este nimero acerca de

la G. A. E. o Generacién aleatoria de ejercicios.

Todos los interesados en las aplicaciones de los
ordenadores a la Ensefianza conocen bien las obras del profe-

sor Aguado-Mufioz, que han sido comentadas en otros nimeros de



nuestro Boletin. Esta presenta las mismas caracteristicas de
amenidad, grata presentacién y profundidad en el estudio de los
problemas abordados, dentro de una apariencia elemental y sen-—

cilla.

El autor resuelve en este libro el problema de ge-
nerar muchos ejercicios de un tipo determinado, junto con sus
soluciones, dando los programas,codificados en BASIC,que permi-
ten llevar a cabo esa tarea. No cabe duda de que esta coleccién
de programas puede ser de utilidad en ciertas ocasiones, asi
como servir de modelo para preparar otros andlogos; pero ademas
de esta utilidad directa, el libro resulta sumamente instructi-
vo para cualquier profesor interesado en las aplicaciones de
los ordenadores en la Enseflanza, como un ejemplo clarisimo de
que lo dificil, y lo interesante, a la vez, no es resolver los
problemas mediante un programa adecuado, sino plantear acerta-
damente esos problemas, de modo que respondan exactamente a las
necesidades reales del usuario para el que se resuelven. Por
eso creemos'que la utilidad de este libro va mucho més allé de

su aplicacién directa a la generacifén de ejercicios resueltos.

J. F.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMA 1%

Las constantes reales a, b, A, B son conocidas y
£(8) = 1-a cos 6- b sen 6 - A cos 26 - B sen 20

Probar que si f(8) > 0 para todo nlimero real 6, es

a2 +b2 < 2 y A2 +B2 <1

(De la Olimpiada Matemitica Internacional de 1977).

PROBLEMA 2%

Se supone que m y n son niimeros naturales tales que m>n > 1y
gue las tres Gltimas cifras de la renresentacién decﬂmﬂ.de]37§“

son las mismas que las de la de 1978".

Encontrar los valores de m y n gue hacen minima la suma m+n.

(De la Olimpiada Matemftica Internacional de 1978).

PROBLEMA 32

Sea P un punto interior a un tridngulo dado ABC, y sean D, E y
F, los pies de las perpendiculares trazadas desde P a las rec-

tas BC, CA y AB, respectivamente.

Encontrar todos los puntos P para los que:
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BC , CA , BB
PD PE PF

sea minimo.

(De la Olimpiada Matemética Internacional de 1981).

PROBLEMA 4%

Sea a un nfimero entero no negativo cualquiera y definamos la

sucesién {an} poniendo a; = 0 y para todo n natural,

a i (an+1) a+ (a+tl) a + 2 Ya(a+l) a, (an+l)

Demostrar que para todo n, a,6 es entero no negativo.

(Sugerido por Canadi para la O.M.I. de 1983).

CORRIGENDA

En el problema 3% propuesto en el Boletin n2® 11

(p4dg. 87) se desliz6 una errata. Donde dice “x' la circunfe-

rencia de centro B que pasa por c' y D..." debe decir:

"' la circunferencia de centro B' que pasa por C' y D ...-
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PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 6% (Boletin n2 4)
Sean a, b, ¢, 4, enteros impares, tales que verifican:
12) O<a<b<c<d.

22) ad = bc.

32) a+d=25 b+c=2", k,me€ N.

Demostrar que a = 1.

Inclufimos otra solucibn de este problema, distinta de

la publicada en el nfmero precedente.

Solucidn
Sea p = m.c.d. (a,b) =< a =pr, b=ps, 1=m.c.d.(r,s).

Por ad = bc, prd = psc = rd = sc, luego r|sc y como

1 = m.c.d.(r,s), se deduce que r|c <= c = rq =>4 = sq.

Luego se reduce a encontrar p, 4, r, S, impares positi-

vos tales que:

(1) pr < ps < gr < gs

1
[\S]

{2) pr + gs

]
[\S]

(3) ps + qr

De (1) se deduce que I < s, p < g<=>s-r, g-p > 0.
Yde (2) y (3), 1 = mc.d.(p,q) = m.c.d. (r,s) por ser impares.

De (2) - (3) obtenemos, (g-p) (s-r) = 2k.-2m > 0, pues

s-r, g-p > 0. Iuegom <k.
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Y de (2) + (3), se obtiene: (q+p) (s+r) = 25 + 2™

Estas dos filtimas relaciones se pueden expresar coOmo:

2m(zk-m - 1)

(4) (g - p) (s - r)
M2k ™ 4 g

(5) (g + p) (s + r)

M.c.d.(g~-p, g+p) = m.c.d.(s~x, s+r) = 2.
E.e: 2|q-p, g+p, pues son pares, luego:
m.c.d.(g-p, g +P) = 2t => q=-p = 2tx, q+p = 2ty = g=t(xty),
p=tly-x) = tlp, g=>t=1
pues, 1 = m.c.d.(p,q).

Anilogamente para m.c.d.(s-r, s+r).

De lo visto anteriormente deducimos que gq-p 6 g +p ha
de ser de la forma 2u donde u es impar. Y anfilogamente, s -r 6

s +r ha de ser de la forma 2u', u' impar.

Dado que los valores minimos para b y ¢ son 3y 5, se

deduce que m > 3, utilizando la relacién (3).

De estas dos Gltimas consideraciones y teniendo en cuen

ta (4) y (5) deducimos que si:

a) g-p 2u, entonces s + r = 2u’'.

b) g+ p 2u, entonces s - r = 2u'.

E.e: Sig=-p=2u ys-r=2u', sustituyendo en (4)

tenemos:

2m—2(2k—m__1)

2u 2u' = Zm(Zk—m - 1) == uu' =

y el primer miembro es impar y el segundo par pues m > 3.

a)

2= 7] =

Y de manera similar para el otro caso.

Luego tenemos dos casos a estudiar:

q-p=2u, s+r=2u', u',u' impares.
al) (g-p) (s-1) = 22K ™ - 1) = 2u(s-r) =2"2*T=1) =
= u(s -r) = Zm-'l(Zk—m -1 ===>2m-l]u(s -r),
y como u es impar
= ™1 (s -r) = (s~-1r) = ™ l.ys0 = s>2™1 .
v >0
Como ps + gr = g y son enteros positivos, s < 2
Luego,
0<2L L ves<cM==0<2"t . v =0c<vc<
<2=v=1==(s-1) = 2" =syu=2"_1
Por tanto,
g-p=20""-1
s - r =21
22) (g +p) (s + 1) =2"25™ 4+ 1) == (g + p) 2u' =
= 22X 4 1) = (q + pru = 2™ RRTT 4 g
y razonando como antes (g + p) = 2m-l v', v' impar,
pues (2K™ 4 1) es impar.
0 < 2m—1 sv'=q+p<gr+ps-= 2m, pues

1

r,s_>_1=>0<2m' -v'5_2m=:>0<v'<2, v' impar



Por tanto,
qQ+p=2

2(2 + 1)

Luego tenemos los dos sistems:

q-p=202K"_1 s -r=2"1

q+p=2"1 s+ r=202"401)
Resolviéndolos se obtiene:

p =22 kM, ro= ok M2,

q=2""2 4 KMy s = 2K 4 M2 4

luego,
22 = KM oy -ome2 =2(m-1)
; k-m m-2 .

Sustituyendo 2 por 2 en las expresiones de p, g, r, s,
se tiene:

p=1 r=1

q=2"1"1 s=2"14
Luego, a=1, b=2"t 41, c=2™l oy, a=22D oy

gque no es vélida pues no verifica la finica condicibén no uti-

lizada, que es b < c.

B

b)

PROBLEMA 2%

Hallar todos los nimeros reales X, Y,
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s - r=2u', g+ p = 2u, u,u' impares.

No es necesario desarrollar este caso pues es el mismo que

a), donde se han cam-biado p, g, u, por r, s, u' y vicever-
sa. Por tanto,
r=1, p=1, s = Zm—l, q = 2m-1-+l
y de aqui tenemos que:
a=1, b=2"to1,c=2"1 41, =22 _ 4
y esta solucibén si verifica que b < ¢, y de aqul evidente-

mente se deduce que a = 1.

Salvador Calvo-Ferné&ndez Pé&rez
Ciudad Real.

(Boletin ne 11)

z tales que

x3 + 23 + z3
Xyz =
3
Solucibn
Llamemos x + y + z = s. Tenemos:
2
x3 +y3 +z3 = (x+y+z)3 - 3xy2 - 3x2y - 3xz2 - 3x22 - 3yz2 ~-3y"z -6xyz =

s3 - 3xy(x+y) -~ 3xz (x+2) - 3yz(y+z) - 6xyz =

fl



3
s” +3xyz - 3Xys - 3xyz - 3X2s - 3XyZ = 3yzs - 6syz

53-+3xyz - 3s(xytyz+xz) == x3+Y3 +23

Wl
]

- 3xyz

53 -3

it

(xy+yz+xz) s

En virtud de la condicién del enunciado del problema y
de esta filtima de célculo, ocurre que

s3 = 3(xy+yz+xz)s =0

Lo cual implica o bien,

x+y+z=0

o bhien,

0]
n

3 (xytyz+xz) <= x2 +y2 +22 +2xy +2xz +2yz =

3 (Xy+yz+xz) ¢==>x2-+y2-+zz = xy + Xz + y2

Pero es f4cil ver que si una terna (x,y,z) verifica la Gltima
igualdad, tambié&n la verifican (kx,ky,kz)keni, por lo que bas-
ta estudiarla, por ejemplo, para z =1. Es decir,

2 2
"+ y + 1=xy+x+y=>x2—(l+y)x+ (y2—y+l)=0

de donde,
2 2 /
% = 1+ vy = /11+y ~4(y -y+l) _ 1 + y % -3y2 +6y -3
2 2
2
pero -3y~ + 6y - 3 < 0; s6lo se anula para y = 1. Para este va-
lor es

?f
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lo que nos da la terna

‘(1,1,1)

En resumen, las finicas soluciones del problema son:

(k,k,k)keIR Y (-r,-S,r+S)I’se]R

Ramén Fraile Peldez

Otra solucién de Diia. Amparo Ortega Garcia

PROBLEMA 32 (Boletin n& 11)

Dado un tridngulo ABC, sea B' un punto del lado AB distinto de
Ay B, C' el punto de interseccibn con AC de la paralela por B'
a BC, x la circunferencia de centro B que pasa por C, x' lacir
cunferencia de centro B' que pasa por Cc' y D el otro punto de
{nterseccibn de x' con la recta AC. Siendo t la tangente a X

en C y t' la tangente a %' en D, demostrar que:

12) t y t' son rectas secantes.

22) Si T es el punto de interseccibn de t Yy t', el tri&ngulo
CTD es isbsceles.

Hota.- Ver "Corrigenda" en pdaginas anteriores”.

Solucién

18) B' @& AC pues por hip6tesis B' no puede ser A.

Entonces, D y C' no pueden ser los extremos de un
dismetro ==> t' y t" han de cortarse,pues sélo en el caso de
que los puntos de tangencia sean diametralmente opuestos las

tangentes son paralelas.
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Ahora bien, t y t" son paralelas pues lo son los
radios BC y B'C'. == t' corta a t que es paralela a t".

22) Como el tridngulo 55;57 es isbsceles, los &ngulos
de este tridngulo de vértices D y C' son iguales y como las rec-
tas t' y B'D son perpendiculares asi como t" y B'C' resulta que
los &ngulos del trifngulo DC'T' de vértices D y C' tambié&n son
iguales. == DC'T' es isbsceles y también lo seri el tridngu-
lo semejante a &ste ﬁ%?.

Amparo Ortega Garcia

Valencia
PROBLEMA 4% (Boletin n® 11)
7 2 2 ) | J—"
~Dadas las ecuaciones x° +bx+c = 0, .x" +b'x+c' = 0, donde b,

2 2
b', c, c¢' son nfineros enteros que cumplen (b-b*')° + (c=c')” > O,
probar que si las dos ecuaciones tienen una rafz comfin, las dos

segundas rafces son enteros distintos
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Solucibn

Si Xqe x2 son las rafces de la primera ecuacidn y xl,

xé son las de la segunda, se tiene las siguientes relaciones:

+ X, =-b, x, + x)=-b', x

2 1 ) 1 X5 = Cr Xq xé = c'

X1 2
La desigualdad (b-b')2 - (c-c')2 > 0 indica que no pueden ser
simult&neamente b = b' y ¢ = ¢'. Si b # b', al restar las dos
primeras relaciones resulta Xy - xé = b' - b, por lo que X, #
# xé. Si fuese c # ¢', al dividir las dos filtimas relaciones

resultarfia 2 - J; (o al revés, si fuera c' = 0); por lo tanto

xz X [
s ]
;5 # 1, es decir, x, # X5

Probemos ahora que las raices son enteras. Sustituyen-
do en las ecuaciones del enunciado x por X, ¥ restando, queda:
-—ps
(b-b"'") X, = ¢ - e Xy = %:%T, donde, recuérdese,no pueaen ser
simultineamente cero b-b' y ¢ ~-c¢'. La rafz x

nal. Ademis,

1 es, pues, racio-

2 _ 2 2 2 _ .2
(xl-+x2) = (~b) ¢==>x1-+x2-+2xlx2 =b
Y como Xy X, = €y podemos poner
2 2 _ .2
xy + Xy - 2x1 X, = b™ - 4c¢

Por lo tanto, (x1 —x2)2 € T, lo cual implica que X, = %, es o
1¥%=
= -p €Z, la suma (xl-xz) +(xl+x2)= 2x1 serd forzosamente irra-

bien irracional o bien entero, En el primer caso, como X

cional, o sea, Xy € II, que contradice nuestra anterior conclu-

sién. Ha de ser entonces Xy = X, €%, y asi,
(xl-xz) + (x1+x2) = 2xl€ zZ, (x1+x2) - (xl--xz) =2x2 €z

es decir,



]

7 n,m € Z

—E- =
X157 %

Si n y m fueran impares, XXy = -’% ¢Z que contradice

X Xy = céZ. Si n fuera impar y m par (o al revés), Xq+x,
. n+m
s Z.

¢

Luego han de ser n y m pares, por lo que X, Y X, son nG_
meros enteros. Como xé = ~b' - Xqs también se deduce que lo es
)
*2r . . .
Ramon Fraile Peléez

Recibidas otrss soluciones de Ampasro Ortege Garcia
y de Josquin Hernéndez Gémez.

PROBLEMA 5% (Boletin n2 11)

En un trifngulo equil&tero de lado 1,
determinar a qué distancia de los la-
dos se han de trazar dos paralelas de

modo que lo descompongan en cuatro re

giones, como se indica en la figura,

tales que sus &reas Sl' SZ’ SB’ S4 (en
ese orden) .estén en progresifn aritmé 53 g
tica. Expresar la solucibn exacta me-

diante radicales y simplificada (no hay

B’ B'
gue dar soluciones aproximadas).

Solucibén

Llamemos BBT = y, BB" = x; por lo tanto, B'C = 1-y,
B"A = 1-x.

El &rea S1 es la de un trapecio isbsceles cuyas bases
miden l-y, l-x-y (f&cil de ver por el teorema de Thales) y cu-
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yos lados no paralelos tienen longitud x. Los &ngulos son de
60° y 120°. El &rea valdré, pues,

s (1-y) + (1=%-y) . 4 con g0°= 2 (2x-2xy-x°)
- 2 4
El &rea S, es también la de otro trapecio is&sceles de

bases que miden 1-x, l-y-x. Los lados no paralelos tienen lon-
gitud y. Los &ngulos son de 60° y 120°. El &rea de este trape-

cio valdré4:

(1-x) + (1=y=x) o gen 60° = L (2y-2xy-y)

2 4

83 es el &rea de un paralelogramo de lados que miden X,

y, con &ngulos de 60° y 120°. El &rea vale, pues
S3 = y(x sen 60°) = lz Xy
4

Finalmente, S, es el drea de un tridngulo equilétero

de lado 1-x-y, por tanto,

(1-x-y) ((1-x-y) sen 60°) = X2 (1-x-y)?
4

0
[\
=

Para que estas cantidades estén en progresifn aritméti-

ca ha de suceder:
-S = S4—S3

O sea,

3 (2y-2xy—y2) - ZE (2x-2y—x2) ) xy-—'-{z (2y-2XY'Y2)
4 4 2

ﬁg Xy - fz (2y-2xy—y2) = Zz (1-x—y)2 N !E Xy

2 4 4 4
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Simplificando queda:

x2—y2+2y—2x 4xy—2y+y2

1+x% +y® -2x -2y

4xy - 2y —y2
Agrupando, tenemos las dos ecuaciones,

o - (2+4y) x + (4y-2y2)

I
o

x2 - (2+4y) x + 1

i
o

por lo que ha de ser
4y2-2y2 = 1 &= 2y2-4y+l =0

de donde,

1+
4+ yie=s _/
s SRy

SR

86lo nos interesa la segunda solucibn, pues 1-+4; su-
pera la longitud del lado del tridngulo. Sustituiremos y = 1 -

- = en la segunda ecuacibn:

<2 - (244-2V7) x + 1=0 <= x° - (6-2/7) x+1 =0

de donde,

/-—z_ / :
_6-2/7 ¢ (6 -2V2) —4___6_—2/2'1 40-24/7___3_/21/10_6/7
2

2

La solucibn con signo + es superior a 1, mientras que 0 <3--
- /3 - /10 -6/Z < 1, pues la suma de los dos radicales vZ o+
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+ V10 - 6/2 es mayor que 2 y menor que 3, COmMO se comprueba en

las siguientes acotaciones:
2 <1,8+1<V2+/10-6¥2 < 1,5+ V1,6 <1,5+ 1,3 <3

Por lo tanto,

y=B_B_'='i'-Q , x=BB"=3-/V2-/10-6/2

Ramén Fraile Peléez

PROBLEMA 3% (Boletin n2 12)

Pruebe que si m, n, r son enteros positivos, no nules, ¥y 1+m+

-1
n/3 = (24-/3)2r =, entonces m es un cuadro perfecto.

Solucidn
Sustituyendo /3 por -/3 en
1+m+nv3 = (2-+/§)2r—1 (1)
se obtiene
1+m - n/3 = (2-/n2t
Multiplicando miembro a miembro, resulta:

(1+m?2 - 302 = 1
o bien,

mm+2) = 3n2 (2)
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Desarrollando el segundo miembro de (1) e igualando los
coeficientes de V3 y los términos independientes de v3 enlos dos

miembros, se obtiene,

2r-1, ,2r-2 , (2r-1y ,r-4 .3, 4 <§§I§> g 3T2 4 3Tl

n= (" ) 2 + (775

= 2a + 3r—l' (a € Z)

_ n2r-1 2r-1 2r-3 , 2r-1, . .., -1 _
1+ m= 2 v (35N 2 3 4ot (BT =203

= 2271 L3, (b€2)
Pero,

3¥71 o +1)Tl = 2c+1, (c € 2); ,25-1 _ (3.1y2F" 2 3p -1, (p€2)

luego,

1+m = 3k-1 y m+2 = 3k, (k€ 2)

En definitiva, m+2 es miltiplo de 3 y n es impar.

pe la igualdad (2) se deduce que por ser n impar, tam-

bién lo son m y m+2, Yy puesto que difieren en dos unidades, sOn

ntre si. Poniendo en (2) m+2 = 3k, se obtiene mek = n",
puesto que son

primos e
lo que implica que m Yy k son cuadrados perfectos,

primos entre si.

Francisco Lorenzo Miranda

h 2
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PROBLEMA 22 (Boletin n# 12)

En un trifngulo ABC, M y N son los puntos medios respectivos de
los lados AC y AB, y P es el punto de interseccifn de BM y CN.
pemuestre que, si es posible inscribir una circunferencia en el
cuadrilitero ANPM, entonces el tridngulo ABC es isfsceles.

solucibn

CcL + x=18M + x

2

2x + y

(véase la figura)

CQ=CP +u 2NP +u = 3u + 2t

y puesto que CL = CQ, resulta:
3u + 2t =2x+y (1)

Eﬁ=gﬁ+s=KN—+s=r+2s

BR =BP + v = 2MP +v = 3v +2¥W

De donde

3v+ 2w =1r + 2s (2)
Restando (1) y (2), se obtiene:
3(u-v) + 2(t=-w) = y-r + 2(x-8)

y, puesto que u = v, y = r, resulta:
t-w = %X~ == t+s5 = xtW = 25 = 2x = 5 = X
Por tanto,
y+x = r+s == BAM = AN == AC = BB
Francisco Lorenzo Miranda
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En la redaccién de este Boletin, todavia no se han reci-
bido soluciones a los siguientes problemas propuestos en niimeros

anteriores:

— Problema n® 3 del Boletin n° 6 (ver corrigenda en el n°® B).

— Problemas n® 3 y n® 4 del Boletin n°® 7.
— Problema n° 3 del Boletin n° 8.

- Problemas n°2 1 al 8 y 10 del Boletin n° 9.

— Problemas n°° 1 al 9 del Boletfn n° 10.
— Problemas n°® - 6 al 9, 11, 12 y 14 del Boletin n° 11.

Problemas n°° 1, 4.y 6 al 10 del Boletin n°® 12.

Esperamos que esta nota anime a nuestros compafieros a obte-
ner esas soluciones y a enviérnoslas para su publicacién en los

préximos nimeros.

Como socio de la Socieded Castellana " Pulg Adam " de Pro-
fesores de Matemdticas, deseo que me envien gratuitemente los
siguientes nimeros atrasados del Boletin: (sefialar con unas

aspas los que interesen)

4 5 6(*) 7 S 10 11
OO OO0 g o
Si golicitan més de un nimero, rogamos envien sellos para
el franqueo (18 pts. por nimero para Madrid capital y 28 pts.
por nimero para provincias).
(*) Del nimero 6 sblo quedan unos pocos ejemplares, Los nime-
ros 1, 2, 3 y 8 estén agotados.

Ponga su direcclén en este recuadro, para el envio:

Recorte o copie este CUPON y envielo al Apartado 9479 de MADRID

- 28080 , si desea acogerse a este ofrecimiento.
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