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BRILLANTE PARTICIPACION ESPAROLA EN LA

II OLIMPIADA IBEROAMERICANA DE MATEMATICA

Esta II Olimpiada se ha celebrado en las ciuda-
des uruguayas de Salto y Paysandi, entre los dias 23 y 31
de Enero. Han participado en ella once paises: Argentina,
Bolivia, Brasil, Colombia, Cuba, Chile, Espafia, Paraguay,
Puerto Rico, Peri y Uruguay.

En las pruebas, se propusieron 6 problemas (en
dos sesiones de cuatro horas y media cada una) que permi-
tfan obtener hasta 60 puntos en total.(EEEEz;a-os sus enun
ciados en nues?ra seccién de Problemas Propu;stos de este
mismo BoleEIJT!Se otorgaron 3 medallas de oro (a los que
alcalzaroﬁ“gg“;untos o més), 7 de plata (de 49 a 54 pun-
tos) y 10 de bronce (de 23 a 46 puntos).

El equipo presentado por Espafia, con cuatro par-
ticipantes, gané dos medallas de oro y otras dos de bron-
ce. Los jévenes espafiocles que han alcanzado tan brillan-—
tes resultados son los siguientes:

1) D. Carlos Ueno, con 60 puntos (dnica puntuacién

méxima), obtuvo medalla de oro, como primer clasificado;

se formé en el Instituto de Bachillerato "Cervantes" de
Madrid y actualmente cursa el primer afio de Ciencias HMate
méticas en la Universidad Complutense.

2) D. Fernando Galve, con 55 puntos, obtuvo otra meda-

del C.0.U. en un Instituto de Bachillerato de Zaragoza.

3) D. Alberto Garrido, con 34 puntos, obtuvo una meda-

lla de bronce, compartiendo el lugar 14° con el cuarto es-

pafiol y un colombiano; se formé en el Instituto de Bachi-
llerato de Cantalejo (Segovia) y actualmente cursa el pri-
mer afio de la E. T. S. de Ingenieros de Telecomunicacién
de Madrid.



4) D. Salvador Villegas, también con 34 puntos, obtu-

vo medalla de bronce, empatado a puntos con el anterior;

Es estudiante del C. 0. U. en el Instituto de Bachillera-
to "Angel Ganivet" de Granada.

Es de resaltar el brillante resultado obtenido
por lose jévenes participantes Galve y Villegas, que estén
todavie cursando el C. 0. U. y han acudido a la Olimpiada
8in apenas experiencia en ese tipo de competiciones.

Los otros dos participantes tienen un magnifico
historial que hacfa previsible su triunfo en 1la Olimpiada.

—»Ueno » en 1984 ge colocé en el 4° puesto en el Concur-
so{a; nuestra Sociedad, como alumno de primer curso del
B.U.P. En 1985 logré el segundo premio de ese Concurso,
como alumno de segundo; en 1986 fué campeén de la XXII
Olimpiada Matem&tica Espafiola, gané una medalla de bronce
en la I Olimpiada Iberoamericana de Matemética, en Bogot4
Yy participé en la XXVII Olimpiada Matem&tica Internacional
celebrada en Varsovia, donde solo le faltaron dos puntos
para obtener una de las medallas.

- Garrido, en 1985 fué campeédn en el Concurso de Proble-
mas de nuestra Sociedad, como alumno de 2° de B.U.P.; en
1986 fué subcampedn de la XXII Olimpiada Matem&tica Espa-
fiola, obtuvo una medalla de bronce en la I Olimpiada Ibero
americana, en Bogoté y consiguié uno de los terceros pre-
mios en la XXVII Olimpiada Matem&tica Internacional, en
Varsovia.

Ngéstra Sociedad celebra el gran triunfo alcan-
zado y felicita a sus protagonistas.

Se espera que la III Olimpiada Iberoamericana

pueda celebrarse el préximo aflo en Peri.
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NOTICIAS

NOTICAS DE LA REAL SOCIEDAD MATEMATICA ESPANOLA

En el pasado afno 1986 se ha celebrado el 75 aniversa
rio de su fundacibn. Con ese motivo se nombr8 Presidente de o
nor a S.A. el Principe de Asturias don Felipe de Borbdn y Gre-
cia, recogiendo as!f un precedente hist6rico al gue la Sociedad
debe el titulo de Real.

Se estd programando también la edicién de un libro
conmemorativo en el que se recojan trabajos expresamente soli-
citados para esta celebracibn de relevantes matemiticos espano

les y extranjeros.

La Junta Directiva de la R.S.M.E. ha acordado el re-
lanzamiento de la revista "Gaceta Matem&tica", que habfa queca
dﬁ'fhté}fumpZda al dedicar.sus esfuerzos a la nueva serie de la
"Revista Matem&tica Ibercamericana”, actualmente ya en circula

cibn.

XXIII OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA

La FASE FINAL de esta Olimpiada tendr& 1lugar los
préximos dias 27 y 28 de Febrero, en los locales de la
Escuela Técnica Superior de Ingenieros Industriales de
Madrid. En ella participarén los ganadores de la Prime
ra Fase en cada uno de los distritos en que Be celebré.

El dia 27 se comenzarén las pruebas a las 16 h. y el 28
a las 9 h.



ICME 6

CONGRESO INTERNACIONAL DE EDUCACION MATEMATICA

La IMU (International Mathematical Union), que agrupa

sociedades matem&ticas de numerosos pafses, entre ellos Espaiia,

viene organizando con una periodicidad de cuatro afios sus famo~
S0s Congresos Internacionales de Matem&ticos,
millares de matem&ticos del mundo entero.

con asistencia de
Los filtimos celebra-
dos fueron los de Cambridge (1962), Mosch (1966), Niza (1970),
Helsinski (1974), Vancouver (1978),

Varsovia (1983) y Berkeley
(1986) .

Aneja a la Unibn Internacional de Mateméticos, existe
una Comisién consagrada especialmente a los

problemas relacioni
da con la educacién matemitica,

Y esta comisibn organiza también
cada cuatro anos, no coincidentes con los primercs,
congresos:

Sus propios
ICME (International Congress on Mathematical Educa-
tion); Lyon (1969), Exeter (1972),'Karlsruhe (1976) , Berkeley
(1980) y Adelsida (1984). E1 ICME-6, se est& ya preparando pa-
ra su celebracibn en Budapest, del 27 de julio al 3 de agosto de
1988. Se espera una asistencia de unos 2000 mateméticos y profe
Sores. La Comisidn ha decidio elegir e invitar especialmente a
cuatro pafses miembros bara que presenten este afio su modo de pro
ceder en lo relativo a la educacibn matemitica.
Argentina, Bulgaria, Espania y Malawi.

Para coordinar la presentacién espafiola ha sido reque
rido el profesor don Miguel de Guzm&n Oz&miz, Catedr&tico de 1la
Facultad de Matemiticas de la Universidad Comnlutense, de Madrid,

que ya ha iniciado los primeros contactos con diversos grupos de
trabajo en educacién matemética,
presentacifn digna en Budapest.

con objeto de poder aportar una

El plazo para 1la pre-inscripcibn en el Congreso termi-
na el 30 de marzo de 19§7.

Estos pafses son:

son:
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Hasta ahora las sesiones previstas para el Congreso,

ACTION GROUPS

Al.
A 2.
A 3.
A 4.

A 5.

Early childhood years (ages 4-8).
Elementary school (ages 7-12).

Junior secondary school (ages 11-16).
Senior secondary school (ages 15-19).

Tertiary/post-secondary/academic institutions
(age 18+).

Pre-service teacher education.

Adult, technical and vocational education.

GROUPS

The professions of teaching. (To include the pro

ffesional development and the status of teacher).

Computer and the teaching of mathematics. (To in
clude calculators and graphics).

Problem'solving, modelling and applications.

Evaluation and assessment. (To include a full ran
ge of evaluation of students, teachers and pro-
grams) .

The practice of teaching and research in didac-
tics.

Mathematics and other subjects. (To include par-
ticular reference to mathematics as a service sub

ject).

Curriculum towards the year 2000.



didatura altamente probable es la de Sevilla, de acuerdo
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PROPOSED TOPIC AREAS

To

To

To

To

To

To

To

To

To

To

To

To

To

To

To

10:
11:
12:
13:
14:

15:

"Video, film".

"Visualization"..

"Competitions".

"Problems of handicapped students".
"Comparative Educations".
"Probability theory and statistics".
"Proofs, justification and conviction"
"Language and Mathematics".
"Distance Education".

"Students of high ability".
"Mathematical games andrecreation".
"School-University interface".
"Women and mathematics",

"Learning difficulties".

"Theory of mathematics education".

Para sede del ICME-7, correspondiente a 1992, una can

con la

propuesta de la Sociedad andaluza Thales, que cuenta con el apo

yo de las principales organizaciones matem&ticas del resto del

pais.

XII JORNADAS LUSO-ESPARNOLAS DE MATEMATICA

En la Universidad del Mifio de Braga
a celebrar las XII Jornadas Luso-Espanoclas de
dfas 4 al 8 de Mayo de 1987. Las conferencias
de que constari el programa se distribuyen en
ciones:

(Portugal) se van
Matemdtica , 1los
Y comunicaciones

las siguientes sec

I. Algebra, Légica y Topologfa de Nfimeros.

II. Andlisis.
III. Geometria y Topologfa.
IV. Probabilidades y Estadistica.

V. Anélisis Numérica e Investigag¢do Operacional

VI. Ciencias de la Computacién.
VII. Mec8nica y Fisica-Matem&tica.

Para participar en estas Jornadas debe efectuarse la
inscripcibn antes del 31 de Enero de 1987, dirigié&ndose a:

Comisibén Organizadora

XITI JORNADAS LUSO~ESPANOLAS DE MATEMATICA

Area de Matem&tica
Universidad del Mifio
4719 Braga Codex (PORTUGAL)

CONGRESO DE POLINOMIOS ORTOGONALES Y APLICACIONES

En el presente afio, este Congreso se va a celebrar en
LAREDO (Cantabria) del 7 al 11 de Septiembre de 1987._Para ins-
cribirse u obtener informacién sobre el mismo, dirigirse a:

Jaime Vinuesa Tejedor
Apartado 1021
39080 SANTANDER
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NOTICIAS DE LA REAL ACADEMICA DE CIENCIAS

Se va a conmemorar el 250 aniversario de la medicifn
del arco del meridiano con unas conferencias segfin el programa
siguiente:

- 26 de febrero

J.M. Torroja.- "El problema de la figura de la Tie
rra".
M. Catal&n .~ "El observatorio de San Fernando,

una consecuencia cientffica de la

medicibn del arco de meridiano”.

- 3 de marzo
A. Orte .- "La medida del arco en PerQ".

Juhani Kakkuri.- "La medicién del arco de meridia-

no en Laponia".

XXVIII OLIMPIADA MATEMATICA INTERNACIONAL

La Olimpiada latqgﬁtigg_InternacEgggl\gg_gglgp;g;é
eqﬁs_gﬁg_gn CHE?' en_lﬁ_ﬁrinera qA;ncéha del préximo mes de
julio. i -

' Esperamos que Espafia pueda presentar a esa competi-
cién un equipo en el que figurarén los ganadores de nuestra

XXIII Olimpiada Matem&tica Espafiola. Los alentadores resulta-
dos obtenidos en afios anteriores nos hacen confiar en que con

seguirén la.brillante actuacién que todos deseamos.

MAs noticias en la p&gina 22.
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FL SENTIR CAMBIANTE DE LOS MATEMATICOS
MODERNOS SOBRE EL QUEHACER MATEMATICO

por Miguel de Guzmén Ozémiz

de la Real Academia de Cienclas

Este artficulo forma parte del libro "FRAGMENTARIEDAD
DE LAS CIENCIAS" (*) de A. Dou (editor) y nos ha sido ce
dido amablemente por su autor para su publicacién en nues
tro Boletin.

A o largo de la historia del pensamiento ha habido mo-
mentos de espectacular euforia de los matemdticos sobre el
alcance de su propia ciencia.

La matemitica habria de ser LA ciEncia, el saber por
antonomasia donde no caben discusiones, incertidumbres,
donde todo es didfano y luminoso en si mismo, intocable
por el ir y venir de la opinién, de la moda, de la mera
apariencia. El verdadero saber del hombre estd en el mundo
perenne de la matemitica y desde esta cumbre esplendente
la luz habrd de irradiar sobre todas las demds cuestiones
hasta ahora ensombrecidas por la ignorancia o la duda. Los
misterios ocultos del mundo serin iluminados por la mate-
mdtica y asi el hombre se hard duefio de los inmensos po-

(*) Ediciones Mensajero, Bilbao, 1985.
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deres que permanecen escondidos en la naturaleza. Las os-
curidades de la filosoffa dardn paso a una luminosidad in-
contestable en cuanto la filosofia se deje iluminar por la be-
nefactora luz del pensamiento matemitico. La matemitica
serd asf la luz del pensamiento humano y esta luz serd la
llave para abtir las demds puertas de la sabiduria y del po-
der.

No exagero. Este sentimiento estd presente desde la mis-
ma cuna pitagdrica del pensamiento matemdtico. Asi se ex-
presa uno de los inmediatos seguidores de Pit4goras, Filolao,
del siglo v a. de C., en uno de los pocos fragmentos que,
por su rotundidad, por su caricter de himno sagrado, se ha
conservado a través de los siglos: «Grande, todopoderosa,
todoperfeccionadora y divina es la fuerza del mimero, co-
mienzo y regidor de la vida divina y humana, participante
en todo. Sin el nimero todo carece de fronteras y es con-
fuso y oscuro. Porque la naturaleza del nimero proporciona
conocimiento y es guia y maestra para todos en todo lo que
es dudoso o desconocido. Porque nada de las cosas nos serfa
claro ni en su mismo ser ni en sus relaciones mutuas si no
existiera el nimero y su esencia. Este es quien armoniza
en el alma las cosas con su percepcién, haciéndolas cognos-
cibles y congruentes unas con otras segiin su naturaleza, pro-
porciondndoles corporeidad» (Diels, B. 11).

Este entusiasmo pitagérico por el ndmero, traducido en
términos mds sobrios en la posibilidad de anilisis racional,
con racionalidad matemdtica, del universo, constituye sin
duda la impronta mds caracteristica del pensamiento filosé-
fico occidental,

Se hace patente en Platén, donde la teorfa de las ideas
ha sido inspirada probablemente por una comprensién mate-
matizadora del universo, siguiendo los pasos de su misma
creacién matematizada. Segin cuenta Plutarco, Platén afir-
maba que «fon theon aeis geometrein» (el dios siempre geo-
metriza) y tal vez en esta idea haya que ver el origen de la
inscripcion a la entrada de la Academia «medeis eisito ageo-
metretos» (ningin ageSmetra entre).

- 13 -

Esta misma conviccién llega, saltando sobre los siglos,
a la Edad Moderna, en que Kepler, utiliza la idea de la crea-
cién geometrizante de Dios para aventurar, colocado él mis-
mo en lugar del Dios creador, la estructura del sistema pla-
netario, basindose en la perfeccién geométrica de los cuerpos
platénicos, los wnicos cinco poliedros regulares.

La época de la razén desentroniza a Dios, pero no des-
trona el pensamiento matemitico. Asl se expresa Fourier en
¢l prélogo de una de las obras maestras de la ciencia mo-
derna, La Teoria Analitica del Calor (1822): «Las ecuaciones
analiticas... no se restringen a las propiedades de las figuras
y a las que son objeto de la mecdnica racional; se extiende
a todos los fenémenos generales. No puede haber un len-
guaje mds universal ni més simple, mis exento de errores
y de oscuridades, es decir més digno de expresar las rela-
ciones invariables de los seres naturales. Considerado bajo
este punto de vista, el andlisis matemdtico es tan extenso
como la naturaleza misma; define todas las relaciones sensi-
bles, mide el tiempo, los espacios, las fuerzas, las tempera-
turas,... su atributo principal es la claridad; no tiene en ab-
soluto signos para expresar nociones confusas. Relaciona los
fenémenos mds diversos y descubre analogias secretas que
los unen. Si la materia se nos evade, por su extrema tenui-
dad, como la del aire y de la luz, si los cuerpos estdn situa-
dos lejos de nosotros, en la inmensidad del espacio, si el
hombre quiere conocer el especticulo de los cielos en épo-
cas sucesivas que un gran nimero de siglos separa, si las
acciones de la gravedad y del calor se ejercen en el interior
del globo sélido a profundidades que nos serdn siempre inac-
cesibles, el anélisis matemdtico puede, con todo, dominar las
leyes de estos fenémenos. El nos los hace presentes y parece
ser una facultad de la razén humana destinada a suplir la
brevedad de la vida y la imperfeccién de los sentidos; y, lo
que es ain mds notable, sigue el mismo camino en el estu-
dio de todos los fenémenos; los interpreta con el mismo
lenguaje como para atestiguar la unidad y la simplicidad del
plan del universo, y hacer ain mds patente este orden in-
mutable que preside en todas las causas naturales».
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También Kant mismo afirma en el prélogo de su Meta-
physische Anfangsgriinde der Naturwissenschaften que «en
cada una de las disciplinas de la naturaleza solamente se
puede encontrar tanto de auténtica ciencia cuanto se encuen-
tra en ella de matemitican.

El final del siglo x1x, siglo de consolidacién y revisién
profunda de las matemdticas cldsicas, trajo consigo convul-
siones intensas en el terreno de su fundamentacién bdsica.
Los esfuerzos intelectuales aventurados de Cantor por lograr
un puevo dominio de los procesos infinitos y su teoria de
conjuntos pronto pusieron de manifiesto grietas amenazado-
ras en la base misma del edificio matemdtico. Con todo, la
confianza de los matemdticos no cejaba y trabajaron por dé-
cadas con la profunda conviccién de que no habria nada irre-
parable en ellas.

Hilbert, en 1925, en su articulo famoso Ueber das Unen-
dliche, se expresa de esta manera proponiendo su teoria fi-
nitista de demostracién a fin de poner fuera de toda duda
los fundamentos de la matemitica: «el objetivo de mi teo-
ria consiste en establecer de una vez para todas la certeza
de los métodos matemiticos». Y un poco mds adelante ex-
presa asi la conviccién imperante entre los matemdticos so-
bre la solidez imbatible de su ciencia: «En cierto sentido la
matemidtica se ha convertido en una corte de arbitraje, un
tribunal supremo para decidir cuestiones fundamentales sobre
una bse concreta en la que todos puedan concordar y donde
cada atirmacién sea controlable,... Un ejemplo del tipo de
cuestiones fundamentales que pueden ser tratadas de este mo-
do es la tesis de que todo problema matemitico es soluble.
Todos nosotros estamos convencidos de que realmente es asf.
De hecho uno de los principales atractivos para atacar un
problema matemdtico es que siempre oimos esta voz dentro
de nosotros: Ahi estd el problema, encuentra la contestacién,
siempre la puedes encontrar puramente pensando, pucs en
matemiticas no hay ningin ignorabimus».

El ambiente contempordneo es el del neopositivismo del
Circulo de Viena que mantiene aiin como uno de sus dos
pilares de certeza el de la matemaitica. Asi se expresa Carnap
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en 1930 en su famosa conferencia de Konigsberg: «cualquier
incertidumbre en los fundamentos de ‘la mds cierta de todas
las ciencias’ es en extremo desconcertante» (Carnap, 1930).

Pero también a lo largo de los siglos ha habido voces
que han pretendido introducir un contrapunto en este an-
dante maestoso de la sinfonia matemética. Zenén de Elea
con sus paradojas ante el espiritu ingenuamente pitagérico,
Pascal, con sus elucubraciones sobre el espiritu de finura,
probablemente apuntadas contra el cartesianismo del espiri-
tu geométrico.

Un poco anterior a la constitucién del Circulo de Viena,
y también €l mismo viends, surge en 1821 Wittgenstein,
con su sibilino Tractatus Logico-Philosophicus, una especie
de espada de dos filos, que si, por una parte abogaba por
un radical anélisis del lenguaje, a la hora de hacer ciencia
cierta, por otra parte manifiesta bien explicitamente cémo
incluso «cuando todas las posibles cuestiones cientificas han
sido respondidas, nuestros problemas vitales atin no han si-
do tocados en absoluto». Wittgenstein es, en el aspecto que
méds me interesa considerar ahora, el gran adelantado de
vanguardia, en toda su concepcién intelectual y vital. El iti-
nerario seguido por Wittgenstein, en trazos no tan radica-
les, es, si no tipico, sf al menos fuertemente significativo
como corriente de pensamiento que se ha repetido en muchos
de los pensadores contemporineos que se han ocupado de
desentrafiar el sentido profundo del quehacer matemitico, co-
mo veremos enseguida. Wittgenstein llega primero desde el
riguroso andlisis 16gico del raciocinio y del lenguaje para
enmarcar sus limitaciones, a la conviccidn de la inutilidad de
tal construccién a la hora de enfrentarse con los auténticos
problemas del hombre. Su silencio consiguiente por décadas
(«wovon man nicht sprechen kann, dariiber, muss man
schweigen») y su reaparicién con la teoria de la matemsi-
tica como juego en muchos pasajes de su Philosophische Un-
tersuchungen tepresenta como un renacer en él con ojos nue-
vos del pensamiento matemitico.

Como veremos son muchos los matemiticos de primera
linea en nuestro siglo que han experimentado un trayecto
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intelectual semejante, e incluso en cierto sentido mds radi-
cal, pues han pasado de la arrogancia hilbertiana del kein ig-
norabimus in der Mathematik a la actitud humilde de pedir
para la matemitica al menos un satus cientffico semejante al
de las teorias fisicas.

Bertrand Russell afirmaba en 1901 que «el edificio de
las verdades matemiticas se mantiene inconmovible e inex-
pugnable ante todos los proyectiles de la duda cinica». En
1924 ya habia cambiado considerablemente de opinién. Para
él, la légica y la matemdtica, al igual que, por ejemplo, las
ecuaciones de Maxwell «son aceptadas debido a la verdad
observada de algunas de sus consecuencias légicas». En 1959,
en la descripcién de su itinerario filoséfico, afirma: «La es-
pléndida certeza que siempre habfa esperado encontrar en la
matemdtica se perdié en un laberinto desconcertante».

El mismo Carnap al que en 1930 hemos ofdos ponderar
«la mids cierta de todas las ciencias», sefiala en 1958 como
una de las analogfas principales entre la fisica y la matemi-
tica: «la imposibilidad de certeza absoluta».

Hermann Weyl, uno de los matemdticos mis profundos
de nuestro siglo, se percatd, incluso antes de que Godel pu-
blicara su contribucién fundamental sobre los fundamentos,
de que la matemitica era «irremisiblemente falible». Y en
1949 presenta lo que para él debe ser la adecuada interpre-
tacién de la matemdtica como cencia: «Ningin Hilbert serd
capaz de asegurar la consistencia para siempre; hemos de
estar satisfechos de que un sistema axiomdtico simple de ma-
temiticas haya superado hasta el presente el test de nuestros
elaborados experimentos matemdticos... Una matemitica ge-
nuinamente realista deberia concebirse, en parangén con la
fisica, como una rama de la interpretacién teorética del tni-
co mundo real y deberia adoptar la misma actitud sobria y
cautelosa que maniesta la fisica hacia las extensiones hipo-
téticas de sus fundamentos». ‘

Johnn von Neumann afirma asimismo en 1947 que «la
matemitica cldsica, aunque nunca mds se pudiera estar abso-
lutamente seguro de su fiabilidad... se sostiene sobre un fun-
damento al menos tan firme como, por ejemplo, la existen-
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cia del electrén. En consecuencia, si se estd dispuesto a acep-
tar las ciencias, se puede aceptar también el sistema de la
matemdtica cldsica». Y confiesa también cémo experimenté
el mismo itinerario mental comiin a tantos matemiticos de
nuestro siglo: «Yo mismo reconozco con qué humillante fa-
cilidad cambiaron mis puntos de vista respecto a la verdad
absoluta matemdtica... y cémo cambiaron tres veces sucesi-
vas»,

Quine, uno de los légicos matemiticos contempordneos
mds importantes afirmaba ya en 1958 desde su perspectiva:
«lo mis razonable es considerar la teorfa de conjuntos, y la
matemdtica en general, como consideramos las porciones tes-
ricas de las ciencias naturales; en cuanto que contienen ver-
dades o hipétesis que han de ser vindicadas menos por la
pura luz de la razén que por la contribucién indirecta y sis-
temitica que hacen a la organizacién de los datos empi-
ricos en las ciencias naturales».

Son voces que se expresan de modo sorprendentemente
distinto a lo que los matemiticos de los siglos anteriores
hubieran esperado e incluso de modo muy diferente a lo
que piensa hoy dia la mayor parte de los matem4ticos en-
frascados con el quehacer de sus técnicas particulares. Tra-
temos de analizar un poco mds de cerca algunos puntos con-
cretos en los que la visién de la matemitica ha cambiado
hasta poder causar una transformacién de actitud general ha-
cia ella como el que a través de tales declaraciones se pone
de manifiesto.

Ante todo aparece bien claro que el vuelco espectacular
en la consideracién de la matemitica como ciencia privile-
giada en lo que se refiere a la naturaleza del grado de cer-
teza que le es propio ha sido causado por los resultados
de Godel sobre la imposibilidad de demostrar la ausencia
de contradiccién de cualquier sistema formal en que al me-
nos se pueda desarrollar la aritmética cldsica. Si la ausencia
de contradiccidn es indemostrable, el edificio matemitico se
sostiene sobre un acto de aceptacién semejante al que estd
en la base de todas las otras ciencias y son criterios de con-
gruencia y adecuacién mds o menos evidente de este edificio
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a una cierta realidad previa o posterior los que nos impul-
san & realizar dicho acto de aceptacién. Es la experiencia de
los siglos, en dltimo término, el criterio bésico que nos con-
forta en el pensamiento de la solidez de la matematica. Asi
lo expresa lacénicamente Bourbaki, en un famoso articulo
sobre La Arquitectura de las Matemdticas en 1948: «Cree-
mos que la matemdtica estd destinada a sobrevivir y que ja-
mis tendrd lugar el derrumbamiento de este edificio majes-
tuoso por el hecho de una contradiccién puesta de manifies-
to repentinamente, pero no pretendemos que esta opinién
se base sobre otra cosa que la experiencia. Es poco, dirin
algunos. Pero desde hace 25 siglos los mateméticos tienen
el hdbito de corregir sus errores y de ver asi su ciencia en-
riquecida, no empobrecida. Esto les da el derecho de arros-
trar el porvenir con serenidad».

La rafz de esta situacién debe buscarse en la incapaci-
dad radical de la matemdtica para dominar totalmente el reto
fundamental con que se ha enfrentado desde el principio de
su existencia: el sefiorio de los procesos infinitos del pensa-
miento. Lo mds caracteristico de la aritmética cldsica, lo que
mds claramente separa a la matemdtica de ser una inmensa
tautologia, es la aceptacién de algin tipo de proceso infini-
to. Con el infinito matemético sucede algo parecido (o lo
mismo tal vez) que con el ser de las consideraciones meta-
fisicas. En la apertura inicial de la mente al conocimiento
intelectual (a cualquier conocimiento intelectual) estd yacen-
te, como horizonte, condicién de posibilidad de cualquier
conocimiento concreto, el ser en su infinitud, en su incon-
crecién. En este horizonte debe destacarse el ser concreto y
este horizonte es el que da la posibilidad de cualquier otro
conocimiento. No nos lo planteamos como objeto. Es el ho-
rizonte, el fondo de nuestra visidn cognoscitiva que, de no
estar ahi no habria nada en ella.

La mente est por su propia naturaleza abierta a este ho-
rizonte y cualquiera de sus actividades lo pone de manifiesto.
Es como constitutivo de su forma de ser. El ser concreto se
destaca en ella precisamente de modo negativo, mostrando
su limitacién, su modo de ser particular que niega el modo
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de ser de otros muchos, afirmando as! implicitamente que
el ser importante es el que no tiene modo. ’

El infinito estd en el principio de todo quehacer mate-
mitico. Del uno al dos... y ya estd ahf el infinito presente,
y aun en el simple uno con la conciencia de que no lo llena
todo y de que er repetible.

No es de extrafiar, pues, que el enfrentamiento con el
infinito sea la gran fuente de fecundidad del pensamiento
matemdtico, pero al mismo tiempo la causa de las frustra-
ciones méds profundas en aquéllos que han pensado en algin
momento en tenerlo aferrado entre sus manos. Los momen-
tos mds fecundos y al mismo tiempo los més profundos de
la historia de la matemdtica han tenido lugar precisamente
en los instantes de audacia matemdtica hacia un nuevo tipo
de comprensién del infinito: pitagéricos, descubrimiento del
irracional, Zenén, célculo infinitesimal, dominio de los pro-
cesos infinitos de paso al limite, series, integral,... por Cau-
chy, Weierstrass, teorfa de conjuntos de Cantor, teorema
de Godel,... teorias de conjuntos no cantorianas,... El in-
finito se ha escurrido de entre los dedos después de cada
intento y esta vez, después de los resultados de Gadel, pa-
rece que de forma bastante mds profunda, radical y defini-
tiva...

Junto a este conocimiento actual de sus limitaciones in-
trinsecas, la matemdtica de nuestros dias presenta otros as-
pectos mds extrinsecos que estdn operando cambios profun-
dos en sus rasgos fundamentales.

La matemdtica de los siglos pasados era una matemdtica
a la medida del individuo. Sus resultados, desde el principio
hasta el final, eran asequibles por una sola mente e incluso,
hasta comienzos del siglo actual, han existido personas, como
Poincaré y Hilbert, capaces de abarcar con su saber practi-
camente la totalidad de las matemdticas de su tiempo. La
matemdtica de hoy en cambio se va convirtiendo mds y més
en un saber de colectivos altamente especializados, cada ele-
mento de los cuales domina tan sélo una porcién relativa-
mente pequefia del conjunto, y su saber esti basado funda-
mentalmente en lo que otros han hecho y ¢l mismo no ha



analizado y a su vez es base para lo que otros hacen. Un
ejemplo claro de este tipo de tarea lo constituye el de la
clasificacion de todos los grupos simples finitos. Tras 150
aios ‘de trabajo desde que se comenzd la tarea de clasifica-
cién el afio 1980 se pudo demostrar que, aparte de los gru-
pos simples finitos ciclicos de un nimero primo de elementos
y de las 16 familias de grupos simples finitos asociados con
los grupos de Lie, sélo existen los 26 grupos esporidicos
cuyo orden se ha podido identificar exactamente, Para pre-
sentar todas las demostraciones necesarias en el estilo con-
ciso de las revistas matemiticas se necesitarin un total de
unas 10.000 piginas. Por supuesto que esto constituye un
trabajo de equipo que muy posiblemente no podri ser do-
minado por la mente de un dnico matemdtico. La verdad
matemdtica adquiere asi una dimensién social con connota-
ciones de cierto tipo de fe en la competencia y fiabilidad de
la comunidad matemdtica que uno no pensarfa que habria de
configurar la matemitica del presente.

Por otra parte, el aspecto social de la matemdtica inter-
viene hoy mds que nunca, en la filtracién de los productos
innumerables de la creacién de los matemiticos. Los criterios
de rigor, cambiantes con el tiempo, son fijados por el colec-
tivo matemdtico, que filtra por criterios no siempre intrin-
secos y objetivos, la matemdtica que se considera aceptable
por la comunidad. Como dice René Thom en un polémico
artfculo de 1970 sobre el sentido de las matemitica moder-
nas, una nocién que no resulta inaceptable de rigor consiste
en lo siguiente: «una demostracién es considerada como ri-
gurosa si los mejores especialistas en la materia no tienen
nada que objetar»,

Otro aspecto caracteristico de la matemdtica actual que
va conformando con rasgos muy distintos de los hasta ahora
predominantes la evolucién hacia el futuro de la matematica
lo constituye el impacto del computador. Este se ha hecho
notable en los Gltimos afios con la demostracién del teorema
de los cuatro colores. Una demostracién que no puede ha-
cerse vivencia en e|l mecanismo raciocinante del hombre, por
razén de la lentitud de éste, ha sido construida mediante el
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auxilio del computador. Con ello se ha obtenido lo que mu-
chos piensan que es una categorfa diferente del teorema. Tal
vez otros muchos problemas matemiticos, hoy adn abiertos,
esperan una solucién semejante mediante la asistencia esen-
cial del computador. El matemitico actual, por el in-
flujo del avance de su propia ciencia, desciende también
aquf de su podio majestuoso y consiente modestamente en
dejarse ayudar por sus propias méquinas, incluso en las ex-
ploraciones que parecerfan mds propias del puro «ojo del
almay, como diria Platdn, tales como la teoria de mimeros.



CONSTITUCION DEL SEMINARIO DE MATEMATICAS EN EL CENTRO

DEL PROFESORADO DE CIUDAD REAL

El pasado 28 de Enero, en el Centro del Profesorado de
Ciudad Real, qued6 constituido un SEMINARIO DE MATEMATICAS con
objeto de permitir la actualizacién y puesta a punto del profe-
sorado adscrito a €1 en cuanto a tecnologfa, objetivos y direc-
trices metodolégicas y de estudiar y experimentar las aportacio
nes que lleguen al CEP relacionadas con la Ensefianza de las Ma-
temiticas.

En este Seminario participan profesores de Matemiticas de
EGB, de Bachillerato, de Formacidén Profesional y de la Escuela
Universitaria del Profesorado de EGB.

Como coordinador de este Seminario ha sido elegido el Pro-
fesor de la E. U. del Profesorado de EGB, Don Gabriel Fernindez
Garcfa, y en €l participa activamente el Vicepresidente por Ciu-
dad Real de nuestra Sociedad, D. Salvador Herrero Pallardo.

Esperamos una fructifera colaboracidén entre ese Seminario
¥y nuestra Sociedad "Puig Adam"™, dada la afinidad existente en-
tre los objetivos de ambos, y le deseamos que alcancen brillan

tes y eficaces resultados en la mejora de la ensefianza de las
Matematicas.

AKADEMIA NEOPLATONICA

Esta AKADEMIA celebrard sus Tertulias de Geometria VI ¥y
VII los dias 19 y 20 de Febrero sobre los temas “La Geometria
y el Tiempo" y "La Geometrfa y la Naturaleza", a las 18 h. 30 m.
en el Salén de Actos del Colegio de Ingenieros de Caminos, Cana
les y Puertos (Almagro, 42. Madrid).
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A VUELTAS CON CASANOVA

Por Hixem

iYa lo tenemos aquli: Paso al caballero veneciano,
al dieciochesco donjuén, al mismisimo Giacomo Casanova. ¢Y qué
pintard un hombre asf en una revista matemitica? Pues parece que
s, que aparte de aquellas aficiones, probablemente m&s deleita
bles, por las que es conocido y recordado, no dej6 de tener tam-
bién alguna veleidad por los problemas matemdticos, siguiera con

aquella suerte de dilettantismo propia de su é&poca.

Consta, por ejemplo, que se interes® por cuestiones
probabilfsticas aplicadas al juego; en realidad, a demostrar que
la Banca gana. Aungque guizd se limitara a volcar su facundia y
aplomo en la presentacifn de argumentos matemiticos ajenos has-
ta convencer a los financieros, asesorados por d'Alembert, de
las ventajas de la implantacifén de la loteria en Francia. Lo que,
aparte de una pensifn sobre ella, le supuso la concesibn de seis
administraciones. iInsigne precedente de situaciones hoy tan airea
das!

Pero no es de &sto de lo que querifa hablar, sino de
la duplicacibn del cubo. Que tambi&n Casanova crey® haber re-
suelto. Intenté con gran empefio hacer triunfar su Solucibn al

problema de Delos, ratificd&ndola con el Corolario a la duplica-

cibn del exaedro y la Demostracibn geométrica de la duplicacibn

del cubo, que dirigid a todas las academias cientificas europeas;
escribié al mismo tiempo insistentes cartas a los mis notables
gebmetras, astrbnomos y profesores de la &poca... para al final
reconocer que se hablfa equivocado.
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Asi lo cuenta una biograffa de nuestro héroe, La vie
d plaisir, escrita por Ned Rival y publicada en espafiol bajo el
tftulo Casanova: Una vida de placer. No habria trafdo esto aquf

si no fuera por la interpretacibn que el libro da del fracaso de
Casanova. Después de explicar el nacimiento de la cuestibén ("Pa
na conseguin que se detenga una epidemia de peste, el ondculo de
Delos recomienda a Los atenienses que doblen el altan cdbico de
Apolo, muy a sabiendas de que el problema no puede ser resuelto
de manena absolutamente matemdtica y, en consecuencia, tampoco

prdcticamente") -explicacibn que también tendremos luego que co

mentar-, escribe lo siguiente:

EL cientifico Charles Hennry, que estudild La soclucibn
propuesta por ef matemdtico aficionado, concluye: "Casanova che
Y6 al principio habern dado La sofucibn exacta; 86Lo podia darla
aproximada... Pero no hay que mostrarse demasiado severc con &L
La mayornia de Las soluciones propuestas en La antigiledad y en
Los Ziempos modeanos al problLema de La duplicacibén def cubo su
ponen el empleo de La regla y el compds. Ahona bien, esos dos
Ainstrumentos que se consdideraban como exactos, con una exacki-
tud andfoga a La exactitud geom&trica, no son L{nsthumentos exac
tos...",

jHombre, pues muchas gracias! jPobres gebmetras, lo
dificil que se nos est8 poniendo la vida! Ahora, ya, ni siquie
ra vamos a poder hallar con la regla y el comp8s el punto medio
de un segmento. ¢Que digo?: ni el punto de interseccidn de dos
rectas o el simple trazado de una recta que pase por un punto,
si hemos de hacer caso al argumento de ese despiadado cientifi
co Sr. Henry. Con €l es con quién hay que mostrarse severos, y
muy severos, y no con el pobrecito Casanova que no tuvo més pe
cado, al menos en ese terreno, que intentar resolver un proble

ma afin abierto por entonces y, eso si, resolverlo mal.

Y lo resolvif mal porque, como después se sabria, el
problema no tiene soluci&n. Este, como los otros problemas clé&-

sicos griegos, estln propuestos para ser resueltos con la regla
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no graduada de un s6lo borde y el comp&s, instrumentos s&lo ap-
tos para los problemas lineales y cuadriticos o reducibles a

ellos. Pero el de la duplicacibn del cubo es un problema de ter
cer grado, ya que, en efecto, se trata de éncontrar la arista x
de un cubo cuyo volumen sea doble del de un cubo de arista a. La
ecuacién que la da, 53 = 253, es cfibica y no reducible a otras
de menor grado y ésa es la razbén de que el problema no sea reso
luble con regla y comp8s, no la falta de exactitud de esos ins-

trumentos.

"Cuando se trata de construccdiones geométnicas -dicen
Courant y Robbins en ¢Qué es la matemitica?- no hay que ofvidax

nunca que el problema no es el de dibufarn figurnas en La prdcti-
ca, con cderto gnado de exactitud, sino ef de demostrar que, sin
otrna ayuda que La regla y el compds, La solucdbn puede hallanse
tebricamente, supondiendo que nuestrhos Lnsthumentos tdenen una pre
cds4ib6n Ldeal,.. Su Zeorlia nada tiene que ver con el método mds
sencillo de nealdizarlas efectivamente o con Los antificios que
permitan simplificarn y acorntan el nimero de pascs necesarios; es
ta es una cuestidn de impontancia tebrica mucho menon". Desde un
punto de vista prictico, ninguna construccibn resultarfa segura
mente tan satisfactoria como la obtenida con el uso de una re-
gla graduada -0 un buen transportador de &ngulos, pero no es ese
el problema. "EL de no entender adecuadamente -siguen diciendo-
el candcten tebrico de La cuestibn de Las construcciones geomé-
trhicas y La obstinacibn en querern desconocen Los hechos clenti-
ficos blen establecidos son Los nesponsables de La pensistencia
de Los Ainnumenables trisectones de dngulos y cuadradonres de cin
culos”,

Todavia mis: es que por otros métodos los griegos sa
bian ya resolver estos problemas. Concretamente, el de la dupli
cacibn del cubo es resoluble por lo menos mediante la cisoide
de Diocles, una cfibica plana ya estudiada hacia el siglo II a.
de J.C. Recordemos brevemente su definicién. Se toma una recta

r y un punto O distante de ella la longitud a = |OA|, y se tra

za la circunferencia ¢ de difmetro |OA|. Cada recta s trazada
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por O corta a ¢ en el punto Cy a r en el R: se toma entonces
en s el punto X tal que |OX| = |CR| en longitud y sentido. La

cisoide es el lugar de los puntos X.

Construida la curva, nuestro problema queda resuelto:
En la paralela por O a r se toma el punto T tal que |OT| = 2a,
es decir, el doble de la arista del cubo dado; la recta TA cor
ta en M a la cisoide; uniendo entonces O con M, esta recta cor
ta a r en el punto D. Pues bien, |AD| es la longitud de la aris
ta del cubo de doble volumen. "Asf de f&cil", que se dice en po
1ftica.

La demostracibn,
supongo, serfa m&s compli- T
cada para los coeténeos de
la cisoide que para noso-
tros, que conocemos la geo
metrfa de Descartes. Halle
mos primero la ecuacibn de
la curva. Si se toman OA y
OT como ejes X e Yy, las ecua
ciones de r y ¢ son, respec
tivamente,

2 2

X = a, x" +y - ax = 0.

|

Una recta s que
pasa por O es de ecuacidbn
y = tx, y corta a r en el
punto R{a, at) y a ¢ en el
cla/(1+t?), at/(1+t?)). E1
punto X tendr& las mismas
coordenadas que el vector
]:CR], esto es:

at? at’
= r X =
1 +_t:_2 1+t2

1%
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Eliminando en ellas el par8metro t se tiene la ecua-
cibn de la cisoide:

x(1+e%) =at’,  yx=r = x(Peyd -ay’ =0

ecuacién cfibica, como se habfa anunciado.

Pues bien, si EO es el valor del par&metro para 1la
recta OM, las coordenadas de M serén: (EES/(1+E§), EES/“iESH-
y las de D, (a, 330). Pero M estd en la recta AT, con A (a,0),
T (0,2a), es decir, en la recta 2x + y - 2a = 0, luego.

2 2 3 2 _ _

2320/(1+_t-;0) +_a_t0/(1+50) - 2a=0= 30-2
asf que el punto D es de coordenadas (a, gyi), lo que dice que

est& ordenada |AD| = a¥2 es, efectivamente, la arista de un cu-

bo de volumen 233, doble del que tenia el cubo dado.

Asi que, contra lo que decia nuestro bibgrafo, no es
que las soluciones sean inexactas por hacerse, desde la anti-
guedad a los tiempos modernos, con regla y compds; aqui tene-
mos una que no es asi y, por cierto, tan inexacta como las otras
segfin su apreciacifn, absolutamente exacta segfin la nuestra. Lo
que ocurre es que no es una solucidn del problema ya que é&ste
pide el uso exclusivo de la regla y el compds. Y observemos tam
bién c6mo el orculo de Delos debia de estar, efectivamente, ins
pirado por los dioses puesto que, segfin el comentarista, propu
so el problema "muy a sabiendas de que no podfa ser resuelto",
cosa que los pobres humanos, afin los muy sabios, tardaron si-

glos en descubrir.

Pero, insistamos una vez més, tanto este problema co-
mo los de la trisecci®bn del &ngulo o la cuadratura del circulo,
gson irresolubles con regla y compds en el sentido que hemos da-
do a esa resolucifn. Dice Rodriguez Vidal: "Panrece innecesandio
adverntin que se trata de problemas tedricos: desde un punto de
vista phletico, La solucibn, con tanta aproximacibn como se juz



ue necesandia, estd al alcance de cualquien arntesano de cual-
’ q
quien tiempo".

Pues claro que deberfa ser innecesario, aungue mucho
me temo que no siempre lo sea, a la vista de lo que hemos ido
encontrando. Todos seguramente tenemos, por otra parte, la ex-
periencia de los solucionistas artesanos, es decir, de los que
no lo resuelven. Si Vds. han lefdo Bearn, la novela de Lorenzo
Villalonga, habrén encontrado un pdrrafo muy fino y oportuno en

el que refiere cbmo la sefiora de Bearn llega a afirmar que ha-

bia resuelto la cuadratura del cifrculo:

"Eso 0s parece tan difl

cil? A mi me parece que no es ne-
cesdando sen ningin sablo de Gre-
cda. Se hace un cinculo de hilo
encima de una tablfa y después ,
con cuatrno alfilenes, se va es-
tinando hasta convertinlo en cua
drado”.

La escena resulta has-
ta candorosa porque la pobre do-
fa Maria Antonia, ya al final de
sus dfas, comenzaba a chochear.
Pues hay muchos que traen solu-
ciones igual de convincentes que
ésa, s6lo que revestidas de todo
un ropaje tan presuntamente cien
tffico como inadecuado; y encima
se enfadan si no se les admite.
Ahi va una muestra que aparecié
hace afios en un perfodico y que
de ningfin modo resulta insblita
ni excepcional.

Encuentra la
solucion de la cua-
dratura del circulo

PARIS, 8, (Efe.)—"He encon-
trado 1a soluctén al problema de
la cuadratura del circulo.” Con
esta afirmacién, un profesor de
tecnologia comercial y de len-
gua fracesa de Dijon, Ives Pl-
rat, de treinta y nueve afios, ha
dejado sorprendidos hoy a nu-
merosos franceses.

Ives Plrat, padre de una fa-
milia numerosa de nueve hijos,
afirma que su solucién es senci-
lla y que “en una hora he lo-
grado hallar la férmula partien-
do de una construccién geomés
trica”

El hombre estd convencido de
su hallazgo: “Estoy dispuesto a
someterme al julcio de los més
expertos mateméticos o geéme-
tras.”

Con una regla graduada y un
compés, el profesor de Dijon ha
hallado dar salida a su solucién
de uno de los més importantes
problemas de las matemAticas
modernas

iCon una regla graduada, oye! Asf, cualquiera. ¢Culn-
do se nos pasari la manfa de intentar resolver problemas sin co
nocer el enunciado? Otra cuestifn, que nos llevarfa muy lejos,
es la de por qué los griegos se interesaban tanto por los pro-
blemas a resolver con la regla de un solo borde y el compé&s.
Por hoy, y concretindonos a la duplicacién del cubo, nos limi-
tamos a recoger un bello episodio que recuerda R. Vidal: "Cuan
do mucho tiempo despubs alguien pregunté a PLatbn qué intenés
pudienan tenen Los dioses en que se satisficiese condicibn tan
digicil, La respuesta §ué que a Los dioses no Les interesaba ef
tamano def altan, pero 44 querian proponer a Los hombrnes cues-
tiones en Las que pudienan ocupar con dignidad su Lnteligencia”.
Respuesta no muy diferente de la de Jacobi cuando le interpela
ban por la poca utilidad préctica de las matemiticas que culti
vaba: La matemdtica se hace "por el honor def hombre". ;Qué pen
sard de ello una sociedad materialista y pragmitica como la ac
tual!l

Nos hemos ido muy lejos. No s& qué dirfa Casanova si
viera las secuelas que surgen de su modesta aficién. En reali-
dad de donde surgen es de las extrafias interpretaciones de sus
comentaristas. Que a &sos siI que hay que ponerles un cero, pe-
ro un cero muy gordo y muy redondo. En cambio a nuestro galan-
te aventurero quizd convenga finicamente recomendarle 1lo contra
rio que a su contempor&neo Rousseau. De quien se cuenta que es
taba en cierta ocasifn distrayéndose con una sefiora, Julieta de
nombre, y con tan poca fortuna, por lo visto, que hubo ella de
decirle: "Zanetto, Lascia Le donne e studia £a matematica". A
Casanova podriamos decirle, pues, invirtiendo los té&rminos: Tii
sigue dedicdndote a las sefioras, que eso parece que se te da
bien, y olvidate de las matem&ticas.



RUEGOS A NUESTROS SOCIOS

Se ruega encarecidamente a nuestros socios que:

- Nos comuniguen cualquier cambio de domicilio o cuenta corrien
te, pues nos devuelven con frecuencia boletines o recibos,

con el consiguiente perjuicio para todos.

- Procuren gue otros compafieros ingresen en la Sociedad, para
lo cual inclufmos en cada nfimero del boletin una hoja de ins
cripcibén. El futuro de nuestra Ssociedad depende de que man-

tenga un colectivo suficiente de socios.

- Nos hagan llegar rfpidamente cualquier noticia sobre congre-
sos, conferencias, concursos, etc., cuya difusifén entre los
socios estimen interesante, para su inclusién en nuestro bo

letfn, antes de gque pierdan actualidad.

- Nos envfen artfculos, trabajos, experiencias diddcticas, enun
ciados de problemas o soluciones a los propuestos, para Su

publicacibén en nuestro boletin.

- Nos hagan llegar iniciativas © sugerencias de cualquiler tip?
sobre posibles actividades de la Sociedad o sobre el conteni

do de su publicacifn.

La Junta Directiva agradece a todos su colaboraci8n y recuer
da que la correspondencia debe dirigirse al Aptdo. 9479 de
28080-Madrid.

* % & & *
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MEZCLAS APARENTEMENTE ALEATORIAS

por J.M. Martinez S&nchez

2Qué ocurre cuando mezclamos entre sf las cartas de
una baraja? Aparentemente, las cartas se mezclan unas con otras
en una disposicifn aleatoria, pero, en general, se puede afir-

mar que las relaciones iniciales que las ligan no son fuerte-
mente alteradas.

En realidad, que la relacibn final, no predecible,
parezca aleatoria se debe en mayor medida al desconocimiento
del orden relativo inicial que al aparente desorden que intro-
duce el proceso de mezcla o barajadura.

Nos referimos, como es natural, a los procedimientos
corrientes, y mds usuales, de barajar los naipes; los cuales
pueden ser clasificados en mezclas "por deslizamiento", "por

bloques" y "por imbricacién" o una cierta combinacidén de los
mismos.

En la préctica se da la paradoja de que una mezcla es
tanto mis aleatoria cuanto mds imperfecta sea. Este hecho, co-
nocido y utilizado, aunque con fines distintos, por prestidigi
tadores y jugadores de ventaja, es el que permite, mediante una
mezcla "suficientemente perfecta", controlar la situacibn enla
baraja de una o varias cartas, e incluso del mazo completo, dan
do la ilusibn justamente de todo lo contrario.

Martin Gardner, en su libro "Carnaval Matemdtico" (ver
sidén castellana de Alianza Editorial), resalta lo anterior yha

ce una interesante exposicidn sobre una barajadura conocida co
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mo “"mezcla a la americana". Nosotros, en este articulo, estudia-
mos un tipo de mezcla por deslizamiento, que los profesionales y
aficionados llaman precisamente "mezcla matemética"(*), de la que
es fdcil dar una expresibn anilitica y establecer un modelo ma-

temético de la misma.

S5in entrar en el interés que puede tener el estudio en
sf mismo, queremos, no obstante, resaltar las posibilidades di-
décticas que nos ofrece la utilizacidn de estos modelos en cla-
se; no sblo, y ya serfa suficiente, como medios para despertar
la curiosidad y motivar el interés de nuestros alumnos, sino tam
bién como iniciaci6én al planteamiento, andlisis e investigacién
de situaciones nuevas cuyo contenido matemitico permite, a la
vez que ejercitarse en el razonamiento critico, utilizar y cla-

sificar conceptos tanto matem&ticos como de la vida corriente.

1. LAS MEZCLAS

Con un mazo o paquete de m naipes, que en principio lo
podemos imaginar materializado mediante una baraja espafnola de
40 cartas, las mezclas que vamos a considerar se realizan de la
siguiente forma: teniendo los naipes en la mano izquierda, fi-
guras boca abajo, con la otra mano se retira la carta superior
del mazo y a continuacibn, tomando las cartas de una en una, se
colocan, alternativamente, una por encima y otra por debajo de
las que vamos teniendo en la mano derecha. Al final, se han pa-
sado todas las cartas de la mano izquierda a la derecha, cambian

do el orden en que se encontraban al principio.

Con cierta préctica, y algo de habilidad, la barajadu
ra puede realizarse tomando las cartas en la posicién normal pa

(*) Véase P. Wenceslao Ciur6: "Mis de 200 juegos de manos con la baraja".
Instituto Editorial Reus. Madrid, 1952, p4g. 794.
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ra mezclarlas, es decir: sujetando los naipes por sus cantos

cortos con los dedos pulgar y medio de la mano derecha y dejan-
do deslizar las cartas, de una en una y como ya se ha indicado,
sobre la mano izguierda gque recoge al final todo el mazo recons

trufido en un orden distinto del inicial.

El proceso puede reiterarse un niimero cualquiera de ve
ces; también es posible, en determinados casos, pasar las car-
tas de dos en dos, de tres en tres, etc., lo cual permite abre-

viar el tiempo total de mezcla.

En cualquier caso el proceso real con una baraja com-
pleta de 40 6 52 cartas es excesivamente largo, y se prolonga
abusivamente con las reiteraciones sucesivas, por lo cual en la
prdctica este método de mezcla no es de aplicacibn general; su
uso queda restringido a la realizacibén de algunos juegos de sa-
16n, basados precisamente en las particularidades de la mezcla,
para los que basta el empleo de un nfimero de cartas sustancial-
mente menor.

Después de efectuar E mezclas de este tipo, el orden
inicial de las cartas estd notablemente alterado y pocos obser-
vadores serfan capaces no ya de predecir el orden o disposicién
en que quedan las cartas, sino ni siquiera de sospechar que las

mezclas realizadas no son mezclas realmente aleatorias.

Ahora bien, ¢este procedimiento de mezcla altera efec
tivamente el orden inicial de todas las cartas? Es decir, ¢cam-
bia la posicibn relativa de todas y cada una de las cartas?

Designemos por B, la distribucién inicial o de parti-

da, que en principio es ung distribucibén cualquiera de las 40!
posibles que pueden adoptar los 40 naipes de una baraja espafio-
la; dicho de otra forma por B, designamos una sucesibn o conjun
to ordenado de 40 té&rminos, donde la carta superior del mazo, fi
guras boca abajo, serfa el primer término; la carta inmediata-

mente siguiente, el seqgundo, etc.; y la filtima carta de la ba-



raja, primera por abajo, vendria representada por el té&rmino cua
dragésimo.

Si BO representa la distribucibén de las cartas en la
baraja antes de comenzar las mezclas, COi' i=1,..., 40, repre-
senta cada una de las cartas, segin un orden relativo en Bj, don
de los subindices indican la distribucibn considerada, el lugar

de orden i que ocupa la carta en esa distribucibn.

Efectuada la mezcla una vez, tenemos una nueva distri
bucién de las cartas, que representaremos por Bl’ y cada carta,
representada ahora por Clj,ocupa el lugar j en Bl' zsta nueva po
sicibn de cada carta puede, o no, coincidir con el lugar de or-
den que tenfa la misma carta en BU;
verifica que i =3j y diremos que la posicién i de la carta COi =

si coincide, COi = Clj' se
Clj es invariante por la mezcla.

En caso contrario, la carta C0i =C1j' que ocupaba el
lugar i en B0 ha cambiado de posicién al mezclar y estd ahora en
el lugar j de B, con i#73.

AnSlogamente, después de h mezclas, se pasa de Bh a
Bh+l por la h+l -mezcla; es claro que si una carta permanece in
variante al efectuar una mezcla, permanece invariante al efec-
tuar h mezclas sucesivas. La reciproca no es cierta, como vere-
mos mids adelante.

Sea S la mezcla que transforma BO en Bl’ tenemos que
S: Cp; Clj O también, si designamos por i y j los lugares que
ocupa una misma carta antes y después de la mezcla, podemos es-
cribir S(i) =j con lo que indicamos el paso de la carta que ocu
paba el lugar i en By al lugar j en 31. Se trata, ahora, de en-
contrar una expresién operativa de S; es decir, escribir o des-

cribir j en funcibn de 1i.

ZQué hace realmente la mezcla considerada? Examinado
el proceso de mezcla, vemos que las cartas se separan, segin su

paridad, de manera que las cartas gque ocupaban una posicibén par
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en B, pasan a ser las veinte primeras cartas del mazo Byr v las
impares pasan a ocupar los veinte filtimos lugares; adem&s el or-
den es decreciente para las cartas pares y creciente para las im
pares. Dicho de otra forma, la mezcla distribuye las cartas alre
dedor de la 12 ge BO' colocando por encima, o antes, las cartas pares
a partir de la segunda de Byi ¥ las cartas impares se colocan por
debajo, o después, a partir de la tercera.

Esto se puede representar esqueméticamente asi:

B,: L 2, 3...,19, 20, 21, 22, 23,..., 38, 39, 40
|
B,: 40, 38, 36, ..., 4, 2,1, 3, 5,..., 35, 37, 39

donde las cartas en la distribucibn B8] se han representado por
el lugar que ocupaban en BO; asi, la primera carta de Bl es la
402 devBO: la vigésima carta de B1 es la 22 de Byi la primera

de B, es ahora la carta vigesimoprimera de Bl’ etc.

Ahora podemos f&cilmente dar una expresibén para S. Ten
dremos:

21-k si 1i=2k
S(i) =
21+k si 1 =2k+1

Para la h+l-mezcla, que transforma Bh en Bh+1' tenemos
la ley de recurrencia dada por:

Che1,21-k = €

h, 2k Ch+1,214k = Cn,2k+1

y las cartas cuya posicibn permanece invariante, por la realiza
cibn de una mezcla, son aguellas cuyos subindices verifiquen:
i=58(i), es decir, 21-k = 2k 6 21+k = 2k+l de donde k=7 &6 k =
= 20, seglin la carta ocupe lugar par o impar, por consiguiente
i=14 6 i =41, tenemos que



(c 6 =C

Ch+1,14 = Cn,14 Cre1,41 = Cn+1,41

si la mezcla se realiza con una baraja espaficla de 40 cartas, la
primera igualdad nos dice que la carta decimocuarta es invarian
te por la mezcla y la seqgunda igualdad indica que dicha inva-

riancia es @inica pues la invarianza dada es solucifn extrafia al

supuesto, ya que i < 40.

Generalizamos los resultados anteriores suponiendo aho
ra que, en lugar de 40 cartas, el mazo consta de un nfimero m de

cartas. ¢Culles son las invarianzas en este caso?

Distingamos entre m nfimero par o nfimero impar.

_ . [p+l-k, si i=2k
a) m=2p, S{) = {p+l+k: si i =2k+1

las invarianzas vienen dadas por:
p+l-k = 2k 6 o+l+k = 2k+1

tenemos, pues, que:

luego,

i=m+2 6 i=m+l

3
la segunda igualdad nos dice que, nara m par, ninguna carta que
ocupe posicién impar permanece invariante por la mezcla; mien-
tras que la primera igualdad indica que habrd una invariancia
si m+2 es mltiplo de 3 y ninguna en caso contraria. O sea que
hay una invariancia si m=2p y m=3qg+l, es decir, si m=6t+4 y,
en este caso, la carta invariante es la que ocupa la posicidn
i =2t+2; y no hay invariancia si m = 6t 6§ m=6t+2,

-~ 37 -

p+l-k, si i=2k

b) m = 2p+l, S(t) = {p+l+k, si i =2k+1

andlogamente, en este caso, las invariancias vienen dadas por

los valores de i que verifiquen las igualdades:

2k = p+l-k 6 2k+1 = p+l+k
es decir,
k:& 6 k =p
3
luego,
i:E 5 i=m
3

aqui, la seqgunda igualdad nos dice que, si m es impar, siempre
hay, al menos, una invariancia ya que la Gltima carta del mazo
no cambia de lugar al realizar una mezcla; la primera igualdad
indica que ademds hay otra invarianza, para m impar, si m+l es

mGltiplo de 3 y sb8lo en ese caso.

Todo lo anterior se puede resumir en el siguiente cua

dro que expresa las invariancias en funcifén del valor de m:
m=6t , m=2p ym=3g , no hay invariancias

m = 6t+l, m = 2p+l y m = 3g+l, una invariancia: i =m

m = 6t+2, m = 2p y m = 3g+2, no hay invariancias
m = 6t+3, m = 2p+1 y m = 3q , una invariancia: 1 =m

_ _ ) " . _ m+2
m = 6t+4, m = 2p y m = 3q+l, una invariancia: 1 = ==

m= 6t+5, m

"
N
o}

=~
3
L]

3g+2, dos invariancias: i = - i=m



2. LOS CICLOS

Estudiemos, ahora, las alteraciones que se producen
en la baraja al efectuar varias mezclas sequidas; se trata de
responder a la cuestidn: ¢cudl es la disposicién en que que-

dan las cartas depués de h mezclas?

El orden inicial de los naipes, que hemos designado
por BO' €s una cualquiera de las 40! permutaciones posibles que
se pueden formar con las 40 cartas de la baraja; la mezcla S
transforma B, en otra permutacidn B;, que consta de los mismos
elementos en otro orden, y, en consecuencia, la transformacisSn

realizada es una sustitucibn.

La sustitucibn definida por S viene determinada por
el proceso de mezcla descrito al principio o, lo que es equiva
lente, por el par de permutaciones (BO,Bl), donde B, es la per

mutacién que sustituye a la permutacibn de partida BO.

Podemos escribir

( 1 2 3 ...19 20 21 22 ... 38 39 40)
40 38 36 ... 4 2 1 3 ... 35 37 39

donde los elementos de la permutacién inferior sustituyen a los

correspondientes de la permutacién superior que es la inicial.

Realizar h mezclas sucesivas es componer S consigo
. - h

misma h veces: S * S + ,,., * 3 = Sh, de manera que la permuta
cibén resultante, By s viene determinada por la igualdad Sh(BO)=
= Bh.

Es decir, cada carta COi de B0 es sustituida por 1la
carta Ch,Sh(i) de B, o, expresado de otra forma, la carta que
ocupa el lugar i en BO, después de h mezclas, ocupa el lugar
Sh(i) de Bh' Esto se indica mediante las relaciones:
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<h . h,.
§7(Cy;) = Cpogh(yy +  i=L,2,.., 40; S ()€ 1,2,.., 40

que ligan los pares componentes de la sustitucién.

Haciendo variar h, tenemos todas las potencias de S;

las cuales forman el grupo ciclico engendrado por S.

El orden g de este grupo es el grado de S, es decir

s9 = SO, donde S0 representa la sustituci6én idéntica.

Para determinar el grado de 3 se descompone en produc
to de sustituciones circulares sin elementos comunes. En nues-

tro caso, la descomposicibén de S en ciclos es la siguiente:

S=(140 39 37 33259 24 7 28 1512 18 6 30 19 4 34 27 13 15 10 22 3 3631 21)-

+ (238 3529 17 8 26 11 20) - (5 32 23) - (14)

donde se ve que 3 es el producto de cuatro ciclos sin elementos

comunes de grados 1, 3, 9, 27 respectivamente, El ciclo (14) de

grado 1, que proporciona la invarianza para una sola barajadura,
no suele incluirse explicitamente al escribir la descomposicibn

en ciclos de una sustitucibn; si aqui lo hemos inclufdo no es sé
lo para mayor claridad, sino para resaltar, precisamente, el re-
sultado obtenido en el apartado anterior.

Teniendo en cuenta que el grado de S es el minimo co-
min mltiplo del grado de sus ciclos, grad (S) = m.c.m. (3,9,27),

se obtiene que, para una baraja de 40 cartas, el grado de la mez

527 = S0 y los valores de las-potencias
g2T'k*h _ sh e N, new,

cla es g = 27. Es decir,
de S se reparten peribdicamente:
h < 27,

Para determinar como quedan distribufdas las cartas
en la baraja; después de h mezclas sucesivas, se hallan las po
tencias h-&simas de cada uno de los ciclos o, lo cual es equi-
valente, se desplazan hacia la izquierda h posiciones los ele-

mentos de cada ciclo (en realidad queremos decir: los elemen-



tos de la permutacifn inferior de cada ciclo), se yuxtaponen pa
ra reconstruir la sustitucibn y se ordenan las nuevas fases com
ponentes segfin el orden inicial dado por la permutacifn superior

que es la de partida.

Se obtiene asi Sh como producto de las h-&simas poten
cias de sus ciclos componentes, por ejemplo: para h =5, tendria-
mos:

S _ 14039373325 3247
6

( 15 12 18 6 30 19 4 34 27 13 16 10 22 3363121)_
25 v 24 728151218 1

28
30 19 43427 1316 10 22 336 3121 1 40 39 37 33

(228352917 8261120, | 53223 | (14
3261120 238352017 23 532 7 Gy

reordenando los pares componentes en el orden inicial, dado por
la permutacifn superior y que en este caso es el orden natural,

tenemos finalmente:

10 ... 35 36 37 38 39 40)

( 12 3 45 67 8 9
25 8 40 10 23 27 6 38 12 21 ... 11 39 7 26 24 9

donde vemos que, después de cinco mezclas sucesivas, la que aho
ra es la primera carta del mazo era antes la vigésimaquinta; la
segunda carta es la ¢gue ocupaba el octavo lugar en la permuta-

cién inicial, etc.

Siempre que h sea mfiltinlo de 3, las cartas que ocupen
los lugares 5°, 14°, 23° y 32°, en la posicibn de partida, vuel
ven a ocupar esos lugares después de las h mezclas. Andlogamen-
te, si h es mfiltiplo de 9 permanecen invariantes las cartas que
est4n situadas en los lugares que determinan el ciclo de grado
nueve; finalmente, si h=27-k, k€N, todas las cartas retoman

la posicibn inicial.

Aunque la mezcla queda, de este modo, completamente
caracterizada, la laboriosidad del proceso y su excesiva dura-
cibn hacen que, como ya indic&bamos anteriormente, este proce-
dimiento de barajadura no sea de aplicacibén general. No obstan
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te, sf se puede utilizar con éxito en aquellos casos que requie-

ran un nQmero de cartas, o de mezclas, relativamente pequeno.

En la tabla siguiente se dan los valores del grado S,
seglin el nfimero de cartas que forman el paquete o mazo de nai-
pes que se mezclan; también se indica, para cada caso, el nfime-

ro y grado de los ciclos en que se descompone la nezcla.

N2 de cartas Grado de Nfimero de Grado de
del paquete la mezcla ciclos los ciclos
2 2 1 2
4 3 2 1,3

6 6 1 6

8 4 2 4,4
10 6 3 1,3,6
12 10 Z 2,10
14 14 1 14
16 5 4 1,5,5,5
18 18 1 18
20 10 2 10,10
40 27 4 1,3,9,27
48 24 2 24,24
52 1z 8 1,2,3,4,6,12,12,12

Vemos, en la tabla, que con 8, 10 & 16 cartas son ne-
cesarias 4, 6 8 5 mezclas, respectivamente, para volver a tener
el orden inicial de las cartas. Estos valores son, por consi-
guiente, adecuados para la realizacibén de juegos de ilusibn y
entretenimiento pues constan de suficientes cartas, ni muy po-
cas, ni muchas, y el nfimero de mezclas necesario para comple-
tar los ciclos es pequeno.



En la tabla solo figuran los datos relativos a paque-
tes con un nlmero par de cartas ya que los paguetes impares, de
bido a la invariancia de la filtima carta, se reducen a los an-
teriores.

3. LOS EFECTOS

Se comprende que si controlamos el orden o disposi=-
cién de las cartas, los efectos que se pueden conseguir basados
en este principio sean numerosos y todos ellos intrigantes., En
este sentido, tambié&n son aprovechables las distintas presenta
ciones ya existentes para otros juegos con cartas ordenadas, tru
cadas, etc., pues la mezcla estudiada permite, en algunos casos,
sustituir con ventaja tales técnicas.

El presentador tiene que crear el clima apropiado, y
saber elegir el momento oportuno, para la realizacibn de los jue
gos de manera que sus efectos no queden en un simple pasatiem-
PO y su utilizacidn sirva, como se pretende, para encauzar el
inter&s inicial del alumno hacia metas m&s amplias. Conviene dis
tinguir el fin perseguido de los medios empleados, dejando cla-
ro, desde el principio, la diferencia entre ambos aspectos.

Por consiguiente, en la presentacibén de los juegos se
debe tender a un equilibrio entre la seriedad de nuestro propb-
sito, estimular el estudio racional y completo de una situacifn,
y el desenfado e intranscendencia con que se tratan los efectos
sorprendentes que dicha situacién provoca.

Las charlas y comentarios que acompafian el desarrollo
de un juego forman parte de la "puesta en escena" y ayudan a
crear un clima de expectacidn. No sblo permiten matizar la di-
ferencia entre el juego como medio y el estudio reflexivo como
fin, si no que contribuyen de manera directa e importante aléxi
to de los efectos presentados; las cartas no crean ilusibn, las
palabras sf.
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Aunque para la realizacién de la mayor parte de los
juegos basados en la mezcla no se requiere habilidad especial,
sf es una medida de prudencia no presentarlos en piblico hasta
que sean dominados sin dudas, ni titubeos , que distraigan la
atencibn y desluzcan el resultado fiﬂal. Antes de presentar cual
quier juego se debe ensayar su efecto y repetirlo varias veces

hasta estar seguros de realizarlos con total soltura y precisifn.

Como ilustracifn préctica se exponen tres ejemplos,
extrafdos de la citada obra de W. Ciur6, adaptados a nuestros
prop8sitos y que requieren para su realizacibn paquetes de 3,9

y 10 cartas respectivamente.

En los ejemplos se describen los efectos y su funda-
mento con unas ligeras indicaciones sopbre el desarrollo del jue-
go y sus aplicaciones posteriores. No se detalla la presenta-
cién de los juegos, ni las charlas que acompafan su desarrollo,
por considerar que, al ser varias las posibilidades en estos as
pectos, cada uno habrd de encontrar las que considere més ade-
cuadas O interesantes y adaptarlas a su particular manera de ha

cer.

A) ..., ocho y nueve

De una baraja espanola completa, 48 cartas, se to
man los cuatro ochos y los cuatro nueves formando con ellos
un paquete figuras boca abajo. Se mezclan las cartas y se van
pasando, de una en una, de arriba a abajo del paquete, contdn
dolas; al llegar a ocho se ensena la carta que es precisamen-
te un gggg, y lo mismo al decir nueve, que también es un nue-
ve, dejando estas dos cartas aparte. Se vuelve a empezar el
contaje, con el mismo efecto al llegar a ocho y nueve, hasta

que no queda ninguna carta en las manos.

Esto se ejecuta dos o tres veces, la cosa parece
fécil pero entregando las cartas a los alumnos. (Conviene dis

poner de varios juegos de cartulinas numeradas con 8 y 9), no

.



consiguen hacer lo mismo 0, caso excepcional, tardan mucho enen-
contrar la disposicibn inicial correcta, ijque se deshace después
de barajar y tampoco sirve! Se impone buscar un método para en-

contrar la solucibn y dar una explicacibén general del proceso.

El orden de partida de las cartas se consigue f&-

cil y disimuladamente al separar los ochos y nueves de la bara-

ja, colocando como al azar primero un nueve, luego dos ochos,
tres nueves y los otros dos ochos, se juntan las cartas y se mez
clan cuatro veces, empezando a contar con el paquete dorsos ha
cia arriba.

Este juego presenta dos aspectos cuyo estudio po-
demos plantear: primero, encontrar el orden inicial de los nai-
pes para producir el efecto y generalizarlo a otros nfimeros o
a otras cartas, para ello se parte de la situacibén final y se
razona a la inversa reconstruyendo el proceso hasta llegar a la
posicibn de partida; sequndo, es el tema gue hemos tratado en el
artfculo y es comfin a todos los ejemplos que presentamos, estu-

diar la invarianza del orden después de las mezclas.

B) El nfimero previsto

Se dispone un sobre grande, cerrado y lacrado, cu-
yo interior contiene un folio, tarjetbdn o cartulina donde se ha
escrito en caracteres amplios y "artisticos": "EL NUMERO ELEGI
DO ES EL 15",

Llegado el momento de realizar el juego, separamos
de la baraja nueve cartas cualesquiera numeradas del 1 al 9, que
después de mezcladas se distribuyen en un cuadrado de 3 filas
por 3 columnas (poniéndolas boca abajo sobre una mesa o, si es
posible, pegadas a la pizarra o panel adherente). Pedimos a un
alumno que elija una fila cualguiera, la que desee, o columna,
0, si lo prefiere, cualquier diagonal; otros alumnos retiran
las cartas de la linea designada, diciéndoles que sumen los pun
tos obtenidos y anuncien el resultado, a continuacibn se proce-

de a abrir el sobre v se ensefia lo escrito. Naturalmente, se de
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ber& dar alguna explicacibn sobre nuestra particular capacidad

de "previsidn".

El efecto se basa, como se habrd comprendido, en
las proviedades de los cuadrados migicos. Al separar las car-
tas de la baraja se van colocando descuidadamente sobre la me-
sa, en fila y boca abajo, primero el 9 y finalmente el as, se
juntan en un paquete y se mezclan una o cinco veces (se puede
mezclar dos veces y ensefiar las cartas en abanico, mezclar otras

dos veces y decir: "gYa es suficiente?", sin esperar respues-

ta anadir: "¢No?" y mezclar una vez m8s diciendo al final:

"Bueno, ya vale. Suponjo que estardn bien mezcladas").

Terminadas las cinco mezclas, © la primera, la dis

tribucibn de las cartas es:

qgque permite formar el cuadrado rédpidamente colocando los cuatro

primeros vértices y a continuacibn las cinco cartas restantes,

seglin el siguiente esquema:

®——@® ®:{1_’@
Lo O

Esto mds que un juego en si mismo, es un princi-

3 5 7

pio general para forzar un nlmero y sirve de base para otros

muchos efectos distintos. Por ejemplo: conocida la decimoguin
ta carta de la baraja, o colocando en ese lugar una carta cono-
cida, se pide a los alumnos que sumen los puntos de las cartas
elegidas del cuadro y miren la carta que ocupa el lugar indica
do, enunciada &sta se abre el sobre donde previamente habiamos

escrito el nombre de la carta.



Otra variante curiosa es decir que se quiere pregun-
tar el préximo dfa a tal alumno, que ser8 el décimoquinto de la
lista (veremos més adelante que esto no es necesario, puede ser
cualquiera de ellos), pero, no deseando hacer creer que se tie-
ne una especial "mania" 6 "predileccibn" por ese alumno, lo me-
jor es que sean los propios compafieros quienes elijan a quien
hay que preguntar a través de un procedimiento "objetivo" como

es la "eleccibn al azar" por medio de las cartas.
P

Si sustituimos los naipes por cartulinas, de con-
textura y tamano similar, en las cuales se escriben nfimeros con
venientemente elegidos de N, 2, 9, R 8 C, podemos consequir que

el nlimero obtenido sea cualquiera prefijado de antemano.

Esta Gltima posibilidad brinda numerosas ocasiones
para ejercitarse con las operaciones de los distintos campos nd
méricos, especialmente con irracionales cuadrdticos o con niime
ros complejos, pero el juego también puede servir como punto de
partida para el estudio de las propiedades algebraicas de los cua
drados mdgicos o problemas combinatorios basados en éstos y en
la mezcla estudiada.

C) Adivinacién de carta y nfimero

De una baraja de pbquer, 52 cartas, se toman diez
cartas numeradas del 1 al 10, el 1 primero o encima, el 10 deba-
jo o al final. Se mezclan rdpidamente extendiéndolas a continua
cibn en fila, figuras boca abajo.

Luego puede darse la siguiente explicacién: "Nor-

malmente no es posible conocer ninguna carta sin volverla. No

obstante, en este caso y debido a una "especial facultad", sime

nombrdis un n@mero cualquiera del 1 al 10, puedo hallar la car-

ta que lleva dicho n@merc y si me sehalais una carta por el dor-

so, tambi&n puedo indicar el n@mero que lleva dicha carta pero

para esto G1timo necesito la ayuda de algfin instrumentoc gue po-

tencie la "facultad especial". Un péndulo es muy apropiado pues
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recoge y amplia cualquier vibracidn que se produzca en el trans-

curso del experimento: una simple tiza atada a una cuerda pue-
de servirnos".

Dicen el nfimero o sefialan la carta, se pasea el pén
dulo por encima, dramatizando el acto, y se acierta lo que se

pide. Al final pueden volverse las cartas que aparecen en cier-
to desorden.

Para conseguir el efecto, procedemos del siguiente
modo: al seleccionar las cartas se ordenan como ya se ha indica
do. Realizamos seis mezclas, después de la segunda y quinta mez
cla pueden abrirse las cartas en abanico Y enseharlas para que
se vea que estin bien barajadas.

Terminada la sexta mezcla, se extienden las cinco
primeras cartas de encima sobre una mesa en fila horizontal, fi
guras tapadas, dejando entre cada una un intervalo; las cinco si
guientes se colocan por orden en los intervalos ., con lo cual las
diez cartas quedar8n en un cierto desorden que permite, al fina
lizar el juego, volverlas de cara dando la sensacién de estar co
locadas al azar.

En esta disposicibén las dos primeras cartas por 1la
izquierda son el 1 y el 6, lo cual debe tenerse presente, siquien
do a continuacién los demds valores que van altern&ndose en la
fila.

Ahora, si nos dan un nGmero menor que 5 emnezamnos
a contar desde 1, comenzando vor la primera carta, y pasando las
cartas de dos en dos; si el nfimero es mayor que 5, se hace lo mis
mo pero empezando la cuenta en 6 y contando a martir de la segun
da carta de la fila.

Cuando sefialen una carta debemos fijarnos si ocupa
un lugar par o impar. Si ocupa lugar impar, se cuenta desde 1
pasando, como antes, dos cartas en el contaje; si ocupa lugar
par, se cuenta igual pero empezando por 6 y partiendo, al con-
tar, de la segunda carta de la fila. El nfimero que conﬁemos al
llegar a la carta sefialada es el que corresponde a la misma.
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Una variante del juego, que permite reducir a cin-
co el nGmero de mezclas, se obtiene siguiendo el mismo procedi-
miento anterior pero cuidando de colocar las cartas, al selec-
cionarlas de la baraja, con las figuras visibles en la siguien-

te disposicién:

de modo que, después de recogerlas formando un paguete y darle
la vuelta para barajar, la posicibn de partida tenga el 10 enci

ma, luego el 9, etc., y, finalmente, el 5.

De esta manera, conclufdas las mezclas, podemos ex
tender las cartas en fila sin necesidad de dejar intervalos, con

lo cual la presentacifn gane en rapidez y naturalidad.

Aunque la disposicién de las cartas es fécil de re
cordar, al no coincidir con el orden usual, se requiere alguna
prictica para colocarlas con seguridad y soltura. Conviene ensa
yar los dos procedimientos y utilizarlos segfin las circunstan-

cias.

En cualquier caso, el profesor interesado siempre
intentar8 buscar nuevas y mejores formas de hacer que le facili
ten el planteamiento de cuestiones o problemas, interesantes y
asequibles a los alumnos, donde la matemitica puede aportar res

puestas y contribuir a la solucién de los mismos.
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¢ FRACASO ESCOLAR ? ¢ FRACASO DOCENTE ?

Por Julio Fern&ndez Biarge

Esta ponencia fu€ presentada en una mesa redonda organizada
por el Instituto de Ciencias de la Educacibn de la Universidad Po
litécnica de Madrid, en 1975. A pesar del tiempo transcurrido Yy
de estar referida especfficamente a esa Universidad, creemos que
muchos de sus anflisis y conclusiones mantienen su vigencia hoy
dia y pueden ser de interés para nuestros socios.

*kk

Se habla de fracaso cuandcd los resultados obtenidos tras
el esfuerzo previsto para la consecucibn de un objetivo, no co-
rresponden a los esperados. En cualquier caso, un juicio sobre la
existencia de un fracaso, y mucho m&s un anflisis de sus causas,
debe basarse en la existencia de unos objetivos prefijados y en
la realizacibn de un esfuerzo planificado que se creyb adecuado
para conseguirlos. Si no se realizb el esfuerzo, no se puede ha-

blar de un plan fracasado sino de un plan no intentado, o reali-

zado sflo parcialmente; a veces, el esfuerzo requerido no figura
explicitamente en los planes o no ha de ser hecho por los mismos
interesados en conseguir el objetivo; entonces el plan comprende
tan s6lo un sistema de motivaciones que se supone daré&n lugar a
que el esfuerzo se produzca esponténeamente; en este caso, el fra
caso puede tener lugar tanto porque ese esfuerzo no llegue a rea
lizarse como porque no sea adecuado al fin propuesto.

Aclarados estos conceptos, resulta diffcil hablar del
fracaso escolar de nuestra Universidad, dada la disparidad de ob



jetivos y de planificaciones de esfuerzos o motivaciones con que
nos encontramos. Si acaso, habrfa que hablar de una serie de fra
casos diferentes, dentro de una situacibn caracterizada por una

gran confusifn en los objetivos, y por la casi total ausencia de

planificacibn de medios.

La labor docente-discente es, por esencia, una labor
de equipo, y requiere un cierto consenso de todos los que la rea
lizan acerca de los objetivos perseguidos; pero ni siquiera so-
bre los objetivos globales de la Universidad hay ideas gque gocen
de general aceptacibn; el objetivo de un centro universitario pue

de consistir en llegar a ser:

a) Matriz donde se geste el saber y depSsito donde se
guarde.

b) Vehiculo de transmisi6n del saber universal a los

j6évenes.
c) Escuela de formacibn de profesionales eficientes.

d) Filtro de seleccibn de élites que han de regir la
sociedad futura.

e) Ocasifn para que maestros y discipulos se encuen-

tren e intercambien libremente sus ideas.

Puede llegar a ser también varias de esas cosas a la
vez; s6lo la aceptacidn de unos u otros objetivos nos permitiré
juzgar si la labor del centro esti conduciendo al &xito o al fra
caso; no deberfa hacerse un s6lo juicio sobre este resultado, so
bre la oportunidad de una medida académica, sobre el coste de la
ensefianza, o sobre la calidad de un sistema de evaluacibn, sin ha

cer referencia a cuales de esos objetivos se debe servir.

Un ejemplo mis visible todavia de la falta de claridad
en los objetivos se da en el actual C.0.U. Este curso podria ser:
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1. Exposicibn panor&mica de los contenidos y métodos
de algunas disciplinas superiores, con finalidad
orientadora.

2. Estudios humanfsticos, nuevos para el alumno, pe-
ro ajenos, en general, a los que después cursaré
en la Universidad.

3. Revisidn sistemftica de las materias ya conocidas

por los alumnos, aprovechando su mayor madurez.

4. Curso prictico de aplicacibn de conocimientos ya
adquiridos (problemas, composiciones, ensayos, cri
ticas, etc.).

5. Ensayo de introducci6n a las mismas materias fun-
damentales que después han de volver a estudiarse

seriamente, para hacerlas familiares.

6. Curso de materias fundamentales, nuevas para el
alumno, cuyo conocimiento se darad por supuesto al
eomenzar otros estudios.

Es utbpico pensar que puede ser todas esas cosas a la
vez; pero ni de la legislacibn relativa al C.0.U., ni de la re-
lativa a las pruebas de acceso que tratan de evaluar su rendi-
miento, ni de los usos establecidos, es posible deducir cual de
los mencionados pudo ser el objetivo seleccionado por los plani
ficadores; los mismos delegados y coordinadores de cada Univer-
sidad muestran al respecto los mfs dispares pareceres; que yo se
pa, nunca se ha tratado de abordar ese problema de base, mien-
tras se han multiplicado las discusiones acerca de si un tipo
de cuestionario era adecuado o no, cuando no se sabia a que ob-
jetivo debfa de adecuarse.

A esa disparidad de criterios se une el hecho de que
gran nfimero de alumnos, a los que no se ha motivado para otra
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cosa mejor, tienen como inico objetivc el de superar la prueba
de selectividad, y asimismo el de muchos profesores es conse-
guir gue la supere el mayor nfimero posible de sus alumnos; to-
do lo cual no seria grave si la perfeccibén técnica de las prue-
bas fuese tal, que la conducta encaminada a su superacibn coin-
cidiese con la idbnea para alcanzar los objetivos precisados, pe

ro eso no suele ocurrir.

Con todo lo anterior queda bien sentada la ambigledad
del término "fracaso escolar"; no obstante, cuando se habla de
€l, lo mis frecuente es referirse al hecho de que un elevado nf
mero de estudiantes que comienzan sus estudios universitarios,
tras varios afios de intentos fallidos, han de abandonarlos, sin
obtener otro fruto que amarqura y frustracibn, del esfuerzo rea

lizado. Vamos a limitarnos al estudio de este fen&meno.

No incluiremos en este estudio a los casos, también nu
merosos, de alumnos que no llegan a realizar el esfuerzo que ra-
zonablemente cabe exigir, pues en ellos, mds que fracaso escolar
se da una simple equivocacidn en el acto de matricularse. Centra
remos nuestra atencidn en el caso de aquellos que tampoco consi-
guen éxito escolar a pesar de realizar un gran esfuerzo. Limitar
el estudio a este fenbmeno equivale a seflalar como objetivo la
simple superacién de las pruebas establecidas en las distintas
asignaturas, confiando en que la experiencia y el buen sentido
de los docentes habri establecido esas pruebas de acuerdo con un
sistema coherente de objetivos, aunque éstos no se hayan declara
do explfcitamente; es un anflisis muy parcial, pero interesante
siempre que no se olvide la limitacibn de su planteamiento.

Las causas de este fracaso escolar tan frecuente son
sin duda complejas, pero cabe sefialar algunas de sus componentes
més importantes. Prescindiendo de las imputables a defectos indi
viduales de algunos alumnos (falta de inteligencia, indolencia,
errores vocacionales, etc.) que no deberfan presentarse después
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de un minimo proceso de selectividad, las principales causas del

fracaso escolar pueden clasificarse en la siguiente forma:

1) Falta de preparacibn de los alumnos.
2) Falta de motivacidn vocacional.

3) Interferencia de la funcibén evaluadora en la do-
cente.

4) Defectos de planificacibn de la ensefianza.

5) Defectos de realizacién de la funcibén docente.

Las iremos examinando una por una: nos referiremos
fundamentalmente a lo que ocurre con las Matem&ticas, no sé&lo
porque es el campo en el que tengo més experiencia, sino tam-
bién porque es aquel en que da la mayor cantidad de los fraca-
50s que tratamos de estudiar.

1. FALTA DE PREPARACION DE LOS ALUMNOS

Las deficiencias en la preparacién obtenida en estu-
dios anteriores se hacen especialmente sensibles en Matem&ticas
y Fisica; se trata de una falta de preparacién que no puede sub
sanarse tan s8lo con un aumento de intensidad en el estudio pro
pio de las carreras universitarias, ya que no se trata de sim-
ples lagunas en un repertorio de conocimientos, sino en algo més
dificil de adquirir en breve plazo; en el caso de las Matemiti-

cas, las faltas mls comunes son:

a) Falta de un cierto hdbito para la utilizacidén del
lenguaje con una sintaxis algo m&s elaborada que
la del habla comin, exigida por el razonamiento 16
gico y las ciencias en general. El alumno encuen-
tra dificultades para la interpretacién (gramati-

cal) de enunciados de problemas, definiciones, teo



remas, etc., y frecuentemente intenta salvarlas con
un estéril esfuerzo memoristico. Las dificultades
en la expresién son todavia mayores cuando se re-

quiere un minimo de precisién.

b) Falta de soltura en la utilizacifn de automatismos
cuyo dominio se supone al principio de los estudios
superiores, tales como el cdlculo aritmético, alge
braico y trigonométrico, &reas y volGmenes elemen-

tales, etc.

c) Falta de un repertorio de material intuitivo en que
basar las abstracciones que necesariamente se han

de introducir en los estudios superiores.

d) Falta de h8bito de organizar eficientemente el apren
dizaje (técnicas de estudio, confeccibén de apuntes,
claridad en la escritura matem&tica, autocorreccibn

de errores, espiritu critico, etc.).

Muchos alumnos emplean uno o dos afnos apenas en otra
cosa que en subsanar alguna de esas deficiencias. La tardanza
en descubrir el diagn6stico de su mal contribuye a alargar ese
tiempo. Es frecuente que los que consiguen superar esas dificul
tades prosigan con brillantez el resto de la carrera. Otros no
s6lo no logran superarlo, sino que ni siquiera llegan a conocer

claramente la causa de su fracaso.

2, FALTA DE MOTIVACION VOCACIONAL

La vocacibén de la mayor parte de los alumnos de los
primeros cursos est& todavia mal definida y asentada, cuando no
violentada. Pero no presentaré como causa del fracaso la debili
dad del impulso vocacional del estudiante, sino la inadecuacién
del sistema de ensefianza al cultivo y al fomento de esa voca-

cibn.
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Los estudios de los primeros aflos de cualquier E.T.S.
son una dura prueba para una incipiente vocacién ingenieril; pa
ra el alumno es dificilisimo percibir la relacién existente en-
tre la mayor parte de las materias que se tratan en esos cursos,
y las aplicaciones a que se dirige su vocacibn. Bien es verdad,
que casi nadie se ocupa de explicarle tal relacibén; incluso mu-
chos de los profesores especializados en las asignaturas b&si-
cas la desconocen. Por otra parte, es caracteristico de las Ma-
temdticas el que cuando se va construyendo una teorfa que al fi
nal proporciona la solucibn de un importante problema aplicado,
cada paso que se d&, no sugiere acercamiento alguno a la meta
que al final se alcanza. S8lo al final sorpnrende el descubrimien
to de la fecundidad de la teoria; pero la fé del alumno en el
fruto que se le promete es muy débil, e inevitablemente piensa
que podria entregdrsele directamente ese fruto, prescindiendo
del esfuerzo de elaboracién; es dificil convencerle de la limi
tacién de ese modo de proceder, que les dejar8 incapacitados pa
ra abordar una situacibén distinta de la tratada a modo de ejem
Plo, en una época en que la rapidez del desarrollo tecnolbgico
exige una preparacibn vdlida para afrontar problemas radicalmen

te distintos cada pocos afios.

Se intenta exigir al alumno una confianza ilimitada en
que sus profesores le conducirln por el camino que le conviene,
con s6lo sequir d6cilmente sus consignas; creer en la eficacia
de ese modo de proceder es desconocer por completo a nuestros jé
venes.

Anulada la motivacibén vocacional, queda sblo la moti-
vacién que ofrece el deseo de conseguir un titulo que se cree al
tamente valorado por la sociedad, y como consecuencia, se orien
ta la actividad casi exclusivamente a la superacidn de las prue
bas; pero con eso entramos en otra componente de las causas del
fracaso escolar.



3. INTERFERENCIA DE LA FUNCION EVALUADORA EN LA DOCENTE

Frente al descuido casi total del cultivo de las moti-
vaciones vocacionales para el estudio, cada dia se van intensifi
cando m&s las motivaciones reducidas al deseo de superar las prue
bas; &stas proliferan hasta absorber gran parte de la actividad
de los centros docentes. La no superaci6én de esas pruebas tiene
efectos sociales fuertemente aversivos para el alumno y eso le
invita a esforzarse en su preparacibn; las verdaderas metas del
estudio se pierden, y las estrategias para obtener el éxito se
extienden al minucioso estudio de la reglamentacidn de las eva-
luaciones, en busca de sus puntos débiles, e incluso de las po-
sibilidades de fraude. Para muchos alumnos, la presibén continua
da de los ex&menes, llenando de objetivos ficticios la labor de
cada dfa, es mis soportable que el vacio que supondria la ausen
cia de unos objetivos claros personalmente aceptados; asi, ejer
cen rigurosa critica sobre los detalles de la reglamentacibén de
las pruebas, pero no llegan a plantearse un an8lisis de la mi-

5i6én que desempefla una tarea evaluadora tan intensa.

La conducta del alumno llega a estar totalmente condi
cionada por los procesos de evaluacibn; ello no seria necesaria
mente pernicioso, pues si las pruebas fuesen disenadas con gran
habilidad, podrfa ocurrir gque la conducta que reforzasen en el
alumno coincidiese con la deseable para alcanzar los objetivos
educativos pronuestos; harfan falta verdaderos "ingenieros de
conducta" para conseguirlo; lejos de eso, la mayor parte de los
que reglamentan las pruebas, creen estar disefiando un aparato de
medida, poniendo mucho interés en sus aspectos de precisién, re
petibilidad, sensibilidad, justicia, etc., pero sin estudiar a
fondo su repercusién como condicionante del comportamiento es-

colar.

Lo curioso es que la mayor parte de los que evaluamos,
lo hacemos sin saber exactamente el objetivo cuya consecucidn se

trata de evaluar, a menos que nos limitemos al objetivo parcial
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y poco definido de "saber la asignatura". ¢Consiste una carrera
universitaria en saberse un cierto nfimero de asignaturas? Ade-
mis el sistema predominantemente evaluador refuerza en el alum-

no ciertas conductas perniciosas:

- La asistencia a academias especializadas en la supe
racién de las pruebas, sobrecargando el ya cargado
horario de clases.

- La dedicacién a "entrenamientos" en simulacros de

evaluacién.

- El estudio realizado en impulsos discontinuos, uno

en cada vispera de evaluacibn.

- El ejercer presidn sobre los docentes para reformar
las reglamentaciones de pruebas y los programas, siem
pre desde el punto de vista de los resultados de los
ex&menes.

Lo inadecuado de esos planteamientos, conduce frecuen
temente al fracaso, aun después de unos éxitos aparentes inicia
les.

4. DEFECTOS DE PLANIFICACION DE LA ENSERANZA

Frente a las tres causas de fracaso citadas anterior-
mente, las que podrian atribuirse a unos planes de estudios ina
decuados son menos importantes, precisamente porgue en esos pla
nes no suelen figurar explicitamente los objetivos perseguidos,
ni el sistema docente que ha de emplearse; se reducen general-
mente a la enumeracidén de materias sobre las que ha de versar
la ensefanza, lo cual es un detalle técnico importante, pero
no decisivo para la definicidén de la docencia. Un mismo objeti
vo educativo puede alcanzarse usando diferentes materias cien-

tificas en forma auxiliar, y asimismo una teorfa cientifica pue



de servir para actividades docentes muy diversas (hacer que se
aprenda de memoria, ilustrarla experimentalmente, ensenar a va-

lerse de ella, examinarla criticamente, etc.).

Es lamentable que cualquier insatisfaccibn sobre la
marcha de una institucién docente, se intente corregir siempre
con un "plan nuevo" que se limita a cambiar los contenidos, den
tro del mismo marco de imprecisiones de siempre. Si alguna par-
te de las causas de fracaso escolar se ha de buscar en los pla-
nes de estudio, aparte de su general vaguedad de objetivos, yo

senalarfa s6lo dos aspectos negativos:

- El estar sobrecargados de contenidos, lo que impide

concentrarse sobre cualquiera de ellos.

- El1 referirse casi siempre a lo gque el alumno ha de
"saber explicar", en lugar de referirse a lo que ha

de "saber hacer".

5. DEFECTOS DE REALIZACION DE LA FUNCION DOCENTE

Claro esti que la calidad del profesorado podria ser
mejor de lo que es, y es socorrido atribuir los fracasos escola
res a su mediocridad. También es f&cil achacarlos a la "masifi-
cacién", que impide que la buena calidad gue se supone en elpro
fesorado, no pueda rendir fruto. Pero el verdadero problema es-
té en ver si con los medios disponibles podria mejorarse sustan

cialmente la ensefianza, sin perderse en utopias irrealizables.

Una mayor claridad en los objetivos perseguidos, uni-
da a una planificaci6n efectiva y a una labor de los Departamen
tos y Escuelas dedicada al perfecionamiento cientifico y didac-
tico de su propio personal, a conseguir una verfecta coordina-
cibén del mismo y a fomentar el trabajo en equipo y la auto-eva
luacién de resultados, permitirfa mejorar altamente el rendimien
to de los medios disponibles y contribuirfa al progresivo desarrollo
de éstos.
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COMPUTACION PARALELA

Por Joaquin GSmez Rey
Catedrético del I.B. mixto de Aranjuez

INTRODUCCION

Entre las limitaciones que afectan a los procesos de
célculo, la més importante es la de la velocidad, aunque tambié&n
lo es la relativa a la fiabilidad (posibilidad de cometer erro-
res y esfuerzos requeridos para detectarlos y corregirlos). Fue
la inadecuada velocidad de los seres humanos para llevar a cabo
los célculos que requerfan los problemas, lo que condujo al de-

sarrollo de técnicas para mecanizarlos o automatizarlos.

Los computadores convencionales presentan una limita-
cibn inherente a su arquitectura (o sistema de organizacidn) que
les permite tan solo llevar a cabo procesos de cdlculo secuencia
les. Los algoritmos y programas preparados para ellos han de te-
ner en cuenta esa caracteristica. Es evidente que el paralelismo,
o posibilidad de ejecutar simulténeamente varios procesos, ha de
repercutir favorablemente en la eficacia de la m&quina.

La idea de paralelismo ya la consider® Charles Babbage,
en sus discusiones acerca de la mdquina analitica:

"D'ailleuns, Lornsque L'on devra faire une Longue sénde
de cafculs Lidentiques, comme ceux qu'exdige La formation de tables
numerdiques, on pourra mettre en jeu La machine de manilre 2 donner
plusieuns nesultats 2 La §o4is, ce qui abrégera de beau coup 2'em-
semble des opErations",




La computacifén paralela estd recibiendo cada vez més
atencién. En teoria, una coleccibn de procesadores que trabajan
en paralelo puede obtener velocidades bastante mds répidas, que

un solo procesador secuencial,

En la préctica los desarrollos tecnolbgicos estén per

mitiendo la construccibn de tales m8quinas a bajo costo.

Dadas las inherentes limitaciones de los computadores
secuenciales tradicionales, surge el estimulo de los investiga-
dores interesados en el disefio de computadores y algoritmos pa-

ralelos.

MODELOS DE COMPUTADORES

Seglin el esquema de clasificacibén de Flynn, se intro-

ducen cuatro clases de computadores paralelos:

1) SISD (single, instruction stream - single data stream):
Una instruccibén se ejecuta cada vez, sobre unos lni

cos datos. Por ejemplo a+b.

2) SIMD (simple instruction stream - multiple data
stream): Un tipo de instruccibn se ejecuta a la
vez, sobre diferentes datos. Por ejemplo a+b y
c+d.

Se les llama tambié&n vector de procesadores. Un ejem
plo es el ILLIAC IV.

3) MISD (multiple instruction stream - single data
stream) : Diferentes instrucciones se pueden ejecu
tar a la vez sobre los mismos datos. Por ejemplo,

atb y a-b.

4) MIMD (multiple instruction stream - multiple data

stream): Diferentes instrucciones se pueden ejecu-
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tar a la vez sobre datos diferentes. Por ejemplo
atb y c-4d.

Se les llama también multiprocesadores. Un ejemplo
es el C.mmp.

De entre los 4 modelos anteriores sobresalen los MIMD
y los SIMD.

COMPUTADORES SIMD

Son un ejemplo de eliminacién de redundancias; los aho
rros obvios estfn en la memoria de programa, en las instruccio-

nes y en el cbdigo, porque hay una finica copia de estos componen
tes.

La topologia de sus estructuras consiste en p elemen-
tos idénticos de proceso (PEs), que tienen acceso a una memoria

comn principal, que contiene las instrucciones del programa.

i) Los PEs estén indexados con 0, 1,..., p-1 y cada
PE puede ser referenciado por una instruccidn del
programa, mediante PE(1). Cada PE es cavaz de eje
cutar la aritmética estdndar y las operaciones 1§

gicas. Adem&s cada PE se identifica por su indice.
1i) Cada PE tiene su propia memoria local.

iii) Los PEs estén sincronizados y ejecutan sus ins-
trucciones simult&neamente, bajo el control de
una Qnica instruccibn "stream", emitida desde la
unidad de control (o procesador principal). Todos
los PEs ejecutan la misma instruccibn, pero ope-
ran sobre los datos almacenados en sus memorias
respectivas,
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iv) Para seleccionar un subconjunto de los PEs que
van a ejecutar una instruccién, pueden ser usa-
das m&scaras de activar-desactivar. Unicamente
los PEs activos ejecutan la instruccibn, todos
ellos la misma. Los restantes PEs, inactivos, no
har&n nada. El subconjunto de PEs activos puede

cambiar de instruccifn en instruccién.

Dentro de los modelos SIMD, distinguimos entre los SMM
{shared memory model) y los restantes modelos. En los SMM, mode
los de memoria compartida,hay una memoria comfin disponible para
todos los PE. Los datos se pueden transmitir de PE(i) a PE(j) sim
plemente haciendo que PE(i) escriba los datos en la memoria camfin
y que PE(j) los lea. No est& permitido a dos PEs escribir dentro
de la misma palabra de la memoria comfin simulté@neamente. Los PEs
pueden o no leer al mismo tiempo la misma palabra de la memoria
comfin; en caso afirmativo se dice gque est8n permitidos conflic-

tos de lectura.

Los restantes modelos no tienen memoria compartida y
emplean un patr6n de interconexifn entre los PEs. Los PEs sélo
pueden comunicarse entre ellos por medio de este patrén, segfln

el diagrama de la pfgina siguiente.

Entre los ejemplos mis notables de estrategias de in-

terconexibén citaremos los denominados:

1) MCC (Mesh conected computer.
2) CCC (Cube connected computer).

3) PSC (Perfect shuffle computer).

En el proceso de datos en paralelo, las interconexio-
nes de registros y unidades de proceso, afectan a la velocidad

computacional.
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ALGORITMOS PARALELOS

Los algoritmos se pueden clasificar seglin diversos cri
terios: algebraicos o analiticos, finitos o infinitos, exactos
O aproximados.

Consideraremos ahora otra clasificacién importante:
secuenciales 'y paralelos.

En los algoritmos secuenciales hay a menudo un compro-

miso entre tiempo y espacio. En los algoritmos paralelos hay si-



milarmente un compromiso entre tiempo y nGmero de procesadores

usados.

Damos a continuacién algunos ejemplos (en los que de-
notamos con rf} el entero k que cumple k-1 < x ¢ k):

N
Ejemplo 1.- El cOmputo de _21 a;, requiere N-1 sumas
i= 3 o
en un algoritmo secuencial; sin embargo, si se utiliza un poten-
te método de doble recursividad (un caso especial de divide y ven

cerds), que en simbolos resumiriamos mediante

N n-1 N
] a;, = (] aj) + (]} a;), n= [w/2]
i=1 * i=1 i=n
al trabajar en paralelo, con N PEs, el algoritmo requiere tan sé

lo [log N] pasos.

Ejemplo 2.- El cbmputo del producto escalar de dos vec
tores N-dimensionales, requiere N multiplicaciones y N-1 sumas.

Sin embargo en paralelo, usando N PEs, requiere 1 + riog ﬁ] pa-

sos.

Ejemplo 3.- El problema de la mochila: Dados N nfime-
ros naturales (al, PYRRRY aN) y un nlimero natural S, encontrar
una solucibn binaria (xl, Koyreneos xN), X5 € (0,1) para la ecua-
cibén

Para N =100 un rdpido computador secuencial tardarfa m&s de 35
anos, pero con un computador paralelo, el tiempo puede reducir-
se sustancialmente (dependiendo del nfimero de PEs disponibles).
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LA TECNOLOGIA DEL VLSI

La tecnologfa del VLSI (very large scale integration)
¢estd a favor del paralelismo? Veamos los beneficios que ofrece

y las limitaciones gque impone.

Ventajas:

1) Economia.- Los chips son baratos. La labor de fa-
bricar un chip, no depende del nfimero de transistores usados (co
mo el costo de imprimir una p&gina, tampoco depende del nfimero
de palabras que contiene).

2) Alta integracidn.- El material semiconductor es usa
do en el disefio del chip microprocesador, tanto para los circui-
tos aritméticos como para la memoria para registros y las inter-

conexiones.

3) Densidad.- La alta densidad es aprovechada en redu
cir el tamano de los chips, reduciendo el de los transistores Y
la anchura de las conexiones. Pero ello permite también aumentar

el nGmero de transistores y el niimero de puertas sobre un chip.

Inconvenientes:

1) Regularidad.- Las méscaras son disefadas por arte-
sanos y su produccibn es cara, especialmente en té&rminos de tiem
po. El costo del disefio es amortizado sobre las unidades produci
das. En consecuencia el tiempo empleado y el costo aumentan con
el nimero de chips diferentes usados.

La estrategia tecnolbgica adecuada consiste en desa-
rrollar un disefio general que pueda ser especializado a diversos
usos.

2) Planaridad.- La limitacidn mis importante, es su
caricter bidimensional, ya que los chips estén situados sobre
l&minas.,



Es importante preguntarse: ¢Porgué no tridimensio-
nal? Se estln desarrollando experimentalmente pero incluso si lle
gan a ser una realidad, el problema radica, no en el hecho de que
el limite es dos, sino en que hay un nfmero limitado de dimensio
nes. A lo m8s que podemos aspirar es a pasar de la limitacibn de
la planaridad a la limitacién de las tres dimensiones.

EL FUTURO

En los filtimos anos (quiz&s Ginicamente en la Gltima 4§
cada), ha habido un cambio significativo hacia el paralelismo, pe
ro tan sblo en ciertas aplicaciones especiales.

El hardware necesario ha sido demasiado caro y la com-
plejidad asociada con el paralelismo, comenzando por los algorit
mos e incluyendo los lenguajes de programacibn, ha sido conside-
rable.

Actualmente, los costes de hardware han bajado mucho,
pues la fabricacibn de unidades similares, que es bastante uti-
lizada en muchas clases de paralelismo, ha resultado f&cil con
la llegada de la tecnologfa del VLSI.

A la vez hay una experiencia creciente de algoritmos y

software sobre la que se apoya la computacifn concurrente.

Mirando al futuro, parece que estamos en fase de tran-
Bicibn de los sistemas secuenciales a los paralelos y que al fi-
nal de este perfodo, la computacién paralela tendri tanta impor-

tancia como ahora la computacibén secuencial.
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RESERA DE LIBROS

"CONTRIBUCIONES MATEMATICAS".- Estudios en honor del profesor
D. FRANCISCO 30TELLA RADUAN, Edit. Univ. Complutense de Madrid,
1986, 250 pé&gs.

Se han oido recientemente muchas voces, y con frecuen
cia voces de alarma, sobre las jubilaciones casi masivas que en
estos filtimos afios se estln produciendo en la Universidad. Efec
tivamente, la primera linea de nuestro profesorado estaba forma
da por aquella generacibn que accedib a la cétedra universitaria
tras el paréntesis de la guerra y primeros anos siguientes. A
ella correspondif la ingente labor de reconstruir la Universi-
dad casi desde la nada y en verdad que, contra lo que ahora se

guiere decir, supo cumplir brillantemente su misién.

Los que entonces éramos alumnos podemos hablar de las
penurias con que trabajébamos, de las dificultades que para for
marnos tuvieron que vencer nuestros maestros y de cbmo sblo su
entusiasmo y nuestra fé& pudieron lograrlo. La Universidad que
hemos tenido, con todos sus grandes valores, a pesar de sus de
fectos, es obra de quiénes se entregaron generosamente a ella,

culntas veces por encima de sus estrictas obligaciones.

A ese blogque de maestros le ha llegado la edad de su
retirada. Si a ello se ahade la jubilacidn anticipada impuesta
a otros muchos, no es raro que las cifras indicativas de la des
capitalizacibn que estamos sufriendo en el mds alto magisterio
hayan suscitado el temcr de quienes contemplan la situacién edu
cativa actual. Paralelamente se han prodigado escritos laudato-

rios sobre muchos de ellos, han recibido otros disintos homena-



jes, sociales o iIntimos, y algunos, finalmente, se han limita-
do a retirarse en silencio sin aceptar ninguna expresibn de re

conocimiento y menos de loa.

El afecto y gratitud hacia uno de ellos, D. Francisco
Botella Raduén, ha llevado a un grupo de sus discipulos a prepa
rar un libro que recoge trabajos de investigacidn especialmente
destinados a esta celebracidén y escritos por sus compafieros, ami
gos, colaboradores, alumnos y discipulos y miembros del Departa
mento de Topologlia y Geometria de la Universidad Complutense al

que pertenecid el homenajeado hasta su jubilacibn.

Seguramente todos los lectores han conocido al Prof.
Botella, catedrdtico de Geometria en Barcelona y luego en Ma-
drid, y no pocos habrénrecibido sus lecciones. Su foco de inte
rés lo constituy6 la Topologfa, rama s8lo aludida anteriormen-
te en casos esporddicos pero sin duda no cultivada en Espafia has
ta que &1 la convirtié en su centro de atencién. Consiguié atraer
Y encauzar a algunos de sus primeros alumnos que empezaron a de
sarrollar una destacada produccibn y a constituir la primera es
cuela de topSlogos, hoy ya muy extendida y en expansifn. Estos
estudios pueden parecer hoy un lugar comiin pero probablemente
muchos no saben que en sus inicios estd la pequefia llama que D.
Francisco Botella supoc silenciosamente encender. Junto a ello,
sus dotes humanas, la dedicacifn ejemplar a su ministerio sacer
dotal y sus atenciones a todos componen una biografia que este

libro ha querido justamente ensalzar.

Comienza con una semblanza suya, mds bien un acopio
de remembranzas, de su primer discipulo, el Prof. D. Antonio
Plans, hoy catedrdtico de la Facultad de Ciencias de Zaragoza.
Los restantes articulos, que los autores dedican al homenajea
do, son de investigacién muy especializada, por lo que nos li-
mitamos a enunciar sus titulos.

- A.M. Amores.- "Una demostracibén del teorema de
Darboux".
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R. Barbolla.- "Selecciones uniformemente continuas

en espacios uniformes de dimensifn cero".

E. Bujalance, J.J. Etayo y J.M. Gamboa.- "Grupos de
automorfismos de superficies de Klein sin involu-
ciones".

A. Costa.- "Sobre algunas propiedades de cubiertas

ramificadas de espacios topolbgicos".

Carolina Cuartero y J. Etayo Miqueo.- "Conexiones

en el fibrado de las referencias proyectivas".

V. Chumillas.~- "Las jugadas racionales con p colo-

res devenden de las de numerador p".

J. Fontanillas.- "Una demostraciétn elemental del

teorema de De Rham".

A, c2 Lépez y B.R. Salinas.- "Sobre algunas propie

dades de espacios de funciones con valores vectoria
les".

J. Lafuente y L. Villareal.- "Inversiones en espa-

cios afines métricos no degenerados".

V.F. Laguna y J.M.R. Sanjurjo.- "Retractos aproxima

tivos y teoria de la forma".

M.T. Lozano y C. Safont.- "Sobre cubiertas localmen

te ciclicas".

J. Margalef y E. Outerelo.- "Funcién implicita enva
riedades con borde anguloso. Inmersidén de una varie
dad compacta en R2n+l.

E. Martinez.- "Algunas propiedades de regiones fun-

damentales convexas de Wilkie de grupos N.E.C.".

J.M. Montesinos.- "Sobre 3-variedades que tienen fi

brados de superficies como cubiertas ramificadas".




- A. Plans y E. Martfn.- "Sistemas L de rayos y suma-

bilidad".

-~ J. Tarrés.- "Espacios M-conexos y M- dimensifn".

- J.L. Viviente.-
bésicos.

"Estructura cociente e invariantes
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AVENTURAS MATEMATICAS, por Miguel de Guzmén. Ed. Labor, Barcelo-
na, 1986. 163 pégs.

Estamos en presencia de una obra en verdad interesan-
te, al menos é&sta es mi opinibn. No sblo por su contenido, tam-
bién por la belleza de la exposicibn. El profesor y académico,
don Miguel de Guzmé&n, bien conocido en los medios matemdticos
internacionales por sus originales aportaciones en las investi-
gaciones del Anflisis Matem&tico, posee tambi&n un saber enci-
clopédico en los campos de la Historia y la Filosoffa. Es ade-
mis de un gran didacta de la matem&tica en todos los niveles,
un entusiasta, como lo han sido tantos matemticos, antiguos y
modernos, de los juegos, porque un juego con reglas es, en efec
to, un juego matem&tico, ya gque participa del carlcter esencial

de la matem&tica como forma especial del pensamiento.

Como continuacién del anterior CUENTOS CON CUENTAS,
nos ofrece ahora otro delicioso, en la misma linea. Bellamente
escrito, en estilo directo, lleva el sugestivo titulo de AVEN-
TURAS MATEMATICAS, y, en efecto, trata y consigue embarcar al
lector en "sus historias policiacas en Las que td mismo vas a
sen el detective", participando activamente en la b@isqueda de
la solucibn de un problema curioso planteado a manera de desa-
fio a su imaginacibn, en descifrar un enigma, explicar una pa-
radoja, descubrir la estrategia 6ptima para vencer en un juego.
En suma, despertar en el lector el deseo de resolver por si mis
mo, ilusionadamente, la verdad de una situacibn enigmética. Es
precisamente el espiritu de curiosidad por saber el por qué, la
raz6n de ser de gue las cosas sean asi y no de otra manera, el
origen de la Ciencia. Hay, como se sabe, problemas en la Histo
ria de la Matem&tica, unos antiguos, otros recientes, resuel-
tos ya algunos, otros en lista de espera (los llamados proble-
mas abiertos), y no faltan los declarados indecidibles, vero to
dos han sido, los resueltos y los todavia sin solucién, motivos
de creacibn y desarrollo de fecundas teorfias, en ocasiones ines
peradas. En todo caso, los j6venes que dediquen parte de su tiem

po, en sentido 1ddico, enfrentdndose con problemas, trabajan-
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do con interé&s y con placer, jam&is habr&n perdido su tiempo, con
independencia de haber llegado o no a la solucién del caso, Di-
ce Guzmdn muy gr&ficamente que si un alumnto sabe hacer bien cua
tro cosas, y las hace, habri realizado CUATRO cosas buenas. Pe-
ro si sabe que fallar8 en el 40% de las veces, y a pesar de ello
va adelante y hace veinte cosas har& DOCE cosas bien. Hay que
perder, pues, el miedo a equivocarse. La diferencia gque hay en-
tre un listo y un tonto -se ha dicho- es gue los dos cometen ton
terias, pero el listo se da cuenta. El trabajo, la perseverarncia,
la observacién, el andlisis de los errores... es lo que propor-
ciona la experiencia necesaria para dominar las situaciones. Tam
bién se sabe que los pueblos florecientes son aquellos en que sus
ciudadanos aman intensamente el trabajo que realizan. Quiz§ tam
bién sea en este amor donde radique en buena parte la propia fe-
licidad individual. En el libro de Guzm&n YO quiero ver este pro
pSsito: hacer m&s felices a los alumnos que estudian las matem§
ticas, a la vez que trata de fomentar esta actividad en mayor ni
mero de ellos.

No vamos a detallar los tftulos y contenidos de los 13
capitulos del libro. Todos ellos son sugerentes y persiguen el
mismo objetivo. Objetivo que viene explicitado en el llamado ca
pitulo 0, y del que el autor dice con humor: "Este capitulo es
muy Lmportante... perno no hace falta que Lo Leas"., Y tiene razén.
Es el mds importante de todos, pero nada sacari de &1 el que se
limite a leerlo. Sefala aqui el autor los fines que espera lo-
grar del alumno, en la formacidn de h&bitos de trabajo, y éstos
s6lo se consequirin haciendo lo que le propone o sugiere en los
capitulos siguientes. Merece la pena recoger en esta resena la
sIntesis de este capftulo 0, como ejemplo de normas did&cticas
estimulantes de la actividad del alumno en el aprendizaje,
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B.6
B.7
B.§
B.9
B.10

A. ANTES DE HACER, TRATA DE ENTENDER

B. EN BUSCA DE ESTRATEGIAS

Busca semejanzas con othos fuegos ¢ problemas.

Empezar por Lo fdcif hace fdcil Lo dificil,
Expendimenta y busca regularidades, pautas.

Hazte un esquema y a4 se tercia... pintalo en colores.

Modi{fica el problema, cambia en algo el enunciado, para
ven 84 se te ocurne asi un posible camino.

Escoge una buena notacibn.

Explota La simetria... 84 puedes.

Supongamos que no... ja dbénde nos LLova?
Suponjamos el problema nesuelito.

Piensa en técnicas generales: inducedbn, descenso, proee~-
80 diagonal, prinediplo def palomanx....

C. LLEVA ADELANTE TU ESTRATEGIA

Leeva adelante Las mejornes {ideas que se te hayan ocurrido
en fa efapa B. lina a una. No Tas mezcles en principio,

No Ze arnuges fdcilmente. Peno tampoco Ze empennres dema-
dcado _con una sofa {dea. S{ las cosas be complican dema-
dcado, probabfemente hay otra via.

¢Salib? ;Seguro? Mira a fondo tu solucibn.

D. SACA JUGO AL JUEGO Y A TU EXPERIENCIA

Examina a fondo el camino que has sequido td. ;C6mo has
££eg§do a_ta s0fuci@n? ;0, por qué no has tfegado a fa so0-
Lucion?

Trata de entender no s6L0 que fa cosa efectivamente mar-
cha, ${no Tambiin por qué tiene que manrchan asi.

Mina ahora a ven 54 se te ocurhre hacerlo de modo mds sim-
ple.

Mina hasta dénde da de 8% ef método qQue has seguido panra
ver s+ o puedes udan en othas CAAcunbfancias.

Reflexiona un poco sobre tu propio phroceso de pensamien-

10 Y daca consecuencLad para el fuiurio,




-74 -

El autor dedica el libro a médicos y enfermeras que le
atendieron solfcitamente en una enfermedad, "feliz" circunstan-
cia que le permitid escribir tan sugestiva obra. También a mfme
ha servido su lectura para olvidarme un poco de determinada do-
lencia. "Estan enfenmo una temporada puede no sen tan mafo", es

cribe Guzm&n en aroma de trascendencia.

Resaltemos, por (ltimo, un sustancioso prélogo, una ex
tensa bibliograffa, un fndice de nombres, unas simpiticas vifie-
tas de Miguel, hijo, asf como una muy cuidada impresién de la
obra.

J.R.P.I.

PROBLEMAS PROPUESTOS

ENUNCIADOS DE LOS PROBLEMAS PROPUESTOS EN LA II OLIMPIADA IBEROAMERI-

CANA DE MATEMATICA CELEBRADA EN URUGUAY EN ENERO DE 1987 :

PROBLEMA 1° :

2 1-x
Halle las f(x) tales que B%x)] .f(1+x) = 64x
para todo x =% 0 , x =% 1 , x =% -1 .

PROBLEMA 2° :

En un tridngulo ABC , M y N son los puntos
medios respectivos de los lados AC y AB , y P es el
punto de interseccién de BM y CN . Demuestre que, si es
posible inscribir una circunferencia en el cuadrilatero

ANPM , entonces el tridngulo ABC es isésceles.
PROBLEMA 3°

Pruebe que si m , n , r son enteros positivos,
no nulos, y 1+m+nJ3' = (2 + 3 )Zr_l,enton—

ces m es un cuadrado perfecto.

PROBLEMA 4° :

S5e define 1la sucesién P, de la siguiente ma-
nera: P, = 2 N y'para todo n mayor o igual que 2 B

p, es el mayor divisor primo de la expresién

PyPoPg--ePp 4 + 1 .

Pruebe que p, es diferente de 5 .
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PROBLEMA 5° :
Si r , 8, t son las raices de 1la ecuacién
x(x - 2)(3x - 7) = 2

a) Demuestre qQque r , s , t son positivas.

b) Calcule arc tg r + arc tg 8 + arc tg t

(Nota: Se denota con arc tg x al arco comprendido en-

tre O y It cuya tangente es x .)

PROBLEMA 6°

Sea ABCD un cuadriléitero plano convexo; P

Y Q son puntos de AD Y BC respectivamente tales

que
AP AB BQ
PD ~ DC QC :

Demuestre que los éngulos que forma la recta PQ con

las rectas AB y DC son iguales.
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ALGUNOS DE LOS PROBLEMAS PROPUESTOS EN LA PRIMERA FASE DE LA
XXIII OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA, EN EL DISTRITO UNIVERSI-
TARIO DE EXTREMADURA:

PROBLEMA 7°

Sean a , b , ¢ nimeros reales tales que

a2 + b2 + c2 =1 .

Demostrar que

-%$3b+bc+ca £ 1

PROBLEMA 8°
Determinar los nimeros a » b ¥ ¢ para que la ecua-—
cién
x> - ax2 +bx-¢c = 0

tenga como soluciones a dichos tres nimeros.

PROBLEMA 9°

Descomponer el conjunto N de los nimeros naturales en
infinitos subconjuntos disjuntos dos a dos, tales que cada

uno de esos subconjuntos tenga, a su vez, infinitos elementos.

PROBLEMA 10°

Dados 100 puntos del plano tales que tres cualesquiera
de ellos no estan alineados, se consideran todos los tridngu-
los que tienen vértices en tales puntos. Demostrar que no mas
del 70 % de dichos trisngulos son acutangulos (tienen sus

tres angulos agudos).
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En la redaccién de este Boletin, todavia no se han recibi-
do soluciones a los siguientes problemas propuestos en nimeros anterio
res:

- Problema n° 6 del Boletfin n° 4.

~ Problema n° 3 del goletIn n° 6 (ver corregido el enunciado de
éste en el n 8)

- Problemas n°® 3 y n° 4 del Boletin n° 7.
o o
- Problema n- 3 del Boletin n 8.

- Problemas n°® 1 al 8 y 10 del Boletfn n° 9.

os

~ Problemas n 1 al 9 del Boletin n° 10.

o8

- Problemas n°® 1 al 9, 11, 12 y 14 del Boletfn n® 11.

Esperamos que esta nota anime a nuestros compafieros a encon
trar estas soluciones y que nos las remitan para su publicacién en los

préximos nimeros.

CORRIGENDA

Como el buen sentido de nuestros lectores habré subsanado,

en el enunciado del Problema n° 4 del Boletin n® 9 (pdg. 76) donde dice
- X, =X - X, + X

x = _1 5 2 debe decir X = _;_E__g .
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PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 3° DEL BOLETIN N° 5 :

1hohalahs Y

8132838485 . Cada lado de esos pentigonos y cada uno de los seg-

mentos rectilineos AiBj , para todos los i , j =1, 2, ... , 5

Se da un prisma cuyas bases son los pentagonos A

recibe uno de los colores rojo o verde. Todos los triangulos cu-
yos vértices son vértices del prisma y cuyos lados han sido colo
reados, tienen dos lados de diferente color. Demostrar que los

diez lados de las bases tienen el mismo color.
Soluciodn :

Expresaremos que la a?%sta basica AiAj (i=jx1) es r9qa
mediante la notacidn RIJ o que es verde mediante la V1J ;
anidlogamente expresaremos que la arista BiBj es roja o verde
medi ante Rij o Vij respectivamente. Ex?resaremos que cl seg
mento rec?ilineo Aiaj es rojo mediante Rj Y que es verde mec-
diante V; . Para expresar el razonamiento de que, al ser dos
lados del mismo color, el otro ha de ser del color contrario, pa-
ra que se cumpla la condicién del enunciado, emplearemos nota-
ciones tales como RiR - Vi » V;vik—i Rk RiRi-9 vV,

J Jk k J' ik Jk *
Se pueden probar tres lemas, supuesto que en el coloreado se

etc.

cumplen las condiciones del énunciado:

LEMA I : Si una base tiene 4 lados de un color, no pude haber un

lado del otro color en la otra base.

En efecto, supuesto que son rojos cuatro de la base inferior
12

y numerando convenientemente los vértices, sea V ,R12,R23,R34,
R45 . Entonces:

1 1 1,12 2 2 2 12 1
R3R23-+ V2 ’ V2V —a'RZ ’ R2R12-+ V1 ’ VfV -+ Rl
por otra parte,

1 1 1,12 2 2, . 2 2,12 1
R3R34—+ v, , V4V - R4 » R4R45-+ V5 , V5V - R5

. 1.1 2.2

y en consecuencia, R1R5—+ V15 pero V1V5-+ Rl5 , lo que es una

contradiccidn.



LEMA II : Si una base tiene 3 lados consecutivos de un color, 1la

otra no puede tener dos consecutivos del color contrario.

En efecto, sea (con una numeracién conveniente) R R

12 3 12" 23’ R34'
' ,V2 . Por el lema I, ha de ser V15 y Vv (pues de lo con-

trario habria 4 rojas en la base inferior y af;una verde en la su-
perior). Ademds, también por el lema I, ha de ser R34 o bien R51
(pues de lo contrario habria 4 verdes en la superior y alguna roja
en la inferior). Sea, por ejemplo R34 (8i en su lugar fuese R51,

bastaria una renumeracién para pasar al caso considerado). Se par—

. e 12 23 34 .
te asi de la hipdtesis R12R23R§4V45V15V 2V . Hagamos la hi-
pétesis de trabajo adicional V3 . Entonces:

2,12 1 1 1.12 2 2 23" 3
V3V — R3 ) R3R23 2 , V2V — R2 ’ R2R21—+ V ’ vlv - Rl H

por otro lado,

2,23 3 3 3 3.34 4 4
Vv Rs ' R3“34 Vg VVas> By » RGR >V, V5V15"’ Ry 8
se llega asi al triangulo RgRgRB4 con sus tres lados rojos, por
lo que debe rechazarse esa hipétesis. La contraria es Rg y asi:

2 v2v23 3 R3 34 4

R3R34 V4 R , R —» V4 : V V45-7 R ;
por otro lado,
2 2 2,23 3 3 3 3 3
R3fpa ™ Vo » VoV " => Ry, RoR > Vi, VIV o> Ry g
se llega asi al triangulo R4R3R34 con sus tres lados rojos, con

lo que queda probado el lema.

LEMA III : En una base no puede haber 4 lados consecutivos que sean

alternativamente rojos y verdes.

En efecto, en la otra habria dos consecutivos del mismo color;
por €l lema I, no puede haber cuatro, luego habri uno de color con-
trario, consecutivo a esos dos; numerando convenientemente los vér—

tices e intercambiando los colores, si es preciso, la situacion es:

12 23 34 — . 2
V12R23V34R45V R R . Hagamos la hipotesis de trabajo V2 ; en—

tonces:
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‘f;, 23 3 3 3 3 3 3 3
212~ an > V) s ViVioP Ry RoRpg—> Vg W ViV 2 Ry,
3 3

R4R4 —-)V » 5 —) R5 ; por otro lado:

"2”12 1 1 1 1 1 1,12 2
oYl = R v RoRog> Vg VaVgy > Ry s RaRps—> Vs » VgV > Ry,
2 2 .

R5R1-+ V51 » en contradiccién con el resultado anterior, R51 :

En la hip6tesis alternativa a la V: , O Eea en la R: , se tienc:

2 12 2

RR23-)V3,V§V "’Ra'Rnas""'s"@' "’R 'VS%I_,RSI;

2,23 3 3 3.23 12 1
por otro lado, RZR -+-V2 » V2V12-+ Rl , RIR —> V . v2v — R

tendriamos asi R5 Rl R51 » un triangulo con sus tres lados rojos.

Veamos ahora que, por aplicacién de los tres lemas, resulta pro-
bado lo deseado:

Si una base tiene 4 lados de un color, por ejemplo rojo, por el
lema I, la otra los tendrad todos rojos, y nuevamente por el lema 1,
el quinto de la primera serad también rojo; los sagmentos AiBj se—
ran todos verdes y se cumpliran las exigencias; lo mismo permutando
los colores.

Si una base no tiene mas de tres lados de un color (caso contra-
rio al considerado antes) solo puden ocurrir dos casos:

a) que tenga 4 de ellos alternativamente rojos y verdes;
b) que tenga tres consecutivos de un color y dos consecutivos del

otro;

En el caso a) no pueden cumplirse las condiciones, por el lema III,.

En el caso b) sean, por ejemplo, rojos los tres consecutivos; por

el lema II, la otra base no podra tener dos consecutivos verdes; no

podria tener 4 rojos, por el lema I; luego tendria tres rojos no con

secutivos y dos verdes no consecutivos; pero entonces tendria 4 de
colores alternativos, en contra del lema III.
Queda asi probado que la Gnica posibilidad es la que sefiala el

enunciado.
Argearge
(se invita a nuestros socios a que encuentren
otra solucidén obtenida menos penosamente, que
publicariamos en otro namero del Boletin).
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PROBLEMA 10° DEL BOLETIN N° 11 :

Dado un tridngulo A1A2A3 ¥ un punto Po en el plano, se de-
fine As = As—3 para todo & 2 4 . Construimos una sucesién de

puntos Po . Pl ’ P2 » «e-. tal que P (k = 0,1,2,...) es la

k+1
imagen de Pk por una rotacién de centro Ak+1 y de &ngulo 120°
en sentido horario. Demuestre que si P1986 = Po » entonces el

tridngulo A1A2A3 es equilatero.

Soluciédn :

La rotacién Gl de centro en A1 ¥y 120° en sentido horario
es el producto 82.31 de las sime-
trias de ejes e,y e, .y la rota-

cién G, de centro A2 y 120° es el

2
producto 53.52 de las simetrias de
ejes e, ¥ eg (ver figura). Por
tanto, G2.G1 = 83.82.52.81 = 53.81
=8 .S . , Biendo e 1la recta A_M
e e 3

Y e’ la que pasa por M y forma con

e , 60° , tal gomo se indiga en la figura. La rotacién G de cen

3
tro en A3 y 120° es igual al producto Se...Se de las simetrias
de ejes e y e”” , en donde e°” es la paralelaa e” por A3 .
.G,. = ...5 .8 .8 ., = vee8 . =T ~ iend
Por tanto, G3 G2 G1 Se Se Se Se ‘Se Se T2u , 8iendo

T2G la traslacién le vector 2u ¥y u el vector de la traslacién

-,

que transforma e” en e . Puesto que 1986 = 3X662 = 3, re

sulta que si fuese A3 s M, seria P el transformado de Po

1986
por un producto de 662 factores iguales la traslacidn TZG Y,

puesto que una traslacién no tiene puntos invariantes, seria

P1986 = Po . En consecuencia, A coincide con M y el triangu-

3
“lo es equilétero.

Francisco Lorenzo Miranda
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PROBLEMA N° 13 DEL BOLETIN N° 11 :

Hallar todas las funciones f definidas del conjunto de los

nimeros reales no negativos en si mismo que satisfagan las tres

propiedades siguientes:

i f [x f(y)] . £f(y) = f(x+y) para todo X, y > 0.
ii f(2) =0 .
iii f(x) 50 para 0 &x<L2 .,

Solucidn :

Poniendo en (i) x = t €R' » Y =2 y teniendo en cuenta

la condicién (ii) resulta

0 =f(t + 2) para t>0 (1)
Haciendo en (i) x =0,y =1, se obtiene
f(o) = 1 (2)

ya que f(1) =5 O en virtud de (iii) .
Para x =1, y =1, se deduce f(f(1)).f(1) = £(2) =0 ,
de donde f(f(1)) = O ; luego, segin (1) y (iii) , es
f(1) = k> 2 . (3)
Sea ahora 0 £y < 2 vy X=k-y . De (i) resulta
fl(ky) 0] .£(y) = £(k) =0 , y puesto que f(y) %« 0 ,

h
h>2, osea f(y) = e

» luego h =k y por tan-

se tiene, segin (1) : (k-y).f(y)
de donde, por (2) : f(0) =1 =
k
to, f(y) = K .
Pero f(1) =k = Rk _—1 = Porloque k=2. Lafuncién f,
tnica que cumple las condiciones (i)

W'.’J’ 1]

, (ii) , (iii) , estd defi-

nida en consecuencia por

f(x) = Ef para todo x tal que 0L x<L 2
f(x) =0 para x>2 .

Francisco Lorenzo Miranda



