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XXIl Concurso de Resoluciéon de
Problemas de Matematicas

Por vigésimo segunda vez se ha celebrado el Canderfesolucion de Pro-
blemas que organizan nuestra Sociedad y el CotbgyiDoctores y Licenciados
desde 1983.

El Concurso del afio 2004 se desarrollé duranteddama del sabado 5 de ju-
nio, como de costumbre en la Facultad de Matenstieala Universidad Com-
plutense. La innovacion de esta edicion fue quenteega de premios también se
realizo en la propia Facultad, la tarde del misatmaso.

Hay que sefialar como motivo de preocupacion lasasgparticipacion, lo que
naturalmente nos debe llevar a extremar nuestr@dagmiento a todos los que
nos acompafiaron en ese dia, muy en especial adodrgeron de lejos. De todos
modos algo indica de malo el hecho de que la j@atedn en esta, como en otras
organizaciones similares, vaya disminuyendo.



Pero, naturalmente, prestemos atencion a los queenn el animo para de-
dicar sus ratos a pensar. Como de costumbre elu&mse celebro en tres nive-
les, correspondientes respectivamente a 3° y #Sd% y a 1° de Bachillerato. A
los alumnos de cada nivel se les proponen cuattolgmas, para resolver en dos
tandas de hora y media.

Los participantes que recibieron sus premios ewctel vespertino fueron:

Nivel 1

1. Alvaro Mateos Gonzaledel Liceo Frances.

2. Teresa Rodrigo Reylel I.E.S. Cardenal Herrera Oria.
3. Fernando Palacio Rujalel Colegio Ntra. Sra. Del Pilar.
4. Pablo Portilla Cuadradodel Colegio San Viator.

5. Daniel Martinez Tarrifipdel Colegio San Viator.

Nivel 2

1. Hugo Fernandez Hervasdel |.E.S. San Juan Bautista.
2.Ding Ry del I.E.S. Ramiro de Maeztu.

3. Javier Torres Nifipdel Colegio San Viator..

4. Oscar Rosario Sandel I.LE.S. San Juan Bautista.

5. Carlos Ramirez Carrillpdel Colegio San Viator.

Nivel 3

1. Elisa Lorenzo Garciagel |.E.S. Fortuny.

2.José Carpio Pineddel I.E.S. San Juan Bautista.

3. Carlos Herrero Saealel I.E.S. Oleana de Requena..

4. David Ferndndez Sanchegel I.E.S. José Hierro y
José Ignacio Tena Orcajalel 1.LE.S. San Juan Bautista.

Se observa, como todos los afios, que algunos aturepden participacion y
premio. Asi los dos primeros clasificados del ni¥gElisa Lorenzo y José Car-
pio, obtuvieron premios en el nivel 2 el afio 20P&n el nivel 1 en 2002; tam-
bien David Fernandez fue premiado en el afio 20@Bnilsmo modo el ganador
del nivel 2, Hugo Fernandez Hervas, lo fue dellnivel afio pasado.

Nuestra enhorabuena a los premiados, y a todgsalbgipantes, asi como a
sus padres y profesores.



Problemas propuestos en el
XXII Concurso de Resolucion de Problemas

1°'. nivel

1. La planta de un castillo tiene la forma de un dlé@dro, PQRS, dondEQ =
40m,QR = 45m,SP= SR= 20m, y el &ngul®®SR= 90 . Un vigilante debe dar un
paseo alrededor del castillo, manteniéndose siemg@ra de la pared, es decir, del
punto mas cercano de la pared. El vigilante empmeazpaseo en un punto de esas
caracteristicas, da la vuelta en sentido antihmnarilega a ese punto. ¢Cuantos
metros recorre durante ese paseo?

2. Deducir para qué valores deel trinomio 2%*3X-5 es el cuadrado de un ndmero
primo.

3. Sean tres circulos tangentes uno a otro, y tantaigentes a dos rectas. Si el
radio del pequefio es 32m, y el del mayor 72m, ebtelradio del mediano.

4. Los naturales y b son menores que 2000 vy la fracciamZ004)/(b+2004) es
simplificable. Hallar el mayor nimero primo quefastor comun del numerador y
del denominador.

2° nivel

1. Un triangulo, ABC, tiene de area 48. SPeael punto medio de la mediaAdl y N
el punto medio del lad8B. Si los segmentoSIN y PB se cortan e, calcula el
area del triangulTB.

2. Los numeros naturales del 1 al 27 se escribenaftio una reticula espacial en
forma de cubo de tres niUmeros en cada arista, de que la suma de cualesquiera
tres niUmeros alineados sea la misma. Se pide:

a) ¢ Qué numero es esa suma?
b) ¢ Qué nimero ocupa la posicion central?



3. Prueba que la suma de las alturas de un triamgutmmo minimo Osiendor el
circulo del radio inscrito.

4. Probar queS, = n® + 51 es siempre multiplo de 6, para cualquier valomde
natural.

3¥. nivel

1. De entre todos los niumeros realgg que verifican que
Xo+y-Ax-4y+7=0,

encuentra el mayor cocienté.

2. En el conjunto de los nimeros naturales y 0 se iferhacer estas dos
operaciones:

Operacion A: multiplicar por 2;

Operacion B: restar 3 (con minuendos mayores jjue 2
¢.Se puede alcanzar cualquier natumad, partir de cualquier otroj?

Estudiar qué nimeros son alcanzables a partira@eaosto.
Ensayar: de 21 a 36; de 9 a 31; de 7 a 31; det8de3L0 a 22.

3. Demostrar que el radio del circulo inscrito a séangulo pitagorico (triangulo
rectangulo de catetos e hipotenusa enteros) vestee gbr un numero entero.

4. El naturaln es mayor que 3 y no multiplo de 3. Buscar si existe de ese tipo
tal que la fraccion (23)/n(n-3) sea irreducible. Buscar arpara que la fraccion sea
decimal.



NUmero especial dedicado al Profesor
Miguel de Guzman

La Junta Directiva propone dedicar un nimero ddetdo en homenaje al
Profesor Miguel de Guzman, recientemente fallecido.

En principio, dicho nimero ser& el 70, correspameéi@ junio de 2005.

Invitacion a presentar articulos para ese numero espei

Se invita a presentar articulos a cuantos compsafiafomnos y amigos del
Profesor Miguel de Guzman lo deseen.

Por tratarse de namero especial en homenaje aédrofsuzman, se espera
gue, en principio, dichos articulos sean relati@dsducacion Matematica en sus
diversas facetas, aunque no se descarta incluedm@ticulos de divulgacion en
otros campos, rogando que no sean excesivamerdeiasgados.

Las normas de presentacion seran las habitualeBailetin, que aparecen al
final de este niUmero. Los articulos seran revisacltn®o es norma en este Bole-
tin. La fecha limite de envio de trabajos es et alatil de 2005.

La Junta Directiva



Dedicatoria de este numero del Boletin

El curso 2003-2004 se ha jubilado la profesora B# Bujanda Jauregui, du-
rante muchos afios Profesora Titular de la Facdkallatematicas de la Univer-
sidad Complutense. Su preocupacion han sido sieloptemas de la ensefianza
de las matematicas. En la ultima Asamblea de rai&stciedad se acordo dedicar
un numero del Boletin en homenaje a la profesojar8lia, como agradecimiento
al trabajo que durante tanto tiempo realiz6.

Este momento, que era de jubilo, se ha visto entjuaéa el verano de 2004
por el fallecimiento del esposo de la profesoraaBd@a. Hemos entendido, no
obstante, que este hecho luctuoso no debia oellégrecio que sus compareros
sienten por ella, antes al contrario, y que setgnigndo todo el sentido el acuer-
do que adoptd la Asamblea de la Sociedad.

Por ello, en este y en el proximo numero —las aokationes recibidas exce-
den la capacidad de un solo Boletin— se enconttagittabajos que hemos reci-
bido, como muestra de carifio a Mari Paz y de learga de sus compafieros en
los momentos duros.
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Boletin de la Soc. Puig Adam, num 68 (Octubre 2004)

Vertere Seria Ludo

José Javier Etayo Miqueo

Abstract

In this short note we consider problems like Fladosefo’s; that is to say,
the question to select a subset by counting sevienals among an ordered
set following a given pattern.

A Mari Paz Bujanda:
“Que aquellos tiempos recios
se le tornen ahora deleitosos”

En el caudal de noticias, comentarios e interpi@tas que a diario nos sumi-
nistra la prensa, oral o escrita, siempre puedeemeontrar motivos de inspira-
cion. Fijémonos en esto que lei hace unos dias:ofbanizacion militar quedé
diezmada en mas de un tercio de sus efectivossegimbian calculado en unos
3000 combatientes”. No es que esté mal del to@otachente, puesto que “diez-
mar” significa también, por extension, causar urengnortandad; pero, ya que
usamos esa palabra, podiamos cefiirla a su acap@imal, a que esa mortandad
alcance a un “diezmo”, a una décima parte de deotivds. Es lo que se entien-
de como castigar a uno de cada diez posibles dakpabando no se sabe quiénes
lo son de un grupo numeroso de sospechosos. HA&gmaes pensar que la ope-
racion se hacia poniéndolos en fila y numerandaddsradamente de diez en
diez: los estigmatizados con el numero diez somlesvan a purgar por todos vy,
una vez separados del grupo, los que quedan, éa® écimas partes o un poco
mas del total, nos dan el grupo ya diezmado. Ucrida analoga a la del “pito,
pito, gorgorito” que emplean los crios para setmtai a sus compafieros de jue-
go. Solo que ellos la repiten una y otra vez, le gquivaldria a diezmar de nuevo
al grupo antes diezmado, es decir, al “rediezmaé(se llama asi, que no es una
palabrota; aunque bien inocente seria para lo guaédlleva).
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En la nota del periddico parece que han “tercialoh contingente de solda-
dos; claro que no creo que lo hicieran ordenandplosntandolos de tres en tres.
Pero, miren qué coincidencia, esto si que pareeesgiha dado alguna vez. Lo
narra de primera mano Flavio JosefoLanguerra judia historia de aquella rebe-
libn contra el imperio romano iniciada en el afilod@nuestra era, y en la que él
participd. Con cuarenta hombres a su mando seread® en una cueva por los
romanos, sin mas recurso que rendirse o peredgergksto Ultimo y él les pro-
pone que se inmolen como acabo de decir: puestasraro se van matando
sucesivamente los sefialados de tres en tres agmuno de ellos. Asi hasta ter-
minar con todos. Bueno..., hasta que quedaron s@pqi® se rindieron: uno de
ellos era él, naturalmente. Se sospecha que hies &s calculos, quiza valién-
dose de 41 piedras, y se coloco en el sitio coewdsi “providencialmente”, co-
mo dice, estaba en el puesto 31. Si ustedes reglijargo veran que quedan son
el 16 y el 31; pero si siguen todavia hasta que sdbreviva uno, ése es precisa-
mente el 31. {No era cuco ni nada el tal Josefo!

He aqui un ejemplo, parece que histérico, de caGmaocosa muy seria, jugarse
la vida, puede convertirse en un juego (que a esefere mi titulo, nada que ver
con esas cosas tan manidas de la “ensefianza teliees matematicas” o de lo
gue sea). Juego y problema, porque buenos son dbsmaticos para que en
cuanto ven una cosa no busquen sacarle todo e@adsible. Uno de ellos, D.
Woodhouse, de la Universidad de Navarra, escriaéa tiempo un articulo en el
gue desarrollaba una generalizacion de ése qua flproblema de Flavio Jose-
fo”. Si alguien quiere verlo lo encontrara en elunoen 33 (1973) de aquella es-
forzadaRevista Matematica Hispano-Americara la que dimos los primeros
vagidos los mas viejos del lugar.

Este tipo de juegos en que desembocan las cosas bartenido en algunos
tiempos cierta aceptacion. Nuestro bachiller Juare£de Moya lo traduce en
caballos, para quitarle dramatismo, y asi e&glogo de Aritmética practica y
especulativade 1562, plantea el problema de eliminar la mdados caballos
gue porta una nave sobrecargada de peso. El pnoeedd es el mismo: contar-
los esta vez de nueve en nueve y arrojarlos ahasta quedarse con la mitad. La
cuestion afadida es que los caballos son 30, 1 dapitan moro y los otros 15
de un cristiano que, muy suyo el hombre, quierersabmo disponerlos para que
los eliminados sean precisamente los del moro. iiadaenos grave es otro pro-
blemilla del mismo libro: 10 huéspedes de una pasiidponen solo de nueve
camas y las echan a suerte contandose entre elkistd en siete, de modo que el
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ultimo que quede dormira en el suelo. Esta vegomirario que en los casos ante-
riores, los gananciosos son los favorecidos emneesento.

Deliciosa obrita la de Pérez de Moya que la Uniders de Zaragoza tuvo el
acierto de publicar en 1987 y de la que hice uu@®a resefia en este mismo
Boletin(en su nimero 15). Aquella edicion habia estadwiaglado y con anota-
ciones de un querido comparfiero, Rafael RodrigudalMtuya memoria no pue-
do por menos que evocar. El me obsequié con unpégey una amistosa dedica-
toria: “Espero que este librito te distraiga unasutos del largo y calido verano”.

Ojala pudiera yo decir lo mismo, en este veranbaje al dedicar a Mari Paz
este mezquino escrito. Voy a valerme en él de egepo de seleccionar una cosa
entre unas cuantas contandolas reiteradamente |[leggtaa un nimero determi-
nado; eso es lo que, en distintas variantes, hasiam los ejemplos anteriores. El
de ahora, un poco diferente, me hace retrocedengpads infantiles —que es un
achaque de viejos- cuando jugabamos a sorprenuesiros compafieros. Quiza
conozcan ustedes el juego pero el que tenia gqoeaidn era nuestro “partenaire”.
Cogiamos 21 cartas de una baraja y las ibamostiegphr en tres montones de
siete cartas cada uno. Pediamos a nuestro comténgae se fijase en una de
ellas, la que quisiera, y nos dijera Unicamentguwh monton estaba; reuniamos
entonces los tres montones colocando en el medimeton sefialado. Ordenadas
asi las cartas volviamos a desplegarlas en tresomemiguales para que de nue-
vo nos indicase aquél que contenia la carta elegidaton que colocabamos otra
vez entre los otros dos. Todavia repetiamos unanézla jugada, et voila: del
mazo asi formado sacabamos una a una las cartasngo cara de concentracion
pero contandolas mentalmente; al llegar a la nuéree nos iluminaban los
ojos y la mostrdbamos con gesto triunfante a nugeismado amigo que tenia
gue reconocer gue efectivamente era la que él kabfatamente elegido.

¢La explicacion? Para él, que éramos unos agulasitas dotes de observa-
cion y de memoria visual capaces de entresacarrta, @uiza la Unica, que estaba
en uno y otro montdn. Para nosotros una mas seneiltarta era la que ocupaba
el undécimo lugar. ¢ Por qué? Porque siempre sdliaumntas veces repiti€ramos
el juego. O sea, una ley experimental, como enalberes de la matematica,
cuando no se habia inventado la demostracion. kYisientdsemos, aunque sea
un problema tan bobo? Dariamos un giro a nuesimgepa propuesta: ya no seria
una cosa seria que derivaba en un juego sino @o jsebre el que montar una
cosa mas seria; 0 mas aburrida, si lo prefieren.
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Para que no lo sea tanto, vamos a discurrir sabmeaso concreto que en se-
guida se ve que no quita generalidad. Voy a reptasdéas cartas por niumeros
sucesivos, para entendernos, y las distribuyo adinente en tres montones,

(A), (B)y (C):

(A) (B) ()

1 2 3
4 5 6
7 8 9
10 11 12
13 14 15
16 17 18
19 20 21

(Paso 1°)

Nuestro interlocutor elige para si la nUmero 4,ggemplo, y sélo nos dice que
esta en el montén (A). Dejando este montdén en mésljponemos delante el (A)
y detras el (C) y volvemos a distribuir las cagados montones (A’), (B"), (C),
asi:

(A) (B) ()
2 5 8
11 14 17
20 1 4
7 10 13
16 19 3
6 9 12
15 18 21

(Paso 2°)

Por el proceso seguido, las cartas del antiguo dnoit) en el que esta la que
buscamos, las escritas en negrita, ocupan la baemdeal de los tres montones.
En particular, en el (C’) en el que se nos diceagia la nuestra, las tres centrales
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son 4, 13y 3. Y puesto este (C’) entre (A") y (B))formando nuevos montones
(A", (B, (C"), esas cartas quedarian exactamamtéa linea media:

(A”) (B”) (C”)
2 11 20
7 16 6
15 8 17
4 13 3
12 21 5
14 1 10
19 9 18

(Paso 3°)

Al poner ahora (A”), montén en que dice que estéalda, entre (A”) y (C”),
esa carta 4 ocuparia exactamente el lugar cerdtddlague, es decir, el undéci-
mo, indicado en cursiva.

Se ve, pues, gue el juego sale porque en el pdaccafta ocupa la linea cen-
tral (la cuarta), lo que ocurre por estar en ebpg2sen la banda central de tres
lineas, tercera, cuarta y quinta, a lo que perandas siete cartas del primer
monton (A). Pero ademas de ellas estan tambiéd Yyal& 3 que gozarian de igual
suerte. Es decir, si hicitramos la misma consttuccon 27 cartas, los mismos
tres pasos —llamando “paso” a distribuirlas en tnestones, ahora de 9 cartas, y
juntar los montones en el orden debido— nos llavanina solucion analoga: des-
cubriendo las cartas una a una tras el paso gbeacupa el lugar medio, que ya
no seria el 11° sino el 14°, es la pensada potrougsigo. Al cual pueden sor-
prenderle ahora con el nuevo modelo si él cond@ateyuo.

Si los montones son de mas de nueve cartas, emsel3® nos rebasarian la
zona central de tres lineas, pero aumentando eémide pasos podriamos, por
el mismo razonamiento, reducirlo a los casos a&sigeneralizando asi nuestro
juego. Ya sé que nos van a decir que no podra ma@ercartas que las que tiene
una baraja pero podriamos sustituirlas por crormostales, sellos, en niamero
suficientemente grande para no preocuparnos poy alinque seguiremos, por
comodidad, llamandoles “cartas”. Pues bien, a o loay que llegar, cualquiera
gue sea el numero de ellas, es a que en el pagtiipennuestra carta esté en las
tres filas intermedias; como éstas proceden decahsnna del paso anterior, la
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tal carta pertenecerad a una de las nueve filagatesitde dicho antepenaltimo
paso; a su vez, en el paso anterior, estaria edaifes veintisiete filas centrales,
etc. Vayan ustedes haciéndolo, si no tienen otsa aaejor, porque es mas facil
discurrirlo uno mismo que atender la descripciénha por otro. El resultado a
gue queria llegar es que en cada paso se divide @onimero de filas centrales
en que se encuentra la maldita carta.

Pues ya tenemos la cosa a punto. Supongamos gaeicadle los tres mon-
tones que vamos a formar consta ®el2cartas (tienen que tener un namero im-
par para que haya una carta central). Ya hemas gigt si ese nimero no es ma-
yor gue 9, con tres pasos resolvemos la cuestioest® comprendido entre 9 y
27, incluido este ultimo, hara falta un paso mastd 81, otro paso, etc. En defi-
nitiva, si

e - 362%k+1"36

al cabo dent+1 pasos tendremos ordenadas lag8(P cartas de tal modo que la
situada en el centro, la que ocupa el luga23es la que buscamos.

No se me oculta que para llegar a ese final de Wajido saltando los pueblos
de dos en dos, pero es que detallarlo mas resuéthdra tan enfadoso como para
ponerles en ganas de dispararme a bocajarro. Adehz® tanto calor! Hagan-
me el obsequio de pensar que, tal vez, inclusoigmmsabria explicarlo mejor.
Y ahora a presumir con sus amigos, pues a mayoemide cartas mas brillaran
sus presuntas dotes adivinatorias. ¢ Y si todavé@regeran a nuevas generaliza-
ciones? Por ejemplo, a que en vez de ser tresdosomes sean cinco o mas. Ahi
se lo dejo.

En cuanto a Mari Paz, y aunque no lo parezca destriéaberle dedicado es-
te bodrio, bien sabe que le deseo afectuosamentejtw. Y si alla en Oricain cae
en su mano una baraja, que seguro que le cae, morsfique haciendo estas
cosas que he dicho. Mejor se lo pasara jugandoparéisas de mus, aunque sea
perdiendo por echar unos envidos o querer algandog O un 6érdago, si a ma-
no viene. Muchas felicidades.
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Sobre la descripcion de un solido convexo
mediante su planta, alzado y vista lateral

Julio Fernandez Biarge

Profesor emérito de la

Universidad Politécnica de Madrid
jfbiarge @telefonica.net

Abstract

It is known that a convex solid is not definedtbythree projections on the
faces of a orthogonal trihedron. The problem okdaining the convex so-
lids with the maximum and with the minimum voluthas have those same
projections is studied in several cases with didaciterest.

En homenaje a nuestra compafiera M@ Paz Bujandsui gubilacion

Para describir una pieza de un mecanismo, losedgiies suelen dibujar los
contornos de sus proyecciones sobre las caras thedro trirrectangulo, a los
gue se les da los nombres de planta, alzado ylaisial. No obstante, cualquier
delineante sabe que una figura del espacio no gqdefiisida por completo por
estos contornos. El afiadir la condicion de quéledl® sea convexo limita mucho
esta indefinicidn, pero no la elimina, por lo que muchas veces es necesario afadir
otra proyeccion, por ejemplo axonométrica, en k& sgirepresentan ademas todas
las aristas, distinguiendo entre las visibles yoladtas.

Surge asi una familia de problemas muy instructpas los estudiantes de
los sistemas de representacion, que pueden adaptama siguiente:

Se dan los contornos de la planta, del alzado ladasta lateral de un sélido
convexo y se pide encontrar los sélidos de volusemimo y minimo que dan
lugar a esas mismas proyecciones. Representar reygqriones axonometricas
y calcular esos volumenes maximo y minimo.

La solucion de este problema da a veces resul@agissos y sorprendentes
gue pueden tener interés didactico para contrarréstendencia de los talleres a
suponer que las “piezas” quedan definidas porrdésdechas proyecciones, salvo
en sus oquedades u orificios.
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La determinacion del solido de volumen maximo ey sencilla: Es eviden-
temente la interseccion de los tres cilindros cexci®n normal en las tres pro-
yecciones dadas y generatrices perpendiculares@dnos en que se hallan.

La determinacion del solido de volumen minimo susge mas complicada,
constituyendo a veces un desafio a la intuicioexige razonamientos adaptados
a cada caso. Ademas es frecuente que se obtengjatodisolidos con el mismo
volumen minimo.

Podemos comenzar por las tres vistas de una edferalior, que son tres cir-
culos de ese radio. El volumen de esa esfera e¥34 o seaV, = 4,1888...I.
¢,Cudl es el sdélido convexo de maximo volumen @reetexactamente esas mis-
mas vistas?

La intersecciéon de los tres cilindros antedicha® gn este caso son de revo-
lucién y del mismo radio, es un sélido convexo, a&gerspectiva damos en la
figura, que tiene 12 caras formadas por porciomesuperficies cilindricas (por
ejemplo, la ABCD es una porciéon de superficie dilica de generatrices parale-
las a la BD),. Observemos que st
24 aristas son arcos iguales de el
ses obtenidas cortando los menci
nados cilindros por planos que fol
man angulos de 45° con sus ejes.

El volumen \, de ese solido es
facil de calcular, si se tiene en cuel
ta que los planos tangentes en cu
quier punto de la superficie (exclui
dos los de las aristas), estan todo:
distanciar del centro de simetria
por lo que \ = Sr/3, donde Ses
la superficie del sélido. Llamando 7
al area del triangulo cilindrico AMB
(siendo M el punto medio de BD),
es $=48T. Tomando el plano del arco AM come 0 y OA como eje OX,
el arco AB esta en el plana =y ,y sus ecuaciones paramétricas son

{x=rcost,y=rsent,z=rsent, con 0 t /4},

por lo que el desarrollo sobre un plano de AMBaser triangulo curvilineo limi-
tado por la curvay = r sen(x/r) entre las abscisas 0 y/4 , de donde resulta,
integrando, que T = (12/2)r? y por tanto, S=24(2-2)r’y

V1=8(2- 2)r =4,6863... 7.
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La determinaciéon del sélido convexo de volumen manicon las proyeccio-
nes dadas, exige un cierto esfuerzo a la intuigiés dificil probar rigurosamente
que efectivamente da el minimo buscado. Lo intemas construyendo los tres
circulos maximos de la esfera inicial situados kamgs paralelos a las caras del
triedro empleado para las vistas y definiendo klig@omo envuelto por los pla-
nos que se apoyan sobre el conjunto de esas toemferencias (generalmente
tangentes a dos de ellas, aunque ocho de ellomasgantes a las tres). Resulta
asi el sélido representado en la figura, que taat® caras planas triangulares y
24 caras triangulares cilindricas iguales.

Este sélido se puede descomponer
un poliedro (cubo truncado), de 14 car:
(seis cuadradas y ocho triangulares),
vértices y 24 aristas de la misma longitu
y seis “cupulas” levantadas sobre las s
caras cuadradas y cada una limitada [
cuatro de los tridngulos cilindricos cite
dos. Su volumen )/ se puede calcular
como W =V,+ 6\, donde Yes el
volumen del poliedro y Vel de una de las-
citadas “cupulas”. La distancia entre dc
vértices opuestos del poliedro as,2or
lo que la arista del cubo del que se obtiene akgal por truncamiento es de
longitudr 2, y por tanto, las 24 aristas del poliedro sorodgitud igual a .

Las caras cuadradas son de areg las triangulares, de arga 3/4. Es facil ver
gue la distancia del centro a las caras cuadradas2! y a las caras triangula-
res esr 2/ 3, con lo que el volumen del poliedro es r¥(@/2+8r* 2/4)/3, o
sea \=(5 2/3)r.

El volumen de cada una de sus “cupulas” se puddelaateniendo en cuenta
gue las secciones con planos paralelos a su ldiseaciax del centro del soli-
do (conr 2/2 x r) son cuadrados en los que el cuadrado de su seyordil
es r>—x*, y por tanto, su area esr2{x%) . Como esta expresion es de grado 2 ,
el volumen de una “cupula” se puede calcular exaetde con la formula del
prismatoide (o de Simpson); el area de la secciédian que es el cuadrado con
=(r+r 2/2)/2=r(1 + 2)/(2 2), resulta asi r’(5 - 2 2)/4 y en consecuencia,
V.= r®(8 -5 2)/6. En definitiva el volumen minimo buscado sera

Vo=V, +6V,=(24-102) r/3 =3,2860...7 .
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Otro problema curioso de esta indole es el sigeient
¢ Existen solidos convexos cuya planta sea un oideldiametro a, cuyo al-
zado sea un cuadrado de lado a y cuya vistadhtsga un triangulo isdsceles
de base a y altura a ? En caso afirmativo, diésclos de volimenes maximo y
minimo y calcular estos volumenes.
8 Existen tales solidos. El de volumen maximo
es la intersecciéon del prisma recto que tiene como
base el triangulo isGsceles mencionado y el cilin-
dro de revolucion levantado sobre el circulo que
constituye su planta. Este solido puede verse en la
figura adjunta.
Su volumenVy, es igual a a*4 — V', siendo
V' el del sélido que ha de afadirse para completar
un cilindro de altura. El valor deV’/2 se calcu-
la con facilidad cortandolo con planos paralelos a
la seccion triangular,
SeaOT = x y VWSla seccion producida.
ComoVS =2.WSyWS =T el area de la sec-
cion VWS es

A, =WS.VS/2 = T = a%4-xX .

Al ser esta expresion de grado 2xerel volumen
V’/2 se puede calcular exactamente con la formalgpdsmatoide o de Simpson,
resultando V'/2=(0+4’/4+0)a/6=a°/6 y por tanto, el volumen maximo pedido es

Vu=(14-1/3)a® = (3 -4)¥12 = 0,45206..a°.

El sélido convexo de volumen minim
con las mismas tres vistas es facil de det
minar y en este caso es posible probar
condicion de minimo, ya que cualquier sOl
do con esas proyecciones ha de contener
su superficie) la recta AB y la circunferenci
de la base. El sdlido resulta asi como €
vuelto por todos los planos que se apoyan .-.-
esa circunferencia y uno de los extremos
AB o0 en ambos. Este sélido tiene su ba
circular, dos caras planas triangulares, AE
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y ABD y dos formadas por superficies conicas catices en Ay B. Puede verse
en la figura.

Su volumen es facil determinar en la formag ¥V, + 2V, , siendo Vel vo-
lumen del tetraedro ABCD, para el que la formdil prismatoide da
V=(0+42a%/4+0)@/6 =a’/6 y V,el volumen de uno de los conos (oblicuos) de
base semicircular, para los que %/( a%/8)(a/3) = a°/24. De ahi que

Vm=a¥Y6 + a12=a.( +2)/12=0,42847...%.

Menos sorprendente resulta el problema analc
con las tres vistas de un cubo de ariatecon planos
de referencia paralelos a sus caras. Evidentensénf,
cubo de partlda es el solido de volumen maximay y;
volumen es®® . El sélido de volumen minimo no esh
determinado en posicion; es un tetraedro con arll
opuestas coincidentes con diagonales no paralela’
dos caras opuestas del cubo. Su volumen, sin ¢ \ I
minimo, esa’3. Las aristas mencionadas pueden ¢ AN i

i

girse de dos maneras diferentes.
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Abstract

Tomas Bradwardine and Nicole Oresme were two usityeprofessors of
the Middle Ages. Bradwardine studied a general theaf proportions.
Oresme introduced the concept of the irrational pmsy

A Maria Paz Bujanda con motivo de su jubilaciondgraica

Dedico este pequeiio trabajo en sentido homenajgiem gonsidero la mas
preciada de mis amigas, con quien he compartidagantantas tareas de docencia
a lo largo de mi vida. Conoci a Mari Paz dandoedade Matematicas Il a los
estudiantes de 2° curso de Fisicas a principidgsdaiios 70 y desde entonces nos
ha unido una estrecha y cordial amistad. Ella bava sus clases una bocanada de
aire fresco con su buen hacer, su calidad humaoang todo, su enorme entrega a
la docencia. Mari Paz se ha ido en silencio, diaanente, diciéndonos que lo que
importa en la vida es el trabajo bien hecho y zadlb con sencillez y humildad
pero con un entusiasmo contagioso.

Introduccion

Tomas Bradwardine y Nicole Oresme fueron dos poséssuniversitarios de fina-
les de la Edad Media. Bradwardine fue el autor rge teoria de proporciones ge-
neralizada, estudié también otros temas como ellame contingencia y los poli-
gonos estrellados. Oresme tuvo la brillante ideantteducir el concepto de las
potencias irracionales y la representacion grafefunciones, estudié ademas con
gran rigor las series numéricas.

En este trabajo estudiaremos las aportacionesMatamatica de estos dos
grandes sabios.
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1. Thomas Bradwardine

Entre los fisicos de finales de la Edad Media s®eimaba un numeroso grupo de
profesores universitarios y de eclesiasticos, pevamos a referir solamente a
dos de ellos que fueron también matematicos impi@sa El primero es Thomas
Bradwardine (1.290-1.349), filésofo, teélogo y nmaético que llegbé a ser arzo-
bispo de Canterbury

Y el segundo Nicole Oresme (1.323-1.382), univarsitparisino que mas tar-
de llegaria a ser, a su vez, obispo de Lisieuxsthsedos hombres se debe una
concepcion muy amplia y general de la proporciciaali

Thomas Bradwardine (1.290-1.349), maximo expondatévierton College de
la Universidad de Oxford, maestro de Willian de téshury (1.330-1.371) y Ri-
chard Swineshead (segunda mitad del siglo XIV)ipréda influencia de la inter-
pretacion, critica y desarrollos de la Fisica aridica de sus antecesores oxonia-
nos, Robert Grosseteste (1.175-1.253) y Roger Bék@i4-1.294). Propiamente
fildsofo y tedlogo interesado por temas cientifjacoanfesor del rey Eduardo Il y
nombrado por el Papa arzobispo de Canterbury e® leéportara una cinematica
de relaciones de cantidades homologas de espeia y velocidad, en un in-
tento de matematizacion de las relaciones fisioastativas. Entre los manuscri-
tos de Fisica de la Biblioteca Histérica Complugess encuentra uno de Bradwar-
dine: “Liber de geometria in quatur tractatus disis

Analizaremos las obras de este sabio, en los Eleele Euclides se incluia
ya una teoria de proporcionalidad o de igualdadadenes fundamentada riguro-
samente, teoria que los sabios antiguos y medsaglécaron a diversas cuestio-
nes cientificas. Asi, por ejemplo, para un intendd tiempo, la distancia recorrida
en un movimiento uniforme es directamente propoali@ la velocidad. Aristéte-
les creia, no muy acertadamente, que la velocidaghdobjeto sobre el que actua
una fuerza motriz, dentro de un medio resistemted@ectamente proporcional a
la fuerza motriz e inversamente proporcional adsistencia. Esta formulacion
cualitativa le parecio a los fisicos posteriores gantradecia el sentido comun de
alguna manera, puesto que, cuando la fuerza Fjgabha menor que la resistencia

_ F
R, deberia resultar una velocidad v de acuerddectay V=KE , donde K es una

cierta constante de proporcionalidad no nula, pewmerto es que cuando la resis-
tencia equilibra o excede a la fuerza motriz, ua@spera que se mueva el cuerpo
con velocidad alguna. Para evitar este absurdovignatine utilizd una teoria de
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proporciones generalizada. En su libro “Tractatespdoportionibus” del afo

1.328, desarrolla la teoria de Boecio de las ppoes doble, triple o de una ma-
nera mas general, lo que nosotros llamariamos woEorion n-tupla. Sus razo-

namientos estan expresados en palabras usualesgp&otacion moderna noso-
tros diriamos en estos casos que las cantidad&svamo la segunda, tercera, 0
en general, la n-ésima potencia. Y analogamenteplda de proporciones incluia
también proporciones subdobles, subtriples y sthiples, en las que las cantida-
des variaban como la raiz cuadrada, cubica o Zanrésima respectivamente. Con
este aparato conceptual Bradwardine se encontralargparado para proponer
una alternativa a la ley aristotélica del movimierara doblar la velocidad que se

. . , . F :
produce como consecuencia de una cierta razon omion R’ afirmaba, es
. E . .
necesario elevar al cuadrado la razlgn para triplicar la velocidad se debe elevar
. F -
al cubo la razonﬁ; y para multiplicar, en general, por n la velodddebe conse-

guirse la n-ésima potencia de la raz%n. Todo esto es equivalente a afirmar que
la velocidad viene dada, en nuestra notacion fuxationoderna, por la relaciéon

F F F Fo
v=Klog—, puesto que lo "=nlo Es decir, que siy= k log—
g R p q gwRL) QE q gRO

Fo , Fo
entonces y=klog (— )" =n.klog—. =n.y
Ro Ro

Bradwardine no intenté buscar una confirmacion erpntal de esta ley, debido
a lo cual no logré una aceptacion general.

Bradwardine escribi6 ademas otras obras matematycasdas ellas reflejan
fielmente el espiritu de la época. Tanto su Aritcatomo su Geometria muestran
la influencia de Boecio, Aristoteles, Euclides yn@@mno. Bradwardine que fue
conocido en su época por el calificativo de “Dogboofundus”, se vio atraido
también por temas tales como el angulo de contoiggnlos poligonos estrella-
dos, aunque ambos se encuentran ya en Campanobrananteriores. Los poli-
gonos estrellados, que incluyen a los poligonoslaegs como casos particulares,
se remontan a los tiempos antiguos.Un poligonelésdo se forma al conectar por
medio de rectas cada m-ésimo punto, a partir dedawlo, de los n puntos que
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dividen a una circunferencia en n partes iguaiesd® n mayor que dos y m pri-
mo con n. La tendencia filosofica de toda la od@dadwardine puede verse mas
claramente en su “Geométrica speculativa” y efTehctatus de continuo”, en los
gue afirma que las magnitudes continuas, aunquyerc una cantidad infinita de
indivisibles, no estan formadas por tales atomoematicos, sino que estan com-
puestas por una cantidad infinita de continuosmdsio tipo. Se ha dicho a veces
gue los puntos de vista de Bradwardine recuerdauldolos intuicionistas moder-
nos; en cualquier caso, las especulaciones medgsgabre el continuo, que fue-
ron tan populares entre los pensadores escolasticos Santo Tomas de Aquino,
influyeron mas tarde de una manera decisiva eonaapcion cantoriana del infi-
nito a finales del siglo XIX.

2. Nicole Oresme

Nicole Oresme (c. 1.323-1.382), miembro de la Ursiad de Paris, en la que
Alberto Magno (c. 1.200-1.280) y Tomas de Aquinol(@25-1.274) introdujeron
la Fisica de cualidades de Aristoteles, manteni@ralanargen de las matematiza-
ciones arquimedianas. Continud las nuevas visigneisdas por la escuela parisi-
na de Jean Buridan (c. 1.300-1.385) en la elab@macidesarrollo del concepto de
impetus. En ese marco, su sistematizacion en tageptacion matematica de las
intensidades de las cualidades seria integrad&alileo para el estudio del mo-
vimiento uniformemente acelerado en sus Discortl,gonfigura como un precur-
sor tanto de la Geometria Analitica como del Caltufinitesimal.

Nicole Oresme es posterior a Bradwardine en uresté afos, y en su obra
podemos ver la continuacion de las ideas de éantel Be Proportionibus propor-
tionum, que fue escrito hacia el 1.360, generdlimsme la teoria de proporciones
de Bradwardine para incluir cualquier potenciaoaal y dar al mismo tiempo
reglas para combinar proporciones, que vienen agévalentes a nuestras leyes
para operar con exponentes, las cuales expresamusestra notacion por la for-
mula X".x" = x™" y (x")"= x™". Para cada una de las reglas se dan ejemplos
concretos y en la Ultima parte de otra de sus pbtd#lgorismus proportionum”,
se aplican dichas reglas a problemas geométricos y fisicos. Oresme sugirié tam-
bién el uso de un tipo de notacién especial pargpddencias de exponentes frac-
cionarios, y asi en el “Algorismus proportionum’aggcen expresiones como la
siguiente:
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o
=

para representar la proporcion uno y medio, es éécubo de la raiz cuadrada, y
formulas tales como

1pl
422

1 .
para 4 25 . Nosotros vemos ahora como lo mas natural del mumoestra nota-

cion simbdlica para las potencias y raices, siarpas a pensar en la sorprendente
lentitud con que se desarrollo esta notacion arlgol de la historia de la matemati-
ca. Mas imaginativa aun que la notacién de Oresmee sugerencia de que son
posibles incluso proporciones irracionales. Aquhes a Oresme anticipando en

cierto sentido lo que nosotros escribiriamos com@ ,yor ejemplo , en lo que es
guiza la primera sugerencia de una funcién trassr@edde orden superior en toda
la historia de la matematica,

3. La Latitud de las Formas

En esta obra de Oresme se hacen dibujos de lastodgque varian y hay un
germen de analisis infinitesimal. Es un claro aedeate del uso de coordenadas y
de la consideracién de funciones como trayectorias.

El concepto de las potencias irracionales puedertatio la idea mas brillante
de Oresme, pero no fue en esa direccion en lauyeeuna mayor influencia su
obra. Desde casi un siglo antes de su época llevdibantiendo ya los fildsofos
escolasticos la cuantificacion de las formas vémbun concepto de Aristoteles
mas 6 menos equivalente al de cualidades . Eni#e Bmas se encontraban co-
sas tales como la velocidad de un cuerpo moévilwatacion de la temperatura de
un punto a otro en un cuerpo con temperatura forome. Las discusiones fueron
interminablemente prolijas, debido a que los imarntos de analisis disponibles
no eran los adecuados segun nuestra concepcioal.a&tresme se le ocurrié
una idea brillante: ¢, por qué no hacer un dibugpadica de la manera en que las
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cosas varian ¢,. Aqui vemos, desde luego, una swiger@imitiva de lo que ahora
llamamos la representacion gréafica de funciones.

Oresme se dio cuenta del principio esencial deugaefuncién de una variable
se puede representar por una curva, pero no fuez aiphacer un uso efectivo de
esta observacion salvo en el caso de la funci@allifPor otra parte, Oresme esta-
ba interesado principalmente en el area comprergiftala curva, y por lo tanto
no era probable que se diera cuenta de la otral mhéprincipio fundamental de la
geometria analitica: la de que toda curva plandeser representada, con respec-
to a un sistema de coordenadas concreto, comainngh de una variable.

Es decir, que Oresme estaba especialmente interesado en los aspectos de la si-
tuacion que tienen mas que ver, diriamos, conleliicainfinitesimal: 1) la manera
en que varia la funcién (es decir, la ecuacion elifeial de la curva), 2) la manera
en que varia el area bajo la curva (es decir témral de la funcién).

Esta representacion grafica de funciones, que rsgcé entonces como la lati-
tud de las formas, se convirtié en un tema muy [aomlesde la época de Oresme a
la de Galileo. El “Tractatus de latitudinibus fomma” escrito, si no por Oresme
mismo, quiza por alguno de sus alumnos , apareciumerosas copias manuscri-
tas y se imprimié al menos cuatro veces entre 1y4B515, pero esto solo era un
resumen de una obra mas larga de Oresme tituladatafus de figuratione poten-
tiarum et mensurarum®. En esta obra Oresme vaedjas tomo para sugerir una
extension a tres dimensiones de su latitud diotasas, en la que se representaba
una funcién de dos variables independientes comelumen formado por todas
las ordenadas levantadas de acuerdo con una raggastbre los puntos de una
region del plano de referencia.

De esta manera nos encontramos con un atisbo gigelgeria una geometria
en cuatro dimensiones cuando Oresme habla de espaeda intensidad de una
forma que depende de cada punto de un cuerpo sdirdtlumen de referencia. Lo
gue necesitaba aqui Oresme era, naturalmente onzetiéa de tipo algebraico en
vez de una representacion grafica tal como la gniaten la mente, pero las im-
perfecciones y dificultades técnicas de diverspastiobstaculizaron el desarrollo
europeo de esta teoria a lo largo de todo el penoetieval.

Explicaremos brevemente como demostré Oresme ntedian diagrama la
llamada ley de Merton.
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Si BC es la grafica de un movimiento uniformemeatelerado, el trapecio
ABCD representa el espacio recorrido en el t=ADradte el cual la velocidad
pasa de ser, & sery.

C

AV W vD

Como dicho trapecio es equivalente a un rectangelta misma base y altura
igual a las medias de las alturas ( y por lo tanta velocidad media ), tenemos
que:

S=wt=((v+w)/2)t = ((2v+at)/2)t=vt+%at

También asegura Oresme que dadas dos proporclonegds probable es que
fueran inconmensurables. Con esto pretendia rechez@retensiones de los as-
trologos de hacer predicciones a partir de datastes: es mas facil que dos pro-
porciones de espacio, velocidad y tiempo sean meosurables que lo contrario.

4. Las Series Numéricas

Los matematicos del Occidente europeo mostraroantiirel siglo XIV imagina-
cion y notable claridad de ideas pero lo que likalfa era habilidad tanto algebrai-
ca como geomeétrica, y asi sus contribuciones neigt#ron en una extension de
la obra de los clasicos, sino en la exploraciomuEv/os puntos de vista. Entre es-
tos nuevos puntos de vista tenemos que destacaupoiportancia el tratamiento
de las series infinitas, un tema esencialmente original y nuevo, anticipado sola-
mente, en cierto sentido, por algunos algoritmasdos de la antigiiedad y por la
suma de una progresion geométrica indefinida pouiknedes. Mientras que los
griegos habian mostrado casi siempre un horrafiaito , los filosofos escolasti-
cos de la baja Edad Media recurrian frecuentenantdinito, tanto en su sentido
potencial como actual ( es decir, como algo coropldin el siglo XIV vivio en
Inglaterra un légico llamado Richard Suiseth, masocido por Calculator, que
resolvio el siguiente problema planteado en laidede la latitud de las formas:
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Si, a lo largo de la primera mitad de un interv@dotiempo dado, una forma se
mantiene con una cierta intensidad; a lo largosdgliente cuarto de intervalo al
doble de dicha intensidad, y asi ad infinitum, eo&s la intensidad media durante
todo el intervalo sera la intensidad de la formeadte el segundo subintervalo (es
decir, el doble de la intensidad inicial).

Esta afirmacion formulada retéricamente es equitala decir que la suma de
la serie numérica infinita

es igual a 2. Calculator dio una larga y confusaaracion verbal, puesto que
no conocia la representacion grafica, pero Oreditiedusu método grafico para

demostrar este teorema de una manera mucho mhyg Eegante. Oresme con-

siguio resolver también por el mismo método otrasos mas complicados tales
como la suma de la serie

13, 23, 33 n.3
+ + .t —+...

4 16 64 4"

cuyo resultado e%. Problemas analogos a éstos continuaron ocuparde a
fildsofos durante el siguiente siglo y medio al m&n

Entre otras contribuciones de Oresme al estudiasiseries numericas infini-
tas estd su bella demostracion, y la primera detgxi evidentemente en toda la
historia de la matemética, de que la serie armdesgcdivergente. Oresme agrupo
los sucesivos términos de la serie

11,1, 1 1 1 1 1
—+—-+—-+—-F+—F+—+—+ . +—+...

2 3 4 5 6 7 8 n

colocando el primer término en el primer grupo,dos términos siguientes en el
segundo grupo, los cuatro términos que le sigueel égrcer grupo, y asi sucesi-
vamente, de manera que el grupo m-ésimo incldye t2rminos de la serie. En-

tonces es obvio que tenemos infinitos grupos deités y que la suma de los
términos dentro de cada grupo es mayor o igualgye/, por lo tanto, sumando

una cantidad suficiente de términos, en su ordaepos superar cualquier nime-
ro dado.
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5. El ocaso del Saber Medieval

A patrtir de la obra de Bradwardine y Oresme selygomun declinar de la mate-
matica. El afio 1.349 murié Thomas Bradwardine s&ale la peste negra, la mas
terrible plaga que jamas sacudié a Europa. Se leatpie el nUmero de los que
murieron debido a la peste en el corto intervalade@fno o dos oscild, segun los
lugares, entre un tercio y la mitad de la poblaeidropea. Esta catastrofe tuvo que
producir inevitablemente, entre otras consecuengiaves dislocaciones sociales
y una desmoralizacion general. Si tenemos en cumdgaas que tanto Francia
como Inglaterra, las naciones lideres en Matengticaante el siglo XIV, se vie-
ron mas tarde devastadas por las guerras de lositees y de las dos rosas durante
el siglo XV, entonces la decadencia del saber asslta comprensible. Las uni-
versidades italianas, alemanas y polacas sera@uétmaran durante el siglo XV
el relevo, en lo que a la matematica se refierepckso del escolasticismo en Ox-
ford y Paris.
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Introduccion

Los matematicos siempre han usado medios auxilpessus trabajos e investi-
gaciones. Desde la antigua regla egipcia para formaangulo recto mediante
una cuerda con nudos equidistantes tomando ladmngdeud 3-4-5 a las aplica-

ciones informaticas de hoy han pasado muchos sigére la necesidad o conve-
niencia de su uso sigue presente.

Algunos de estos recursos auxiliares tienen taminm@nutilidad didactica. La
realidad de la escuela es virtual: los objetosasgd@rocesos,... que se estudian,
con frecuencia no estan presentes y se descrilmepatabras y dibujos y su estu-
dio se lleva a cabo mediante recursos didacticodasoque el estudiante interac-
tla para alcanzar sus objetivos (Escudero, 1983).

Existen muchas referencias sobre recursos y mia®mian aplicacion en la
clase de Mateméaticas (Puig Adam, 1958) (Biguen@b9l (Puig Adam, 1960)
(Roanes Macias, 1969) que, a veces, pueden refaruga parte de la Matemati-
ca como la Geometria (Alsina, Burgués, & Fortur8g8).

Hay también vastos estudios generales sobre ldicdasdn de medios como
(Cabero, 1990). Mencionemos, por ejemplo, las loiemocidas taxonomias de
Dale, Cloutier, Schramm y Ducan. La taxonomia de&JMESCO (Andnimo,
1984) fija seis clases: manuales y libros, medms pa ensefianza cientifica —
matraces, tubos de ensayo,...—, recursos parautaa&@dn fisica, medios para la
formacion profesional, multimedia y medios inforioés.

Trataremos de organizarlos atendiendo tanto aclalegia usada como al
modo en que se aplican en la clase de Matema@caso se menciona en (Hillel,
1991), la forma en que se usa un recurso puedendepde la asignatura y del
estilo de ensenar.

El primer paso consistira en clasificar los recsrsrnologicos en “recursos
electronicos” y “no-electronicos”. En el presentiécallo trataremos especialmen-
te sobre los recursos electronicos.

Notemos que este primer paso es una “clasificacdnél sentido matematico
del término (las clases recubren y son disjun{ze)p los pasos siguientes no lo
son (habra conexiones e incluso solapamientos elatses). Cada item se ha co-
locado en la clase en que, entendemos, encaja.mejor

Subrayaremos, por ultimo, que este articulo tienergjen en unas conferen-
cias impartidas por el primer autor, durante ldsmals cursos, en el marco del
CAP de CC. Matematicas de la Universidad Complétensganizadas por la
profesora Maria Paz Bujanda Jauregui.
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1 Recursos no-electronicos

Podriamos destacar los siguientes (todos bien abysexcepto eBobcatqui-
Z4s):

€

regletas: introducidas en 1952 por George Cuise(E861-1976). Como
ocurrre con la mayor parte de los recursos, setalapuy bien a unas tareas
(adicion) pero son solo “usables” en otras (muttgedion). Se pueden encon-
trar aplicaciones, por ejemplo, en (Puig Adam, 196@n diversas paginas
Web

los contadores o tableros de bolas, que se usabBErarcia desde 1812 o las
maquinas de contar (Compayré, edicion sin fecha)

abacos: usados hasta no hace mucho para reallzalosa(por ejemplo en
bancos de Europa del Este), fue también usado bemamienta pedagogica.
En cualquier caso nosotros consideramos que soanhientas para realizar
una tarea concreta mientras no esté disponiblenodjar (calculadora, orde-
nador) mas que medios didacticos (lo mismo quereaon las tablas de lo-
garitmos o la regla de calculo)

el Bobcat una curiosa calculadora digital mecanica, comaéreida a princi-
pio de la década de los 70. Se dejaban caer belasato por una superficie
de plastico inclinada con varios “cambios de via posicion de las “agujas”
de los cambios de via era programada de acuerdtaaperacion a realizar.
Habia diversas ranuras de salida, cada una delddescestaba asociada a un
namero (resultado). Aunque fue un interesante fatée ilustrar el funcio-
namiento de los calculos numéricos en los entoacesgentes sistemas digi-
tales, tuvo muy poco impacto

dominds matematicos: frecuentemente usados parsfdarenar el proceso de
aprendizaje en un juego, proporcionando por tantaumento en la motiva-
cion del alumno. Un ejemplo interesante se puedeengBujanda & de la
Fuente, 1989)

maquina de Galton: permite reproducir experimemssdisticos. Esta co-
mercializada por empresas dedicadas al materidctiod y también puede
simularse por ordenador con facilidad

otros materiales para el calculo de probabilidadestos, dardos, monedas,
mosaicos, puzzles, cartas,... (Fraenkel, 1998y (Rdam, 1960)

espejos, caleidoscopios: para simular reflexiogesu(composicion), figuras
geométricas planas y en el espacio
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€ el geoplano una tabla cuadrada con clavos en los veérticasndered, en los
gue se enganchan gomas elasticas con diferentpdsias. Fue creado por
Caleb Gattegno (1911-1988). Una coleccion de apbogs se puede encon-
trar en (Puig Adam, 1960)

pizarras esféricas

€ bloques logicos: para los que se desarrollarorrstgeaplicaciones por distin-
tos autores durante los afios 60 y 70 (Diennes &liGg| 1966)

€ Dbloques multibase: usados para introducir el computnérico en varias ba-
ses de sistemas de numeracion

regla 'y compas

a

W)

2 Recursos electréonicos

Distinguiremos: medios audiovisuales, juguetegutatioras y ordenadores.

2.1 Medios audiovisuales

Han sido estudiados en profundidad desde hace dielRgy ejemplo la Ley Gene-
ral de Educacion de 1970 indicaba que “se utilzaafpliamente las técnicas
audiovisuales” (Articulo 18).

Los precedentes son la radio y los primitivos rdpobores de sonido de co-
mienzos del siglo XX. Tenian dos usos posibles:acayuda en el proceso de
comunicacion y como ayuda en la ensefianza progeatdadPablos, 1995).

Es obvio que los aparatos de cine o video, loodyatores de video discos y
de DVD son una interesante ayuda en cualquier Beéllan una desventaja comun
a todos ellos es que no son realmente interactbarssimplemente “transmisores
de conocimiento”. Consideramos un medio como ioter@ en el sentido de
(Salinas Ibanez, 1992-1993)yando tiene capacidad de implicar al estudiante
activamente en el programa de instruccion. La acteridad es la relacion subje-
tiva que se establece entre una persona y el gmdue le es presentado a traves
de un proceso de dialogal cine y los aparatos de video son los menosbfies
pues tienen un acceso secuencial, lo que hace mmdynodo seleccionar sélo
algunas partes de la cinta o presentar escenastemnadorden. Esta desventaja no
la presentan los reproductores de video discosDMi2, donde el acceso aleato-
rio es posible.
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Ademas en todos estos sistemas la velocidad deegeqtacion no se puede
ajustar al nivel especifico de los alumnos y npwede llamar a ayudas o expli-
caciones (el profesor puede por supuesto parapl@duccion y hacer comenta-
rios adicionales).

Por ello todos parecen mas interesantes para wiaésrias como Quimica
(donde hay experimentos casi imposibles de reproéuacel laboratorio, por ser
peligrosos, costosos, lentos,...); Biologia (domua, ejemplo, los alumnos no
pueden ser llevados facilmente a Africa para présemas costumbres de los
grandes felinos),... Pero en materias con una itecksle flexibilidad mayor
(como ensefianza de idiomas extranjeros o Matersgtsaventajoso utilizar los
multimedia de los ordenadores. Volveremos sobrerass tarde.

2.2 Juguetes

Podriamos distinguir tres clases de juguetes edpsamte interesantes desde el
punto de vista matematico: vehiculos programaliéstfaces de ordenador para
control de juguetes y trenes miniatura.

2.2.1 Vehiculos programables

Los juguetes han evolucionado a la par que la tegfen Curiosamente, y segu-
ramente por la inexistencia de los gastos de iwaxtibn y validacion de la tecno-
logia del mundo real, algunos juguetes incluyendkgias de ultima generacion.

En la década de los 70, cuando los programas padeaador se solian escribir
en tarjetas perforadas, estaba a la venta un ¢erthe programable” (en Espafia
lo fabricaba la empreddacoral). De escala aproximada 1:24, tenia un Unico mo-
tor eléctrico que propulsaba el eje trasero y dirdé la tarjeta. Los dos lados de la
tarjeta podian ser cortados a tres niveles (quefisigban, respectivamente, ade-
lante/parada/marcha atras e izquierda/recto/dergchean “leidos” por palpado-
res mecanicos.

Los afios 80 fueron los afios de expansion del megrénguajeLogd y sus
graficos de tortuggAbelson & diSessa, 1981). Sorprendentemente |@sigiaje
declin6 durante los afios 90 (posiblemente un canhiactitud debido a las exce-
sivas esperanzas puestas en él). De cualquier e®dn excelente lenguaje, des-
de nuestro punto de vista, tanto para ensefiar agmnag como para tratar ciertas

1 http://el.www.media.mit.edu/groups/logo-
foundation/products/robotics.html
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cuestiones geométricas. Pero no es tan buenousmek inadecuado para ciertas
tareas en las que algunos intentaban aplicarlo.

Cuando los precios de los microprocesadores bagjalganos juguetes in-
cluyeron érdenes similares a las dedguga Un buen ejemplo es 8lig Trak
comercializado en Espafa a final de los 80. Coaspkcto de un vehiculo te-
rrestre de ciencia-ficcion, incorporaba un tecladosu parte superior que per-
mitia al usuario programar recorridos al estildad®rtuga No tuvo demasiado
éxito, y fue adquirido casi exclusivamente por afgi centros educativos. Un
producto similar, una tortuga mecanica denomirRolamey esta disponible en la
actualidaé.

2.2.2 Interfacesde ordenador para control de juguetes

Un area de gran interés es la aplicacioimterfacesal control de juguetes. Algu-
nas empresas que fabrican “construcciones” chegw o Fischer Technikven-
den sofisticadogterfacespara el control de juguetes desde un ordenddsyo(
Technik Center, Fischer Technik Compu}inQtras compafiias que ofrecen soélo
interfaces pero no bloques de construcciones son la ale@asmosy la espafio-

la Enconot.

Para hacernos una idea de lo calidad de estosefesjl) una “caja” estandar
de Fischer Technilproporciona el material necesario para constpair,ejemplo,
un plotter DIN A-4 o un robot que resuelve el problema dettases de Hanoi
(moviendo monedas ferromagnéticas). Es interesarfteyar que un nifio puede
tener asi las herramientas para construir, por g{Enun ascensor mucho mas
sofisticado que el del bloque de viviendas donge.vi

Estasinterfacestienen un amplio campo de aplicacion en la ensafide In-
formatica y de Matematicas. Ofrecen una interesaltenativa a los problemas
estandar de programacion y son una fuente de pnaklgeométricos (como los
gue se presentan en gruas, funiculares,...), nortemé mucho mas atractivos
para el alumno que los problemas abstractos usuales

2 http://el.www.media.mit.edu/groups/logo-foundation /
3 http://lwww.fischerwerke.de
4 http://'www.enconor.com/
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2.2.3 Trenes miniatura

Los trenes miniatura son casi tan antiguos comdrérees reales. Por ejemplo la
compaiiia alemanislarklin® ha fabricado trenes miniatura durante mas de siglo
y medio. Y su tecnologia ha evolucionado a la vez la del mundo real. Ahora
existen sorprendentes posibilidades, como videatagnen miniatura que per-
miten simular la vision que tiene el “maquinistastala” desde la cabina de la
locomotora. Ademas, las compafias lideres cdwtioklin, Fleischmann..
ofrecen la posibilidad de controlar el trafico tanario (miniatura) desde un
ordenador. Como curiosidad, esto estaba dispoaiities de quBenfeinstalara
sus primeros enclavamientos por ordenador (estat@dfrancia en Barcelona y
linea del AVE).

Alemania tiene una larga tradicion en trenes miméatEn algunos centros de
secundaria se usan para estudiar problemas matemticomputacionales. En
los EEUU hay una impresionante instalacion minetantesanal, controlada por
ordenador y dirigida a la docencia, en la univadi8UNY en Plattsburgh (NY).

2.3 Calculadoras

Entre las calculadoras distinguiremos: clasicaanfehtales, programables y cien-
tificas), graficas y simbalicas.

Las calculadoras no son tan populares en Europa emnEEUU. Pensamos
que la razon principal es que los estados europpogan economicamente los
estudios desde &lndergartenhasta la universidad, considerando la sociedad que
el estado tiene que proporcionar a los centrog@pamiento necesario, lo que
incluye laboratorios de ciencias y aulas informaicAsi, las calculadoras no son
tan necesarias.

De cualquier modo, los profesores europeos estamsalerando el uso de las
calculadoras debido a la saturacion de las aufasmidticas, aunque hay expe-
riencias como la llevada a cabo en todos los cemnteosecundaria de Extremadu-
ra, donde la totalidad de las aulas son realmeriées snformaticas.

Una interesante posibilidad de las modernas calowa es la capacidad de in-
teractuar con sistemas de adquisicién de datosq@InCBL deTexas Instru-
ment$, que pueden usarse en los laboratorios de Fidgc®uimica,... Este es un
gran avance en la presentacion de los aspectosnditéates de las ciencias a los
alumnos (Keunecke, 2000). Un informe sobre la égpera austriaca en el tema
puede encontrarse en (Aspetsberger & Aspetsbed§dr) 2

5 http://www.maerklin.de
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2.3.1 Calculadoras clasicas

Incluimos en esta categoria las calculadoras gepsi@den manejar y presentar
datos en formato numérico, generalmente en unalf@mmte una linea. Actual-
mente es una herramienta indispensable en ladéasencias, aunque se usa mas
como una ayuda que como una herramienta integraliseurricula.

Creemos importante subrayar como esta es posibtenemprimera vez que
una herramienta realmente cambia la actitud dpriofesores de Matematicas: en
algunos casos especiales esta permitido usardaladbra como una “caja negra”
(black-box), que nunca se transformara en una ‘lol@jaca” (black-box) (Buch-
berger, 1989a) (Drijvers, 1995). Un ejemplo es &b de la calculadora para
aproximar el lado de un cubo de volunid@nt. De los pasos habituales que per-
miten alcanzar la solucion de un problema real:

Problema del mundo real4 matematizacion del problemaE
algoritmo que resuelve el problemaE célculo de la(s) solucién(es¥
interpretacion de la(s) solucion(es)

el célculo de las soluciones se considera en aste garticular como trivializable

(una situacion extremadamente infrecuente en Mdiessa aunque no en Inge-
nieria, pero que probablemente se hara mas y nmagncpor el rapido aumento

de la potencia de los ordenadores). Por ejemplospestudiantes conocen ac-
tualmente el algoritmo de la raiz cuadrada y pesieinte ninguno conoce el de la
raiz clbica, a diferencia de lo que ocurria enasbdo (Aguilar, 1994). Un estu-

dio de como las tecnologias pueden producir, yedddn han producido, cambios
curriculares puede encontrarse en (Cabezas & Raazeso, 2002).

2.3.2 Calculadoras graficas

Estas calculadoras afiaden capacidades graficagpadiilidades de una calcula-
dora clasica. Es pues posible representar gralibag 3D, campos de fuerzas,
etc.

Posiblemente sea en los EEUU donde han sido adigptads ampliamente a
nivel de secundaria. En Espafa la region de Vaemairealizado recientemente
una compra masiva de TI-83 para los centros dendaca dependientes del go-
bierno regional, pero no hay otras experienciae@gzadas que conozcamos
(Burrel, Cabezas, Roanes Lozano & Roanes Maci&g))19
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2.3.3 Calculadoras simbolicas

Texas Instrumentmtrodujo una revolucidn a principios de los 90 da calcula-
dora TI-92 (Anonimo, 1995) (Kutzler, 1996a). Estdcaladora incluia las posibi-
lidades de una calculadora grafica, ademas destensa de Computo Algebraico
(una version adaptada @=rive) y un Sistema de Geometria Dindmica (una ver-
sion adaptada d€abri Geometry lly, mas recientemente, tambienTde Geo-
meter’s Sketchpad jPor fin un Sistema de Cémputo Algebraico (CA@pia
sido llevado a una calculadora comercial!. La Tle82nayor que una calculadora
estandar e incluye un teclado “gwerty”. Fue seguldaa TI-89, de tamafio y
formato estandar pero sin un Sistema de Geometrantica (DGS).Hewlett-
Packardlanz6 su similar HP-49G en 19990asio posee también un modelo si-
milar en su catalogo. La reciente Voyage-200 ekeas Instrumentsa aumentado
las posibilidades ofreciendo conexion a la Web pdaibilidad de producir do-
cumentos electronicoS{udyCardg

Para aquellos que no estén habituados a la temgi@olisada en el parrafo an-
terior, digamos que un CAS presenta dos difererfailadamentales respecto de
una calculadora programable tradicional o un lejggestandar de ordenador:

I) usa “aritmética exacta” en lugar de “aritmética de coma flotante” (Pavelle,
Rothstein & Fitch, 1982) (Roanes Lozano & Roanesiltg 1992):

€ los numeros muy grandes no se escriben redondeado®mtacion cienti-
fica”, se almacenan y manejan con todas sus @#astas

€ las fracciones y los irracionales no se escribenocon entero seguido de
un punto o coma y una parte decimal, sino que seiem&n como expre-
siones en las que aparecen fracciones, radicaésholos (por ejemplo:
e, ,...), ydonde se llevan a cabo las simplificacgopertinentes

€ se dispone de aritmética compleja

i) puede manejar variables “sin asignacion”. Quigeeir que, aunque cualquier
lenguaje de ordenador puede calcular, por ejen@@le,b)* para cualesquiera
valores dea y b, un CAS puede, ademas, simplificar una expresinog por
ejemplo, (a + by’ - (a - bf reduciéndola adab, sin tener que asignar ninguin
valor aa o b, lo que es una tarea que supone un salto cuaitedin respecto a
la realizacion de cOmputos numeéricos.

La obtencién de derivadas simbdlicas, calculosimalkes y vectoriales, la reso-
lucidn de ecuaciones y sistemas lineales, reabimaibe calculos estadisticos, etcé-
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tera, son desarrollos naturales de ii). Ademasp@monan otras posibilidades
mas complejas como integracion simbolica y resolude sistemas no-lineales.

Un DGS es un paquete de dibujo similar a un pagietdisefio asistido por
ordenador (CAD), que permite cambiar (arrastraraoat raton) un objeto, cam-
biandose subsecuentemente todos los objetos qemdkap de él, y por ende la
construccion completa. Por tanto permite expladiprda y comodamente conjetu-
ras geomeétricas, lo que constituye una auténtigalueion en la ensefianza de la
Geometria.

2.3.4 ¢Calculadoras u ordenadores?

Puede no ser tan facil distinguir una calculad@aidpalmtop Si consideramos

las capacidades graficas, el procesador y la cahtddamemoria disponible, son
similares. Algo parecido ha ocurrido con los orakmas personales y los mini-
ordenadores: un moderno ordenador personal de giéan@s mas rapido y poten-
te que un mini-ordenador con algunos afos de edad.

Quizas el mejor modo de distinguirlos sea consideraalculadora como un
producto mas o menos terminado (el software vieokiido y es mas o menos
fijo) mientras que gbalmtoptiene que ser “rellenado” con un sistema operativo
software.

A principio de los afios 9Bewlett-Packardntrodujo unpalmtopque disefa-
do para MS-DOS, podia cargsoftwareen formato de tarjeta de crédito, para el
gue se prepard una version Merive Se culpa habitualmente a su precio relati-
vamente alto y a su pequefio teclado de su faléxitke

Pensamos que la mayoria de paémtopsson disefiados ahora para ser usados
como agendas, escribir pequefios documentos y, acamecho, usar una hoja de
célculo. Sin embargo hubo excepciones, como ettatcaCasio Casiopeaque
podia correr eficientemente, por ejemplo, el OA&ple sobre su sistema operati-
vo Windows CE

2.4 Ordenadores

Una desventaja obvia de la incorporacion de calicuéss y ordenadores a la vida
diaria es la falta de entrenamiento en calculo alefero nadie pensaria en
prohibir el uso de los coches para que los condestbagan ejercicio. Lo que
tiene que conseguirse es un sentimiento positiviahal deporte y el ejercicio

fisico, de modo que el coche no se use para irlagan proximo. De modo simi-

lar, una calculadora o un ordenador no deben s&logspara resolver un proble-
ma sencillo. Se pueden (y deben) usar cuando blgma es laborioso o cuando
el algoritmo que resuelve un paso de importanaarsgaria no es conocido, co-
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mo se comentd mas arriba (Kutzler, 1999). Estacpbsies también la expresada
por ejemplo en (Stewart Townend & Watkins, 1994syanalizada en (Herget,
Heugl, Kutzler & Lehmann, 2000).

Unos excelentes articulos, pioneros en tratariésgyos del uso del ordenador
en la ensefianza de la Matematica, son (Atiyah,)08fe Guzman, 1991).

Un reciente informe (Davis & Barnard, 2000) encorjue, sorprendentemen-
te, el ordenador es usado por los alumnos soboeparh tareas de tipo rutinario,
y practicamente no es usado para explorar. Aslaguerdenadores no siempre se
usan en educaciéon con todas sus posibilidades.

Para profundizar en la clasificacion, considerae@iwora el modo en que se
usa el ordenador. Distinguiremos: Ensefianza Aaigtidr Ordenador (EAO),
aprendizaje a través de la programacion, uso deepes|y lenguajes matemati-
Ccos.

2.4.1 Ensefanza asistida por ordenador

Muchos pensaron en los 80 que los ordenadoresailcambiar rapidamente mu-
chos campos, entre ellos la ensefianza y todoslEsanados con la Inteligencia
Artificial. Aunque los Sistemas Expertos y las eptiones inteligentes se han
hecho mas y mas frecuentes, hemos sido testigosrde no es tan facil propor-
cionar al ordenador inteligencia “real”.

Probablemente el error de los estadios iniciales de la EAO fue tratar de susti-
tuir al profesor con un programa, pero es practeamimposible prever todas las
posibles preguntas o errores que pueden aparecartewel proceso de aprendiza-
je. Es pues esta una aproximacion realmente la@ode implementar y no muy
satisfactoria en asignaturas como Matematicas, umupgisten defensores de su
uso (Hervas, Lorente & Villanueva, 1995). Se usadentemente en la ensefianza
de idiomas extranjeros.

Ademas, estos programas solian ser meros “transgRigte conocimiento”.
Este método funciona bien por ejemplo en acadedeasonducir para preparar
los “tests tedricos”, pero no se adecuan bien aego®mas complejos como la
ensefianza de la Matematica.

Un objetivo totalmente diferente seria tratar deeh&volucionar al clasico li-
bro de texto hacia el “libro electronico”, con medlores dnyperlinks generaciéon
automatica de ejemplos y ejercicios (lo que hacHilao” practicamente algo
nuevo cada vez que se “abre”, y hace posible mm@p que el alumno menos
dotado vea mas ejemplos o resuelva mas ejemplaspordja de mas ayudas),
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con correccion de ejercicios y ejemplos (inclusoatede caracter similar pro-
puestos por el propio alumno).

Y lo mejor de todo es que todas estas posibilidadtan disponibles por
ejemplo en ciertas aplicaciones desarrollaa®$roc que pueden llamar al “na-
cleo” del CASMaple (Llovet, Martinez, Jaen & Fabre, 1991) (McCabe &twW
son, 1997) y en las “hojas de trabajo” de la magote de los CAS.

2.4.2 Aprendizaje a través de la programacion

En casi todas las actividades humanas existen mtseladencias mas o menos
seguidas por la mayor parte de la poblacion. Hégpenas afios el sentimiento
general era que programar era algo importantetpdmel mundo (quizas porque
poco mas se podia hacer con las calculadoraspetpseiios ordenadores de prin-
cipio de los 80). Después parecia que todo el mmedesitaba saber como usar
un procesador de texto, una base de datos y uaalaajalculo. Ahora parece que
todo el objetivo es que todo el mundo pueda navegiainternet.

Probablemente programar es importante para uniastedie ciencias. Ser ca-
paz de manejar un procesador de textos es unadategeneral, pero, posiblemen-
te, trabajar con bases de datos y hojas de caloulo es. Y poder navegar por In-
ternet o ser capaz de construir una sencilla pagieln es ahora muy importante,
pero ser un maestro del disefio de paginas Webeaw(lRoanes Lozano, 2001).

Una posicion extrema de la moda mencionada en piugar es el “aprendi-
zaje a través de la programacion”. Su nombre eefeejidea clave: los alumnos
tienen que programar todo lo que se les ensefau&ke usar para ello cualquier
lenguaje C, Pascal Basig Logo...). Tiene la ventaja de la excelencia alcanzada
por los alumnos en el dominio de los diferentesaterg la desventaja de la enor-
me cantidad de tiempo necesaria para completalifie®ntes objetivos. Por tan-
to, implementar urcurriculum a desarrollar de esta forma implica acortar el nu-
mero de temas tratados. Una experiencia muy irsetesjue usaba el lenguaje
Pascaltuvo lugar en Francia, en la Facultad de Matemsat{cin lugar propicio
para llevar a cabo una experiencia como esta) tmikersidad Paris-Sud Xl, y
fue llevada a cabo por Francois Cottet-Enetrdl (Cottet-Emard, 1989) (Goetg-
heluck, 1990).

2.4.3 Uso de paguetes y lenguajes matematicos

La cantidad de software educativo ya era impresienhace afios (Anonimo,
1991), y esta creciendo muy rapidamente, por loeguenpensable proporcionar
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aqui una lista exhaustiva. Pretendemos simplendarte@na vision general orga-
nizada de los recursos.

2.4.3.1 Lenguajes y paquetes de proposito especifico

Muchos profesores y muchas empresas han desaogtadgramas de proposito
especifico para ilustrar una cierta cuestion. Sag buenos en algo muy concre-
to, pero no pueden generalmente realizar nada N@a®stan restringidos a la
Matematica, y se pueden encontrar interesantepkjerpara Astronomia, Fisica
y Economia, entre otras materias.

Por ejemplo en el caso de la Geometria, podrianeoEionar:

€ Tesselmani&!(Edwards & Lee, 1999): para el dibujo de mosajmeErsddicos

€ ProGeo(Schupp & Berg, 1990): para estudiar curvas, m@ntos en el pla-
no Euclideo (esto es, transformaciones que coaiséavforma), etc.

€ NTG (Roanes Macias & Roanes Lozano, 1994): que inchxymicaciones
paso a paso del problema del circulo de Apolorebptbblema de Steiner, in-
versiones,...

€

2.4.3.2 Lenguajes y paquetes de propdsito general

Hay dos clases deoftwareespecialmente adecuados para ensefiar Matematicas:
los CAS y los DGS (que fueron mencionados mas atristos, junto con los
paquetes estadisticos, resultan muy importanteslparclases de Matematicas y
de Fisica. Mas aun, se considera (“principio delaamo” de Kutzler) que, por
ejemplo los CAS no so6lo amplian las posibilidadedo$ mejores alumnos, sino
gue ayudan a los menos dotados (Kutzler, 1996b).

2.4.3.2.a Paquetes Estadisticos

Esta es la rama de la computacion mateméatica negoocida por los no-
matematicos, porque estos paquetes tienen un asgpectro de usuarios. Sim-
plemente consideremos el significado de los acroside los populareBMDP:
Bio Medical Data Packagg SPSSStatistical Package for the Social Sciences
Muchas veces son usados como cajas negras (blaels)opor usuarios tan
alejados de la Matematica que ni siquiera tienemligera idea de la teoria es-

6 http://www.keypress.com
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tadistica subyacente, pero que quieren comprobarhiymdtesis de un modo
estadistico.

En general estos paquetes simplemente devuelveltagkss. No proporcionan
un entorno creativo para realizar investigacionggeiemos decir en Estadistica,
no “usando la Estadistica”), ni permiten prograewensiones (pues no propor-
cionan un lenguaje de programacion). El entornooespletamente diferente del
proporcionado por los CAS y los DGS. Una excepciuy interesante elSat-
hom! A Dynamic Statistics Softwarde Key Curriculum Pressdisefiado para
ensefiar Estadistitalambién se pueden desarrollar entornos que @ermitfa-
vorezcan las investigaciones en Estadistica dallmenos usando CAS (Cabezas
& Roanes Lozano, 2001).

2.4.3.2.b Sistemas de Cémputo Algebraico

Constituyen, posiblemente, sbftwaremas flexible para la educacion matemati-
ca. Una vision de diferentes aplicaciones se paadentrar en (Koepf, 2000).

Los CAS permiten presentar la informacion en diegignguajes simultanea-
mente. Por ejemplo una expresion algebraica endatana de Algebra”, la co-
rrespondiente gréafica 3D y su seccion 2D por eh@la=3, pueden ser visibles a
la vez.

Los CAS mas conocidos sdderive (comprado hace unos afnosSaftware
Housepor Texas InstrumentsMaple y Mathematicd. Sin embargo existen mu-
chos otrosNluPad, Axiom ReduceMacsyma, Maxim#4,...) e incluso algunos de
proposito especifico. Por ejem@mCoA! esta especializado en calcular bases de
Grobner cuando el cuerpo base es de caracterfistiiza Si el objetivo es exclu-
sivamente representar curvas y superficies en d¢itgi existe un software espe-
cifico denominaddPGrapH2 Digamos queMaxima y CoCoAson gratuitos y
gue existen versiones gratuitashePad.

Axiomera particularmente potente, permitiendo definigle llamaba “cate-
gorias”, esto es, la estructura algebraica en éasguvan a realizar los calculos

7 http://lwww.keypress.com
8 http://www.ti.com/calc/docs/derive5.htm

http://www.maplesoft.com
http://www.wolfram.com
9 http://www.mupad.com

10 http://maxima.sourceforge.net
11 http://cocoa.dima.unige.it
12 http://www.dpgraph.com
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(por ejemplo, un anillo de polinomios sobre un poebase no-conmutativo).
Dejo de comercializarse 2001, y ahora parece geersercializara comsoftwa-
re libre.

Los pioneros fueron, al final de los 60 (yacsymay Reduce pudiéndose co-
rrer en aquel entonces solo en super-ordenadose®s@mente, fueron disefiados
para satisfacer las necesidades de la Astronotai&igica de Altas Energias.

Su popularidad actual esta relacionada con laidifiude implementaciones
para los mas simples ordenadores personales (akpente gracias Berive) y
los excelentes gréaficos (especialmentdidehematica a finales de los afios 80 y
principios de los 90.

Los CAS mas antiguos se implementaron en lenguiafe (porque un buen
modo de implementar la aritmética exacta es megliahtiso de listas), mientras
gue los mas modernos estan implementaddS gror cuestiones de velocidad y
portabilidad).

Austria fue pionera del uso de los CAS en la enssdide la Matematica, alla
por 1991, con la compra de una licenciaDdgive para todos sus centros de se-
cundaria. Otros paises como Portugal (1994), Eslay@997) y Emiratos Arabes
(1997) siguieron su ejemplo. Francia decidi6 raeieente compraviaple. Otros
paises como Holanda estan llevando a cabo ampimsiencias. Otras veces la
experimentacion es local, como en el caso de Hagobualonde todos los institu-
tos usarDerive desde 1995 y, muy recientemente, en la Comunidallatrid.
Informes sobre la impresionante experiencia austriaca y sobre la situadién en
tintos paises pueden encontrarse, respectivananfe, 1996) y (—, 1997).

Muchas universidades de todo el mundo estan adqdwi“licencias de cam-
pus” de CAS, como la Universidad Complutense derMatiniversidad Politéc-
nica de Madrid, Rensselaer Polytechnic Institut@yTNY),...

2.4.3.2.c Sistemas de Geometria Dinamica

Los DGS permiten también presentar la informacidrigerentes lenguajes ma-
tematicos simultaneamente: como un dibujo geoneétidinamico” y como un
“algoritmo geométrico” (este ultimo denominadwacrg script, construction
text..., segun de qué DGS se trate).

Como se dijo mas arriba, estos programas son sasidalos de CAD, pero estan
orientados a la “Geometria de regla y comffa€uando se usan en la ensefianza de
la matematica de cualquier nivel, los resultadoses@elentes (Artigue, 1996):

13 http://forum.swarthmore.edu/dynamic.html
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son altamente motivadores en comparacion con lesdog tradicionales

la calidad de las figuras generadas es muy alta

es posible realizar cambios de los datos inicidéspués de terminar el dibu-
jo (muchas veces el dibujo es poco claro por usafdgunada seleccion de
los puntos iniciales, y, ain mas importante, estmsbios permiten “explorar
en Geometria”)

€ es posible usar animaciones para generar lugaoeségecos

Son DGS bien conocidd3abri Geometry li(ahora también un producto @exas
Instrumenty The Geometer's Sketchpéake Key Curriculum Pregsy Cinderella
(comercializado poSpringer-Verlag. Se pueden encontrar informacion y versio-
nes demo de ellos en la WélOtro similar esThe Geometric Supposétel Cen-
ter for Educational Technologysrael}®.

El primero y posiblemente el mejor conocidoGatri Geometrypero, desde
nuestro punto de vista, el mas amigable para ehrizssies The Geometer’'s
SketchpadPor ejemplo, el modo de tratar los algoritmosngétnicos de la ver-
sion 3 gcripty era realmente intuitivo.

El mas modern€inderellatiene dos ventajas respecto de los anteriores:

€ permite tratar Geometrias no-Euclideas

€ aunque representa puntos del plano real, los o&lad realizan con comple-
jos, con lo que se evitan los problemas en cagexiedes, en los que desapa-
rece parte o toda la figura por la aparicion edilgaso de los calculos de un
complejo no real.

Hay DGS comerciales en otros idiomas, coiwklid DynaGe® (aleman),

GeomW’ (francés),GEUP8 (espafiol),... También existen otros gratuitos, @om

GeoGebr&®, Dr. Ged®y Wingeord.

a dh b

14 http://www.ti.com/calc/docs/cabri.htm

http://www.keypress.com/sketchpad/index.html
http://www.cinderella.de
15 http://www.cet.ac.il/math-international/first.ntm

16 http://www.dynageo.de/

17 http://www2.cnam.fr/creem/

18 http://www.geup.net/index_esp.htm
19 http://www.geogebra.at

20 http://www.gnu.org/software/dr_geo
21 http://math.exeter.edu/rparris/
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Una interesante posibilidad es unir las prestasialelos DGS con las de los
CAS. Por ejemplo seria muy interesante explorar aometura con el raton, al
estilo de lo que se hace con los DGS tradicionalegner automaticamente las
correspondientes ecuaciones, y tratarlas al modo dee hacen los CAS, para,
por ejemplo, aplicar un método de demostracionmaatiza como el de Wu o el
de las bases de Groébner (Roanes Macias & Roanes@,0¥994) (Buchberger,
1989b) (Chou, 1988).

Obsérvese que el usuario puede pregun@alai Geometrypor la validez de
una conjetura geométrica sobre una construccidaryanada, yCabri Geometry
responde si esta es cierta o falsa, pero lo qumeate hace es una busqueda heu-
ristica de contraejemplos. Si no consigue encomtnacontraejemplo, considera
gue el resultado es cierto (lo que no es una “dea@én” valida desde el punto
de vista matematico).

The Algebraic Geomet&res un DGS que ha sido anunciado durante bastante

tiempo como capaz de rellenar ese hueco ese losyD@&SCAS, ofreciendo “sa-
lida algebraica” para los objetos geométricos dbljd. Desafortunadamente,
parece no estar a la venta todavia.

En (Roanes Lozano, 2002) propusimos como solucida geunir las posibili-
dades de los DGS con las de los CAS que un “traduekterno tomara la salida
del DGS vy la hiciera entendible para el CAS (re#tiidose esoftwarg. En nues-
tro sistemaParamGeo(Roanes Lozano, Roanes Macias & Villar Mena, 2G@3)
conectan de este modbe Geometer’'s Sketchpad y.8.4 conDerivey Maple

Otros autores han optado por escribir nuevos D@8, s comunican con
CAS ya existentes. Por ejemplajgaresy GDI (Botana & Valcarce, 2001) son
unos DGS desarrollados en la Universidad de 3%igoe son capaces de llamar a

CoCoAo aMathematicay producir auténticas demostraciones de teorensds, a
como determinar lugares geométricos. Ademas esz adgpaompletar hipotesis
para que se verifiguen teoremas geométricos, sigaitas ideas de Tomas Recio
y otros (Recio, 1998) (Recio & Vélez, 1999).

Existe una tercera via en que el DGS, de nuevdidisacluye posibilidades
algebraicas (como el chinrBeometry ExpeJyto que incluye posibilidades alge-
braicas y l6gicas (comdathXP4, desarrollado en Taiwan)

22 http://www.saltire.com/paraprts.html
23 http://rosalia.uvigo.es/fbotana/
24 http://www.acailab.com/english/mathxp.htm
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Finalmente, se estan desarrollando los primeros BG.3Jn ejemplo e€al-
ques 3~

En entornos donde la economia es el objetivo pdiabra evolucion es a ve-
ces mas rapida. Por ejemplo, los delineantes yesao los utensilios de dibujo en
los estudios de arquitectura clasicos, sino progsade CAD. En las empresas,
una buena secretaria ya no es la que tiene masatpahes” escribiendo a ma-
guina, sino la que es capaz de sacar el mejodpadtel procesador de texto. Del
mismo modo que las calculadoras jubilaron a lakasede calculo, los contables
de “anotar en el libro de cuentas” han sido sudbiipor contables que usan
hojas de calculo, que generan los libros de cuehtamtras, muchos profesores
de Mateméticas siguen reacios a usar otra cosaajsea la tiza y la pizarra.

2.4.4 Sobre Internet como medio didactico

La conectividad proporcionada por la Web vy el efité acceso a la informacién
(la Web es ya posiblemente la mejor fuente de iinémién) produce grandes
cambios en el modelo de ensefianza y es analizadatate en (Grigoriadou &
Papanokolau, 2000). Por ejemplo:

€ el acceso poe-mailpermite consultar dudas al profesor facilmente

€ el uso dee-mailfacilita la cooperacion entre alumnos (Hydorn, 200

€ el que los profesores tengan sus propias paginds pafienite ofrecer infor-
macion (como ejemplos, notas, antiguos examenes,...

€ la video-conferencia permite mantener el caradtireccional de la relacion
alumno-profesor en la enseflanza a distancia. lmches podria pensar en
“lecciones magistrales globales” en la “aldea glol#an Espafia se han des-
arrollado algunas experiencias por parte ddrieversidad Nacional de Edu-
cacion a Distancia (UNEDY la Universitat Oberta de Catalunya (UOR)
Es obviamente muy dificil sustituir la eficiencia t clase tradicional, pero
hay situaciones en las que una clase tradicionakmuosible (enfermedad del
alumno, areas con una extremadamente baja derdgdaablacion, incompa-
tibilidad de horarios,...) y en las que esta semiea posibilidad razonable

€ algunas paginas Web (European Mathematical Sotie¢yEuropean Mat-
hematical Information Serviéeé American Mathematical Sociéfy NA-

25 http://www.psyc.nott.ac.uk/staff/nvl/Calques3D/
26 http://www.uoc.es

27 http://www.emis.de

28 http://www.ams.org
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SA29, Instituto Astrondmico de Canarfés.) ofrecen un amplio espectro de
posibilidades para la clase de Matematicas. Hainpagon un alto grado de
especializacion, como la de John Sch8Jemn que se incluyen todos los pro-
blemas de las Olimpiadas Matematicas Internacis#ate el servidor WWW
Turnbull en la University St. Andrew?s especializado en Historia de las Ma-
tematicas y de matematicos famosos. Otras estan dedicadas a problemas ma-
tematicos en general, como Crux MathematicGfum

€ también es posible obtener de la Web cantidades/asade datos para estu-
dios estadisticos basados en datos reales

€ existen paginas en la Web dedicadas al softwangiooe3>

€ la Web puede ser una buena herramienta para marddos profesores en
contacto con las autoridades y con los nuevos idisar en sus campos (se
trata de una audiencia curiosa, pues es dispersdefinicion, pues tiene que
recubrir todo el pais). Este es el caso del Miristée Educacion y Ciencia
espafncb.

A pesar de que puede ser una ayuda muy intergsardes| proceso de ense-
flanza-apendizaje, claramente, como las otras hiemtam citadas mas arriba, no
es una herramienta matematica especifica, comghet misma, sino una herra-
mienta para la comunicacion.

No obstante, algunas paginas estan comenzande@eofrosibilidades inter-
activas, coma@ppletso sesiones remotas (Colvin, Coyle, Hartig & Modr@98).
Este es el caso, en CAS, del abandoddple Explorero deLiveMatl?.

29 http://www.nasa.gov

30 http://www.iac.es

31 http://www.kalva.demon.co.uk

32 http://www.kalva.demon.co.uk/imo.html
33 http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk

34 http://www.journals.cms.math.ca/CRUX/
35 http://www.downloadsafari.com

http://dir.yahoo.com/Science/Mathematics/Software/
36 http://www.pntic.mec.es

37 http://www.LiveMath.com
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Conclusiones

Los recursos tecnolégicos hace tiempo que llamarias puertas de nuestras au-
las, ofreciendo todo un mundo de posibilidadesef@es que ya es tiempo de
darles la bienvenida. Este articulo ha tratadoateuda vision general, pero cual
de estas tecnologias elegir y como usarla en casta especifico es todavia un
problema abierto, que escapa a los objetivos @etedtajo. Ademas, pensamos
gue hay todavia una fuerte necesidad de disefiptenmentar y divulgar expe-
riencias de aula reales.
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Abstract

In the present paper, a biographical study of Thab¢ Miletus is carried
out. Without forgetting his undeniable importance @ philosopher or
other facets of his life, we shall especially engi® in his work those
geometric theorems which constitute the startinqipm the process of
Mathematics rational organization.

Dedicado a Mary Paz Bujanda. Con mis sentimients d
admiracion a su obra y de gratitud y afecto a stspea

Introduccion

Si bien el nombre de Thales de Mileto es bastamteado —debido sin duda a su
célebre teorema, posiblemente el mas famoso desleliée Pitdgoras-; en cam-
bio, se sabe muy poco de su vida e incluso de isu blasta tal punto es eso cier-
to, que el que suele ser llamagorema de Thaleslos segmentos determinados
por dos rectas concurrentes cortadas por paraelaproporcionales- no parece
gue haya sido de su paternidad (yo al menos no¢mn&ado fuente alguna que
se lo atribuya). Pero, incluso en el improbableussfp de que fuera Thales su
descubridor, es practicamente seguro que no ldeha@bobado, pues su demos-
tracion, nada facil, aparece por vez primera ([p7]42) en el Libro VI de los
Elementosie Euclides (téngase en cuenta al respecto laddetitle Klein cuan-
do recordaba que si un teorema lleva el nombrendmatematico, es seguro que
ese matematico no es su inventor).

54



Para saber algo mas de Thales y tratar de aclgtaras dudas, he estudiado la
figura de este ilustre personaje, sobre el qudesaisundante literatura de su ver-
tiente como filésofo, aunque es muy escasa la disj@ode su faceta matematica.
En las siguientes paginas se expondra un resumdm ideestigacion realizada,
incidiendo en especial, l6gicamente, en su cortdidivua nuestra ciencia, lo que le
ha supuesto ser reconocido por numerosos automes e€oprimer matematico
Ademas, también hablaré, en segundo término, gemssamiento filoséfico y de
sus descubrimientos y aportaciones en otras aesamismo, me ha parecido
oportuno incluir algunas curiosidades, leyendasédcdotas relativas a su perso-
na, para que la lectura del articulo, dentro dekible, resulte mas amena.

1. Elinicio de la ciencia griega

La Ciencia nace en Oriente, pero no adquiere caracteristicas racionales hasta que
en el siglo VI antes de nuestra era Grecia comiara@anizar los conocimientos
empiricos de las antiguas civilizaciones. Esto o®rg decir exactamente, sin
embargo, que el pensamiento cientifico se iniciesmnsiglo, pues ¢ qué son sino
las observaciones astronémicas de los caldeosaloslos babilénicos o la geo-
metria egipcia?, por citar algunas de las contiiimes de las culturas preceden-
tes: pretende significar, mas bien, que son lasggs los que estructuran los co-
nocimientos e impregnan sus razonamientos del ligpeco adecuado para dotar
a los conceptos y argumentos de una validez urivess para ellos “lo que se
ensefia o lo que se aprende” es precisamente landatata, no ha de extrafiarnos
que esa transformacion cualitativa repercuta mpgaalmente en el nacimiento
de esta disciplina como ciencia tedrica 0 que enaiparte de la terminologia
matematica actual —paralelogramo, aritmética, bigér...— esté presente su ori-
gen griego.

Para el estudio de la ciencia griega, que abarsaucamilenio, desde el siglo
VI a. C. hasta el siglo IV d. C., suelen estableedos mismos tres periodos, de
algo mas de trescientos afios cada uno, en queide ti filosofia griegahelé-
nico (hasta la muerte de Alejandro Magno y de Arisagsghelenistico(hasta los
origenes de la era cristianayjgeco-romano

En referencia al inicio del primer periodo, con@daner en cuenta que en el
afio 600 a.C. los griegos estaban dispersos endasdsstado independientes
ubicadas a lo largo del Mediterraneo y de las sodta Asia Menor (la actual
Turquia). En Jonia, situada en la costa egea delaase encuentra la prospera
ciudad de Mileto, cruce de civilizaciones de trestmentes y capital de gran
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numero de colonias distribuidas en torno al marrdl€goy conserva aun restos
de las antiguas construcciones y monumentos, cdrnsanguario de Apolo, el
templo de Atenea y unas termas romanas). En aifge sa denominadiscuela
de Miletqg donde nacen la filosofia y la matematica griegas,lyos personajes
mas ilustres son Thales, y sus sucesores Anaximandro y Anaximenes.
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2. Fuentes bibliograficas originales sobre Thales

Las referencias disponibles sobre los inicios dgelametria griega son, paradoji-
camente, menos fiables que las relativas a las matematicas babil6nica y egipcia,
ya que no existe manuscrito original alguno de deméatica helena de aquella
época. La mayoria de las informaciones que se pasaemuy posteriores, pues
provienen de los cédices bizantinos y de las treidnes al arabe de algunas ver-
siones latinas. De Thales, concretamente, se salgepoto de su vida y de su
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obra, que es conocida Unicamente por testimoniassdetores muy posteriores,
guienes en no pocas ocasiones presentan versiomemecidentes.

Una de las mas importantes fuentes de procedeedia snaHistoria de la
Geometriade cuatro tomos, escrita por Eudemo de Rodd¥ . C.), discipulo
de Aristételes, que se habria perdido; aunquewafadamente antes de su des-
aparicion alguien pudo hacer un resumen de parta desma. Sin embargo, el
original de este resumen parece ser que asimismextsavid, salvo algunos
fragmentos.

Los dos comentaristas mas sobresalientes de la matematica griega son Pappus
de Alejandria (ss. llI-IV), quien escribié una vmiimosa obralLa coleccion ma-
tematica conservada casi totalmente en una copia del Xidly el filosofo neo-
platonico Proclo de Bizancio (410-485), cuyo textas importante, aComenta-
rio al Libro | de los Elementos de Euclidescluye parte de la informacion
transmitida por Eudemo, por lo que a veces es tHarfaimario de Eudemdcn
esta Ultima documentacion, de tercera mano, seaagoyuena medida lo que se
conoce sobre la figura de Thales como matematis@. por ejemplo, se dice de
él que estuvo en Egipto (lo que no es de extraniess en el delta del Nilo habia
entonces numerosas colonias griegas y tropas aeslihelénicas al servicio de
los faraones), y en qué consistio en términos géewesu labor: “... fue en primer
lugar a Egipto, y de alli introdujo este estudioGrecia. Descubrid por si mismo
muchas proposiciones, e instruyd a sus sucesorkss gmincipios en que se ba-
san muchas otras ...” ([2], p. 76).

Existen también otras fuentes mas dispersas sdiaied en relacion con sus
actividades matemaéticas y otras aportaciones t@snmue provienen de Plinio
(23-79), Plutarco de Queronea (c 46-125) y Diogdrzescio (200-250). A ellas
hay que afadir las referencias suyas en camporemiés, fundamentalmente
filosofia, que estan basadas sobre todo en esciétosristoteles (384 a.C.—322
a.C.), unos doscientos cincuenta afos despuésalesylaunque también se en-
cuentran en otros autores, como Herodoto (c 484-@420 a.C.) —que asimismo
proporciona alguna informacion sobre las aporta&sgate Thales a la astronomia-
, Aristofanes (445 a.C.—385 a.C.), Platon (427-8€7 a.C.), Demetrio Falereo
(s. IV a.C.) —discipulo de Teofrasto-, Aecio y Care (ambos del s. 1), Simplicio
(s. VI) —el mas erudito de los comentadores detétates-, etc. ([1], pp. 333-
335), ([5], p. 71), ([8], pp. 34-38), ([10], pp. 3A55). Por ultimo, J. Voilquin
([22], pp. 47-48) presenta un extracto de difer®of@niones expresadas por Tha-
les segun sus doxdégrafos, tomadas de una reca@mildei testimonios y fragmen-
tos de los presocraticos realizada por el insigaertista H. Diels en 1893.
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3. Thales, uno de los “siete sabios” de Grecia

Thales naci6 en Mileto, y segun Herodoto y Demddenia ascendencia fenicia;
su padre se llamaba Examio y su madre Cleobulfjag] 1). Aunque ni siquiera
hay unanimidad sobre las fechas exactas de sieegiat las que parecen mas
probables son las que, siguiendo a Proclo, seilmigén, por ejemplo en ([1], p.
333), ([9], p- 128) y ([11], p. 46); conforme adoal habria nacido en el afio 624
a.C. y fallecido en el 547 a.C. Didgenes Laereioreferencia a laSronicasde
Apolodoro (finales del siglo V
a.C.), afirma sin embargo que
nacié en el primer afio de la
Olimpiada 35 (640 a.C.) o de la
39 (624 a.C.), mientras que,
segun Herodoto, fue durante la
Olimpiada 35, esto es, entre el
640 y el 637 a.C. (como es sa-
bido, las Olimpiadas —llamadas
asi por celebrarse en la antigua
ciudad de Olimpia- tenian lugar
cada cuatro afos; la primera de
ellas se realizo en el 776 a.C.,
en el 393 fueron suspendidas y
hasta 1896 no volvieron a con-
memorarse las nuevas Olimpia-
Busto de Thales. Museo del Vaticano ([3], p. 67) das o Juegos Olimpicos). Res-

pecto de la fecha de su muerte —

parece ser que en elmomento en
que iba a fallecer pronunci6 las siguientes pataliite alabo, joh Zeus!, porque
me acercas a ti. Por haber envejecido, no podiasesstrellas desde la Tierra’-
también hay opiniones distintas a la mas probaiileja mas arriba, pues Didge-
nes Laercio dice que fue a los 78 afios y Sosicaates 90.

Para tratar ahora de aproximarnos a la figura dée$hhay que empezar di-
ciendo que en los afios en que transcurre su vata@gn diversos personajes que
ocupan puestos de superioridad con respecto aosggidadanos en los diferen-
tes estados, que entonces se constituyen librerderdeuerdo con normas e ins-
tituciones legales. A esa categoria de hombresmemén los llamados “siete sa-
bios” de Grecia, que emiten sentencias, maximaggeptos morales que mues-
tran el inicio del pensamiento griego cuando seapla conductas de la vida; y
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el primero a quien se le da ese tratamiento esspreente Thales. Los nombres
de los siete sabios varian segun diferentes au(ft@g p. 145), ([22], p. 23),
pero en todas las clasificaciones figuran estos@uéhales de Mileto, Pitaco de
Mitiline, Brias de Priene y Soldn de Atenas; ado® generalmente se afaden,
ademas, Periandro de Corinto, Cledbulo de RodasiiioiQde Lacedemonia.
Didgenes Laercio atestigua que, conforme a otrastfis, la lista de los cuatro
citados inicialmente se completaria hasta diezloi$o diecisiete.

La fama de la sabiduria de esos hombres es debjda eran capaces de com-
prender la conciencia de la moralidad general,lano&ndola en forma de sen-
tencias para conducirse por la vida o de leyedesiveunque a veces también
sean formuladas sin esa intencionalidad, sino gme@hte como pensamientos
filosoficos y especulativos. De Thales, en congre¢ocuentan algunas anécdotas
a este respecto, como la que relata D. Laercid,([0159), de acuerdo con el
cual se queria dar el premio de un tripode de oro al mas sabio de los hoo#res, g
recayo en Thales (o Bias), pero aquél se lo cediboay asi sucesivamente, por
lo que el tripode fue dando la vuelta hasta qu®lde nuevo a Thales, y éste (0
Solén) emitio el juicio de que el mas sabio de sodm Apolo, y el trofeo fue
enviado al templo de este dios, de Didimo o ded3elf

Son sabidas, asimismo, la maxima atribuida a rugstrsonaje: “Condcete a
ti mismo”, como su respuesta a la pregunta sokakdabe ser la conducta de una
vida justa y nueva: “Abstenerse de hacer lo queamos en los demas”. Menos
conocidos son, sin embargo, los apotegmas queisplgan; algunos de los cua-
les, segun Demetrio Falereo, son los siguienteq, ([227): “Acuérdate de tus
amigos, estén ausentes o presentes”, “No te emba#igor el exterior; es por tu
género de vida por lo que has de embellecerte”, ttiNenriguezcas con desver-
guenza”, “Los buenos oficios que hayas conceditis gadres, espera recibirlos

en tu vejez de tus hijos”, “Es dificil conocer @&, “La ociosidad es penosa”,
“El exceso es un mal”, “La ignorancia es una pesaatga”, “Rechaza la ociosi-
dad, incluso si eres rico”, etc. También son famakstintas sentencias atribuidas
a Thales por autores diferentes al anterior, cost@ gue sigue: “La abundancia
de palabras no prueba la justeza de las opiniogedfjunas otras que apareceran

a lo largo del texto.

Por otra parte, como ha podido deducirse de loestpumas arriba, los siete
sabios gozaban de una cierta consideracion combresnide estado. De Thales,
en particular, se tienen referencias de que, gbeutnte, actué con esa condi-
cion, aconsejando a sus paisanos sobre diversasones, tanto de politica inter-
ior como exterior; recomendaciones que, en camimosiempre fueron puestas
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en practica. Un ejemplo de esto ultimo, segun etza Herodoto ([10], p. 146),
es que antes de la sumision de los jonios Thatekdbia advertido que debian
crear una suprema asamblea consultiva en Teosodenitorial de Jonia, consti-
tuyendo asi una especie de estado federal sinrperdedependencia de las de-
mas ciudades, que pasarian a considerarse distrit@stante, su sugerencia no
fue atendida, y el aislamiento de los distintoshpage con su caracter individua-
lista, les llevo a la derrota. Igualmente quedamiat este aspecto de estadista
cuando convencié a los milesios de que no se unefareso en el momento que
se puso en guerra con Ciro; en esta ocasion sisttiechado y, a consecuencia de
la derrota de Creso, todas las ciudades de Jomiarflsojuzgadas por los persas,
a excepcion de Mileto, tal como sefiala D. Laerdi0]( p. 158).

4. Su obra matematica

El interés de Thales por la ciencia posiblementerggnara en sus contactos co-
merciales con Egipto y Mesopotamia, fruto de lcalesillegd a conocer en buena
medida la matematica y la astronomia babilonicaenas, como ya se ha dicho,
resulta probado que viajé a Egipto y permanecioaddjun tiempo, en el que se
inicié en los misterios de su religion y aprendidue pudo de su geometria, cu-
yos contenidos trasladaria luego a Grecia.

En el campo de las matematicas se le atribuyeraéeJltinco teoremas geo-
métricos y la resolucion de dos problemas practiSesenuncian y comentan a
continuacion.

i) Todo circulo queda dividido en dos partes igualesgu diametro

Este teorema, junto a los tres siguientes, apamecdComentariode Proclo. Si
bien parece ser que Thales fue el primero en deanlwstla palabra “demostrar”
no debe ser tomada en su acepcién actual. Come&dijtor ([20], p. 164), lo que
probablemente haria para llegar a esta conclua&na dibujar figuras de circulos
y observar que quedan divididos en sectores cheslliguales por 2, 4, 6, ... dia-
metros convenientemente trazados (perpendiculemesando 45°, etc.); figuras
que le resultarian familiares al encontrarse fret@mente en monumentos y va-
sos egipcios. Con todo, hay que hacer constar geguiera Euclides probaria
mas tarde este teorema, sino que lo enunciarialebre | de losElementosco-
mo una definicion; concretamente la XVII: “Un didmeede un circulo es una
recta cualquiera que pasa por el centro y que acaba en ambas direccilanes en
circunferencia del circulo; esta linea recta dinatieirculo en dos partes iguales”
([16], p. 124).
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i) Los angulos de la base de todo triangulo iséscadesiguales.

Respecto de este enunciado, hay que decir quesT leal@ealidad, uso el término
“semejantes” en vez de “iguales”; lo que parecé&ardjue no concebia la ampli-
tud del angulo como una magnitud, sino mas bienocona figura que tiene una
determinada forma. El teorema, que correspondanab$opons asinorug[20],

p. 165), figurara después como la Proposicién VLid#lo | de losElementosie
Euclides: “En triangulos isésceles los angulosaehdse son iguales vy, si los la-
dos iguales se prolongan, los angulos situadosladjase seran iguales entre si”
([16], p. 190).

iii) Los angulos opuestos por el vértice que formanoalacse dos rectas son
iguales.

Aungue Thales, en efecto, descubriera el teoreegyramente no lo probd de
manera rigurosa. Fue Euclides quien lo hizo enrgpgsicion XV del Libro | de
sus Elementos “Dos lineas rectas que se cortan determinan éaagopuestos
iguales” ([16], p. 233).

iv) Si dos tridngulos tienen un lado y los dos angalbgacentes respectivamente
iguales, entonces los triangulos son iguales

Eudemo en stiistoria de la Geometriafirma que este teorema era conocido por
Thales, y de nuevo figura en IB®ementosie Euclides, concretamente en la Pro-
posicion XXVI del Libro I: “Si dos triAngulos tienados angulos respectivamente
iguales, y también uno de los lados, el que unddssangulos iguales o el opues-
to a uno de los angulos iguales, entonces los lgdesquedan son iguales y el
angulo restante es igual” ([16], p. 271), dond& esirrectamente demostrado.
Para determinar la distancia de una nave a la,@s{aosible que Thales se basa-
ra en este teorema.

v) Todo angulo inscrito en una semicircunferencia msngulo recto

A este teorema, que segun parece ya sabian lossg@adnale Babilonia y acaso
Thales con ocasion de sus viajes a esas tierqasyad autores ([2], p. 76) deno-
minanteorema de Thale$u resultado, como es conocido, tendria posteente
una relativa importancia, y aparecera en lugamesligpares como IRivina Co-
mediade Dante ([21], p. 15), cuando se pregunta si sareicirculo no cabria un
triangulo rectangulo:

O se del mezzo cerchio far si puote
Triangol si ch’un retto non avesse
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Sorprende, desde luego, que Thales supiera estnapesto es, la existencia
de infinitos triAngulos rectangulos con una hipasen(diametro del circulo cir-
cunscrito) comun y no se planteara en cambio gia€io® guardan los catetos
con dicha hipotenusa —o sea, el teorema de Pi&gonaéxime cuando es proba-
ble que hubiera oido hablar en Egipto del triAngeltangulo de lados 3, 4, 5
([4], p. 13).

Ademas de estos argumentos, existen otras opingwiee la hipotética atri-

bucion a Thales del descubrimiento de este teoralgana de las cuales expongo
a continuacion.

La méas importante, posiblemente, sea la de Diégeaercio, quien duda si
fue Thales o Pitagoras el primero en inscribirnangulo rectangulo en un circu-
lo; conclusion a la que llega al considerar laisigie fuente ([9], p. 131): “Panfi-
la afirma que Thales, quien aprendié geometriagl@djipcios, fue el primero en
inscribir en un circulo un triangulo rectangulasacrifico un buey (por la impor-
tancia del descubrimiento). Otros, sin embargduido Apolodoro el calculador,
dicen que fue Pitagoras”.

En relacion con la segunda hipotesis, ApolodorewsCronicasafirmaria que
el sacrificio del buey lo realizé Pitdgoras, aunduda si fue al dibujar una figura
que representa su teorema o bien otra que resuelpeoblema de aplicacién de
areas, segun recoge Plutarco eVila de Epicuro También hay constancia de
ello en el siguiente distico atribuido a Apolod{&90], p. 177):

As when Pythagoras the famous figure found
For which the noble sacrifice he brought

En cualquier caso, el teorema aparece de nuevoséitdmentogle Euclides,
concretamente en la Proposicion XXXI del Libro HEn un circulo, el angulo
colocado en el semicirculo es recto; el que estél @@gmento mayor es menor
gue el recto; el que esta en el segmento menolagsrmue el recto; el del seg-
mento mayor es mayor que el recto, y el del segmmenor, menor que el recto
([21], p. 767), y su demostracion esta basada &rdposicion XXXII del Libro
I:” En cualquier triangulo, si se prolonga uno ds lados, el angulo exterior es
igual a los dos internos y opuestos, juntos, yties internos del triangulo son
iguales a dos rectos” ([16], p. 296). Eudemo aygbal descubrimiento del teo-
rema enteramente a los pitagoricos y, ademas, efgemder que Thales no lo
conocia, pues no cree que pudiera llegar a él aerspreviamente que los
angulos de cualquier triangulo suman dos rectos.

62



A la vista de lo anterior, aceptar la opinion de
Panfila que otorga a Thales su paternidad, ofrece

A
algunas dificultades, pues también, ciertamente,
de este teorema podria haber deducido enseguida
que la suma de los angulos de cualquier triangulo
w
A

es dos rectos (lo que, sin embargo, no es seguro
gue conociera Thales). En efecto, si el triangulo
ABC es rectangulo, al trazar el radio OA se des-
compone en dos triangulos isosceles ABO vy

AOC, y por el teorema IQBA=BAO vy
OCA =OAC; ahora bien, como 1 recto=BAC=
=BAO+0OAC, también OBA+OCA = 1recto, y

los tres angulos del triangulo suman dos rectos. Y
la demostracion puede extenderse a cualquier
triangulo ABC sin méas que trazar una altura AD y

B D C  aplicar la propiedad a cada uno de los dos triangu-
los rectangulos en que queda dividido.

Cantor en cambio presume que Thales no sélo tenizcitniento de este Ul-
timo teorema, sino que ademas lo probo, y postednte dedujo el teorema v a
partir de aquél. Y basa su argumentacion e@amentario sobre las Conicas de
Apoloniodebido a Eutocio (s. VI), -acaso el ultimo conaeista de las matema-
ticas de la antigiiedad-, en donde se atribuyennair®é&(s. | a.C., posiblemente),
filésofo estoico e historiador de las matematicas, las siguientes palabras-“los
tiguosinvestigaron el teorema de los dos angulos remtosada caso particular
de un tridangulo, primero en el triangulo equilatéuego en el isdsceles y después
en el escaleno; aunque mas tarde los gedmetras demostraron el teorema general:
que en cualquier triangulo, los tres angulos intes suman dos rectos” ([9], p.
135). Esta suposicion de Cantor descansa, puda,@msideracion, de acuerdo
con los pitagéricos y otros gedmetras griegos posés, de que loantiguosen
esa cita serian Thales y sus coetaneos.

Como ya ha sido dicho, ha de entenderse de cualjundo que cuando me
he referido en el caso de Thales al proceso de stemedn, no significa que se
tratase de una demostracion formal —como sucedejemplo en log&lementos
de Euclides-, sino, con toda probabilidad, a laeolecion de aparentes relacio-
nes en determinadas figuras, que se asumen comasce partir de la visuali-
zacion y medicion en situaciones particulares. e se hablara después mas
ampliamente.
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vi) Determinacion de la altura de la pirdamide de Keops

Como es sabido, Thales calculd la altura de la Gran piramide de Gizeh a partir
de la longitud de la sombra que proyectaba. Haghstante varias versiones so-
bre este hecho, que basicamente se reducen adasguientes ([9], p. 129):

. La mas antigua y también la méas sencilla es la debida a Jerénimo, discipulo
de Aristételes, recogida por Didogenes Laercio:ddeno dice que [Thales] midio
la altura de la piramide observando la longitudsdesombra en el momento en
gue su sombra era igual a su altura”.

. Plinio, en swHistoria Natural expresa casi lo mismo: “Thales descubri6 co-
mo hallar la altura de las piramides y de otrogtalgj similares midiendo la som-
bra del objeto en el instante en que el cuerposostbra tienen igual longitud”.

. Plutarco hace referencia a lo que Niloxeno (s..\@.3, embajador del rey de
Egipto, dice de Thales y de Amasis (faradn de Bgipie gobernd entre el 569 y
el 525 a. C.): “Entre otros hechos, él [Amasis] quedd especialmente satisfecho
cuando, sin dificultad alguna ni ayuda de instrutmgn[Thales] coloco vertical-
mente un bastén en el extremo de la sombra prajegar la piramide y tenien-
do asi dos triangulos originados por los rayossdel mostré que la altura de la
piramide guardaba con relacion al baston la misropgocion que la sombra de
la primera con la sombra del segundo”.

Segun parece, la primera de las versiones —quedifiee de la segunda- es
la mas probable, y el método seguido es mas elamgm¢ el mencionado por
Plutarco. Posiblemente Thales observara que arstnte en que la longitud de
la sombra de un objeto es igual a su altura, eso mismo sucederia paraicualqui
otro; conclusiéon a la que acaso llegara inductivamedespués de haber hecho
las mediciones correspondientes. Con respectmartacion de Plutarco, signifi-
caria el establecimiento de la proporcionalidadagelados homélogos de dos
triangulos rectangulos semejantes; lo que no quelecir necesariamente que
construyera una teoria general de la semejanzgpyofaorcionalidad, ni tan si-
quiera que enunciara el que hoy en dia suele deaosei teorema de Thales.

En cualquier caso, en las tablillas babilonicagpimms egipcios ya aparece el
germen de esas ideas; asi, en las paredes deitacitabdonde se encuentra la
tumba del faradn de la XIX2 dinastia —unos 1300s&i€.-, por ejemplo, hay
dibujadas figuras semejantes de dimensiones priopates, y también los arqui-
tectos babildnicos parece ser que aplicaban pa@nkstruccion ciertas normas en
las que estaba implicita la proporcionalidad elusdados homadlogos de figuras
semejantes. Con todo, en los egipcios y babiloai@ggometria no constituia un
cuerpo de doctrina formal, sino que consistia enamteccion de reglas practicas
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de medida que se utilizaban fundamentalmente emagsura y en construccion
(mas adelante, sin embargo, se matizaran estasaafones)

Si parece conveniente incidir en el hecho de quedaundo crédito a la tesis
de Plutarco sobre la aportacion de Thales, ederaige, ésta no va mucho mas
alla de las técnicas egipcias.

Papiro de Rhind ([18], p. 23)

En efecto; en los problemas del papiro de Rhind relativos al calculo de magni-
tudes de las piramides, se distinguen los segmarkba:thebilado de la base) y
piremus(altura de la pirdmide). A partir de ellos obtienera razén, que deno-
minanse-get([9], pp. 127-128) ®eqt([5], pp- 59-60), que determina la pendiente
de la piramide:

1 ikhaSthebt

seSget= .
piremus
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esto es, lo que hoy seria la cotangente del ardjatiro formado por una cara
lateral y la base. Y este valor deskxqetera importante para los constructores de
piramides, pues debia permanecer constante ahdiierido sucesivos bloques de
piedra (en el problema 56 del citado papiro resétal8/25, en los problemas 57
a 59, 3/4, y en el 60, 1/4, que corresponden, otispenente, a los angulos
54°14'16”, 53°7'48” y 75°57'50”, de una piramid#e Dakshur, de la segunda de
Gizeh-Kefrén- y de Medum).

Por tanto, en esas mediciones se partia de | bldsa-thebty de la pendien-
te (se-gel y se obtenia la altura; mientras que Thales,rséguersion de Plutar-
co, a partir de la longitud del baston y de su samglde la longitud de la sombra
de la piramide calcularia su altura, lo que evidemnte resulta equivalente a
imponer que los triangulos correspondientes tengan una misma pendiente.

vii) Calculo de la distancia de una nave a la costa
Hay que decir en primer lugar que este problema pasaria a denominarse veinti-
trés siglos despudgsoblema de la cartaatribuido por los ingleses a J. Collins (s.
XVI) y por los franceses a L. Pothénot (ss. XVII-XVIII).
La suposicidbn mas probable es que Thales observara la

D nave desde lo alto de una torre y se basara ewpaniona-
lidad de los lados homologos de triangulos rectkrsgseme-
E jantes. Segun esa hipotesis, si la nave se enauamil lugar

C N, Thales se habria subido a la torre AB en la costa, a la orilla
B del mar, con un aparato formado por dos listonearsulo

recto. Colocado uno de ellos, CD, vertical, endinecta con

AB, y el otro horizontal hacia el mar, lanzaria ungsual
desde D hacia el barco, que determinaria un paréa su
interseccion con el liston horizontal.

A N  Conocidas las longitudes de AC, CD y CE, por la semejanza
de los triangulos CDE y ADN, se tendria:

AN = (AC+CD)-%,

gue proporciona la distancia buscada.

Hay también otras posibles explicaciones sobre el procedimiento llevado a ca-
bo en la resolucion del problema, como una queiasta la linea seguida siglos
después por Marco Junio Nipso enflsaminis varatioy otros agrimensores para
hallar la distancia de un punto a otro punto inaccesible, y que se apoya en el teo-
remaiv ([9], p. 132).
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5. Thales y el inicio de la matematica deductiva

Una vez que se han visto las aportaciones mateasatancretas de Thales, qui-
siera reflexionar sobre su significado global; estp sobre su repercusion en la
evolucion de esta ciencia. Pero he de hacer ami@&s consideraciones de tipo
general.

La matematica griega de la que se tiene noticiaserza precisamente en la
época de Thales, mucho después, por ejemplo, ditertdura griega (baste con
recordar, entre otras, las figuras de Homero o eldddlo, de los siglos IX y VIII
a.C., respectivamente). En su origen, la geomegtréga aparece como tributaria
de la egipcia, y en menor grado de la babilénicagae con Thales empieza a
pasarse de lo meramente empirico a lo tedrico,ve@daque se inicia la idea de
demostracion. En un principio se trata de una “dg#raoion” empirica o experi-
mental, basada fundamentalmente en la simetriasualizacién o la superposi-
cion de figuras planas: es una “demostracion” ([p2]32) mas convincente que
rigurosa (hoy en dia diriamos que correspondegalrs® o, a lo sumo, al tercer
nivel de razonamiento de Van Hiele). Se esta, @atot en el origen de la trans-
formacion de la geometria en una disciplina purdaen&vrica, y se emprende la
investigacion de los teoremas enunciados de maneraterial y abstracta. La
geometria de Thales es, en consecuencia, el punto de partiddaged griego
en matematicas: el gran salto cualitativo que sumbdneaso de la matematica
inductiva y empirica de las civilizaciones anteg®a su nacimiento como ciencia
deductiva y especulativa (como se ha dicho, a ShageMileto, el principal arti-
fice de este proceso, se le denomiru@rimer matematico

Ahora bien, a pesar de los comentarios hechos $alnatematica preheléni-
ca, convendria no obstante hacer ciertas matizesiahrespecto, a tenor de lo
gue se conoce de los antiguos papiros egipciobliylda babilonicas. Las obser-
vaciones se reducen basicamente a dos, que sesaxmecontinuacion ([2], p.
66-67).

En primer lugar hay que precisar que, si bien emézsimentos mencionados
se encuentran tan solo problemas concretos y espesiales sin planteamiento
general alguno, no es menos cierto que en lagldabbiuneiformes se observan
numerosos ejercicios de tipos muy similares —adaggdos a escolares- que se
resuelven siguiendo unos mismos procedimientoseRmraunque no se ha con-
servado ninguna formulacion de tales reglas, negeaaventurado presumir que
acaso hubieran existido (de no ser asi, resulthfii@l explicar la aparicion de
colecciones tan extensas de problemas semejantes).
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La segunda aclaracion se refiere a la pre-
tendida falta de abstraccion en las matemati-
cas mesopotamica y egipcia; tesis que en li-
neas generales estimo correcta, en especial si
se circunscribe a la geometria. En lo que po-
dria considerarse los albores del algebra, sin
embargo, no me parece que sea exactamente
asi; pues, por ejemplo, para representar una
cantidad desconocida, ya en Egipto se utilizd
una palabra especiaha o montén ([15], p.
144), y en Babilonidongitud, anchura, area
o volumen(aunque no tuviera nada que ver
con problemas de medida); y se planteaban
problemas —similares a nuestras ecuaciones-
en los que habria que determinar tales canti-
dades. ¢No habria que interpretar estos signos
como el inicio de un proceso de abstraccion
similar al que supone la introduccion de in-
Grabado de Thales, 1616. cognitas y a la resolucion de ecuaciones?
Biblioteca Nac. de Paris ([19], p. 98) En cualquier caso, frente a esa matemati-
ca, ¢qué significado tiene la irrupcién de la
geometria de Thales? Siguiendo fundamental- merite Wartinez ([14], pp.
191-193), del analisis de los teoremas de Thaledeginferirse lo siguiente:

- Suponen auténticos teoremas, esto es, afirmacesetas sobre objetos ma-
tematicos, especificamente sobre figuras geomstfiea si”; mientras que la
geometria prehelénica se limita a estudiar propiedades numéricas particulares de
figuras concretas.

- En las proposiciones de Thales se enuncian gtages sumamente sencillas
y completamente indtiles para las necesidadesigaactsu sentido es pues muy
diferente que el de la matemética babildnica y @gjpesencialmente aplicada y
de un buen nivel técnico (una muestra del cardeteico de la matematica grie-
ga es que ni siquiera se preocupa en adoptar temsisle numeracion posicional
—como la babilonica-, de grandes ventajas pragticas

- Aungque segun eComentariode Proclo Thales vino a demostrar, en algun
sentido, la validez universal de sus asertosteda seguridad no se trataba de
demostraciones estrictamente formales, pues noc&ngni entonces existia- un
sistema de axiomas 0 principios basicos, absolutimeecesario como cuerpo
de doctrina donde poder construir una ciencia aatmo-deductiva.
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Dando entonces por hecho que la matematica griegka cual Thales con su
geometria es su iniciador, introdujo un cambio itatalo fundamental, debemos
preguntarnos ahora sobre las razones de esa traasfon que permitid pasar
gradualmente de la matemética instrumental a lam@diea pura.

Las causas de esa nueva concepcion de la maten(fdddapp. 193-197),
probablemente haya que buscarlas en el procesasdmigraciones y coloniza-
ciones que tuvieron su origen en la crisis soaiaglgg de los siglos IX al VIl a.C.
y que dieron lugar a importantes cambios en swencras. Los primeros grandes
viajeros griegos tuvieron entonces ocasion de amlos mitos y convicciones
de las distintas civilizaciones, y advertirian thdg¢a contradicciones entre tales
ideas, como también con las propias del mundo grigpisodio que acaso consti-
tuya la mas significativpérdida de creenciade la historia (asi lo denomina,
entre otros, Ortega y Gasset).

Es de presumir, en consecuencia, que en esaintedsctual se encuentre pre-
cisamente el origen de la filosofia griega y, endacerniente al analisis de nues-
tra ciencia, se buscara denodadamente verdadesainlesliy razonamientos in-
discutibles, independientes de toda contingenaia. €5a perspectiva han de ex-
plicarse como auténticos logros los teoremas dée$hque si bien son elementa-
les y meramente teoricos, constituyen sin embaegdades universales, de vali-
dez absoluta. Por consiguiente, las carencias formales de sus demostraciones de-
berian quedar en un segundo plano al lado delfisigtid global de sus proposi-
ciones: ser el punto de partida de la estructuracion de la matematica como ciencia
tedrica, tal como hoy es concebida.

6. Astronomo e ingeniero

Ademas de matematico, filésofo y estadista, en Thales se distinguen asimismo
otras diferentes facetas, como las de astronosiopfy lo que podriamos llamar
ingeniero e, incluso, en algin momento, la de commete u hombre de negocios.

Es sabido que Thales predijo un eclipse solar middudurante el reinado de
Aliates, coincidiendo con una batalla entre medbdigs, que finalmente detuvo
el fendmeno celeste y condujo a la paz, segun aweritistoriador Herodoto. De
acuerdo con los astronomos modernos habria ocwetid® de mayo de 585 a.C.
([20], p. 146), aunque se manejan también otrablessfechas del mismo, como
el 30 de septiembre de 610 o el 21 de julio de(B21], p. 15), ([23], p. 60). En
todo caso, Thales ignoraba la causa de los eclidebgdo a una particular con-
cepcion del sistema solar y a su falta de conoaitogetécnicos y de una base
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soélida de observaciones; por ello, su predicciéo yue realizarse con ayuda de
tablas empiricas de los astronomos de Babilonjaf@ 137-138) obtenidas a lo
largo de siglos (habian descubierto un periodo3Bel@naciones entre dos eclip-
ses consecutivos), que Thales posiblemente trdgeEayipto.

Entre otras aportaciones suyas a la astronomia, Eudemo le asigna el descubri-
miento de que “el periodo del Sol con respectosashisticios no es siempre el
mismo”; lo que se supone quiere significar que rdidvia desigualdad de la dura-
cion de las cuatro estaciones astronémicas, aledas cuatro partes del afio tro-
pico, dividido por los equinoccios y los solsticios (parece ser que Eudemo basa
sus argumentos en los escritdgbre los solsticiog Sobre los equinocciogel
propio Thales, segun Didégenes Laercio). Asimismead®e que observo la exis-
tencia de dos Hiadas, que conocia la division delsalar en 365 dias y que con-
sideraba que la Luna era 700 veces menor que gln8hiso Calimaco le reco-
noce como el descubridor de la Osa Menor.

Hay que mencionar de igual modo
diversas aportaciones suyas a la nave-
gacion, que posiblemente estuvieran
recogidas en el manualstronomia
naudtica atribuido por algunos a Tha-
les y por otros a Foco de Samos. Entre
ellas se encuentra la propuesta de la
navegacion por la Osa Menor, como

Sello griego dedicado a Thales método para llegar al polo, al estilo de
([13], p. 48) los fenicios, en vez de la costumbre
griega de hacerlo por la Osa Mayor.

Existen, por otra parte, afirmaciones sobre astroaale diferentes doxégra-
fos referentes a la figura de Thales, como la eigei debida a Aecio: “Los as-
tros son de una naturaleza terrosa, pero ardieht®ol es de naturaleza terrosa.
Thales es el primero que ha dicho que hay un ectipando la Luna, que es de
naturaleza terrosa, se pone en linea recta poraleleagl; entonces la imagen
aparece sobre el disco como sobre un espejo” (p2K7-48).

Aunque también, se sabe actualmente que diversusilgémientos astrono-
micos atribuidos a Thales juntamente con otro®asinos por distintos doxdgra-
fos, no fueron realizados hasta después de la endertsabio de Mileto. Algunos
de ellos son los siguientes (se sefiala entre gaigmuienes fueron posiblemente
los autores respectivos): el hecho de que la Laoida la luz del Sol (Anaxago-
ras y posiblemente Parménides) y la division desfara celeste en cinco zonas
(Pitagoras y Parménides)- mientras que Aecio canekgrimero de ellos a Tha-
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les en solitario y el segundo a Thales y a Pit&gpta esfericidad de la Tierra
(Pitagoras); la oblicuidad de la ecliptica (Endpidie Quios); etc. ([9], p. 138),
([22], pp. 47-48).

Respecto de otras facetas de Thales, conviene omamal hecho de que, asi
como Avristoteles en diversos escritde(afisica Del Cielg Etica ...) le conside-
ra basicamente un filésofo, cien afios antes, HéooeloHistorias le habia con-
ceptuado como un “activista”, tanto en tacticatanily politica como en ingenie-
ria ([1], p. 37).

De su habilidad como ingeniero puede decirse gqugi@una escuela de nau-
tica en Mileto y, segun Herodoto, que fue reconmg@dr su competencia en las
obras hidraulicas. Un ejemplo de ello es que cu&r@so se puso en guerra co-
ntra Ciro y lleg6 al rio Hallis, tuvo dificultadgsira que su ejército lo cruzara, por
lo que Thales, que se encontraba presente, hizelqi® que corria a la izquier-
da del ejército, fluyera también a su derecha; fwacaal mandé cavar una zanja
profunda desde la parte alta del campamento enafal@nmedia luna, de modo
gue el rio fluyera por detras de aquél, desvianddiamte esta zanja el antiguo
curso y precipitandolo en su anterior cauce unahuézera pasado el campamen-
to. De esa manera, en cuanto el rio quedo dividido se hizo facilmente vadeable
por ambas partes ([10], p. 158).

Por otro lado, la historia imputa a Thales el dbaauento del poder de atrac-
cion de los imanes y de la electricidad estaticd, #egun relata Proclo, observé
gue el ambar frotado con un pafo atraia pequefjespbfenémeno que no vol-
vidé a ser analizado en profundidad hasta finalessagd XVI por W. Gilbert
([12], p. 325), quien repitid los experimentos laiidos a Thales (y publicaria al
respecto la obrBe magneteen 1600, sobre electricidad y magnetismo).

A pesar de todo lo anterior, Thales era para muekeacialmente un pensa-
dor, un filésofo. En relacion con ello, Aristételms suPolitica relata que cuando
varios hombres de negocios le reprocharon su palyréz inutilidad de su filoso-
fia, Thales les dio una leccidn practica con laragén financiera que se men-
ciona a continuacion.

Por medio de la astrologia sospechd que la siguiensecha de aceitunas
habria de ser muy abundante, por lo que se pra&sundvierno algun dinero para
hacerse con el control de las prensas de aceilild® y de Quios; y de este
modo pudo imponer meses después el precio que guisienes requirieron su
utilizacién, con lo que consigui6 cierta fortun@]{Jpp. 71-72), ([6], p. 2). En otra
leyenda sobre su espiritu comercial se le pintaligente como mercader de sal;
y hay, en fin, otras muchas que rodean su vidag[5{1).
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7. Filésofo

Posiblemente la anécdota mas conocida sea la gmacDiogenes Laercio: “Di-
cese que un dia, por estar mirando las estrekdsgrvandolas, cayo en un pozo
y que la gente se burlaba de él diciendo que ndibpmonocer las cosas del cielo
guien no acertaba a ver siquiera donde pisabal, (iLA59). Sobre ello también
habla Platén, quien completa el relato asegurandaiga bonita muchacha tracia
le rescaté riéendose de él por haber caido de urafpoco ortodoxa.

Esta historia, sin embargo, mas que desear presesta Thales como un ob-
servador de estrellas, lo que querria indicarnbsgual que otro hecho ya men-
cionado— es el caracter despistado y poco pradaaan filésofo. En efecto, para
muchos, Thales fue un hombre dedicado esencialnadiatéilosofia, disciplina a
la que se consagro en la dltima etapa de su via@ dondador de una nueva co-
rriente filosoéfica; es mas, algunos, como Arisigele considerael padre de la
filosofia.

Aristoteles en sWletafisica([7], pp. 2-3), ([11], p. 46) relata que “los ndeslos
gue se dedicaron en su comienzo a la filosofiazdvaa los primeros principios en
el reino material. Pues aquello a partir de lo ex#ten todas las cosas, y lo prime-
ro a partir de lo cual se generan y el término e $e corrompen, permaneciendo
la sustancia pero cambiando en los accidentes) dioe es el elemento y el princi-
pio de las cosas gque existen; por esto creen glaesgagenera ni se corrompe, pues
tal naturaleza se conserva siempre ... Pues halgi hlguna naturaleza, ya sea
Gnica o multiple, de la cual se generan las demaas¢ conservandose ella. En
cuanto al nimero y la especie de tal principiooun$ dicen lo mismo, sino que
Thales, iniciador de tal filosofia, dice que eaglia ...”. Asi pues, para Thales, el
agua es el principio, sustancia y fundamento dasttas cosas.

Respecto de las razones por las cuales debio Begsta conclusion, Aristote-
les conjetura lo siguiente ([10], pp. 161-162rdbablementejuzgaba asi vien-
do que lo que nutre a todas las cosas es humesia, dlapunto de que el calor
mismo nace de la humedad y vive de ella, y quellagde que todas las cosas
nacen es el principio de todas las cosas. Juzgabks, asi, por esta razon y por-
que los gérmenes de todos los seres tienen la naturaleza humeda y el agua es el
principio de la naturaleza de las cosas humedastdmbio, Plutarco hace caso
omiso delprobablements le atribuye estas palabras ([10], p. 162): “€katu-
pone que todo nace del agua y se disuelve enpeltgue, del mismo modo que
las simientes de todo lo vivo, como principio deogson humedas, del mismo
modo todo lo demas tiene su principio en la humgegdaédsto que todas las plan-
tas sacan su alimento del agua y dan frutos gracédle, secandose cuando care-
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cen de agua, y puesto que incluso el fuego dey sid las estrellas y el mismo
universo son alimentados por las evaporacionesgl&”; y también Simplicio,
que extiende a losicosla paternidad de consideraciones similares ([224,7):
“Los que admiten un Unico principio moévil y que #titeles llama propiamente
fisicos, unos lo consideran limitado; asi, ThalesMileto ... han dicho que el
agua era el principio. Las apariencias sensiblesdadujeron a esta conclusion;
pues, lo que esta caliente tiene necesidad deneedad para vivir, lo que esta
muerto se seca, todos los gérmenes son humedodpyalimento esta lleno de
jugo; luego, es natural que cada cosa se nutra ged proviene; pero el agua es
el principio de la naturaleza humeda y es lo quetimae todas las cosas; por
consiguiente, ellos han concluido que el agua esimtipio de todo y han decla-
rado que la tierra reposa sobre el agua”.

Thales, con esas ideas, aspiraba a dar una irtsesiire racional del mundo,
frente a las explicaciones mitologicas anteriores a él; es, por tanto, el primero de
los fil6sofos de la naturalezael fundador de ldilosofia natura) de orientacion
materialista, dfilosofia fisica que busca el principio o realidad ultimarkhé
sustancia, fundamento, causa original) indepeneieente de las explicaciones
miticas tradicionales, Aunque, posiblemente, endeedecir filosofia de la natu-
raleza seria mas correcto hablar de metafisica, gluema de los primeros prin-
cipios o elementos roza los fundamentos del sayemeral, ya que se trata de
aclarar cuél es la esencia del ser como tal, y nendesimple comprobacion de
los dltimos materiales constitutivos de los cuerpos

Sea cual sea la denominacién mas acertada dedaffa jonica, es innegable
gue de algun modo introduce en el mundo griegousva saber, mas racional,
gue en sus origenes trata de explicar los fenOmeatosales sin acudir a causas
divinas, y que también tendria su traduccion endgematica con el comienzo de
las demostraciones y de su estructuracion fornsain&s, esta corriente marcara
el nacimiento del pensamiento cientifico, que iemsie de los hechos concretos
y de los métodos empiricos para establecer leyerges.

Por otro lado, esa filosofia que busca un elemimdamental —el agua- para
la composicion de todas las sustancias, particgbgrihcipio general de la fisica
y la quimica modernas. De nuevo, muchos siglosuisspel quimico Van Hel-
mont (1577-1644) retomaria la idea de que toda essn Ultima instancia agua
([22],p. 300).

El papel que Thales concede al agua como pringigastancia de todas las
cosas, se extiende incluso a una concepcion cogioaldel mundo (que seria
perfeccionada poco después por Anaximandro). As$tdieles en sivletafisica
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([10], p. 161), le atribuye la siguiente afirmatiéLa Tierra flota sobre el agua”;
gue completa en la obi@el Ciela “Thales decia que la Tierra se mantiene en
reposo porque flota como si fuera un madero o afgoejante, pues ninguna de
estas cosas se mantiene en el aire por su propia naturaleza, pero gueh e
igual modo, Séneca en su obra cientifiGaestiones naturaleseconoce que
“Thales entendia que toda la tierra se hallabaestala sobre el agua como su
base $ubiecto humoney flotaba sobre ella”. B. Farrington ([6], p. 3®n fin,
establece que, segun Thales, “la Tierra era um gisno que flotaba en el agua;
habia aguas encima y a nuestro alrededor (¢ de d&imde vendria la lluvia?). El
Sol, la Luna y las estrellas eran vapor en estadmchndescencia, y navegaban
por el firma- mento gaseoso encima de nosotros ...”

En otro orden de ideas, a la primera
afirmacion de Thales, que todo proce-
de del agua, hay que afadir una segun-
da proposicion ([11], pp. 46-47). que
todo esté lleno de dioses; aunque no ha
de entenderse tal aseveraciéon como una
profesion formal de panteismo o mono-
ismo —Teofrasto (sucesor de Aristoteles
al frente del Liceo), por ejemplo, mani-
fiesta que “Thales parece haber sido
ateo” ([23], p.236)-; sino mas bien la
tendencia en el primitivo filosofar a
estructurar el mundo segun categorias
familiares desde la 6ptica humana. Los

El mundo segun Thales ([3], p. 67) dioses de Thales no son mas que seres

suprahumanos, demonios demones

como €l mismo los llama; y, sostiene, segun Aaqie, “el universo esta animado
y lleno dedémonesy a través de la humedad elemental penetra wnasfwivina
qgue la mueve” ([7], p. 3). Se comprendera esta naade pensar si se tiene en
cuenta lo que Aristoteles relata Bel Alma “ Parece que también Thales, segun
comentan, supuso que el alma era algo que muergglsiente dijo que la piedra
(magnética) tiene alma porque mueve al hierro”loeque también abunda Di6-
genes Laercio: “Aristoteles e Hipias dicen que [&Bphizo participes de alma a
cosas inanimadas, demostrandolo a partir de lage iman y del ambar” ([7],
p. 3). La teoria de Thales, y de los antiguos mnipe establece que la materia
vive y que las cosas inanimadas tienen alma, s@l@dozoismo

74



De cualquier modo, es muy probable que las conoeesihilozoistas de Tha-
les fueran todavia parcialmente miticas y nebulosas, pero tendrian una influencia
decisiva en la orientacion del pensamiento hel@sa. sin duda, fue el primero
en trasladar la cualidad divina de sus viejos gepantropomoérficos a la inteli-
gencia creadora que él incorpora a la sustanciarsal Esta “humedad elemen-
tal penetrada de potencia divina” rompe por vemera el mito creador tradicio-
nal ([23], pp. 235-236).

8. Sus sucesores

La cuna de la filosofia griega es la ciudad de Mileto, en donde nacen Yisales
sucesores: Anaximandro (c 610 a.C. — 545 a.C.) axfAnenes (c 585 a.C. — 528
a.C.). Son los tres primeros presocraticos, todlos &losofos naturales y que
constituyen, como se ha dicho, la denomirasieuela de Mileto

Para Anaximandro, unos quince afios mas joven ga&ghelarkhé princi-
pio y sustancia fundamental de todas las cosad,ag®iron algo indeterminado
e infinito, que los mejores intérpretes antiguoeaden como el fondo infinito,
inagotable, del que todo se nutre y, al mismo tenepmo algo divino, inmortal
e imperecedero ([11], p. 48).

La especulacion naturalista —iniciada por ThalesAdaximandro logra una
concepcion del universo mucho mas elaborada. Raff@é]epp. 33-34), en un
principio existian los cuatro elementos, que estatispuestos en forma estratifi-
cada: la tierra, que es el mas pesado, en el ¢cahtagua, cubriéndola; la niebla,
sobre el agua; y el fuego, envolviéndolo todo.ugelgo, al calentar el agua la eva-
pord y asi aparecio la tierra seca; aumento elnvefude la niebla y la presion
creci6 tanto que las ardientes capas del univestadiaron y tomaron la forma de
ruedas igneas, que envueltas en tubos de nieblawgialrededor de la tierra y el
mar; de este modo, los cuerpos celestes que vemnoagsijeros en los tubos, a
través de los cuales brilla el fuego encerrado. En esta fascinante cosmologia, la
Tierra es para €l un cilindro cuyo diametro de la base es tripléagaltura; en
torno a ella y a una distancia nueve veces el rddita Tierra, gira la esfera de
las estrellas; a una distancia de dieciocho vecesd@, la esfera de la Luna y a
una distancia de veintisiete veces el radio, la esfera del Sol ([11], p. 48).

Entre otras contribuciones diversas de Anaximanzhbe decir que parece ser
gue descubrid la oblicuidad de la eliptica, intjoden Grecia ejnomon(reloj de
sol con una varilla vertical), dibujé6 unapa mundietc. ([1], p. 285). Asimismo,
merecen resefiarse que de él proviene el primer escrito filoséfico de Occidente:
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Sobre la naturalezay que igualmente fue el primero en sugerir urea idvolu-
cionista de los animales, segun la cual, el horpboeederia del pez, quien ini-
cialmente viviria en el agua, pero luego se adaptmedio terrestre ([6], p. 34).

Para Anaximenes, algo posterior que Anaximandrizgillo suyo, y proba-
blemente el dltimo de los grandes pensadores qee@id a Pitdgoras, atkhé
era el aireder, pneumad, sustancia unitaria, infinita e indestructiblecluso, para
él, el alma del mundo era ese aire (idea no muy sorprendente, pues la conciencia
humana muere cuando se deja de respirar); eslio @xcebia como algo vivo y
divino ([12], p. 34). Las cosas, entonces, surgiglnaire por condensacionra-
refaccion ([1], p.286): “El aire enrarecido se torna fuegondensado, viento;
después, nubes; luego, aun mas condensado, aguaytpiedra, y de ahi todo lo
demas”, como indica el helenista H. Diels ([11],48); y la Tierra era para él
“como una gran hoja que flota en el aire” ([12]3p).

No se encuentran sin embargo aportaciones matematse descartan las con-
tribuciones a la astronomia o a la cartografiaAdaximandro y Anaximenes, si
se excluye la posible influencia del concepto dmitad del primero de ellos en
la muy posterior construccion por Cantor de la nocié transfinito ([1], p. 286).
Por tanto, se considera que ninguno de los dosncgnta labor matematica de
Thales; pero es mas, se desconoce a ciencia ci@aria progreso la geometria
entre Thales y Pitagoras. Solo se tiene al respdiguiente testimonio de Pro-
clo: “Después de Thales, Ameristo ...se encargésieldio de la geometria ...”,
pero no se sabe nada del pretendido gedmetra, ugelingluso su nombre —
Mamerco, segun otros- ofrece dudas ([9], p. 140).

La caida de Mileto, en fin, provoco el éxodo deifdslectuales hacia el occi-
dente: la Magna Grecia; alli aparece PitdgorasateoS, nacido hacia el afio 570
a.C., quien prosigue y engrandece la obra de Thalpsiesto maestro suyo (tam-
bién lo fue Anaximandro). Sobre ellos dice Pro¢espués de éstos [Thales y
Mamerco], Pitdgoras transformé el estudio de tatidlina [las matematicas] en
una verdadera ciencia, considerando sus fundameets$e un punto de vista
mas elevado e investigando sus teoremas bajo ogqunmas abstracto e intelec-
tual ...” ([4], pp. 15-16).

A Thales y a Pitagoras, a la cabeza de los mateosgibnicos y pitagoricos,
respectivamente, les cabe el inmenso meérito der hafy@do un papel iniciatico
en la construccion de la matematica -y en particiddala geometria —como una
disciplina formal. Con justicia, son designados yratroel primer matematicy
el padre de la matematidg8], p. 23).
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Abstract

In this paper the standard approach to the rootsnaithematical thinking
during human Prehistory is analyzed, from Neanddriiousterian times

to the Anatomically Modern Humans of the Upper Magdian. Besides
some generally accepted conclusions which are takenaccount, several
other statements are criticized for their lack of foundations. Finally, the
study is also presented of those archaeologicatgaevhich seem to us of
an undisputed implicit mathematical content bull sie absent from the
literature.

[Articulo dedicado a la Profesora M2 Paz Bujandaelfui con motivo de su jubilacion]

1. A modo de Introduccién

La préactica totalidad de los manuales de HistogidadViatematica escritos en las
ultimas décadas, antes de adentrarse en desaimtliades de la disciplina en las
antiguas civilizaciones, comienzan con un capitulo en el que se plantea, a modo
de conjetura plausible, la presencia de pre-conomegs matematicas en el Paleo-
litico. Para fundamentar sus consideraciones, aattar recurre a alguna de las
piezas argqueoldgicas que considera especialmeagdicativa de entre las mu-

chas existentes en los diferentes museos. En ®tlzen los historiadores unos
origenes del pensamiento matematico que, aungueirs@amostrables, si pare-
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cen manifestarse, desde entonces, en numerosasianadi presentes hasta la
actualidad en culturas muy diferentes de distintoginentes.

Recientemente escribian d’Erriebal (2003, p. 31): “el punto de inflexion fun-
damental en la evolucion de las actividades caguitly la transmision cultural
humanas tuvo lugar cuando los hombres fueron cappoe primera vez, de alma-
cenar conceptos con la ayuda de simbolos mateyiadeslar o incluso situar me-
moria fuera del cerebro individual”. El pensamieti¢olos humanos que nos prece-
dieron a lo largo de lo que se ha venido en llamarsentido general, Prehistoria,
no ha dejado registro fosil. El conocimiento questiie se tiene ha habido que bus-
carlo, enunciando hipétesis razonables, en dogds@mgueoldgicas englobadas en
lo que se conoce como “arte prehistorico”: lasyvad y grabados parietales (en las
paredes de las cuevas y los abrigos rocosos) mdasas en el material mobiliar
(hueso, marfil, asta, madera o piedra). En la lEg@we evidencias acerca del re-
gistro de ese pensamiento en estos Ultimos olgéfmsncipal problema que surge
es el de discernir entre las representaciones $itabGealizadas sobre material
manufacturado deliberadamente por los humanos snéasas originadas en los
procesos naturales o en actividades meramente halem

Figura 1. “Placa de Kozarnika” (Bulgaria).

Algunos hallazgos recientes en la cueva de Kozarnika (Bulgaria), con una an-
tigledad de algo mas de 1 millébn de afios, estaarit a los investigadores a
interpretar como simbolos ciertas marcas paratxiasntradas en un hueso de 8
cm de longitud (Figura 1)trabajado por hominidos psapiens Hasta hace poco
tiempo, a los objetos encontrados correspondieatesiundo de Neandertal
(Homo sapiens neanderthalensiespecialmente los huesos grabados y las losas
relacionadas con enterramientos descubiertos emriurse les habia atribuido

1 De momento solamente puede consultarse al respe@diculo de Paul Rincén, “Early
human marks are ‘symbols™, en http://news.bbc koAilo largo del articulo se haran constar a pie
de pagina las referencias consultadas de indole no bibliogréfica.
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alguna funcion decorativa mas que simbdlica [Scdr983), p. 48]. Sin embargo,
algunos hallazgos recientes en cuevas de nuegitamnreantabrica, datados hace
unos 50.000 afos, estan obligando a replantearse muchas conclusiones En cual-
quier caso, nadie se ha atrevido todavia a bustalles alguna consideracion
implicita de indole matematica.

Es verdad que tanto los udltimos hominidos com@taseras poblaciones
Homoutilizaron y dieron forma a herramientas de madeiedra y hueso. Tam-
bién parece demostrado que tanto los neandertalbaat unos 90.000 afios co-
mo los “humanos anatdmicamente moderhak€l Levante elaboraron los mis-

mos tipos de herramientas de piedra. En Europamsermzaron a realizar graba-

dos sobre huesos y maderas hace por lo menos 583080 De ellos, uno de los

mas antiguos (Figura 2) es el hallado en Bacho (Brdgaria), un hueso con mas

de diez marcas en zigzag o en cuiias de diferentes tamafios, dispuestasadesorden
damente y acompafiadas de algunos trazos aislaclrsd$1993), p. 47]. Aunque

las marcas son indudablemente intencionadas, no accidentales, atribuirle alguin
significado simbdlico (mucho menos matematico)aserily aventurado.

Figura 2. “Placa de Bacho Kiro” (Bulgaria).

En los ultimos tiempos se ha llegado a conjetunar posible “tarea docen-
te” de los neandertales, adaptados desde hacia dailafios a las condiciones de
vida de la regién franco-cantébrica, hacia las poblaciones de esos nuevos huma-
nos modernos llegados a nuestro continente desiteaApor la coexistencia de

2 Esta denominacion de “humanos anatdémicamente moslierabreviada en la literatura con
las iniciales inglesas AMH, pretende evitar tod@nencia al problema de determinar el origen de
nuestra especie. A principios del siglo XXI, contte recursos destinados a la investigacion genéti-
ca, llama la atencion la generalizacion de taxoasrahatémicas habituales en el siglo XIX.
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restos significativos en niveles arqueologicos amesude casi 40.000 afos de
antigleda#l Sin embargo, aquéllos y estos descubrimientdadais, en todo ca-

S0, apenas resisten comparacion con la ingente cantidad de materiales decorados
correspondientes ya a nuestros predecesores Cro-Magnon, de los que conocemos
su existencia en Europa, desde esos momentodaaytodel periodo que se de-
nomina Paleolitico Superior.

2. Lavision standard de la prehistoria de la Matematica

La primera pieza a la que se han venido refiridoddistoriadores de la matema-
tica [Boyer (1968), p. 22; Burt al (1976), pp. 2-3; Struick (1987), p. 11; etc.]
es un hueso de lobo de unos 35.000 afnos, encomgoad$arl Absolom en Ves-
tonice (Moravia, Republica Checa) en unas excavaciones en las que también se
descubrié una cabeza de mujer esculpida en méarfiel hueso, de unos 18 cen-
timetros de largo (Figura 3), se encuentran 55 oased 0os especialistas, si-
guiendo la primera descripcién presentada por Alnsal 2 de octubre de 1937
en London lllustratedse recoge también dnis 28, pp. 462-463; Flegg (1989),
pp. 37-38; etc.], consideran que las marcas egfarpadas de cinco en cinco y
separadas por los trazos intermedios mas largde€series, una de 368 6x5)
muescas, y otra de 256x )5

Figura 3. “Hueso de Vestonice” (Republica Checa).

Indudablemente, las muescas parecen sugerir stn@gbntable de una co-
leccion con el mismo numero de objetos. Sin emhagalizando detalladamente

3 Puede verse el divulgativo numero monograficéNdgonal Geographic“Del ori-
gen de la vida a Atapuerca”, 2004.
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las fotos disponibles, no se detecta de ningunaeraagl supuesto agrupamiento
de cinco en cinco que, efectivamente, sugeririal @utor una posible correspon-
dencia de las marcas de cada grupo con los dedasnda@no. En este sentido, y
siguiendo sin contrastar esa tentadora pero inflmdgpotesis, en las primeras
ediciones de su libro Ifrah (1987) supuso querassiones no solo estaban agru-
padas, sino que también estaban dispuestas erees a lo largo de dos caras
del hueso. Como es natural, en la siguiente edifrah (1997) hizo desparecer
todas las referencias al respecto, a la vez gqeanbdase en otras fuentes menos
optimistas, situaba la antigiiedad del hueso todo lo mas en 20.000 afios.

Figura 4. “Varilla de Enfer” (Francia).

Los vestigios descubiertos de este tipo comienzgar abundantes, aunque
la mayor parte siguen sin tenerse en cuenta étefdatura. Asi, en dBritish Mu-
seumde Londre$ se conserva una varilla (¢ alfiler?) de hueso, aee lunos
34.000 afos, procedente de la cueva de Enfer (&dtet, Dordogne, Francia),
con incisiones analogas a las del hueso precefi®ieteeking (1987)]. Tiene una
longitud de 20 centimetros, y en ella se realizanoiescas agrupadas en tres co-
lumnas (Figura 4), una frontal y dos laterales, ailcada lado. Contienen, respec-
tivamente (y atendiendo a la separacion que pueahprobarse entre las marcas
de cada serie), 31 =B+8+10+ )5 en la cara central, 37
(=9+2+8+3+4+5+8) en Ila columna de I|la derecha y 33
(=3+8+5+2+10+5) en la de la izquierda, aunque quiza se haya gnadr
abrasion alguna muesca en la cabeza de la pieaspondiente a la serie central,
como también cabe pensar que no terminase de Paesa parte.

4 Una descripcion de esta pieza puede verse en \Wwehviishmuseum.ac.uk.

82



Igual que en el caso anterior, podrian aventuidifseentes hipotesis acerca
de los posibles contenidos matematicos de la adyilla finalidad para la que fue
trabajada) mas alla de las pretensiones merameateadivas del autor. Pero para
ello seria necesario estudiar la pieza con unldajak no se ha emprendido hasta
el momento y que nosotros si Nos proponemos reglivamMmamente.

Realmente, el tipo y nimero de materiales en lesiodagar posibles ma-
nifestaciones simbdlicas relacionadas con el megd¢ algunas cantidades em-
pieza a ser notable. En los libros [Ifrah (199P), 70-171] si se suele dar entra-
da a un asta de reno (Figura 5), fechado hace 1m660 afos, hallado en Bras-
sempouy (Las Landas, Francia), y conservado enusebdlde Aquitania de Bur-
deos. En él se encuentran marcados 1, 3, 5, Tag@strectilineos, en una dispo-
sicion que ha dado lugar a no pocas conjeturas gqud se refiere a las pretensio-
nes matematicas de su autor.

Figura 5. “Asta de Brassempouy” (Francia).

Asi Ifrah, ni mas ni menos que ha venido a conaittei(quiza exagerada-
mente) “una especie de ‘herramienta aritmética’ cuiene una representacion
grafica de los primeros nimeros impares, asi como una disposicion que permite
hallar rApidamente algunas propiedades elementd&letis “propiedades elemen-
tales”, partiendo de la situaci®@x d& las marcas,

8 7.
§ 51
serian, entre otras posibles, las siguientes:

987=583=2; 3+9=5+7=12, 753=955=(9+5)5(7+3)=4.
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Parece claro que se deben relativizar las preteesiadelantadas por Ifrah.
De hecho, se han encontrado otras piezas analogas, con marcas en otras disposi-
ciones, en las que resulta mas complicado detietéarciones parecidas a las del
asta precedente.

Figura 6. “Placa de Enfer” (Francia)

Por ejemplo, en la placa de hueso de datacionamieiiise (Figura 6) en-
contrada en la ya citada anteriormente cueva de Hafabién se observan mues-
cas en dos series transversales [Gued] (1998, iMdrshack (1972a), pp. 50-55,
(1972b), pp. 448-449]. En la primera hilera apameseparadas 5, 6 y 5 marcas;
en la otra, 4 y 6. Por tanto, y en la misma lifedgria que buscar correlaciones
entre los niUmeros:

§65-
§ 6 i

Si afladimos que, analogamente, en la otra cara (data aparecen las
marcas 4y 6; 3, 8, 6 y 6, las correlaciones habria que buscarlas en

® 5

v v v v .

o ~ OO O

4
6
S
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Pero no parece que esa tarea, presumiblementelale matematica, vaya
a ser muy fructifera.

3. Hacia el registro del tiempo: el recuento de dé y meses lunares

Ciertamente, los diferentes grupos humanos deloRP&e Superior pudieron

sentir la necesidad de realizar registros contatkesliferentes colecciones de
objetos o sucesos. De entre estos ultimos, uno debid ser, sin duda, el transcurrir
del tiempo tomando como unidad el dia, agrupands#gsin meses lunares (que
tienen una duracion de 29,5 dias) o, incluso, coplendo series temporales mu-

cho mas largas. Por supuesto, la certeza en ldaiépeconstante en el tiempo de
estos procesos pudo constituir una de las primeiats/aciones contables de
nuestros antepasados [Nilsson (1920)].

Figura 7. Marcas en la “Placa de Blanchard” (Frara.

Una pieza a la que se esta dando en los ultimagdse cierta importancia
es la “Placa de Blanchard” (Figura 7), encontraglaAbri Blanchard (Francia).
Esta datada hace mas de 25.000 afios (aurifiacigner)ella se encuentran 69
marcas que han sido analizadas al microscopio, en sus formas, profundidades y
tamanos, por Alexander Marshaclksrattan-Guinness (2000, p. 24) asume la in-
terpretacion de Marshack, (1972a, pp. 48-49; 19p@b445-448), segun la cual
las incisiones en el hueso corresponderian al pada thna, dia a dia, por sus
diferentes fases: llena, media, creciente y nueva.

5 Acerca de este hueso puede verse www.simonsirighlna revision muy critica
sobre de las opiniones de Marshack puede versktebajo de Richard Flavio “Straight
Lines: Selected Reviews”, en www.flavinscorner.a@views.htm.
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Por otro lado, el hallazgo en la cueva de Tai (Fadmte otra placa de hueso,
de unos 9 cm de longitud y datada hace unos 12006, con mas de 1.000 inci-
siones en su superficie agrupadas en diferentss(Algunas incompletas por estar
dafiada la pieza), ha llevado a conjeturar (pensamesalgo “alegremente”) que
podria tratarse del registro de los dias de difeseafios sucesivos. Se trataria, por
tanto, del “calendario solar conocido mas antigliidarshack (1991); Scarre
(1993), p. 65]. Aunque el realizar todas estas asaresulta tedioso y sera dificil
descubrir realmente por qué su autor las realiagarece mas solida la hipétesis
calendarica que la de la posible finalidad meramdatorativa de la misma.

4. Etnomatematica; manifestaciones contables enhleolitico africano

Pero nuestros antepasados no desarrollaron ediislddes solamente en Euro-
pa, y los pre-historiadores, aunque sigan imbudisisual etnocentrismo cultu-
ral occidental, ya no pueden dedicarse unicamente a las manifestaciones simboli-
cas presentes en las piezas descubiertas en lossgf@tos situados entre los Ura-
les y la Cornisa Cantabrica.

Los numerosos hallazgos de piezas de ocre en kaCleeBlombos (oeste
de la Provincia de El Cabo, Republica Sudafricacar), una antigiiedad de unos
77.000 anos, han llevado a autores como d’Ertcal (2003, pp. 15-19) a con-
cluir que “las habilidades cognitivas modernas ®uom gradualmente en Afri-
ca en conjuncion con los cambios biolégicos quecararl origen de nuestra
especie”. Y, de hecho, los disefios abstractos dosbgue se han descubierto en
Blombos pueden considerarse entre las primerasfeséaciones de esa habili-
dad cognitiva que supone registrar pre-conceptoslacayuda de elementos
materiales.

Una evolucion analoga se ha producido entre laglaxtos de la Historia
de la Matematica. Asi, la comunidad cientifica ingeional tiene asumido hoy
que en Africa comenzaron a utilizarse instrumergasa contar desde hace
37.000 afios, también sobre huesos y ma#ldbasentre todos los restos encon-
trados destaca el mas antiguo, el “Hueso de Lebbdiiigura 8); un peroné de
babuino con 29 incisiones paralelas hallado, juwoto otros trozos de madera y
hueso grabados, en la Cueva de Border, en las framtaebombo entre Suda-
frica y Swazilandia [Bogoslet al (1987), Scarre (1993), p. 47]. Complementa-

6 Pueden verse lddewsletterde la Comission on the History of Mathematics fn-A
ca, de la African Mathematical Union (AMUCHMA), en www.math.buffalo.edu.
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riamente debe apuntarse que, de acuerdo con alguwesigadores [Brookst
al. (1995)], la antigiedad de la pieza seria realendat43.000 afios.

Figura 8. “Hueso de Lebombo” (Republica Sudafricana

En todo caso, el hueso esta fracturado, por lo que no puede saberse si en su
estado original completo realmente tenia 29 o 38stas, pues asi seria plausible
gue tuviera relacion con el computo de dias dellores. Pero tampoco podemos
saber si hubo mas incisiones en la parte perdmala que la correspondencia
uno a uno de las muescas no se referiria, en su caso, a los dias de la lunacion, si
a una coleccion de objetos hoy indeterminados.

En Africa Central ecuatorial, en la frontera dadtual Republica Democra-
tica del Congo con Uganda, a las orillas del Lagw&id (una de las fuentes del
Nilo), hace méas de 8.500 afios vividé durante un@e$siglos una comunidad de
pescadores y recolectores, posteriormente entepadana erupcion volcanica
[De Heinzelin (1962)]. Aunque por las fechas cquoesleria ya al periodo Meso-
litico, igual que en el caso del “Hueso de LebomBajokset al (1995) retrasan
su antigliedad hasta hace 25.000 afios, ya si prepiarRaleolitico Superior.

Entre los restos que se han encontrado de este,gtagtaca un hueso, de
10,2 cm de largo (Figura 9), con una pieza de cumzertada en uno de los ex-
tremos (quiza para poder dibujar marcas sobre piedra con ella), depositada en el
Institut Royal de Sciences Naturelles de Bruselas (Bélgica), conocido como
“Hueso de Ishango”.

Tiene 168 incisiones transversales dispuestasferedies agrupaciones,
separadas entre si, a lo largo de tres columnasriddando en el plano la super-
ficie cilindrica del hueso, el niumero de marcadaeprimera columna de la iz-
quierda es de 11, 13, 17 y 19 muescas. En la caluw®antral los grupos que apa-
recen son de: 3, 6, 4, 8, 10, 5, 5 y 7 muescasink@mée, en la columna de la
derecha aparecen 11, 21, 19 y 9 muescas.
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Figura 9. “Hueso de Ishango” (Republica Democrétidal Congo).

Esta ultima, de acuerdo con De Heinzelin (1962118) [Fauvel y Grey
(1987), pp. 5-6], proporcionaria indicios del primigo de un sistema de numera-
cion de base diez, pues las agrupaciones son @€l0%1), 21 (=20+1), 19 (=20-
1), y 9 (=10-1). Ademas, en total las marcas deeleera columna suman 60,
igual que todas las de la columna de la izquiegdda que encontramos los cua-
tro nimeros primos entre 10 y 20 (11, 13, 17 y B®).dltimo, incluso se ha que-
rido encontrar en la columna central una posihistibcion del método de dupli-
cacion (estadio primitivo de multiplicacion, useal la Matematica egipcia miles
de afios mas tarde), pues junto a las 3 primerasaasi@parecen 6 §x2); a
continuacion de las siguientes 4 se encuentrad&2); y tras las 10 (5+ b
gue siguen aparecen 5,5y 7.

Junto a la evidencia de que la suma de las maecksdres columnas (res-
pectivamente, 60, 48 y 60) son las tres multipledd, Marshack aventuraba en
un primer trabajo de 1962 que podria contenerldatde nimeros primos mas
antigua que se conserva. Este mismo autor, inatessiderd posteriormente
[Marshack (1972a), p. 31; Fauvel y Grey (1987),6@] que quien marcé el hue-
SO pretendia representar ni mas ni menos que endaio lunar de seis meses.
Hasta ha habido autoras [Zaslavsky (1991), pp.9l Gde han llegado a conjetu-
rar que podria tratarse de un recuento de ciclosimales, por lo que el hueso
seria obra de una mujer, y puede plantearse lapt@ge si no serian mujeres las
primeras matematicas de la Historia.

En cualquier caso, junto con el éxito socio-ciettifijue supone la disposi-
cion expositiva en el Museo de Bruselas donde sserva la pieza, y las nume-
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rosas paginas web que se le dediceambién debe destacarse su presencia, para

ilustrar los posibles primeros estadios matematisok humanidad, en un nume-
ro creciente de manuales de Historia de la dis@p]Flegg (1989), pp. 38-39;
Eves (1992), p. 10; etc.].

5. Matematica implicita en una pieza infravalorada

La cuestidn acerca del propodsito o finalidad mateaale los autores de cada
una de las piezas que hemos ido destacando y amddiza lo largo del articulo
permanecera siempre en el &mbito de la conjetarssile. Sin embargo, ante el
hecho de que las personas que marcaron esos objetos pertenecian a nuestra misma
especie y demostraron a lo largo de los afos, asmpmituras parietales y sus
grabados mobiliares, una gran capacidad de sinaoidiz, no podemos terminar
este trabajo sin aportar alguna “prueba”, indudable e indiscutible, de la mente
matematica de nuestros antepasados paleoliticos de¢ ambito de lo opinable;
“prueba” que, ademas de ser practicamente la dieica género que se conserva,
aun no ha sido tenido en cuenta por los historiaddeda Matematica.

Esto lo encontramos en la placa ovoide de huesmde 15 centimetros de
largo (Figura 10), catalogada como “rombo, bramadaechuringa”, que se en-
contré en la Cueva de la Roche (Lalinde, FrahcRgrtenece al Magdaleniense

Superior (hace 13.500-12.000 afios), y esta depastiaed! Musée des Antiquités
Nationales de Saint-Germain-en-Laye de Paris (Fagnci

Sin entrar a discutir si el autor pretendi6 fabriealmente un instrumento
musical destinado a “bramar” (zumbar al girar atadena cuerda), si podemos
analizar la disposicion que hizo de las muescas.

Para empezar, la pieza se fabric6 mediante pulidoando una completa
simetria basica, que se concretara después en la decoracion de laisgeedin
dos ejes, uno longitudinal y otro transversal, cdeeado con un sistema de nota-
cion mixto basado en agrupaciones de muescas des5yade 10 en 10 que, en
lineas generales y dada su uniforme distribucion, debia tener pre-decidida men-
talmente nuestro antepasado antes de empezagda tar

7 En la pagina web www.naturalsciences.be existpodible mucha informacion
acerca de esta pieza, incluyendo, junto a lascaggotografias, una animacion en 3D que
permite ir girdndola para contemplar toda la sugetf También pueden consultarse
www.lucpire.be y www.math.buffalo.edu.

8 Existe una réplica en el Museo de Altamira (Skemé& del Mar, Cantabria).
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Aungue es imposible precisar el orden en el quaismn realizando las
marcas, la primera serie de dibujos que observamosiueve grupos de 5 trazos
(5 horizontales y 4 verticales intercalados entre los anteriores), alternativamente
ortogonales entre si, situados a lo largo del ajgitudinal. Quedarian determi-
nados en éste, por tanto, cinco rectangulos dedassdres veces la altura, sepa-
rados entre si por otros tres trazos verticaleslgdas. En un extremo del eje en-
contramos el agujero para colgar la pieza, quedandwpletado, en el extremo
opuesto, por 4 nuevas marcas verticales.

Figura 10. “Bramadera de Lalinde” (Francia).

Seguidamente, y simétricas con respecto a ese nginencontramos dos
series, ambas de 62 trazos mas pequefos cada una, distribuidos asalatios
del disefio longitudinal, cada una de las cualesi@yensarse que relne grupos
de 10+3+10+3+10+3+10+3+10 coordinadamente con s&fidi inicial, 10 a lo
largo de las “bases” de cada rectangulo y 3 como continuacion de los 3 trazos
verticales intercalados entre cada dos de ellos.

Para completar la decoracion se incluyeron segwdtena cada lado del
eje, tres lineas paralelas a éste y otra seriegegfios trazos, alineados también
en paralelo con los grupos analogos de 62 mardas@es, hasta completar los
limites de la pieza.

Verdaderamente, la persona que realizO esta bramadera, ademas de tener
una notable percepcion espacial, sabia contarumielemente lo hacia con una
idea primitiva de lo que hoy considerariamos utesia decimal que utiliza el 5
como base auxiliar, motivado, sin duda, por el Atistételes consideraba el “ac-
cidente anatdmico” de tener cinco dedos en cadaman

Este sistema, que es el usualmente adoptado a lo largo y ancho del planeta a
medida que los diferentes pueblos fueron alcanzando sus respectivos niveles de
civilizacion, es el que, con la notacién convergepntla concepcion posicional
introducida en Occidente por los arabes desddlia,lse utiliza hoy en dia.
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6. Consideraciones finales

En este trabajo hemos estudiado diferentes maanfeses simbolicas del hom-
bre primitivo que algunos profesionales de la Rtehia han considerado que
contenian Matematica implicita y los historiadodks la Matematica han ido
aceptando e incorporando con mayor o menor ag@artos primeros capitulos de
sus manuales.

También hemos destacado algunas piezas que hasta ahora no se habian es-
tudiado desde esta perspectiva y que nos han parecido especialmente relevantes.
Quedan, sin embargo, numerosas cuestiones quenfaesros en proximos tra-
bajos y que, en sintesis apretada, pueden seglasrdes:

1) La presencia, en su caso, de este pensamiembdlgio en el Paleolitico de
la Cornisa Cantabrica, tan rico como es en artestgp y del que no existe
hasta ahora ninguna pieza destacada “en sentidenraato” en la histo-
riografia internacional.

2) El paralelismo, si existiera, entre el simbolismobiliar no figurativo y su
analogo parietal, tema que no ha sido suficientégnestudiado ante las di-
ficultades que tiene la interpretacion de colecciones de puntos y figuras
“geomeétricas” comparado con la belleza inmediatalidejos y grabados
de ciervos, bisontes o caballos.

3) La continuidad de estas manifestaciones simdmlclo largo del Mesoliti-
co y del Neolitico hasta enlazar con el megalitisstrologico tan abun-
dante en la Europa Occidental.

Todo ello lo iremos presentando en breve en préianticulos.
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PARA SU PUBLICACION EN EL BOLETIN

Los originales de articulos, problemas, resefidibdes, anuncios de congre-
sos, etc., deben enviarea papel por duplicady ademadambién en formato
electrénicq del modo especificado al final de estas instarees.

Formato

Para facilitar la impresion es preferible usar peaclor Word o LaTex. El
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Los articulos comenzaran con el titulo en minuscdia 16 puntos, nombre
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institucion de trabajo, direccion de correo eleuto (si se tiene) y “abstract” de
unas lineas en inglés en letra italica (cursiva).

Los epigrafes de seccion numerados (excepto eitomluccion que ira sin
numerar), en minusculas negritas en 12 puntogysito final. Las subsecciones
se numeraran con dos digitos separados por un.punto

La primera linea posterior al titulo de secciorubsgccion no se indentara.
Después de cada punto y aparte no se dejara ninguna linea en blanco y la siguien
te linea se indentara soélo 5 espacios (tal condm esicritas estas instrucciones).

La bibliografia al final, sin palabras completasnesytsculas, con los titulos
de libros o articulos en itélica, no incluyendo nada méas después de la bibliografia

Las figuras deben ser de buena calidad (impressdedordenador, debién-
dose evitar los bosquejos a mano alzada). Serduidas en el lugar apropiado
del texto y en el tamafo en que deban ser reproducidas.

Las soluciones de problemas propuestos en numatesases del Boletin
deben comenzar indicando: "Problema numero (Botaimero)", tal como sue-
len aparecer en el Boletin, y terminar con el nendel autor de la solucion de
cada problema.

Las resefas de libros, como suelen aparecer eoledid terminando con el
nombre del autor de la resefia.

Si se usa Latex, en estilo “article” y si se usaquetes especificos de Latex,
deberan incluirse los archivos correspondientesoa paquetes.

Si se usa otro procesador, distinto de Word o LaTex, debera ajustarse exac-
tamente al tamafio de formato, pues habria de samessto.
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