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XXI Concurso de Resolucion de
Problemas de Matematicas

Cada afio, desde 1983, nuestra Sociedad y el Colegio de Doctores y Licencia-
dos en Ciencias y en Filosofia y Letras, han celebrado el Concurso de Resolucion
de Problemas de Matematicas que ya se ha hecho tradicional y en 2003 ha tenido
lugar por vigésimo primera vez.

En estos veintian afios, hemos tenido la satisfaccion de ver como el ambito de
este Concurso se ha ido extendiendo a otras comunidades, a veces alejadas de la
de Madrid y, sobre todo, como muchos de los alumnos premiados han obtenido
posteriormente notables éxitos en las Olimpiadas Matematicas, tanto nacionales
como internacionales.

El Concurso de este afio se celebrd en la mafiana del sabado 6 de Junio de
2003 en la Facultad de Matematicas de la Universidad Complutense de Madrid.
La entrega de premios y diplomas tuvo lugar ese mismo dia por la tarde, en los
locales de la E. U. de Biblioteconomia y Documentacion, situada en el Edificio
“Pablo Montesino” de la calle de la Santisima Trinidad, 37, amablemente cedidos
por su Direccion para ese acto.

Junto con la fecha del Concurso, se adelant6 la llegada del verano: el calor fue,
como de costumbre, agobiante. La participacidén resultd bastante escasa, Unica-
mente de 40 estudiantes que, segun establecian las normas de la convocatoria,
concursaron distribuidos en tres niveles: Los del nivel I cursaban 3° de ESO; los
del nivel II, 4° de ESO; y los del nivel III, 1° de Bachillerato.

Se propusieron cuatro problemas a los alumnos de cada nivel, para que los re-
solviesen en dos sesiones de hora y media cada una. Cada problema se calificaba
de 0 a 7 puntos. A continuacion de esta cronica damos sus enunciados.

La entrega de premios y diplomas se hizo en un acto muy entrafiable. En él,
nuestro Presidente pronuncio unas breves palabras de enhorabuena a todos los par-
ticipantes, especialmente a los premiados, y a los profesores y centros que los han
preparado y de agradecimiento a todos los que han contribuido al éxito del Concur-
so. Los estudiantes premiados han sido los siguientes, clasificados por niveles:

NIVEL 1

1. Hugo Fernandez Hervas, del I.E.S. San Juan Bautista de Madrid
2. Javier de la Nuez Gonzalez, del Liceo Italiano de Madrid



3. Victor Reig Arroyo, del Colegio San Viator de Madrid y Miguel de la Viuda
Gonzalez, del Centro Educativo la Merced y San Francisco Javier, de Burgos
5. Sergio Gomez Colmenarejo, del I[ES Carpe Diem de Madrid.

NIVEL 11

Elisa Lorenzo Garcia, de/ LE.S. Fortuny de Madrid

Ricardo Martin Brualla, de/ Colegio Alemdn de Madrid

José Carpio Pinedo, del I.E.S. San Juan Bautista de Madrid

David Fernandez Sanchez, del .E.S. Jorge Guillén de Alcorcon (Madrid)
Carlos Pardo Martin, de/ Colegio Retamar de Madrid

Nk =

NIVEL III

Mohamed Blanca Ruiz, del IES Ausias March de Manises (Valencia)

Luis Sarabia Utrilla, de/ Colegio San Viator de Madrid

Aitor Garcia Ruiz Fuentes, del LE.S. La Serna de Fuenlabrada (Madrid).
Nadia Jover Jorge, del I.LE.S n° 1 de Requena (Valencia)

Vicente Garcia Soriano, del I.E.S. Oleada de Requena (Valencia).

Nk =

Nos complace sefialar que el alumno Mohamed Blanca Ruiz, que ha recibido
el primer premio del Nivel III, también obtuvo el primer premio de nivel II el afio
pasado. Ademads, participd en la XXXIX Olimpiada Matematica Espafiola, obte-
niendo medalla de oro en la fase final. Asimismo, los alumnos Luis Sarabia Utri-
lla, 2° del Nivel III, y Vicente Garcia Soriano, 5° en ese mismo nivel, obtuvie-
ron el 5°y 4° premio respectivamente en el Nivel I en nuestro concurso de 2002.
Por otra parte, los alumnos Elisa Lorenzo Garcia, Ricardo Martin Brualla y
José Carpio Pinedo, que han recibido primero, segundo y tercer premio en el
nivel II, también se clasificaron en los tres primeros lugares del nivel I de nuestro
Concurso el afio pasado. Ademas, Elisa y Ricardo han sido los dos unicos estu-
diantes de 4° de ESO participantes en la Fase Nacional de la OME, celebrada en
La Laguna en marzo de este afio.

Nuestra enhorabuena a todos los premiados, al resto de los participantes y a los
padres y profesores que los han preparado y animado a participar.

Maria Gaspar



Problemas propuestos en el XXI Concurso

PRIMER NIVEL

PROBLEMA 1°

En la figura, el triangulo ABC es rectangulo en B. Hemos trazado exteriormente a
cada cateto una semicircunferencia que lo tiene como diametro. El tercer arco es
la semicircunferencia de didmetro AC. Si el area del tridngulo ABC es S, (cudl es
el area de la regién sombreada?

PROBLEMA 2°

(Cual es el menor numero mayor que 1 cuya representacion decimal difiere de la
representacion decimal de su inverso solamente en la colocacion de la coma?

PROBLEMA 3°

Se toman dos nimeros cualesquiera que sumen 1. Se halla el cuadrado del mayor,
y se le suma el menor. Por otra parte, se halla el cuadrado del menor y se le suma
el mayor. ;Cual de los dos resultados es mayor?

PROBLEMA 4°

En los dados, los puntos de las caras opuestas suman siempre 7. Con ocho dados
iguales se puede componer un cubo de arista doble a la de cada dado. ;Cual es el
maximo numero de puntos que puede exhibir en total en sus seis caras el cubo asi
formado? ;Se puede conseguir formar un cubo que exhiba en cada cara un nime-
ro impar de puntos? ;Y un cubo que exhiba en cada una de sus seis caras preci-
samente 14 puntos? ;Coémo?



SEGUNDO NIVEL

PROBLEMA 1°

Se tienen dos circunferencias iguales, tangentes exteriormente como se indica en la
figura. Desde el centro de una de ellas, se traza un segmento tangente a la otra. Si la
longitud de este segmento es 12 cm., calculese el area de la regién sombreada.

PROBLEMA 2°

En la pizarra se han escrito numeros consecutivos 1,2,3, ... , n; pero el mayor no
lo vemos. Al borrar uno de ellos, resulta que la media aritmética de los restantes
es 45/4. {Qué numero se ha borrado?

PROBLEMA 3°

Sea ABC un triangulo rectdngulo en A, y sean M,N dos puntos interiores a ABC.
Demostrar que CM* + MN* + NB*> < CB’®

PROBLEMA 4°

Sea a un numero natural fijado. Demostrar que para cada natural » existen dos
potencias de a tales que su diferencia es un multiplo de .



TERCER NIVEL

PROBLEMA 1°

Calcular el area de un circulo en el que las longitudes de los lados consecutivos de
un hexagono inscrito son 1,1,1,2,2,2.

PROBLEMA 2°

Sean la progresion geométrica de término general a, = 202 + 4(n-1) y la progre-
sién geométrica de término general a, = 23", Se pide:

1°. Probar que tienen infinitos términos comunes.

2°. Hallar el primer término comun.

3°. Escribir la forma general de la sucesion de términos comunes.

PROBLEMA 3°

En el tridngulo equilatero ABC, de lado a, se trazan las circunferencias que tienen
sus centros en los vértices y son tangentes al lado opuesto. Hay tres puntos de
interseccion de estas circunferencias en el interior de ABC que son vértices de
otro tridngulo equilatero. Calcular la longitud del lado de este.

PROBLEMA 4°

(Hay alguna potencia de 2 que se pueda obtener como suma de dos numeros natu-
rales consecutivos?



Conferencia organizada por nuestra Sociedad

Organizada y patrocinada por la Sociedad “Puig Adam” de Profesores de Ma-
temadticas y por la Seccion Departamental de Algebra de la Facultad de Educacion
de la Univ. Complutense C 1 COm .mencionada a continuacion, el
dia 23 de junio de 2003 e

Conferenciante: Kurt Kreith es catedratico de Matematicas de la Universidad de
California en Davis, EE.UU. Su campo de investigacion se centro en el estudio de
Ecuaciones Diferenciales, pero sus trabajos mas recientes estan enfocados en el
papel de las Nuevas Tecnologias en la ensefianza de las Matematicas a nivel de
Educacion Secundaria. Bajo los auspicios del “American Forum for Global Edu-
cation”, ha desarrollado un curriculum sobre “Las Matematicas del Cambio Glo-
bal”, que imparte a profesores y alumnos de primer afio de su universidad.

Publicacion: Aquellos de nuestros socios y lectores interesados en el tema y que
no pudieron asistir pueden encontrar un resumen de la conferencia en el articulo
del Prof. Kreith publicado en el numero 64 de nuestro Boletin, pags. 24-34.

Nota: La fecha y hora de la conferencia no pudo precisarse hasta muy poco tiem-
po antes de celebrarse, dado que se aprovecho un dia de paso por Madrid del Prof.
Kreith, de vuelta del congreso conjunto RSME-AMS. Como consecuencia, s6lo
pudieron ser avisados aquellos socios que nos han notificado su correo electroni-
co. Por ello la Junta Directiva invita de nuevo a comunicarnos la direccion de
correo electronico a todos los socios que dispongan de €l.
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Boletin de la Soc. Puig Adam, num 65 (Octubre 2003)

Problemas y Soluciones

Julio Fernandez Biarge

Universidad Politécnica de Madrid
jfbiarge@etelefonica.net

Abstract

In this paper we show how an unfortunate use of the exercises and the
evaluations can affect negatively to the teaching of the Mathematics.

En el articulo de Kurt Kreith [1], publicado en este mismo Boletin, se aludia al
hecho de que cuando un alumno resuelve el problema de hallar la raiz positiva de
x’ —x -1 =0, suele darlo por terminado con la “solucién” (14V5)/2 ; pero como el
evaluar V5 equivale a resolver la ecuacion x’ — 5 = 0, lo que simplemente ha
hecho es transformar un problema en otro; éste es mas simple, tan sélo porque el
alumno conoce un algoritmo capaz de abordar ese caso particular, o dispone de
una calculadora que lo hace con so6lo pulsar una tecla.

Son muchas las ocasiones en que se induce a los alumnos a una interpretacion
forzada de lo que es la solucion de un problema. En diversas exposiciones orales
he recurrido a este esclarecedor ejemplo:

Propdngase a un alumno el “problema” de

2
d

evaluar: =& (1)
7 X

y rapidamente nos dard la “solucion” I = log 2 . Hagamosle observar que no ha
concluido con su tarea, pues log 2 no es un “valor”. Simplemente ha convertido
el problema (1) en el de

determinar el valor de x que hace que e =2 (2)

El alumno alegard que “no ha traido la calculadora ni las tablas”, por lo que no
puede concluirlo. Sélo dispone de un boligrafo y de su cuaderno de papel cuadri-
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culado. Pero si nosotros le conminamos a que se esfuerce en resolver este proble-
ma (2), aunque sea de un modo aproximado, y es ingenioso, volvera sobre sus
pasos y tras dibujar una grafica cartesiana aproximada de la funcién y = 1/x, con
solo contar cuadritos, conseguira una evaluacién aproximada de / , y asi habra
resuelto el problema (2). Es decir, (1) puede considerarse como la solucion del
problema (2) y no al revés. Si el alumno conoce la formula de Simpson, el log 2
pude evaluarse aproximadamente mediante (1), con un simple calculo mental
(usando solo las abscisas 1, 3/2 y 2), como 25/36 , que arroja el valor de 0,694...
(con un error inferior al 2 por mil respecto al verdadero 0,693...).

Son muchas las ocasiones en que forzamos a los alumnos a considerar validos
unos procesos de resolucidon y no otros, atendiendo a una limitacién, a veces arti-
ficiosa, de los medios disponibles. Lo malo es cuando esa limitacion obedece no a
la disponibilidad actual de medios, sino a la que existio en otros tiempos, habién-
dose mantenido por la costumbre, sin que hoy conserve justificacion alguna.
Afortunadamente, ya no se exige en ningun sitio a los alumnos que en los pro-
blemas trigonométricos den las formulas finales “preparadas para el calculo loga-
ritmico”, como era habitual cuando los calculos numéricos habia que hacerlos
mediante las tablas logaritmico-trigonométricas, que nadie utiliza ya. Pero quedan
otras muchas costumbres que se mantienen aun cuando han perdido su validez.

Esto se da todavia en muchos cursos de Calculo Infinitesimal. En ellos, la ob-
sesion por encontrar primitivas expresables mediante complicadas combinaciones
de funciones escogidas en un repertorio amplio, pero forzosamente limitado, esta-
ba justificada cuando estas funciones eran las unicas de las que se habian confec-
cionado tablas (muy penosamente, por cierto) y la consulta de éstas era la nica
via para la evaluacién de integrales definidas.

(Puede considerarse satisfecho un alumno al que han pedido evaluar
2_[ dx
YxP(x’+2)
cuando, después de gran trabajo, llega a
l Lo (1o f+f)(2+f)
T @G22+ U2
L] 2 f . f
2+ 33«/5 V32 V32
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Los libros sobre ecuaciones diferenciales de hace pocos afios estaban poseidos
por la obsesion de llegar a soluciones explicitas. Cuando ello no era posible, se
ensefiaba al alumno que se habia elegido una ecuacidn, se habia dado nombre a la
funcién que la resolvia, alguien se habia encargado de elaborar penosamente ta-
blas para evaluarla, y entonces, otras muchas ecuaciones podian resolverse, me-
diante habiles transformaciones, utilizando esa funcién y esas tablas. Era lo que
habian hecho famosos matematicos al abordar los problemas clasicos de la fisica
y su obra resulté de gran utilidad. Pero ;debe mantenerse hoy dia ese modo de
proceder como el tnico posible?

En los cursos de Fisica, las costumbres suelen ser todavia mas perniciosas. Los
alumnos pueden llegar a pensar que los laboratorios estan llenos de cilindros inde-
finidos, planos ilimitados o esferas perfectas, Unicas figuras estudiadas en la teo-
ria, por la obsesion de obtener soluciones expresadas explicitamente mediante una
férmula y eludir el estudio de los casos en que eso no puede hacerse. ;Cuando se
va a convencer a los alumnos de que un problema fisico estd resuelto si se ha ob-
tenido una solucién expresada mediante una integral definida, una integral de
superficie, una ecuacion diferencial u otra formulacidon matematica precisa y cla-
ra, a la que se puedan aplicar los métodos de célculo numérico disponibles ac-
tualmente, con el auxilio de los ordenadores? La obtencidn de soluciones explici-
tas, expresadas mediante una formula en la que aparezcan los datos, es un caso
excepcional, que rara vez es posible en los problemas reales.

En la resolucién de problemas, hay limitaciones que solo estan justificadas en
las artificiales condiciones en que se realizan las evaluaciones o exdmenes, pero
que nada tienen que ver con la forma en que se resuelven los problemas que ofre-
ce la vida, en la préctica. En el articulo “Evaluacién” [2], que publiqué hace afios
en este Boletin, me referi extensamente a esa distincion y, sobre todo, a los efec-
tos secundarios que el modo de realizar las evaluaciones produce en la ensefianza
en general. En ese articulo prevenia sobre la peligrosa creencia de que la evalua-
cion era un simple “dispositivo de medida”, que actuaba sobre el proceso docente,
sin afectarlo seriamente.

Sefialaba en ese articulo, entre otros, dos perniciosos efectos secundarios im-
portantes de las evaluaciones: Que inducen a una preparacion especifica para la
superacion de las pruebas y que dan una falsa perspectiva sobre la utilidad relati-
va de los distintos temas y métodos estudiados. Del artificioso disefio de las prue-
bas resulta asi una desviacion del esfuerzo que se trata de conseguir que realicen
los alumnos para alcanzar los objetivos docentes y una apreciacion erronea sobre
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lo que es realmente importante en la asignatura (las teorias y los medios tutiles
para superar las pruebas no son los mismos que los adecuados para abordar los
problemas reales).

Si se quiere acercar al alumno a las aplicaciones practicas de lo que se ensefia,
es indispensable hacer que se percate claramente de lo que es una solucidén exacta
dada explicitamente, de lo que es una solucién dada mediante algoritmos conoci-
dos que permiten obtenerla con la precision que se desee, y lo que es una solucion
irremediablemente aproximada, como ocurre cuando en los calculos intermedios
se han omitido términos que se estiman “despreciables”.

Entre las soluciones dadas por algoritmos, incluimos las formuladas mediante
expresiones, como las (1+V5)/2 y log 2 consideradas antes, que pueden consi-
derarse también exactas, en el sentido de que tenemos medios para evaluarlas con
la precision que sea necesaria en cada caso.

Pero también es un vicio muy arraigado acostumbrar al alumno a dar por re-
suelto un problema sélo cuando se ha conseguido expresar su soluciéon mediante
una expresion. Debe convencerse a los alumnos de que problemas tales como la
obtencidén del maximo comun divisor de dos numeros naturales, la descomposi-
cion en factores primos, o la aproximacién de raices de una ecuacion algebraica
quedan resueltos en cuanto se define el algoritmo adecuado, aunque no se haya
llegado a una “férmula” que de explicitamente la solucion.

Como ejemplo de los vicios inducidos por los sistemas de evaluacion esté el de
que los alumnos suelan decir que las ecuaciones de segundo grado se pueden re-
solver, mientras que las de quinto grado no se pueden resolver. En una de estas
ultimas, con una simple calculadora, sin necesidad de saber el método de Newton,
ni otro mas adecuado, simplemente por tanteos de “no llego” o “me paso”, se
puede encontrar la raiz buscada en un intervalo (a veces tras alguna consideracion
grafica), con un par de cifras exactas. Mejor aun si se usa la técnica babilonica
citada por Kurt Kreith en [1], con el nombre de divide and average”. Puesto que
ello no es usual en los exdmenes, suele decirse que se trata de un problema que
“no se puede resolver”.

Inducidos por las evaluaciones a que son sometidos pertinazmente, los alum-
nos suelen menospreciar el estudio de los conceptos fundamentales y de sus defi-
niciones, ya que rara vez les resultan utiles para resolver los ejercicios que se les
proponen. En este hecho lamentable influye la permanente ocultacién que suele
hacerse de la estrategia que se sigue sistematicamente en las Matematicas para
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hacer frente a toda clase problemas, desde la aritmética elemental al calculo infi-
nitesimal. Mereceria la pena que en algin momento se hiciese explicita esta estra-
tegia, desvelando asi el misterio de por qué las definiciones apenas juegan papel
en la resolucion de los ejercicios.

Podemos resumir la estrategia a que nos referimos en un esquema:

A
Definicion de un concepto

| |

B D
A partir de la definicion, deduccion de Aplicacion directa del con-
propiedades del concepto. cepto a un repertorio reduci-
do de casos particulares y
l formacién de una tabla con
C los resultados.

Mediante esas propiedades, deducir
reglas capaces de reducir la aplicacién
del concepto en casos complejos a suce-
sivas aplicaciones en casos mas simples.

] |

Aplicacion del concepto a casos concretos:

Para conseguirla, se intenta aplicar sucesivamente las reglas obtenidas
en C, hasta conseguir reducir el problema a casos que figuran en la ta-
bla creada en D.

Esta es la estrategia seguida en la aritmética elemental para efectuar operacio-
nes con ndameros naturales: Definido (A) el producto, se forma (D) la tabla de
multiplicar, y deducida (B) la propiedad distributiva, se establece (C) la regla o
algoritmo que utilizamos (E) para multiplicar nimeros cualesquiera mediante
numerosas consultas sucesivas a los resultados de la tabla.
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Para hallar funciones derivadas, a partir de la definicion (A) de derivada, de-
ducimos propiedades (B) que nos conducen a reglas (C) que permiten expresar
las derivadas de sumas, productos, cocientes y funciones compuestas, combinan-
do las derivadas de los sumandos, factores, etc. Conocida la tabla (D) de deriva-
das de las funciones elementales, podemos abordar el problema de obtener la
funcion derivada en casos mas complicados (E), por aplicacion sucesiva de las
reglas hasta llegar a los casos considerados en la tabla.

Un proceso analogo se nos presenta para la determinacion de primitivas. ;Por
qué ésta es mucho mas dificil que la de derivadas? Claramente, porque las reglas
obtenidas en (C) son mucho menos potentes que en el otro caso (no hay regla que
permita conocer la primitiva de un producto sabiendo las de los factores), lo que
obliga a hacer mucho mas extensa la tabla obtenida en (D). La determinacion de
la continuidad de una funcion, la de la convergencia o divergencia de las series de
términos positivos o la de las integrales impropias, y tantos otros problemas se
resuelven con la misma estrategia.

Si el alumno se percata de la esencia de esa estrategia, presente en tantos mo-
mentos de sus estudios matematicos, entenderd muy bien por qué en las operacio-
nes que tiene que efectuar en sus ejercicios, rara vez necesita echar mano de la
definicion del concepto implicado en ellos, y lo inico que realmente necesita son
las reglas de (C) y la tabla de (D), que normalmente debera aprender de memoria.
Ya no le sorprenderd que el propio concepto utilizado y sus propiedades, tan tra-
bajosamente demostradas, no se utilicen en la resolucidn de los ejercicios.

Referencias

[1] Kreith, Kurt (2003): Algebra in the Time of Computers. Boletin de la Socie-
dad “Puig Adam”, n° 64, 24-34.

[2] Fernandez Biarge, Julio (1986): Evaluacion. Boletin de la Sociedad “Puig
Adam”, n° 7, 13-23.
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Calculos efectivos en logica proposicional
booleana interpretada como un anillo de
clases residuales (polinomial) sobre Zs

E. Roanes Lozano!, Luis M. Laita!, E. Roanes Macias'

Dpto. de Algebra, Facultad de Educacién
Universidad Complutense de Madrid
{eroanes,roanes}@mat.ucm.es
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Abstract

The duality between Boolean algebras and Boolean rings and the
properties of lattice orderings are used in this article to detail how a
polynomial model for Boolean logic can be constructed. This model ex-
actly translates the ideals of Logic into the ideals of Algebra and enables
to perform effective calculations in Logic and even in Rule Based Ex-
pert Systems using the implementations of “Grobner bases” and “nor-
mal forms” provided by Computer Algebra Systems. Moreover, the
approach can also be used to construct a model for modal multivalued
logics (and Rule Based Expert Systems using these logics).

Introduccion

Los “Sistemas de Célculo Simbélico” (CAS) permiten realizar muy répida-
mente calculos efectivos en anillos polinomiales. Ademas, las implementa-
ciones que proporcionan para el calculo de la “base de Grobner” de un ideal,
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asi como de la “forma normal” de un polinomio moédulo un ideal, permiten de-
cidir duros problemas algebraicos como la pertenencia a ideal [1, 2, 7, 13, 23].

En este articulo se describe detalladamente un modelo polinomial para la
l6gica booleana, que permite aplicar esta potencia de calculo a la realizacion
de calculos en Loégica y a la extraccion de conocimiento y verificaciéon de
sistemas expertos basados en reglas (RBES), que ya fue introducido en [14].

Comienza con un predmbulo sobre reticulos, 6rdenes reticulares, algebras
de Boole y anillos booleanos, que puede ser saltado por el lector avezado
(salvo su ultimo punto, en que se introduce la aproximacién a la modelizacion
que se seguird).

En los apartados 2, 3 y 4 se describe constructivamente un anillo de clases
residuales polinomial que es también anillo booleano, y los correspondientes
anillo booleano polinomial y orden reticular.

En la secciéon 5 se construye el isomorfismo de algebras de Boole que
permite pasar de la Logica al Algebra.

En el apartado 6 se relacionan los ideales y filtros definidos al modo de la
Légica con los ideales de anillos definidos al modo del Algebra y se obtienen
interesantes resultados.

Finalmente se muestra como se puede implementar sencillamente esta
aproximacién en un CAS como CoCoA' [5, 20]

1 Preambulo sobre algebras de Boole y anillos boo-
leanos

Las demostraciones de esta seccidon no son complejas, pero algunas son algo
enrevesadas. Como el dlgebra de Boole en que estamos acostumbrados a
pensar es la de partes de un conjunto, las demostraciones se ilustraran en tal
algebra de Boole, aunque sean generales (de hecho basta en casi todas ellas
cambiar los simbolos particulares: unién, interseccion,... por unos generales:
L, M,... para obtener la demostracién general). De cualquier modo se pueden
consultar, por ejemplo, [8, 9, 10, 16, 17, 21].

'CoCoA, un sistema para realizar calculos en Algebra Conmutativa. Autores: A. Ca-
pani, G. Niesi, L. Robbiano. Disponible por ftp andénimo en: cocoa.dima.unige.it
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1.1 Reticulos

1.1.1 Definicién.- Un conjunto, en el que hay definidas dos operaciones
internas, diremos que es un reticulo si las dos operaciones son conmutativas,
asociativas y cada una es cancelativa (simplificativa) respecto de la otra.

1.1.2 Consecuencia.- Ambas operaciones son idempotentes (lo que se in-
cluye a menudo como condicion en la definicion de reticulo, pero es innece-
5ari0).

1.1.3 Ejemplo.- (P(E),U,N) tiene estructura de reticulo.
En efecto; YA,B,C € P(E):

AUB=BUA ; BNA=ANB
AUBUC)=(AUB)UC ; ANn(BNC)=(AnB)NC
AU(BNA)=A ; AN(BUA)=A
Como consecuencia: AUA=A ; ANnA=A

Probemos, por ejemplo, una de estas ultimas (la idempotencia de U):

AUA=AUAN(BUA)=AU(AND)=AU(DNA) =4

1.2 Reticulo y orden reticular

1.2.1 Definicién.- Denominaremos orden reticular a un orden parcial no
estricto tal que, para dos elementos cualesquiera, siempre exista infimo y
supremo.

1.2.2 Proposicion.- A partir de un reticulo se puede definir un orden reti-
cular. Reciprocamente, a partir de un orden reticular, se puede definir un
reticulo.

1.2.3 Ejemplo.- Consideremos el reticulo (P(E),U,N). A partir de las
operaciones del reticulo se puede definir un orden reticular C:

VA, BeP(E): ALB & AUB=B (& ANnB=A).

Es inmediato que la relacion asi definida es un orden reticular (observemos
que, en este caso, C resulta ser C).
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1.2.4 Ejemplo.- Reciprocamente, consideremos el conjunto de partes de
E, y el orden reticular C, esto es, (P(F),C). A partir del orden reticular se
pueden construir las operaciones de un reticulo:

VA,BcP(E): AUB=supc(A,B) ; ANB=1infc(A,B) .

Es sencillo probar que (P(E),U,MN) es un reticulo (observemos que, en este
caso, U y M resultan ser, respectivamente, U y N ).

1.2.5 Observacién.- Es claro que, si se permuta el orden de las opera-
ciones en el dalgebra de Boole, se obtendrd la relacion de orden formada per-
mutando los elementos de los pares ordenados que definian la relacion de
orden (por ejemplo 2O en lugar de C).

1.3 Algebras de Boole

1.3.1 Definicion.- Se dice que un reticulo es distributivo si cada una de
las dos operaciones es distributiva respecto de la otra.

1.3.2 Definicion.- Se dice que un reticulo es complementario cuando:
e cxisten infimo y supremo del reticulo (para el orden reticular)

e hay definida una operacion unaria, denominada “complemento”, tal
que:

— al operar con la primera operacion del reticulo cada elemento con
su complemento, se obtenga el supremo del reticulo

— al operar con la seqgunda operacion del reticulo cada elemento con
su complemento, se obtenga el infimo del reticulo.

1.3.3 Definicién.- Se denomina “dlgebra de Boole” a un reticulo distribu-
tivo y complementario.

1.3.4 Ejemplo.- Veamos como (P(E),U,N, "), donde ' es el complemento
usual, es un dlgebra de Boole. Por una parte U es distributiva respecto de
N y viceversa. Por otra, el infimo del reticulo (para C) es () y el supremo
del reticulo (para C) es E. Ademds, ' funciona como complementario:

VAEP(E): AUA =E y AnA' =0 .
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1.3.5 Observacion.- Los caracteres “distributivo” y “complementario” de
un reticulo son independientes. En efecto, los siguientes ejemplos muestran
dicha independencia:

o Fl reticulo de las variedades lineales del plano vectorial respecto de la
suma de variedades lineales y la interseccion es un reticulo complemen-
tario (el complemento de la variedad lineal O es todo el plano vectorial,
y el complemento de una recta vectorial es cualquier otra recta vecto-
rial), pero no distributivo (si R,S,T son rectas vectoriales distintas:

R+(SNT)# (R+S)N(R+1T)).

e FEl reticulo (IN,med, mem) es distributivo, pero no complementario (el
infimo es 1 y el supremo 0, pero p.ej. 3 no tiene complementario).

*
o Fl reticulo de los convexos del plano, respecto de la union convera U

(menor convezro que contiene a la union) y la interseccion es un reticulo,

pero no es ni distributivo (p.ej., si A, B,C son tres cuadrados alineados
ES %

disjuntos, el A en medio, AN(B UC) # (ANB) U (ANC)), ni

complementario (una recta no tiene complementario).

1.4 Algebras de Boole y anillos booleanos

1.4.1 Definicién.- Un anillo booleano es un anillo (con unidad?®) tal que
la sequnda operacion es idempotente.

1.4.2 Proposicién.- i) En un anillo booleano todo elemento es su propio
simétrico para la primera operacion.
ii) Ademds todo anillo booleano es conmutativo.

Demostraciéon.- Sean Ll la primera operacién, 0 el neutro, ’ el simbolo de
simétrico para L! ; 1 la segunda operacion y 1 la unidad.
i) Si a,b son elementos del anillo:

alb=(aUb)MN(alb)=(aMa)d(aMb)U(bMNa)Ll(bMb) =
=al(aNb)UBNa)lUb=(allb)U((aMb)U(bMa))

*Para poder obtener de él un algebra de Boole (puede evitarse esta condicién
sumergiendo a posteriori el anillo en un anillo con unidad).
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pero como respecto de la operacion U es grupo:
0= (almb)U (bMa) (1).

Por tanto, si fuese a = b, por idempotencia (de M), 0 =aUa .

ii) De (1), como respecto de la operacién U es grupo: (aMb) = (bMNa) ,
y, por i), todo elemento es simétrico de si mismo para la primera operacion,
luego allb=>bMa .

1.4.3 Proposicion.- A partir de un dlgebra de Boole se puede definir un
anillo booleano. Reciprocamente, a partir de un anillo booleano se puede
definir un dlgebra de Boole.

1.4.4 Ejemplo.- En el dlgebra de Boole (P(E),U,N, ) el infimo es () y el
supremo es E. Definiendo la diferencia simétrica de dos elementos de P(E)
en la forma usual

AAB = (AN B")U (A N B) (2)

tenemos que (P(E), A,N) es un anillo booleano. En efecto: todas las propie-
dades son inmediata consecuencia de la correspondiente propiedad del algebra
de Boole o son simplemente una manipulacion mds o menos larga (como la
conmutatividad y asociatividad de AN\). En particular:

o () es el neutro de A\ (y el absorbente de N)
o E es el neutro de N.

y como, VA € P(E), ANA =10, todo elemento de P(E) es también simétrico
de si mismo para /\.

1.4.5 Ejemplo.- Partiendo ahora del anillo booleano (P(E),\,N) y defi-
niendo en este anillo la siguiente operacion:

AUB=(AAB)A(ANB) (3)

obtenemos un dlgebra de Boole (véase el ejemplo 1.4.7).
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1.4.6 Proposicién.- Si partimos de un dlgebra de Boole y obtenemos el
correspondiente anillo booleano, definido por (2), y a partir de este construi-
mos el correspondiente dlgebra de Boole, definida por (8), resulta el dlgebra
de Boole de partida.

1.4.7 Ejemplo.- Prosiguiendo con el ejemplo 1.4.5, se tiene:

AUB=(AAB)A(ANB)= ((AAB)N(ANB))U((AAB) N(ANB)) =
= (AAB)U(ANB)=AUB

1.5 Un modelo polinomial para el algebra de Boole proposi-
cional

Pretendemos modelizar el algebra de Boole proposicional mediante un anillo
(booleano) polinomial. Podemos llevarlo a cabo de dos formas, que se recogen
en el siguiente diagrama:

isomorfismo de

ale. de Boole dlgebra de Boole
& &y

algebra de Boole

proposicional polinomial
! !
anillo booleano lfioem(;;fiiﬁg;o anillo .(bool.eano)
proposicional — polinomial

Como el interés de esta modelizacién es precisamente aprovechar la ex-
traordinaria potencia de los CAS, es claro que interesa pasar mediante un
isomorfismo de algebras de Boole (esto es, realizar la traduccién a polinomios
primeramente, para realizar todos los cdlculos en el lado derecho del dia-
grama).

2 Construyendo un anillo booleano polinomial

2.1 Primeros requisitos. El anillo (A, +, )

Tratemos de construir un anillo de polinomios booleano (A, +, -) adecuado a
nuestro propésito:
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e como se ha visto en 1.4.2, todo elemento ha de ser simétrico de si mismo
para la primera operacién, luego: Va € A, a+a = 2-a = 0, lo que
sugiere tomar 4 como un anillo sobre un cuerpo de caracteristica 2

e los elementos del anillo booleano han de ser idempotentes para la se-
gunda operacion.

Pues bien, estas dos condiciones son verificadas por el anillo de clases resi-
duales
A=(Z)2Z)[z,y, .. 2)[(&® = 2,9% =y, .., 2" = 2)

respecto de la suma y el producto usuales, como se prueba en las dos proposi-
ciones siguientes.

2.1.1 Proposicién.- En (A, +,-) todo elemento es opuesto de él mismo.
Demostracién.- Basta tener en cuenta que el cuerpo base es Z/277.

2.1.2 Proposicién.- En (A, +,-) todo elemento es idempotente para la ope-
racion producto.

Demostracién.- Si a € A, se puede escribir en la forma:
a=00+0g T+ yY+..+0, 2404y T Y+ ..t Oy T Y2+ ..

donde las § pertenecen a Z/27Z y por tanto son idempotentes. Puesto que
hemos pasado al cociente sobre el ideal (z? —z,y? —v, ..., 2% — z), las variables
x,1, ...,z deben ser idempotentes también. Ademas, los dobles productos se
anulan, luego

a? =00+ 0z T+ Y+t 240 Tyt oty vy z+..) =a

2.2 Un resultado llamativo

2.2.1 Proposicién.- En A todo elemento es divisor de cero (el resultado
es cierto en cualquier anillo booleano).

Demostracién.- Sea a € A. Entonces: a-(1+a) =a+a®>=a+a=2-a=0
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3 Construyendo un algebra de Boole polinomial

3.1 El algebra de Boole (A, +,-,1+)

Probemos a definir un algebra de Boole a partir de este anillo (booleano) en
el modo usual (expuesto en 1.4).

3.1.1 Definicién.- Para cualesquiera a,b € A; definimos: a+b = a+b+a-b
(como la suma y el producto son operaciones internas en A, + también lo

es).
3.1.2 Observacién.- Por supuesto se puede obtener + a partir de + vy -
sia,beA: a+b=(1+a) b+ a-(1+0)

(realmente asi construimos la operacion del anillo booleano a partir de las
operaciones del dlgebra de Boole como se hizo en 1.4).

3.1.3 Convenio.- Consideraremos - prioritario frente a + .

3.1.4 Proposiciéon.- (A, +,-,1+) es un algebra de Boole (el infimo es 0; el
supremo es 1 y el complemento de a € A es 1 + a). Por tanto se verifican
las leyes de De Morgan.

Demostracién.-

i) Las propiedades conmutativas, asociativas, cancelativas y distributivas
se prueban facilmente.

ii) Probemos por ejemplo que en A todo elemento es idempotente respecto
de +. En efecto: Va € A,

ata=a+a+a-a=a+a+a>=0+a=a
iii) El supremo del reticulo es el 1 y el infimo el 0. En efecto: Va € A,

at0=a+0+a-0=a ; a-0=0
at+l=a+14+a-1=1 ; a-1=a
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El complementario del elemento a es 1 + a. En efecto: Va € A,

at(l+a)=a+(1+a)+a-(1+a)=a+1+a+a+a®=1
a-(1+a)=a+a*=a+a=2-a=0

(la existencia de 1 + a estd asegurada por ser (A, +,-) anillo).

iv) Como es bien conocido, en todo algebra de Boole se verifican las leyes
de De Morgan. Probemos una de ellas:

1+ (atb)=1+(a+b+a-b)=1+a+b+a-b=(1+a)-(1+0b)

4 Ordenacién del algebra de Boole polinomial

Definiremos un orden reticular en el dlgebra de Boole (A, +,-, 1+) como se
hizo en la seccién 1.2.

4.1 Definicién de un orden reticular en (A, +,-, 1+)

4.1.1 Definicion.- Sea < el orden reticular definido en el dlgebra de Boole
(A, +,-,14+) en el modo usual:

Va,be A: a<b & a-b=a
4.1.2 Proposicién.- En (A, +,-,1+) son equivalentes:
1) a-b=a
2) atb=10
3) (14+a)+b=1
4) a-(1+b)=0.

Demostracién.- La demostracién es inmediata (de hecho el resultado co-
rrespondiente es cierto en cualquier algebra de Boole). Probemos por ejemplo

1) = 2):

1) = atb=a+b+ta-b=a+b+a=b.
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4.1.3 Proposicion.- El orden asi definido en A es, precisamente, “ser

maultiplo”.

Demostracién.- =) a<b < a-b=a = a es multiplo de b

<) aesmiultiploded & Ik€e A:a=b-k =
= a-b=(b-k)-b=b -k=b-k=a & a<b

4.1.4 Consecuencia.- Para cualesquiera a,b € A: a,b|(a-b) ; a+bla,b

Demostracién.- i) Trivial
ii) (a+b) - a = a (por la propiedad cancelativa de - respecto de +)

Los resultados siguientes son ciertos en general, pero los particularizare-
mos para este algebra de Boole para acostumbrarnos a su extrano fun-
cionamiento.

4.1.5 Proposiciéon.- Para cualesquiera a,b,c € A:
bla & (14 a)|(1+b)
(corresponde en el dlgebra de Boole proposicional con: A — B < B — —A).

Demostracién.- =) bla < Jk € A:a = k-b . Por tanto, llamando,
[=1+k-b+b

I-(1+a) = (1+k-b+b)-(1+k-b) =1+k-b+b+k-b+k*>b*+k-b* =1+b &
< (14+a)[(1+0)

<) Es consecuencia de la implicacién ya probada y de que: 14+(1+c) = ¢
4.1.6 Proposicién.- Para cualesquiera a,b,c € A:

i) cla = c|(a-b)

i) cla y c|b = c|(at+b)

Demostracién: ii) cla< ke A: a=k-c
chbesIeAd: b=1-c
luego: atb=a+b+a-b=k-c+l-c+k-l-c?=(k+l+k-1)-c = c|(a+b)
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4.1.7 Proposicion.- Para cualesquiera a,b,c € A:
i) alc = (a+b)|c
i) alc y ble = (a-b)|c

Demostracion: Es consecuencia de las leyes de De Morgan y de las dos
proposiciones anteriores.

5 Isomorfismo entre el algebra de Boole proposicio-
nal y el algebra de Boole polinomial
5.1 Construcciéon del homomorfismo de algebras de Boole ¢

Sea (C,V, A,—,—) el dlgebra de Boole de las proposiciones generadas a par-
tir de las variables proposicionales P, (Q,..., R y las operaciones V,A y —.
Denotemos por 1 a la tautologia y por 0 a la contradiccién.

Consideremos el algebra de Boole (A, +, -, 1+, ser multiplo) donde

A= (Z/2Z)[p,q,....,T]] <p* —p,¢* —q,..;r? —7)
y definamos
o: (C,V,A,~,—) — (A, +, -, 1+, ser miiltiplo)

del modo siguiente: para las variables proposicionales P, (), ..., R

y para cualesquiera A, B € C, si a = p(A) y b = ¢(B), entonces

AV B — a+b
-A—14+a

Como consecuencia de las leyes de De Morgan: AAB — a-b

y por tanto ¢ es un homomorfismo (més adelante se probard que estd bien
definido).
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5.1.1 Proposicién.- p(1) =1, ¢(0) =0 y ¢ conserva la ordenacidn.

Demostracién: Infimo y supremo:
0=PA=P = ¢(0) =p(PA=P)=¢(P) p(=P) =p-(1+p)=p+p° =0

Andlogamente se prueba que (1) =1
Ordenacién: siendo A y B dos proposiciones cualesquiera, a = ¢(A) y b =
p(B), se tiene

A—B & ANB=A = p(AANB)=9(4) & ¢(A) -¢(B)=p(4) <
& a-b=a = a es multiplo de b.

5.1.2 Proposicion.- ¢ estd bien definida.

Demostracién: Es consecuencia de que se preserve la ordenacién. Sean A
y B dos proposiciones cualesquiera y sean a = ¢(A) y b = ¢(B):

A=B = A—-B y B> A =
= ¢(A) es multiplode ¢(B) y ¢(B) es multiplo de ¢(A) <
& a esmultiplode b y b es multiplode a & a=15

5.2 El isomorfismo de algebras de Boole ¢

5.2.1 Proposicion.- ¢ es suprayectiva.

Demostracién: Todo elemento del anillo A (y estos elementos son los mis-
mos que los del dlgebra de Boole A) es una combinacién lineal algebraica de
las variables polinomiales. Como hemos visto que ¢ es homomorfismo, si p y
g son dos variables polinomiales cualesquiera:

o(PAQ)=p-q
P(~PAQ)V(QN-P))=p+q (por3.1.2)

luego ¢ es suprayectiva.

5.2.2 Proposicion.- ¢ es inyectiva.
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Demostracién: Sean A y B dos proposiciones cualesquiera, ¢(A) = a ,
©(B) = b y supongamos a = b (de donde a|b y bla). Como ¢ preserva el
orden (se corresponden — y “ser multiplo”):

ba = A—B ; alb = B— A

luego A<+ B .
5.2.3 Observacién.- Para ser precisos, realmente consideramos C/= (dl-
gebra de Lindenbaum [4]) y A/ =. Esto es, consideramos por ejemplo A y

AN A como la misma proposicion, puesto que A = AN A. Andlogamente,
por ejemplo, a y a + a + a, son dos formas de escribir el mismo polinomio.

5.3 Ejemplos

5.3.1 Ejemplo.- Sea C = {0, P,—P,1}. Entonces (C,—) es el cierre tran-
sitivo del diagrama de la izquierda:

N, LN,
AN

que se corresponderd en ¢ con (A,ser multiplo), donde

= (Z)2Z)[p)/(p> —p) = {1,p,1+p,0}

y “ser multiplo” es el cierre transitivo del diagrama de la derecha.

5.3.2 Ejemplo.- Sean las variables proposicionales de C: P y ). Entonces
C posee 16 elementos y (C,—) serd el cierre transitivo de:
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\(PVﬂQ)/\(ﬂPVQ)V

que se corresponderd en ¢ con (A, ser miultiplo), donde

= (Z/2Z)[p.ql/(p* — p.¢" — q)

y “ser multiplo” vendrd dada por el cierre transitivo de:

p+q

(14+p)-q L+p
X(Hp)-(lﬂz T+ q)
p-(1+¢q) 1+gq

5.4 Atomos y co-dtomos de un dlgebra de Boole

\\//

5.4.1 Definicion.- Un elemento de un dlgebra de Boole que sea minimal
(resp. mazximal) para la ordenacion, se dice que es un dtomo (resp. co-
dtomo)3.

5.4.2 Proposicién.- Los co-dtomos de (A, +,-,1+,ser miltiplo) son los
polinomios irreducibles.

3Entendemos que el infimo no es minimal y el supremo no es maximal, en el sentido
usual de minimal y maximal.
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Demostracion: d es co-atomo < d es maximal para “ser multiplo” <
< el dnico elemento (# d) del que d es multiplo es del supremo (1) <
& d es irreducible.

5.4.3 Observacion.- Notemos que una variable proposicional no es irre-
ducible. Por ejemplo, en el caso de que haya exactamente dos variables
proposicionales, P y Q) (véase 5.8.2):

(p+q) es irreducible y  (p+(1+q)) es irreducible
y ademds
(p+q) - pH1+q) =p-(¢H(l+q)=p-1=p
luego p no es irreducible.
5.4.4 Proposicién.- Para cualquier B € (C,V, A\, =, —):
B es dtomo < —B es co-dtomo.
Andlogamente, para cualquier b € (A, +, -, 1+, ser miiltiplo)

b es atomo < 14+ b es co-dtomo

Demostracion: Basta considerar las definiciones de dtomo y co-dtomo y
4.1.5.

5.4.5 Proposicién.- Los dtomos de (A, ser miltiplo), donde
A= (Z)27Z)[p,q,...,m]/{p?> — p,¢*> — q,...,m%> — ) son de la forma:

m = [0p-p+(1=0)- (1+p)]-[0g-¢+(1—=d¢)- (1+q)]--..-[0r -7+ (1 =07) - (147)]

donde
0; € (Z]27) (ee.: 0; =0 o 6; =1).

Por tanto, los dtomos son polinomios de A de grado total mdzimo (los dtomos
son de grado uno en cada variable y grado total el nimero de variables).
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Demostracién: i) Veamos que m es un atomo.
Seaa € A mla< FkeAd:a=k-m . Como k € A, se puede expresar en
la forma:

E=ag+op - ptag-qg+..+opgp-q+...+opg-p-q-1+ ..
luego a = k - m serd una suma de monomios como p.ej.: (apg-p-q)-m .
* Si apy = 0, entonces el monomio se anula.
* Sty =1

— Si (14 p) 6 (1+ q) dividen a m, entonces el monomio se anula.

— En otro caso, p y g dividen a m, y el monomio queda:
(L-p-q)-m=m.

En cualquier caso, a = k - m serd una suma de monomios iguales a 0 6 a m,
luego:
a=m obien a=0

y por tanto a es atomo.

ii) Veamos que si ¢ es dtomo de (A4, ser miltiplo) debe ser de esta forma.
Si ¢ es atomo, y lo expresamos con las operaciones del algebra de Boole
(A,+,-,1+), no se debe poder escribir en la forma,

c=htg ; h#0 y g#0

pues en tal caso quedarfa: c¢-h = (h+g)-h=h
y por tanto h y ¢ serian multiplos de ¢, luego ¢ no seria minimal.

Por tanto, si expandimos ¢ por distributividad de - respecto de + y can-
celamos, no pueden aparecer + en tales expansiones. Luego c es de la forma

c=00+ [0 p+0(L+D)] [6g-q+6,(1+q)] w67+ 6.(1+7)]

donde 0y, 0;,0; € (Z/27) y donde no todas las variables polinomiales tienen
necesariamente que aparecer (e.e., puede no aparecer p.ej. el factor [0, - g +

(1 +q)).
Analicemos las ¢:

33



* si algtin d y el correspondiente &', por ejemplo d, y 5;) , fueran iguales a

1, entonces [0y - p + 0, (1 + p)] = 1, es decir, no aparecerian ni el factor
puniel (14+p)enc

* si algtn 0 y el correspondiente ¢, por ejemplo 6, y 5; , fueran iguales

a 0, entonces [0, - p + 0,(1 +p)] = 0, y quedaria c = dp. Entonces:

— si dgp = 0, ¢ no seria minimal (seria ¢ = 0, e.e., el infimo)

— si dg = 1, ¢ no seria minimal (seria ¢ = 1, e.e., el supremo).
Por tanto
c =00+ [0pp+(1=0p)-(14p)]-[0g-q+(1=06¢)-(1+q)]-...-[6 v+ (1 =0, ) - (1+7)]

donde 6¢,0; € (Z/27) y donde no todas las variables polinomiales tienen
necesariamente que aparecer.

Como, por las leyes de De Morgan, 1+ (a-b) = (1 +a)+(1 +b), y hemos
visto que ¢ no se debe poder expresar como + de elementos no nulos, debe
ser 0p = 0. En consecuencia:

¢=[0p-p+(1=0p)-(1+p)]-[0g-q+(1—=dg)- (1 +q)]--..- [0 -7+ (1= 0p) - (1+7)]

donde 6; € (Z/27Z) y donde no todas las variables polinomiales tienen nece-
sariamente que aparecer.

Pero si por ejemplo ni r ni (147) aparecieran, ¢-r seria multiplo (propio)
de ¢ y ¢ no seria minimal. Por tanto todas las variables polinomiales tienen
necesariamente que aparecer.

5.4.6 Consecuencia.- Si en el dlgebra de Boole polinomial (A,+,-, 1+,
ser multiplo) hay n variables polinomiales, entonces hay 2" dtomos (respec-
tivamente co-dtomos). Lo mismo ocurrird en (C,V,\,—,—) si se genera a
partir de n variables proposicionales.

6 Ideales y filtros

6.1 Ideales de anillos conmutativos

6.1.1 Definicién.- Sea (R,+,:) un anillo conmutativo. Un subconjunto
I CR se dice que es un ideal de 'R syss se verifican:
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i) Viji' eI: i+i el
i) VieINaeR: a-i€l

(e.e. I es subanillo de A tal que el producto de un elemento del anillo por un
elemento del ideal pertenece siempre al ideal).

6.1.2 Definicién.- Sea (R,+,-) anillo conmutativo y sea § # S C R.
Se llama ideal generado por S al menor ideal que contiene a S. Si S =
{81, .-+s8m}, el ideal generado por S se denota (s1,...,Sm)-

En particular, si S = {s}, el ideal generado por S, (s), se dice que es un
ideal principal y resulta ser: (s) ={x € A: s|x} .

6.2 Ideales (y filtros) de algebras de Boole

6.2.1 Definicién.- En el dlgebra de Boole proposicional (C,V,A\,—,—) se
define el ideal (principal) generado por A € C como

EAZ{XEC:X%A}
y el filtro (principal) generado por B € C como

EB={X€eC:B— X}

6.2.2 Observacion.- Definiremos de modo andlogo ideales y filtros de un
dlgebra de Boole general a partir del orden reticular asociado. Asi por ejem-
plo, el ideal (principal) del dlgebra de Boole (A,+,-, 1+, ser miltiplo) gene-
rado por a € A, serd:

E, ={x € A:x es miltiplo de a}

6.2.3 Proposicion.- Como ¢ preserva el orden, los ideales y filtros del
dlgebra de Boole (C,V,\,—,—) se corresponden en ¢ con los ideales y filtros
del dlgebra de Boole (A, +,-, 1+, ser multiplo).

35



6.3 Ideales del anillo A e ideales del algebra de Boole A

6.3.1 Proposicion.- Los ideales del dlgebra de Boole (A, +, -, ser miltiplo)
son ideales del anillo (A, +, -, ser multiplo).

6.3.2 Teorema.- (A, +,-) es un anillo en que todo ideal es principal.
Es mds: (81,82, ..., 8n) = (s1+82+F...+8,) .

Demostracién: i) + es operacién interna en el ideal (por serlo + y -), luego:
s1+s9+...F8, € (81,82,..,8n) = (s1+89+...F5,) C (51,89,...,8n)

ii) Por 4.1.7 i): sy1+sot...Fspls; 3 i =4,...,n =
= 8; € (s1F+89F...+8p) 5 i=1,...,n =
= el minimo ideal que contiene a {s1, s9,...,8,} , esto es,
(81,82, 00y 8p) C (81+89F...F5,) .

6.3.3 Observacion.- De modo similar se prueba que el menor filtro del
dlgebra de Boole (A,+,-,ser multiplo) al que pertenecen si,so,...,5, es el
generado por §1- 82 ... Sy

6.3.4 Proposicién.- Los ideales del dlgebra de Boole (A, +, -, ser multiplo)
coinciden con los ideales del anillo (A, +, -, ser multiplo).

Demostracién: i) Los ideales del dlgebra de Boole A son ideales del anillo
A (esta parte es 6.3.1).

ii) Los ideales del anillo A son ideales del dlgebra de Boole A. En efecto: por
6.3.2, los ideales del anillo son principales, luego los multiplos del generador
deben estar en el ideal, y es obvio que tal conjunto de multiplos constituye
un ideal del anillo.

6.4 Mas resultados sobre ideales y filtros

6.4.1 Proposicién.- Si el ideal de A generado por a € A corta al filtro
generado por su complementario, 1 + a, entonces ambos son todo el anillo,
e.e.:

E,NnEMY £ o B, =E1TY) = 4
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Demostracién: <) Es evidente.

=) E,NEMtY £ = Ip e E,nEte
y para ese z, debe verificarse (por definicién de ideal):

alz y z|(1+a) = a/(l14+a) = (14+a)€fa) = 1€{a) = (a)=A

Para el filtro: 1 € (a) = all

( | =(1+D[(1+a) =
= (e g(tta)

E1+a — A
6.4.2 Notacién.- Admitamos la notacion siguiente: si S C A
1+S={l+s:5€ S5}

6.4.3 Proposicién.- i) FEl ideal de A generado por a € A coincide con
el conjunto de complementarios de los elementos del filtro generado por el
complementario de a, e.e.:

E, =1+ (E'?)
ii) En consecuencia, si b € A: E° =1+ (E14)

Demostracién: i) 2 € FE, < alz © 1+2z|l4+a & 1+2€ E'F
i1) Sigue de i) y 4.1.5.

6.4.4 Teorema.- Todo elemento de A (distinto de la unidad) es expresable
de modo unico como producto de irreducibles.

Demostracién: i) Todo elemento es producto de co-dtomos (irreducibles).
En efecto: sea b € A. Como todos son miiltiplos de 1, pueden ocurrir dos
cosas:

e b es irreducible (y hemos terminado)

e b no es irreducible. Como el anillo es finito, tiene que existir un irre-
ducible k tal que 1|k|b. Por tanto 3b' : b = k- '. Reiterando el proceso
para b obtendremos la descomposicién de b como producto de irre-
ducibles (como b’ -b=b < b < by b #b, yel anillo es finito, el
proceso tiene fin).
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ii) La expresién de un elemento como producto de irreducibles es unica.

Sea b un elemento cualquiera de A. Consideremos el filtro E®. Entonces b
es el producto de los co-atomos (irreducibles) de E°, my, ma, ..., 7j, y esa es la
tnica forma de expresarlo como producto de elementos irreducibles.

En efecto: por 4.1.7 ii

milb 5 i=1,2,...,5 = m-my-...-m;lb

Ademés, otros irreducibles no pueden dividir a b, pues pertenecerian a E°.
Y si algun 7; apareciera mas de una vez, simplificaria por idempotencia. Por
tanto: m-mo-...-m; =0

6.4.5 Observacién.- (A,+,:) no es un dominio de factorizacion unica
(DFU), pues en 2.2.1 se vio que todo elemento es divisor de cero, luego
A no es dominio. De hecho la factorizacion en general no es unica:

p-q=p-p-q) y: q#p-q

6.4.6 Proposicién.- FEl anillo de clases residuales A es finito y por tanto es
un anillo noetheriano y artiniano (suponemos finito el numero de variables).

7 Implementacion en CoCoA

7.1 Sobre CoCoA

CoCoA es un lenguaje de Algebra Computacional especializado en calculos
de GB y NF médulo un ideal en anillos de polinomios sobre cuerpos finitos.

No se puede fijar en CoCoA que el anillo sea de clases residuales. Lo que
haremos es calcular las formas normales de todos los elementos (reducirlos)
modulo el ideal generado por las diferencias de los cuadrados de las variables
menos ellas mismas (lo que, desde el punto de vista del mero célculo, viene
a ser lo mismo).

La tautologia y la contradiccion se representaran respectivamente como

T(T=1)yC (C=0).
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7.2 Cédigo en WinCoCoA v.4.2

Supongamos que las variables proposicionales son Py, P, ..., Py y las varia-
bles polinomiales correspondientes pi, po, ..., p1o. Consideramos entonces el
anillo polinomial

(Z/ZZ)[plap27 '°'7p10]

y reducimos todos los calculos médulo el ideal

I = (p} —p1,ps — P2,---,PTo — P1o)
El cédigo que hace esto es brevisimo:

A::=Z/(2)[ pl[1..10] 1;

USE A;

MEMORY.I:=Ideal(p[1]1~2-p[1],p[2]"2-p[2],p[3]1"2-p[3],
pl4]~2-p[4],p[5]~2-p[5],p[6]~2-pl6],
pl7]1~2-p[7],p[8]1"2-p[8],p[9]"2-p[9],
p[10]1-2-p[10]1);

T:=1;
C:=0;
NEG (M) = NF(1+M , MEMORY.I);
0(M,N) = NF(M+N+M*xN , MEMORY.I);
Y(M,N) = NF (M*N , MEMORY.I);
IMP(M,N) := NF(1+M+M*N , MEMORY.I);

7.3 Ejemplos de uso de la implementaciéon en WinCoCoA

7.3.1 Ejemplo.- Comprobar la distributividad de V respecto de N\ viendo
que: p1V (p2 Ap3) = (p1Vp2) A(p1Vps3)

0(p[1],Y(p[2],p[3])) - Y(O(p[1],p[2]1),0(p[1],p[3]1));
0

Como las imdgenes de ambas proposiciones por ¢ coinciden, son equivalentes.

7.3.2 Ejemplo.- Comprobar una de las leyes de De Morgan para p1,ps y
p3: —(p1Vp2) = —p1 A pa:
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NEG(O(p[1],p[2]1)) - Y(NEG(p[1]),NEG(p[21));
0

Observemos que lo que podemos probar con esta aproximacion es si una
proposicién concreta es una tautologia, si dos proposiciones concretas son
equivalentes, etc. El demostrar una propiedad en general supondria tener
que considerar expresiones generales de proposiciones, lo que es posible pero
demasiado costoso cuando el numero de variables proposicionales del dlgebra
de Boole proposicional es alto.

8 Conclusiones

Esta aproximacién [14] tiene la ventaja sobre la de Kapur-Narendran [12] o
Hsiang [11] de proporcionar una estructura de algebra de Boole (polinomial)
isomorfa al algebra proposicional, en lugar de s6lo una forma de realizar
calculos efectivos. Ello es la clave para dar un paso mas y obtener un modelo
para sistemas expertos basados en reglas (RBES) sobre una légica booleana,
pasando de

A= (Z)2Z)[x,y, ..., 2] (x? —x,y° —y, ..., 2> — 2)

AT

donde J es el ideal generado por la negacion de los hechos establecidos como
ciertos (de entre los hechos potenciales), de las reglas y de las restricciones
de integridad. Se pueden estudiar asi extraccién de conocimiento en RBES
y verificacién de RBES [18].

Todo ello se puede generalizar a légicas modales multivalentes [4, 22],
extendiendo los trabajos de Alonso-Briales [3] y Chazarain et al. [6], también
con la ventaja de proporcionar un anillo de clases residuales isomorfo y de
poder pasar a tratar RBES sobre légicas modales multivalentes [15, 19].
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Abstract

The objective of this work is to investigate the principal discoveries of Arab
Mathematic, some of which main authors are: Mohammed ibn-Musa Al-
Khowarizmi, Thabit ibn Qurra, Abu Kamil, Omar Khayyam, Nasir Eddinn,
Al-Kashi. We are also going to study with a principal concern the work of
Al-Khowarizmi “Al-jhabr wa’al mugabalah”, because that book was for
Algebra what “Euclid Elements” were for Geometry, that is, the best ele-
mentary exposition available till modern times.

Introduccion

Durante el primer siglo del Imperio musulmén no se produjo ningtin desarrollo
cientifico, pero en la segunda mitad del siglo VIII fueron llamados a Bagdad sa-
bios procedentes de Siria, Irdn y Mesopotamia. De esta manera bajo los califatos
de los tres grandes protectores abbasies de la cultura, Al-Mansur Haroun, Al-
Raschid y Al-Mamun, Bagdad se convirtié en una nueva Alejandria. Durante el
reinado del segundo de estos califas, conocido sobre todo por los cuentos de “Las
mil y una noches”, se tradujo al arabe parte de la obra de Euclides, pero cuando
los arabes dieron rienda suelta a su pasion por las traducciones fue durante el cali-
fato de AlI-Mamun (809-833). Se dice que el califa tuvo un suefio en el que se le
aparecio Aristoteles, y en consecuencia Al-Mamun decidié hacer traducir al drabe
todas las obras griegas que se tuvieran a mano, incluido el Almagesto de Ptolo-
meo y una version completa de los Elementos de Euclides.

Al-Mamun fue quien fundd en Bagdad la “Casa de la sabiduria” comparable al
antiguo Museo de Alejandria. Entre los miembros de esta especie de Universidad
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estaba un matematico y astronomo, Mohammed ibn-Musa Al-Khowarizmi. Este
matematico que debid morir algo antes del afio 850, ademas de tablas astronomi-
cas y tratados sobre el astrolabio y el reloj de sol, escribid dos libros sobre aritmé-
tica y algebra. El primero de ellos nos ha llegado so6lo a través de una copia tnica
de una traduccion latina con el titulo “Sobre el arte de calcular hinda” de la cual el
original drabe se ha perdido. En esta obra que estaba basada presumiblemente en
una traduccion arabe de Brahmagupta, daba Al-Khowarizmi una exposicion tan
completa del sistema de numeracién hindu, que es €l probablemente el responsa-
ble de la extendida aunque falsa impresion de que nuestro sistema de numeraciéon
es de origen arabe.

Al-Khowarizmi a través de su obra “Al-Jhabr wa’al mugabalah™ nos ha trans-
mitido la palabra algebra que se deriva de este titulo, cosa natural si se tiene en
cuenta que fue de este libro del que aprendié mas tarde Europa la rama de la ma-
tematica que lleva ese nombre. El Al-Jhabr viene a estar, mas proximo al algebra
elemental moderna que las obras de Diofanto o de Brahmagupta, ya que este libro
no trata de dificiles problemas de andlisis indeterminado, sino de la exposicion dire-
cta y elemental de la resolucion de ecuaciones, especialmente de las de segundo
grado. El Al-Jhabr nos ha llegado en dos versiones, la 4rabe y una traduccion latina.
La palabra arabe “al-jhabr” significa transferencia de términos al otro lado de una
ecuacidén y “mugabalah™ cancelacidon de términos iguales en ambos miembros. La
palabra arabe “al-jhabr” se convirtio en algebra al transcribirla al latin.

El Algebra de Al-Khowarizmi fue para el Algebra lo que los “Elementos de
Euclides” fueron para la Geometria, es decir, la mejor exposicion elemental dis-
ponible hasta los tiempos modernos.

Al-Khowarizmi es unos de los mas tipicos ejemplos del eclecticismo arabe. Lo
mas seguro es que su sistema de numeracion provenga de la India, su solucion
algebraica sistematica de las ecuaciones de segundo grado puede haber sido un
desarrollo procedente de Mesopotamia, y el marco geométrico y légico con que
justifica sus soluciones tiene su origen evidente en Grecia.

1. La Aritmética de Al-Khowarizmi

La aritmética de Al-Khowarizmi es la primera obra conocida en la que el sistema
decimal y las operaciones efectuadas haciendo uso del mismo, son objeto de una
atencion especial. El titulo de la obra es “Libro de la adicion y la sustraccion a
partir del célculo de los hindties”. Sus primeras frases, tras las rituales alabanzas a
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(13

Dios, propias de aquellos tiempos son: “... hemos decidido exponer la forma de
contar de los hindues con la ayuda de IX caracteres y ensefiar como, gracias a su
simplicidad y concisidn, estos caracteres permiten expresar todos los nimeros™.

Tras explicar con detalle el sistema decimal de numeracion mediante las cifras
usadas en la India, junto con un pequefio circulo semejante al cero, da las normas
que permiten pronunciar los diferentes nimeros y define los conceptos de unidad,
decena, centena, etc.

A modo de ejemplo propone el numero [ 100 703 051 492 863, que lee: un
millar de millar de millar de millar de millar (cinco veces) y cien millares de mi-
llar de millar de millar (cuatro veces) mas setecientos tres millares de millar de
millar (tres veces) y cincuenta y un millares de millar (dos veces) y cuatrocientos
noventa y dos millares y ochocientos sesenta y tres.

Describe a continuacion las operaciones de calculo. Veamos el ejemplo que
propone para la multiplicacién de 2326 por 214:

2326 2326
214 mmmmmmmmmmmm - — 428000
(2000x214=428000)
428326
428326 428326
214  memmmmmmmmmmm o — 64200
(300x214=64200)
492226
492226 492226
214  —mmmmmmmmmmmmm - — 4280
(20x214=4280)
496486
496486 496486
214 mmmmmmmmmm——e- — 1284
(6x214=1284)
497764

Andlogamente la division de 46468 entre 324 se efectiia como sigue:
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46468
324

14068
324

14

1108
324

14

----- — 14068

324

es decir:

es decir:

es decir:

(Resultado: cociente entero 143 y resto 136)

2. El Algebra de Al-Khowarizmi

El Algebra de Al-Khowarizmi muestra como resolver las ecuaciones de segundo
grado y las ecuaciones lineales con coeficientes numéricos. Al principio de su
obra distingue seis formas candnicas de ecuaciones de primer y segundo grado e
indica los métodos de resolucion. En estas formas canodnicas, todos los términos
deben aparecer como magnitudes aditivas y, ademds considerar solamente las

46468 | 324

14068 1

14068 | 324

1108 4
1108 | 324
136 3

soluciones positivas de las ecuaciones. Las seis formas candnicas son:

I.- Los cuadrados son iguales a las raices: a-x” = b-x

IL.- Los cuadrados son iguales a un niimero: a-x>=c

III.- Las raices son iguales a un nimero: a-Xx =c

IV.- Los cuadrados y las raices son iguales a un nimero: a-x> +b-x=c

’ . s 2
V.- Los cuadrados y los nimeros son iguales a las raices: a-x"+c¢=b-x

7 ) . 2
VI.- Las raices y los numeros son iguales a los cuadrados: b-x +c=ax



Cualquier otra ecuacidn sélo puede resolverse tras haber sido reducida a una de
estas formas. Ademas, el coeficiente del término cuadréatico debe ser igual a la
unidad. Por ejemplo, una ecuacién que se plantea como:

x> +(10-x)> =58

se reduce al caso

x2+21=10x

que es del tipo V.

Veamos la discusién que hace Al-Khowarizmi de esta ecuacidn: dividiendo
por dos el nimero de raices, resulta 5. Multiplicando este nimero por si mismo,
se obtiene 25. Resta ahora 21 de esta cantidad, el resto que queda es 4. Extrayen-
do la raiz cuadrada, que es igual a 2, y restando este de la mitad del nimero de
raices, 5, resulta 3. Esta es la raiz que se busca, y su cuadrado es 9. De forma al-
ternativa, se puede afiadir la raiz cuadrada a la mitad del numero de raices, y la
suma es siete. Esta es también la raiz buscada, y su cuadrado es 49.

Obsérvese que el primer procedimiento no es mas que una descripcion verbal

de nuestra regla
10 / 10,
——. (=) =21
2 (2)

y el segundo, describe el célculo de

5+4/5% =21

. , Sy 2
Este ejemplo conduce a una regla mas general para la ecuacion x~ + bx =c, que

es:
b b,
2+ (2 -
2 (2) ¢
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3. Demostracion geométrica de Alkhowarizmi para la resolucion de la ecua-
cién x* +21 = 10x

A B 5-x G E
H K F
D X C
5-X
I 5-x g X L
Figura 1

Area del rectangulo BEFC igual a 21 (Figura 1)

El rectangulo AEFD tiene de area 10x, luego AE =10, AG =5, HI = 5-x, [J = 5-x
Area BGHC = area KFLJ

Area GELI igual a 25

Area GELJKH igual a 21

Area HKJI igual a 4 luego 5-x =2 — x =3

4. Un problema de Heron

Algunos de los problemas de Al-Khowarizmi evidencian con toda claridad su de-
pendencia de la corriente matematica que proviene de los babilonios pasando por
Herén. Y uno de ellos al menos fue tomado directamente de Herdén con gran proba-
bilidad, ya que tanto la figura como las dimensiones son las mismas. Se trata de
inscribir un cuadrado en un tridngulo isésceles de base 12 unidades (Figura 2) y
lados iguales de 10 unidades, preguntando el problema la medida del lado de dicho
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12

Figura 2

cuadrado. Al-Khowarizmi calcula en primer lugar, con ayuda del teorema de Pi-
tdgoras, la altura del tridngulo, 8 unidades, asi que el area del tridngulo es 48.
Llamando al lado del cuadrado “la cosa” se puede ver que se obtendra el cuadrado
de “la cosa” restandole al tridngulo grande los tres tridngulos pequefios que que-
dan fuera del cuadrado. La suma de las areas de los dos triangulos menores es
evidentemente el producto de “la cosa” por 6 menos la mitad de “la cosa” y el
area del triangulo pequefio superior es el producto de ocho menos “la cosa” por la
mitad de “la cosa”; de todo ello se obtiene que “la cosa” es 4 4/5. Desarrollando-
lo més detenidamente tendremos

6> +x*=10% x¥*=100-36=64 = x =8 (altura del triangulo)
Area del triangulo igual a 48

(“la cosa”) x (6 — %2 “la cosa”) es el area de los tridngulos menores inferiores
(8 — “lacosa”) x (% “lacosa” es el area del tridngulo superior
48 — (“la cosa”)x(6— % “la cosa”) — (8 — “la cosa”)x( “la cosa”) = (“la cosa™)’
48 — 6(“la cosa”) + ¥ (“la cosa”)> — 4 (“la cosa”) + ¥ (“la cosa”)* = (“la cosa”)*
48 — 10(*“la cosa”) =0
10 ( “la cosa”) =48

48 24 4

“la cosa” = — = — = 4 — unidades

5
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En la teoria de resolucién de ecuaciones, Al-Khowarizmi presentaba sus de-
mostraciones en términos de casos particulares. En cambio, en sus trabajos, Tha-
bit ibn Qurra da demostraciones del caso general. Veremos el caso x°+bx=c

B W E
A b/2
ble
D G F
J ’ I H
Figura 3

BE=b area WEGF = area DCJI (Figura 3)
Luego area ABCD + area BECF + area CGHI = area AWH]J

xZ+bx+ (b/2)°=(x+b2)°

x* + bx conocido puesesc, (b/2) > conocido, entonces x + 5/2 conocido, luego
x conocido: x =AW -BW =x+b/2 -b/2

Algebraicamente también seria facil demostrarlo, se afiade (b/2)* a los dos
miembros:

xX+bx =c
x* +bx + (b2 =c+ (b2)
(x +b/2)° =c+ (b2)

x+b2= yJc+(b/2)’
x=+c+(b/2)* -b2

50



Ejemplo: Resolver x’ + [2x = 64 (Figura 4)

X 6

Figura 4

(x +6)° =64+ 36 =100
xt+t6=10 = x=4

5. El Algebra de Abii Kamil

Un escritor que se encontraba en plena actividad a la muerte de Thabit ibn Qurra,
el afio 901, es Abi Kamil, cuyo apelativo era “el calculista egipcio”. Uno de los
problemas que plantea es el siguiente:

Se divide 10 en tres partes de manera que si la menor de ellas se multiplica por
si misma y se suma a la intermedia multiplicada también por ella misma, el resul-
tado es la mayor multiplicada de nuevo por ella, y cuando se multiplica la menor
por la mayor se obtiene la intermedia, multiplicada por si misma. Se tienen asi
tres indeterminadas x,y,z (que se suponen positivas) y verifican

10=x+y+z
2=+
xz=y
Toma primero x = 1, con lo que las condiciones se convierten en:

10=1+y+z
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22=]+y2
2

zZ=y
Las dos ultimas inducen la igualdad
077 =1+

que resuelta da

z=y' =12 ++11/4

es decir

1

= 1/2+ . [1—

S
1 1
I+y+z=32+1— + ,|1/2+ [1—
4 4

Si designamos esta ultima cantidad por a, tendriamos a=10, pero es evidente que
esto no es cierto , no obstante, a * (10/a) = 10, por lo que si llamamos b = 10/a,
tendremos a.b = 10, lo que puede expresarse como

(I +y+z)eb=10 esdecir y+yb+zb=10

y, por lo tanto

y ahora b, yb, zb resuelven el problema. Abi Kamil utiliza aqui un artificio de
calculo conocido como “regla de la falsa posicion”, conocida ya en el antiguo
Egipto.

Tras laboriosos calculos, el valor de b queda determinado como una raiz de la
ecuacion:

10x =x> + 75 - /3125

con lo que se obtiene el menor de los tres numeros
b=5= 257

Y ahora, las condiciones restantes nos permiten calcular los dos valores restantes,
que son:
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vb = 3,26 zb = 4,17
Abu Kamil también demuestra las siguientes igualdades
(10-x).(10—x) =100+ x"— 20x

y aunque da una prueba algebraica, partiendo de la propiedad distributiva y la
regla de los signos, afiade la siguiente demostracién geométrica (Figura 5).

G B A
X 10-x
E Z
D H
Figura 5

Supongamos que el segmento GA representa el numero 10, y GB la letra x. Com-
pletemos el cuadrado (AD) como en la figura, con lo que AB=ED=/0-x. De este
modo, el cuadrado (ZH) es (10 — x)° y ademés, (GZ)=(GH)=10x, con lo que (EH)
= (GH)~(EB) = 10x - x°

Luego (EH)+(GZ)=20x-x" y como el cuadrado mayor es igual a 100 se tiene:
(10-x)° = (ZH) = 100-(20x-x’) = 100+x-20x

6. Omar Khayyam

Omar Khayyam (1.050-1.123) escribié un “algebra” que extendia la cléasica de
Alkhowarizmi hasta incluir las ecuaciones cubicas. Siguiendo la tradicién de sus
predecesores drabes, Omar Khayyan da los dos tipos de soluciones, aritméticas y
geométricas, para las ecuaciones cuadraticas; acerca de las ecuaciones cubicas en
general parece haber creido (equivocadamente, como se llegaria a demostrar mas
tarde, durante el siglo XVI) que era imposible dar soluciones aritméticas, y por lo
tanto Omar Khayyan da unicamente soluciones geométricas en estos casos. La
idea de utilizar intersecciones de conicas para resolver ecuaciones cubicas no era
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nueva, sino que habia sido explotada ya por Menecmo, Arquimedes y Alhazan,
pero Omar Khayyan dio el paso decisivo de generalizar el método para cubrir
todas las ecuaciones cubicas que tengan alguna raiz positiva. En una obra anterior,
al llegar a una ecuacion de tercer grado hacia expresamente Omar Khayyan la
observacion siguiente: “esto no puede resolverse por medio de la geometria plana
(es decir, usando solamente regla y compas) debido a que contiene un cubo; para
resolverlo necesitamos las secciones cOnicas”.

Los arabes se sintieron mucho mas atraidos por el algebra y la trigonometria
que por la geometria pura, pero si que hubo un aspecto de la geometria que ejercio
sobre ellos una fascinacion especial; se trata del intento de demostrar el quinto
postulado de Euclides. Ya incluso entre los griegos este intento de demostrar el
postulado en cuestion se habia convertido practicamente en un “cuarto famoso
problema de la geometria” y hubo varios matematicos drabes que continuaron las
investigaciones en este sentido.

Alhazen comenzd considerando un cuadrilatero trirrectdngulo, cuadrildtero
que suele conocerse como cuadrildtero de Lambert, en honor al matematico del
siglo XVIII que lo estudid sistematicamente y creyd haber demostrado que el
cuarto angulo debia ser también un angulo recto; a partir de este teorema sobre el
cuadrilatero trirrectangulo se puede demostrar facilmente el quinto postulado de
Euclides. En su demostracién suponia Alhazen que el lugar geométrico de un
punto que se mueve permaneciendo a una distancia constante de una recta dada es
siempre otra recta paralela a la dada, hipdtesis equivalente al postulado de Eucli-
des, tal como se demostro en la época moderna.

Omar Kayyan criticd la demostracion de Alhazen basandose en el hecho de
que Aristdteles habia excluido de una manera determinante el uso del movimiento
en geometria. Omar Khayyan parti6 de un cuadrilatero con dos lados iguales y
perpendiculares a su base, cuadrilatero que se suele denominar actualmente como
cuadrilatero de Saccheri en honor al matematico del siglo XVIII del mismo nom-
bre que estudid sus propiedades e investigd las posibilidades que pueden darse
sobre los angulos superiores del cuadrilatero, que deben ser necesariamente igua-
les como se puede ver facilmente.

Hay, pues tres posibilidades, segin que los angulos superiores sean: 1) agudos,
2) rectos, 6 3) obtusos. Las posibilidades 1 y 3 las excluye Omar Khayyan baséan-
dose en un principio que atribuye a Aristoteles y que asegura que dos rectas con-
vergentes deben cortarse, lo que supone de nuevo una hipotesis equivalente al
postulado del paralelismo de Euclides
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7. Nasir Eddinn

Cuando muri6 Omar Khayyan en el afio 1.123, la ciencia drabe se encontraba ya
iniciando un periodo de decadencia, pero las contribuciones cientificas no termi-
naron bruscamente. Durante el siglo XIII y mas tarde otra vez durante el XV nos
encontramos aun con un par de matematicos importantes. Nasir Eddin Al-Tusi
(1.201-1274) que continud los esfuerzos por demostrar el postulado de las parale-
las partiendo de las conocidas tres hipotesis posibles sobre el cuadrilatero de Sac-
cheri. Su demostracion se basa en la siguiente hipdtesis , que es equivalente de
nuevo al axioma de Euclides:

“Si una recta u corta perpendicularmente a otra recta w en el punto A, y si la
recta v corta oblicuamente a w en B, entonces las perpendiculares trazadas desde
v a u son menores que AB del lado en que v forma un dangulo agudo con w, y ma-
yores del lado en que v forma un angulo obtuso con w”.

Nassir Eddin escribid el primer tratado sistematico de trigonometria plana y
esférica, en el que el material se expone ya como si se tratase de una materia in-
dependiente en si misma y no como una simple criada de la astronomia, como
habia sido el caso tanto en Grecia como en la India; en esta obra se estudian las
seis funciones trigonométricas usuales y se dan reglas para resolver los diversos
casos de triangulos planos y esféricos.

8. Al-Kashi

La matematica arabe continu6 su inevitable decadencia después de Nasir Eddin,
pero nuestra exposicion de la contribucidn de la cultura musulmana a esta ciencia
no seria razonablemente completa si no hiciéramos referencia a una ultima figura
que corresponde ya a principios del siglo XV. Se trata de Al-Kashi que fue prote-
gido del principe Ulugh Beg, nieto del conquistador mongol Tamerldn. En Sa-
marcanda, donde establecid su corte, hizo construir Ulugh Beg un observatorio, y
Al-Kashi form6 parte del equipo de cientificos que se reunio en torno a este ob-
servatorio. Al-Kashi escribié numerosas obras, tanto en drabe como en persa, so-
bre matematica y astronomia. Es particularmente notable la exactitud de sus cal-
culos sobre todo en la resolucion de ecuaciones algebraicas por el método llamado
de Horner, procedente quizd de los chinos. También puede ser que Al-Kashi
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adoptase de China la practica de utilizar fracciones decimales; en realidad, Al-
Kashi es una figura muy importante en la historia de la difusién de las fracciones
decimales, y hasta tal punto se dio cuenta de la importancia de su contribucién a
este respecto que se considerd a si mismo como el verdadero inventor de las frac-
ciones decimales.

Al-Kashi era evidentemente un virtuoso del célculo y estaba orgulloso con to-
da razon de su aproximacion de 77, que mejoraba todos los valores aproximados
dados por sus predecesores. En Al-Kashi nos encontramos también con el teorema
binomial en la formula del “tridangulo de Pascal”, un siglo més o menos después
de su publicacion en China, y también un siglo antes aproximadamente de que
apareciera impreso en libro en Europa.

Con la muerte de Al-Kashi hacia el afio 1.436 podemos dar por cerrada nuestra
exposicidon de la matematica arabe, ya que el colapso cultural del mundo musul-
man fue aiin mas completo que la desintegracion politica de lo que habia sido un
gran imperio. Fue una afortunada coincidencia el que cuando la ciencia arabe em-
pezaba a declinar, el clima intelectual en Europa estaba ya preparado para recibir
el legado del saber heredado de la Antigiiedad.
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Abstract

In this work we study through differential equations systems several models
of natural behaviour between animals into a comun ecosystem. Finally, we
show a wide collection of examples in order to point out the biological im-
plications that we can deduce from the mathematical analysis.

Introduccion

El objetivo de este trabajo es la realizacion de un estudio completo de la dinamica
poblacional de dos especies S, y S, interactuantes dentro de un ecosistema.

Denotando por x,(t) y X,(t) el nimero de ejemplares de S, y S, en el ins-

tante t, un modelo razonable que gobierna el crecimiento relativo de ambas espe-
cies es

xi(t) = a-xl(t)+b-xz(t)} donde Xl(t)>0} O

x5(t) = c-x,(t)+d-x,(t) X,(t)>0

siendo a,b,c,de IR . Obsérvese que es necesario afadir a (1) la restriccion

X;(t)>0 con 1=1,2 porque en caso contrario alguna de las especies se habra
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extinguido y entonces ya no puede interactuar con la otra por lo que el sistema (1)
ya carece de sentido. Resuelto el sistema (1) tendremos las expresiones explicitas

de x,(t) y x,(t) y podremos determinar, si es el caso, el instante en que una de
las especies se extingue, digamos t =t _, esto nos indica que el modelo (1) tiene

validez en el recinto te [0, t, ], a partir de ese instante (supongamos sin pérdida

de generalidad que la especie que se extingue es la segunda) el modelo que tiene
vigencia sera

X (1) = ax, (1)

con condicidn inicial el nimero de ejemplares de la primera especie en el momen-
to de la extincion de la segunda, es decir, el valor x,(t,). Sobre este hecho regre-
saremos en los ejemplos que se muestran en el trabajo.

El signo de los parametros b y ¢ permite clasificar el modelo desde el punto
de vista biologico en

e Si b<0,c<0= S8, y S, estan en competencia (modelo de competen-
cia).

e Sib<0,c>0=S, eslapresay S, es el depredador (modelo de pre-
sa-depredador).

e Sib>0,c<0= S, es el depredador y S, es la presa (modelo de de-
predador-presa).

e Si b>0,c>0= S, y S, estan en simbiosis o cooperacion (modelo
simbiotico).

La justificacion de esta clasificacion es sencilla. Vedmoslo, por ejemplo, para
el caso de competencia, el resto se razona igual. Para ver cdmo afecta la hipdtesis

b<0 (c<0), fijemos el nimero de ejemplares de S, (S,),Xx,(t) (x,(t)),y
observemos que al aumentar la poblacion de S, (S,),x,(t) (x,(t)), como
b<0 (c<0), seglin la primera (segunda) ecuacién de (1), el valor de x/(t)
(x/,(t)) disminuira, con lo cual la velocidad de crecimiento de S, (S, ) disminui-
ra cuando aumenta la poblacién de S, (S,). Si esto es asi, es razonable suponer

que S, y S, estan en competencia: cuanto mayor es el numero de ejemplares de

58



una especie, menor es el crecimiento de la otra especie, ya que, ambas se reparten
el alimento, que puede considerarse constante.

Cabe subrayar que el signo de los pardmetros a y d no influye en la clasifi-
cacion anterior, porque ambos representan el crecimiento relativo autonomo de
cada especie, como se desprende de la interpretacion de (1). En condiciones nor-
males, a y d serdn positivos, pero en caso de anomalia autdonoma podrian ser
negativos, por ejemplo, si la especie S, ha adquirido una enfermedad contagiosa

endogamicamente se tendra que a < 0.

Algunas de las preguntas que nos interesa responder a partir de (1), desde el
punto de vista del estudio de dinamica de poblaciones son: ;cudles son las pobla-
ciones S, y S, en cada momento?; ;existira algiin instante en el cual alguna de
las poblaciones se extinguira?, en caso afirmativo, jen qué instante?, en caso ne-
gativo, ;qué sucederd con ambas poblaciones a largo plazo?; ...

Para responder a estas y otras preguntas, necesitamos resolver el sistema de
ecuaciones diferenciales lineales de primer orden (1) junto con las condiciones
iniciales, conocidas las poblaciones iniciales de ambas especies: X,(0) =X, y

X,(0) =x,,. Para ello escribiremos (1) en forma de ecuacion diferencial matri-

cial
y(t) = M- ?(t)} _ |:X10:|
~ . , = (2)
50 = 9, "7y,
siendo
a b B X, (1)
M= t) = 3
MRS v ®
La solucién de (2) es
y(t)=e" -y, C))

por lo que el problema se resume en saber calcular la exponencial de una matriz:

e™ . La respuesta a esta cuestion es bien conocida (véase [1]), y una forma de

abordarla es distinguiendo dos casos en funcion de si M es o no diagonalizable.
Antes de pasar al siguiente apartado, observemos que podemos suponer sin

pérdida de generalidad que el coeficiente b cumple que b # 0, ya que, en caso
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contrario la resolucion de (1) es directa, sin necesidad de calcular la exponencial
de una matriz. En efecto, la primera ecuacién de (1) es

xj()=a-x(t) 5)
cuya solucion para X,(0) =x,, es
X, (t) =x,,-e" (6)

(obsérvese que en esta caso la primera especie nunca se extinguira) sustituyendo
(6) en la segunda ecuacién de (1) se tiene la ecuacion diferencial lineal de primer
orden no homogénea

X;(t)_d'xz(t)zc'xm'eat @)

cuya solucion para X, (0) =x,, es

Cc-X Cc-X :
X,()=| Xy —— 2 |-e" + 2™ si azd ®)
a—d a—d
y
X,(t) = (X, +C X,y t)-e" si a=d )]

Aunque no entraremos aqui en el andlisis teorico sobre las condiciones bajo las
cuales se extinguird una u otra especie (si se hara en los ejemplos), obsérvese que
en el caso a =d la segunda especie se extinguira para

X
t=———20 >O<:>c<0<:>{

S, estd en competencia con Sl}
C Xy

S, espresadeS,

como por otra parte es esperable. Un estudio andlogo puede hacerse para el caso
a#d.

1. Preliminares matematicos
4 . o« . M .
Para el calculo de la exponencial matricial €, necesitaremos calcular los valo-

res propios y vectores propios de la matriz M . Aunque esto puede hacerse por el
método estandar, nosotros utilizaremos un método especifico muy util para matri-
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ces 2X 2, ya que, nos proporciona los resultados de forma simplificada, lo cual
nos servira para realizar el estudio general de manera mas elegante.

Teorema 1 (véase [2]). Sea M una matriz cuadrada de orden dos

a b
M:{ } con b#0
c d

ysean m, y m, las raices de la ecuacion
bm’ +(a—d)m—-c=0 10)

entonces el espectro de M , esta dado por

Ay =a+bm, = Vv, = : }

o(M) = {A,, %, fcon F (11)
A, =a+bm, = V, = }

1§ -

siendo V, y V, los vectores propios asociados a L, y \,.

Ejemplo 1. Calculemos el espectro y los valores propios de la matriz

=

Para la cual b =-2 # 0. Consideremos la ecuacion (10) y apliquemos el método
del teorema 1

m=-2 = A =-2-2(-2)=2

2 _ 2 —
2m® +(-2-1)m+2=-2m" —3m+2 0:{m2_; - 7“2:_2_2(1]:_3

luego el espectro de M es, 6(M) = {— 3,2} y los vectores propios asociados a
estos valores propios son:
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rL=-3 = v =1

Por otra parte, sabemos que una caracterizacion para la diagonalizacién de una
matriz es que todos sus vectores propios sean linealmente independientes. En
nuestro caso, segun (11),

b 1 1
M= {a d} b # 0, es diagonaliable & (12)
c

m 1m,

=m,-m #0 & m #m,

o en términos de los coeficientes de M (si A denota el discriminante de la
ecuacion (10))

M esdiagonalizmble & A_ #0 < (a—d)’ +4bc#0 13)

Obsérvese que este caso es muy importante, ya que, comprende a los modelos de
competencia (donde como b < 0,c <0, entonces (a —d)> +4bc > 0) y simbié-

tico (donde como b > 0,c > 0, entonces (a —d)* +4bc > 0), asi como todos los
casos del modelo presa-depredador que satisfagan la condicién (13).

2. Solucion del problema cuando M es diagonalizable

Supongamos M diagonalizable, entonces sabemos que existira una matriz P
invertible (1lamada matriz de paso) de modo que M = PDP~' con

pe 11 D= A O Cpio 1 m, -1 (14)
m, m, 0 A, m,-m, |-m, 1

y utilizando que

M" =(PDP')" =PD"P™"

(siendo I la matriz identidad de tamafio n) y el desarrollo de Taylor matricial
de la exponencial se llega
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M =3 Lgege :il'PD“P‘lt“ = P(il(Dt)nJP‘l =Pe” P

n=0 1’1! n=0 n: n=0 1’1!

donde hay que subrayar que el calculo de la exponencial €' es muy sencillo, ya
que, por ser D una matriz diagonal se tiene

At
b | € 0
el _{ . ekzt} (15)

Teniendo en cuenta que eM =Ppe”'P! y sustituyendo (14) y (15) en (4) obtene-
mos la solucidn del problema (2)

. 1 11 e 0 || m, -=1{x,
m,-m,|m m,| 0 e”|-m 1 |x,

que podemos expresar por componentes como

1
X, (1) = ———{(x,ym, = X0)e™" + (X, —m,X,0)e™ | (16)

, — 1IN,

1
X,(t)= m—{ml (Xjom, _Xzo)eklt +m,(X,, _mlxlo)ew} (17)
2 |

siendo

— - 2 4 _ ’
. _d-a+{@-d +4bc,m _d-a—y(@a-d) +4bcjxi=a+bmi=l,2 (18)

1 2b : 2b

3. Solucion del problema cuando M no es diagonalizable

Supongamos M no es diagonalizable, en este caso utilizando la caracterizacion
d—a
2b

a+d
valentemente aplicando (11) y (18), se satisface que A, =A, = A= S es

(12) se tiene que al no ser M diagonalizable que m; =m, =m = 0 equi-

decir, M tiene un unico valor propio de multiplicidad algebraica dos. Entonces,
sabemos que M es semejante a una matriz de Jordan, J, que en este caso es

63



Ao
M=PIP" , J=
0 A

La matriz P no puede construirse como en el caso M diagonalizable, al no
existir dos vectores propios linealmente independientes. Las columnas de P se
construyen tomando el tnico vector propio asociado a A, que sabemos es

1 X
vV, = LIJ y otro vector vV, = L]}, llamado vector propio generalizado, que se

construye de modo que cumpla (M —Al,)v, =V,, que determinamos a conti-
nuacion resolviendo el sistema compatible indeterminado

{a_x b }{X}{l}jyzéhﬂk—a)x], xe IR

c d-A|y m

tomando X = 0, construimos

0
{'1 = l
b
Por todo ello
1 O 1 0
P= l|={d=-a 1 (19)
b 2b b

Por otra parte, razonando como antes si M = PJP~' entonces e™ = Pe’P~".

Ahora el calculo de €' es

At t At x 1
el =|© © con J=
0 ™ 0 A

ya que, es sencillo probar por induccion que las potencias de los bloques de Jor-
dan valen
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=1
Jt: _Jntn: n=_ . n= —
: ;n! 1 o
" 0 > — (M)
- n!

< 1 n . 1 n—l—
DZel O i {e” te“} 20)

Teniendo en cuenta que eM =Pe’P! y sustituyendo (19) y (20) en (4) obtene-
mos también en este caso la solucion de (2)

1
1o 5% 5% = 0
yy=bd-a 1€ e | b {X‘O} 1)
2b b) 0 e? 1 [
© 2b

que ahora no desarrollaremos por componentes como hicimos en (16) y (17), pero
que hemos expresado completamente en términos de los coeficientes del sistema
diferencial (1) y las condiciones iniciales.

Obsérvese que en la solucion (21) no aparece explicitamente el parametro ¢
(también puede procederse de forma andloga y expresar la solucion en términos
unicamente de a, ¢ y d, y para ello debe considerarse la segunda ecuacion que
nos permite construir el vector propio generalizado, en lugar de la primera). Este
resultado es esperable porque al no ser M diagonalizable sabemos que se cumple

que (a—d)>+4bc=0 lo que nos permite expresar ¢ en funciéon de b:

_ (a- d)’
4b
4. Ejemplos

En este apartado analizaremos algunos ejemplos particulares del modelo (1) de la
introduccion. Utilizaremos el asistente matemdtico Mathematica para la realiza-
cion de calculos y la elaboracion de graficos.
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Ejemplo 2 (Competencia/una especie es autonomamente débil). Consideremos el
modelo de competencia

X;(t) = = 2X1 (t)— 2X2 (t)}

, 22)
X,() = =2x,()+x,(1)

(donde t estd dado en afios) que gobierna el progreso de dos especies que en la
actualidad tienen ambas 1000 ejemplares, es decir, x,(0)=1000 vy

X,(0)=1000. Estudiemos la evolucion temporal del ecosistema. En primer lu-

gar, observemos que segun el ejemplo 1, la matriz de coeficientes del sistema es
diagonalizable al tener dos valores propios distintos (esto lo sabemos desde el

propio modelo por ser del tipo de competencia). Luego sustituyendo m, = -2,
1

A =2, m,= 5 A, ==3y x,(0)=x,(0)=1000 en (16) y (17) obtenemos

X,(t) y X,(t). Nosotros en lugar de proceder asi, lo haremos directamente me-

diante un comando de Mathematica

FullSimplify[DSolve [{x’ [t]=-2*x[t]-2*y[t],y’' [t]=
-2*x[t]l+y[t],x[0]=1000,y[0]= =1000},{x,v},tl]

que nos devuelve

x,(t) = 1200e™" —200¢e*
X,(t) = 600e" + 400¢e”"
Esta solucion es valida mientras ambas especies interactiien, pero observemos que

la especie 1 se extinguird antes de los cinco meses. Exactamente, utilizando Mat-
hematica

Solve [1200*e™*"-200*e?*"= =0, t]
In6

en t =—— = 0.358 que corresponde a 130 dias. A partir de ese instante, la unica

especie es la segunda, y sustituyendo en el modelo inicial x,(t) =0, se tiene que
a partir de ese momento la segunda especie se rige por la ecuacion diferencial
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x5 () =x,(t) , Xz(h?j 50036 palrat>1?6

donde la condicion inicial se ha establecido en base al numero (sin redondear para
no perder precision) de ejemplares de la segunda especie que hay en el momento
de la extincion de la primera especie. La solucion de esta ecuacion diferencial es

X, (1) = 5003/6¢" si Ll
? 5

Una representacion grafica nos muestra claramente el comportamiento conjunto
de las dos especies. Para ello utilizamos las siguientes 6rdenes en Mathematica

f1[t ]1=1200%e™>"-200%e*";
f2[t 1=600%e>"+400%*e”";
ls=1;
Plot [{£[t],£f1[t]},{t,0,1s},
AxesOrigin->{0,0},
AxesLabel-> {“Tiempo”, “Poblacidén”},
PlotRange->{-10,3000},
PlotStyle->
{{Text [“especie 1”,{0.07,200},{1,0}]
RGBColor[1,0,0]},
{Text [“especie 2”,{0.5,1600},{-1,0}1,
RGBColor[1,0,0]},GrayLevel [0] }];

que nos proporciona la grafica (véase figura 1) donde aunque no se observa niti-
damente, sabemos que en el instante de extincion de la primera especie, la grafica
de la evolucidn de la segunda especie tiene un punto anguloso”. Mientras, la se-
gunda especie al cabo del afio habra crecido y practicamente se habra duplicado,

tendra x,(1) = 5003/ 6e = 1945 ejemplares. Esto es debido tanto a la competen-
cia que ejerce S,, como que al ser a =-2 <0, el crecimiento auténomo de la

especie S, es negativo, debido probablemente a problemas endoégenos de la pro-
pia especie (epidemia hereditaria, debilidad genética, ...).
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Poblacidn

3000

2500

2000

1500 especie 2 —

000

500 ™
especi\é\ 1
; e ; ; Tiempo
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 1. Modelo de competencia con una especie autonomamente débil.

Ejemplo 3 (Competencia/ninguna especie es autonomamente débil). Ahora consi-
deraremos el modelo de competencia

xi() = 3x(1)—-x,() }

’ (23)
X5(0) = =2x,(1)+2x,(1)

(donde t esta dado en aflos) con X,(0)=90 y x,(0)=150. Al tratarse de un

modelo de competencia sabemos que la matriz de coeficientes del sistema es dia-
gonalizable (esto puede comprobarse también, viendo que sus dos valores propios
son distintos). Aunque los célculos pueden hacerse como en el ejemplo 2, noso-
tros los haremos directamente con Mathematica . El espectro de M se obtiene
mediante el comando

M={{3,—l},{—2,2}};
Eigenvalues [M]

y obtenemos (M) = {,4}. La solucion del sistema de ecuaciones diferenciales
(23) se calcula como antes y es

t) = 80e'+10e™
X, (t) | 1 vite {O’Inlﬂ
X,(t) = 160e —10e 3
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In16

ya que la especie 2 se extinguira exactamente al cabo de =0.92 aifios, es

decir, en once meses aproximadamente. A partir de ese instante la inica especie,
la primera, se rige por el modelo

xj(D=3-x,(1) , Xl(lnTwJZ%O% parat>'1n316

. In16
cuya solucion es X, (t) = 303/2¢™ si t> I La grafica (véase figura 2) nos

muestra cual es el comportamiento conjunto de las dos especies (en el punto

In16
t =

(&

la grafica asociada a la especie 1 tiene un punto anguloso, aunque esto

no se observa nitidamente en la figura 2)

— -

Poblacidn
///
600 /
400 especie 1 /
7
e
200 77‘,7 especie 2
: : : : Tiempo
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2. Modelo de competencia sin especies autbnomamente débiles.

Mientras, la primera especie al cabo del afio habrd crecido y practicamente se
habrd multiplicado por 9, tendréd aproximadamente 759 ejemplares. Obsérvese que
en este caso como a=3>0y d=2 >0, el crecimiento autébnomo de cada es-
pecie es positivo, es decir, ninguna especie es autbnomamente débil.

También es interesante observar desde la grafica, que al principio cada especie
aumenta en numero de ejemplares, debido a que su tendencia autonoma es a cre-
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: n4 N o :
cer, y de hecho en el instante — = (.46 afios, ambas especies tienen el mismo

numero de ejemplares. Sin embargo, justo en ese instante, debido a la competen-
cia que ejerce una especie sobre otra, la especie mas débil (la especie S,) co-
mienza a disminuir en nimero hasta su extincion. Se deja como comprobacion ver

In4
que la funcion x,(t) =160e' —10e* es decreciente para t > —.

Ejemplo 4 (Presa-depredador/M no diagonalizable). Ahora estudiaremos el
modelo presa-depredador

Xi(t) = 2X1(t)—X2(t)} (24)

X,z () = X (t)+ 4X2(t)

(donde t esta dado en afios) que modeliza dos especies, la primera es la presa y la
segunda la depredadora, que en la actualidad tienen los siguientes ejemplares,

x,(0) =10000 y x,(0)=100. Como antes analizaremos la evolucion temporal

2 -1
M =
1 4
no es diagonalizable al tener un unico valor propio con multiplicidad algebraica
dos: G(M):{3}. La solucion de (24) puede obtenerse sustituyendo a =2,

b=-1,d=4, x, =10000 y x,, =100 en (21). Como antes no procedere-

mos de esta forma, sino mediante Mathematica, pero esta vez utilizando el forma-
to exponencial de la solucién de (1), dado en (4)

M={{2,-1},{1,4}};
b={10000,100};
MatrixExp [M*t] .b//MatrixForm

del ecosistema. Ahora la matriz

que proporciona como solucion
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x, () = 10000e3t—10100te3t} Vte{ 100}

0,—
x,(t) = 100e* +10100te™ 101

1
a partirde t = Tol’ la segunda especie sigue la ley

300
() =4-x,(t) , x{%}lelOOel‘“ parat>%

1
4190

cuya solucién es X, (t) =10100e ''.

A partir de la grafica (véase figura 3) estudiamos el comportamiento conjunto de
las dos especies.

Poblacidn
50000

40000 r
30000 r
20000 r

10000

Tiempo
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3. Modelo presa-depredador, con matriz de coeficientes no diagonalizable.

donde se observa que la especie 1 (la presa) se extinguird antes de un afio y la
especie depredadora crecera. En realidad esto sucedera sin importar lo grande que
sea la ventaja/desventaja inicial entre la especie presa y la depredadora, ya que en

ese caso la solucion para unas condiciones iniciales Xx,(0)=1r>0 vy

X,(0) =s> 0 arbitrarias es, aplicando ahora (4),
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_ 3 3
x, () = vre (r+s)te} ‘v’te{o, r }
r+s

x,(1) = se’ +(r+s)te’

44— T
X,(t)y=(r+s)e ™ , t=z——o
r+s

ademas

x ()=t —(r+s)te =0 t=——e P,
1 r+s
Por ejemplo para las condiciones iniciales dadas, la extincion de la especie presa

10000
se producira en el instante t = ——— =0.990099...afios. Algunas otras cosas de

interés pueden afirmarse, por ejemplo, el instante en que ambas especies coincidi-
ran en nimero de individuos:

r—=S

se’' +(r+s)te’ =re’ —(r+s)te’ < t= elog si r>s

2(r+5s)

ya que, si T <Ss, la especie depredadora siempre tendrda mas ejemplares que la
presa, y nunca podran coincidir en numero.

Ejemplo 5 (Presa-depredador/M diagonalizable). Ahora estudiaremos el mode-
lo presa-depredador

X;(t) = Xl(t)+xz(t) } (25)

X3 (1) = —x,(1)+x,(t)

(donde t esta dado en afios) que modeliza dos especies, ahora la segunda es la
presa y la primera es la depredadora Supongamos Xx,(0)=1000 vy
X,(0) =1000. Como antes analizaremos la evolucion temporal del ecosistema.

Ahora la matriz
1 1
M =
-1 1
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si es diagonalizable al tener dos valores propios distintos. En efecto, con Mat-
hematica obtenemos 6(M) = {1 + i} y la solucion de (25) es

x,(t) = IOOOet(cost+s%nt) Vte[o,ﬁ}
X, (t) 1000e' (cost —sin t)

T ., : :
Para t 2 2 la expresion de X, (t) se calcula como en los ejemplos anteriores.

Con la representacion grafica (véase figura 4) estudiamos el comportamiento con-
junto de las dos especies: se observa que la especie 2 (la presa) se extinguird antes

T
de un afio, exactamente en t = 2 = (0.785 afios, que corresponde a 9.4 meses

aproximadamente. Para ello calcular esto, debemos quedarnos con la primera so-
lucion positiva de la ecuacion cost =sint.

Poblacidén
2000 /
1500 /especie 1

//////
1000

-
\\\
500 N .
. especie 2
Tiempo
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4. Modelo presa-depredador, con matriz de coeficentes diagonalizable.

Ejemplo 6 (simbidtico/crecimiento autonomo positivo). Estudiamos ahora un mo-
delo simbiotico. Sea el sistema

X,;(t) = Xl(t)+2X2(t)} (26)
X(1) = 2%, (1) +x,(1)
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(donde t esta dado en afios) que describe el comportamiento de dos especies cuya
poblacion en la actualidad es x,(0) =200 y x,(0) =500 ejemplares. Obsérve-

se que como a=1>0 y d=1>0, el crecimiento autdbnomo de ambas especies
es positivo. Como es sencillo comprobar, 6(M) = {—1,3}, por tanto la matriz de
coeficientes del sistema es diagonalizable al tener dos valores propios distintos
(esto lo sabiamos inicialmente, por tratarse de un modelo simbiotico). La solucion
del modelo puede calcularse como en el ejemplo 2 a partir de (16) y (17)

x,(t) = —100+300e™
x,(t) = 200+300e”

Una representacion grafica (véase figura 5) nos muestra claramente el comporta-
miento conjunto de las dos especies. Se observa que ambas especies siguen la
misma tendencia al cooperar, siendo esta tendencia a crecer. Obsérvese que como
los crecimientos autdnomos son iguales, a =d =1, los coeficientes cooperativis-
tas de ambas especies con iguales, b =c¢ =2, e inicialmente hay mas ejemplares
de la segunda especie que de la primera, con el paso del tiempo la primera especie
nunca superara a la segunda.

Poblacidn_
3000
2500
2000
1500 egpecie
1000
— _“especie 1
500 —
Tiempo
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5. Modelo simbidtico con crecimiento autonomo positivo.
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Ejemplo 7 (simbidtico/crecimiento autonomo negativo). Acabamos estudiando el
modelo simbidtico dado por el sistema

X = =X O+ x,0
(27)

K0 = Tx0-2x0

(donde t esta dado en afios) que describe el comportamiento de dos especies cuya
poblacion en la actualidad es x,(0) =200 y x,(0) =500 ejemplares. Obsérve-
se que como a <0 y d <0, el crecimiento autonomo de ambas especies es nega-
tivo. Es sencillo comprobar, (M) = {0,—1} , por tanto la matriz de coeficientes del

sistema es diagonalizable al tener dos valores propios distintos (esto lo sabiamos
inicialmente, por tratarse de un modelo simbidtico). La solucién del modelo es

x, (1) = 600—400e™
x,(1) = 300+200e™

Una representacion grafica (véase figura 6) nos muestra claramente el comporta-
miento conjunto de las dos especies. Se observa que fruto de la cooperacion entre
ambas especies, €stas consiguen subsistir a largo plazo: la primera tiende a crecer
y la segunda a decrecer, pero estabilizdindose con el paso del tiempo (este es un
ejemplo donde gracias a la formacion de una cooperativa, ambas especies, cuya
tendencia enddgena es a extinguirse, consiguen sobrevivir).

Desde el sistema de ecuaciones diferenciales del modelo puede augurarse este
comportamiento: aunque la tendencia autonoma de la especie 1 es a decrecer

(a= —5 < 0), la contribucion simbidtica de la especie 2 a la supervivencia de la
primera especie es b =1> 0, haciendo que el crecimiento relativo de la segunda

<l= ‘b‘ ). La tendencia a decrecer de la segunda

1
€SpeCIC S€a a Crecer (‘a‘ = ‘— 5

1

especie puede argumentarse igualmente: ‘C‘ = ‘Z <

1
-3l-u.
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Figura 6. Modelo simbidtico con crecimiento autdnomo negativo.

5. Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado diferentes tipos de ecosistemas formados por dos
especies, que podemos modelizar mediante un sistema de ecuaciones diferenciales
lineales con coeficientes constantes homogéneo, caracterizando en términos de los
coeficientes la clasificacion biologica de los mismos. Finalmente, mediante el
asistente Mathematica ilustramos con un gran abanico de ejemplos las distintas
situaciones que en el desarrollo abstracto hemos estudiado.

Nota: los autores desean agradecer los comentarios hechos por el referee anonimo
sobre la necesidad de diferenciar la solucidn del sistema (1) a partir del instante en
que una especie se extingue.
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Abstract

In this paper we present a strateqy to introduce the number e and to apply
its instrumental versatility for the first standard Calculus courses in Sciences
and Engineering.

Introduccion

Cuando los alumnos llegan a los primeros cursos de Ingenierias o de carreras
de Ciencias, es bien conocido, para la mayoria de ellos, el caracter instrumen-
tal de ciertos nameros “especiales” que se emplean en la Matematica, como
el nimero 7 o la unidad imaginaria ¢. Resulta curioso por el contrario el
desconocimiento que tienen los estudiantes del nimero e, al que timidamente
asocian con los logaritmos de los que vagamente reconocen su utilidad.

El nimero e juega un papel central dentro del Analisis real, asi como en
otras Ciencias como la Biologia, la Quimica, la Fisica o las distintas Inge-
nierias donde diversos modelos matematicos vienen determinados en base a
la funcién exponencial. A este nivel nos interesa principalmente por:
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e Su instrumentalidad para introducir las potencias.
e Su funcionalidad para estudiar los limites de ciertos tipos de sucesiones.

e Su utilidad en la introduccidon y estudio de las funciones elementales.

En este articulo se presenta una estrategia para introducir este niimero en
los cursos mencionados y sacar de él el maximo rendimiento. Ello se plasma
en un ahorro de esfuerzo y por ende de tiempo al plantear dentro del ambito
docente cuestiones de dificil comprension a este nivel como la definicién de
potencias, existencia de raices n-ésimas, estudio de limites de sucesiones de
potencias y logaritmos, etc.

Por otro lado, desde el punto de vista del ensenante, este modo de pro-
ceder facilita en buena medida la siempre dificil tarea de introduccién de las
funciones elementales v el estudio de sus propiedades en este contexto, sin
que ello conlleve falta de rigor alguna. No debemos olvidar que dicha tarea
suele ser nota discordante en la mayoria de libros de texto sobre esta materia.

Con dicha estrategia se pone de manifiesto el caracter transversal que
puede llegar a tener el nimero e dentro de una asignatura de Calculo I, lo
que da buena cuenta de su relevancia.

Asimismo, se consiguen otros objetivos didacticos que se reflejan princi-
palmente en cémo los alumnos asimilan rapidamente de forma sélida cues-
tiones fundamentales como las citadas anteriormente, incentivados por la
sencilla deducciéon que con este planteamiento puede hacerse de ellas.

El trabajo se estructura en 8 secciones. In la primera se definen el nimero
€ v sus potencias como limites de sucesiones y a partir de ello se demuestran
sus principales propiedades. En la seccidn 2 se refleja como las potencias de
base ¢ y exponente real proporcionan una representacién univoca de los reales
positivos. Esta posibilidad, permite definir en la seccién 3 los logaritmos ne-
perianos y establecer a su vez las potencias de base real positiva y exponente
real. En la seccién 4, se pone de manifiesto la utilidad de la representa-
cion mencionada para obtener el limite de ciertos tipos de sucesiones. En
estas cuatro primeras secciones se sigue fundamentalmente el planteamiento
realizado en [6], aunque se incorporan oportunamente cuestiones de interés
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como la irracionalidad del nimero e. En la seccion 5 se establecen algunos
limites notables, junto con una serie de equivalencias que seran claves para
la demostracion inmediata de la derivabilidad de la funciéon exponencial y la
funcion logaritmica en la seccion 7. Las secciones 6 y 7 constituyen la parte
principal del trabajo. En ellas, aprovechando los resultados planteados en las
secciones anteriores, se muestra como pueden definirse en rigor las funciones
exponencial y logaritmica y como se deducen de manera sencilla sus propie-
dades, incluidas la continuidad y la derivabilidad. En la secciéon octava, se
ha reflejado un estudio de la mejora didactica que produce el plantear esta
estrategia.

1 Potencias de base ¢ y exponente real. Propieda-
des

Cuando los alumnos son ya conocedores de las nociones mas importantes
asociados a sucesiones y el calculo de limites (Criterio de convergencia de
las sucesiones monotonas y acotadas, Principio de sustitucion, Criterio de
Stolz, de la media aritmética, de la media geométrica, de la raiz, etc.), puede
abordarse la definicién del nimero e y la de sus potencias como limites de
sucesiones y a partir de ello pueden demostrarse sus principales propiedades.

La forma de comenzar puede ser planteando la sucesién

)=((1+%)). a0 (1)

para la que se demuestra que se trata de una sucesion monotona creciente
y acotada superiormente y por tanto convergente. Una vez probadas estas
cuestiones, al limite de dicha sucesién le llamaremos e y en particular cuando
a = 1 obtendremos la definicion de e. En concreto, puede formularse el
siguiente resultado, cuya demostracién proporciona ciertas expresiones que
se iran empleando mas adelante.

Teorema 1.1 La sucesion (1) anterior es mondlona creciente y acotada.
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La demostracién de este Teorema puede verse en [6]. Ello da pie a introducir
las siguientes definiciones:

Definicidon 1.1 Se denomina ntimero e al limite

) 1\"
lim (1 + —) .
n—00 n

De la monotonia y de la acotacién se deduce, para el caso particular de a = 1,
que el limite de dicha sucesion (1) esta entre 2 y 3. En concreto, este valor
es aproximadamente e = 2.71828182.

Asimismo, de la desigualdad que proporciona la acotacion, puede con-
cluirse de manera casi inmediata la irracionalidad de e (véase [8]).

Definicion 1.2 Se denomina potencia de base e y exponente a > 0 al limite

lim (1 + ﬁ)n,
n

n—00

al que se denota por e®.

De la igualdad dada en la prueba del Teorema 1.1, para el caso particular
0 < a <1 resulta, la siguiente acotacién, fundamental en adelante:

1 <e® <14+ 2a. (2)

Para completar la definicién de las potencias de base e y exponente real,
todavia quedarian por estudiar los casos de exponentes negativos y exponente
nulo. Para este ultimo se observarda que si en la sucesion (xn) = ((1 + %)n)
es a = 0, se tiene una sucesién constante de términos iguales a 1, por lo que
podemos considerar extendida la nocién al cero admitiendo €® = 1. Para
el caso de los exponentes negativos puede probarse, como simple aplicacion
del Principio de intercalacion o Teorema del sandwich, que la sucesion de
nimeros reales (z,) de término general

aN —n
xn:(l——) , a >0
n
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es convergente y su limite es €.

Enunciando de otra manera el resultado, se aclarard que hemos llegado
donde pretendiamos: la sucesién de nimero reales (z,) de término general

T
—a
T, = (1 + —) , a>0
n
es convergente y su limite es —, que, como es habitual, se denota por e™*.
€

Con este ultimo resultado se terminard por poner de manifiesto que la
definicion que se dio al principio de potencia de base ¢ y exponente a tiene
sentido para todo a real.

La siguiente tarea que se propone es demostrar una de las propiedades
mas importantes de las potencias de base ¢ v exponente real a: la aditividad
de los exponentes en la multiplicacién de potencias.

Teorema 1.2 Dados a' y o’ niimeros reales cualesquiera, se verifica:

Y
ea _ea :ea +a

La prueba resulta como una simple aplicacion del Teorema del sandwich,
teniendo en cuenta que para a > 0 es lim,,_, .. (1 + ;%)n =1.

De esta propiedad y de la de acotacidon de e* vista, que son las funda-
mentales, se deducen el resto de propiedades que enunciamos a continuacién
y que dejarfamos como sencillo ejercicio al estudiante:

Sia>0,ese* > 1.

Sia <0, ese” < 1.

e Para todo valor de a, es e* > 0.

/

. ! i/
Sia <a’,ese® <e*.
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Establecidas las potencias de base e, asi como sus mas importantes pro-
piedades, llega el momento de abordar como se emplea el nimero e para
introducir las potencias de base real positiva y exponente real (en particular
las raices n-ésimas).

En primer lugar se mostrara como las potencias de base e proporcionan
una representacién univoca de los ndmeros reales positivos, lo cual es tam-
bién sumamente interesante desde el punto de vista aritmético, merced a las
ventajas que presenta el calculo con estas potencias.

Esta posibilidad de representar los numeros positivos como potencias del
nimero e, permite definir las potencias de base un numero real positivo
cualquiera. Esto sera lo que se vea en segundo lugar.

2 Representacion de los reales positivos mediante
potencias de base ¢

Antes de dar el teorema fundamental de esta seccion, conviene destacar que
para todo R > 1 existe ag con 0 < ag < 1 tal que 1 < €% < R, cuya
demostracion es inmediata a partir de la acotaciéon dada por (2).

Teorema 2.1 Para todo real b > 0, existe un real a y sélo uno, tal que

b= e".

La prueba es muy sencilla a la vez que bella y los alumnos que hayan
captado de manera clara el axioma del supremo deberfan saber hacerla. Por
ello, se daran algunas indicaciones y se invitara a que el alumno vaya rellenado
lag ideas principales de la demostracién con una exposicion rigurosa de la
misma.
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3 Logaritmos neperianos. Representacién de po-
tencias de base real positiva y exponente real
mediante potencias de base ¢

El Teorema que cierra la secciéon anterior induce a plantear este concepto:

Definicion 3.1 Se denomina logaritmo neperiano o natural de un real posi-
tivo b al (lnico) real a tal que e =b. Si a es el logaritmo neperiano de b se
puede escribir « =logb, a =Inb o a = Lb.

A partir de la definicidon anterior y las propiedades de las potencias de base
e, que ya vimos en la primera seccion, se deducen las correspondientes para
los logaritmos, que son en realidad las de las propias potencias, expresadas
en otros términos. Esto es, si b, 0, b” son reales positivos, se verifican

e log(b'-b") =logb' + log b".
e Sib>1,eslogb> 0.

e Sib=1,eslogb=0.

Sib<1,eslogh<0.

Si b < b’ eslogh <logh”.

Una vez definidos tanto las potencias de base e como los logaritmos,
estudiamos la instrumentalidad de éstos para definir las potencias de un
nimero positivo cualquiera.

Definicién 3.2 Se define la potencia de base b > 0 y exponente a cualquiera
como el numero dado por

pe — ealogb.
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En este punto es importante observar que el valor de la potencia, de acuerdo
con la definicion, para exponentes enteros coincide con el usual, definido
como el “producto repetido” de un nimero o de su inverso. También es
interesante reconocer que al cambiar el signo del exponente en la potencia,
ésta se transforma en su inversa.

Con esta definicién en nuestras manos es sencillo demostrar, merced a las
propiedades tanto de las potencias de base e como a las de los logaritmos,
que se mantienen las propiedades que de manera tradicional se asocian a las
operaciones con potencias v que enunciamos a continuacion donde a,a’ y a”
son reales cualesquiera y b, by, by > 0:

o ba/ ) ba// _ bal-l-a”_
® bcll %: (bl'bg)a.
o (ba')a" _ ba’-a“-

Un caso particular de significativa importancia es el de las potencias cuyos
exponentes son inversos de numeros enteros positivos: las raices n-ésimas.
En concreto, si b es un nimero real positivo, su potencia b'/* verifica

(bl/”)n — b,

En esta situacién, se dice que /" es una raiz n-ésima de b, de las que esta
propiedad asegura su existencia.

4 Limites de sucesiones de potencias y logaritimos

En esta seccién, se tratara de mostrar la utilidad de la anterior representa-
cion de las potencias para obtener el limite de algunas sucesiones. Para ello
estableceremos los siguientes resultados.

Proposicién 4.1 Sea (a,) una sucesion de nimeros reales convergente hacia
el nimero real a. Entonces

lim a, =a implica lim e =e". (3)
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Como se puede intuir existe un resultado similar para el caso de los loga-
ritmos naturales.

Proposicion 4.2 Sea (b,) una sucesion de nimeros reales positivos conver-
gente a un numero real b > 0. Fnionces

lim b, =b implice lim logb, = loghb. (4)
De ambas proposiciones se desprende inmediatamente el siguiente teorema,
que proporciona una técnica para obtener los limites de sucesiones de poten-

cias en las que las bases son los términos de una sucesion y los exponentes
los de otra.

Teorema 4.1 Sea (b,) una sucesion de términos reales positivos, que con-
verge ¢ un nimero real b > 0, y (a,) una sucesion de nimeros reales (cua-
lesquiera) que converge a un nimero real a. Entonces

lim b, =by lim a,=a implican lim b.™ = b". (5)

Estas reglas (3), (4), (5) pueden generalizarse en alguno de los casos
en que los limites son infinitos o el limite de (b,) es cero, como ponen de
manifiesto los resultados que a continuaciéon enunciamos. La propiedad de
acotacion de las potencias de base e es la clave para obtenerlas.

o lim, .., a, = +oo implica lim,_ . €*" = +o0.

o lim, .., a, = —oc implica lim,_ .. e* =0.

o lim, . b, =400 implica lim,_ logb, = +o0.
e lim, ... b, =0 implica lim, .. logb, = —cc.

Los ultimos resultados proporcionan una manera de encontrar el limite de
una sucesion de la forma (b%") en ocasiones en las que alguna de las sucesiones
o las dos tienen limite infinito. En efecto, para ello basta escribir

ban _ eanlogbn
n
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y estudiar entonces el limite del producto a, - logb,.

Los casos llamados de indeterminaciéon o indeterminados corresponden a
aquellos en los que el limite del producto a, - logb,, se presenta en la forma
llamada indeterminada del tipo 000 6 oo - 0.

Estos casos de indeterminacion de los limites de potencias de la forma
bin se representan por los simbolos 11°°, 17°°, 1%, oc® y 09, que se afiaden a
los casos racionales de indeterminacién que los alumnos ya conocen, oc — 00,

0 o0
0-00, 5V -

5 Algunas técnicas de calculo de limites notables

Comparando con la sucesion ((1 + %)n), es muy sencillo demostrar que para

" — ¢ e inmediatamente después deducir

cualquier k € Z, lim,,_,, (1 +
que lim,,_ (1 + nlﬂ)n = €.

Estos resultados pueden generalizarse, pues si en la fracciéon sustituimos
1 por a se tiene la convergencia a e”.

De ambas afirmaciones se obtiene sin dificultad que
L\
lim a, = +oc0 implica lim (1 + —) = e. (6)
n—yos n—yos a,,

Ello resulta del hecho de que cada término a,, ha de estar comprendido entre
An
dos enteros consecutivos, lo que permite acotar la sucesion ((1 + i) )

entre dos sucesiones que tienen limite e.

En este mismo sentido, puede demostrarse (a partir de (6)) que

. D : Ly
lim a, = —oco implica, lim (1 + —) —¢ (7)
y por ende que
: 1 : 1y
lim a, = o implica lim (1 + —) =€ (8)
n—+00 n—00 ay,
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Todas estas consideraciones permiten calcular ciertos limites como por

2 _
ejemplo lim,,_, ., (1 + n%)n — ey lim, (1 — L) " — ¢ de manera inme-

n!
diata.

En otros términos ello significa que si (a,) es una sucesién (sin infinitos
términos nulos)

lim a, =0 implica lim (1+ an)ﬁ = e. (9)

A partir de la implicacion (9), se pueden establecer las equivalencias:
Teorema 5.1 Sea (a,) una sucesion de nimeros reales. Se verifica:

o Silim, oot =0 ((a,) sin infinitos términos 0), es log(1l + a,) ~ a,

(an)

o Silim, o a, =1 ((a,) sin infinitos términos 1), eslog(a,) ~ a, — 1

o Silim, o a, =0 ((a,) sin infinitos términos 0), es e*m ~ 1+ a,
(an)

o Silim, . a, =0 ((a,) sin infinitos términos 0), es e*» — 1 ~ a,

Estas equivalencias permiten obtener ciertos limites de manera inmediata,
segin el Principio de Sustitucion que ya habremos planteado previamente.

8nf log(l-l—%) sen® (%)

Ejemplo 1 Se quiere calcular el limite lim,,— P

Aplicando las equivalencias log (1 + %) ~ ﬁ, sen” (%) ~ n% y 2n?45n—

1 ~ 2n? se tiene que el limite pedido es

lim 81 log (1 + %) sen” (%) _ 8n6%n% _ 4 _s
n—s00 2n2 4 5n — 1 2n? 2 '

En ocasiones, cuando las indeterminaciones asociadas a sucesiones de
potencias son de la forma oc” o 0°, el cdlculo se obtiene directamente de
transformar la potencia en una nueva de base e y aplicar las equivalencias
conocidas.
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Ejemplo 2 Se pretende calcular el siguiente limite lim, . (323+_21) log(n®=3) |

Aplicando las equivalencias correspondientes

9 14 log 3_;;l‘2_

n 1 -3 3 —2logn

hm L og(n ) _ ellmn—ﬂm og(n q_ 3) — ellmn—)oo dlogn — 6_1/2.
n—oo \ 3n2 —

En particular, de la dltima de las equivalencias del Teorema 5.1 se consi-
gue de manera sencilla el resultado siguiente. Este proporciona una técnica
muy empleada para tratar los casos de indeterminacion 1°°, pues establece
que siendo (a,) v (b,) sucesiones, (b,,) sin infinitos términos iguales a 1, si

an logh

lim,— o0 b, = 1, entonces lim,, o 62" = lim,_,, € = lim, e gn(bn=1)

Pueden entonces plantearse ejemplos mostrando la utilidad del método.

2v/n
Ejemplo 3 Se desea calcular el limite lim,,— (%) .

Es inmediato comprobar que el ejemplo verifica las hipdtesis de la propo-
sicion anterior y por tanto

lim (TL—I——\/E—I—l) o — hm”—*oo 2\/_(24——\/211 1) — elim”—*oo(n—f/%ﬂ) — e
n—oo \ N — \/E—|— 1

Para finalizar, diremos que conviene hacer que se conozcan los siguientes
logn _ y lim,_.. 2= = 0, que se obtienen inmediatamente

limites lim,,_
por aplicacion del Criterio de Stolz.

6 Definicién de las funciones elementales. Estudio
de su continuidad

Conocidos los aspectos mas relevantes de los limites y continuidad de funcio-
nes reales de variable real, los principales teoremas de la continuidad y las
propiedades mdas importantes de las funciones mondtonas, puede plantear-
se la introduccién de las funciones elementales, procediendo de la manera
siguiente.
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Como ya se ha mostrado, para cada z € R podemos considerar la potencia
de base e y exponente z. En este sentido definimos la funciéon exponencial

exp: R — Rj;

. T
v o~ exp(e) = e = limpe (1 + _)
n

e puede afirmar entonces, gracias a las propiedades establecidas en la seccion
S de afi t , | dad tablecid |
1, que para z, 2', 2" reales cualesquiera, la funcién exp(z) asi definida verifica:

o exp(a’) - exp(z”) = exp(a’ + 2").

Si @ < 0, entonces exp(x

)
e Si 2 =0, entonces exp(x) = 1.
)

Si @ > 0, entonces exp(x) > 1.

Si 2’ < 2", entonces exp(a’) < exp(z”).

Merced a la posibilidad de representar de manera unica cada real positivo
mediante una potencia de base e, se tiene que la funcién exponencial es
biyectiva.

Por otro lado, haciendo uso de la caracterizacién por sucesiones de la
continuidad y la implicacién (3), se deduce inmediatamente que la funcién
exp(x) es continua en R.

El que la funcién sea una biyeccion estrictamente creciente, permite tam-
bién deducir (véase [4], pp. 161-166) que su inversa es una funcién continua,
con lo que tendremos de inmediato que la funcion

log: Ry — R
r o~ log(x) =logx
es una biyeccion estrictamente creciente y continua. No obstante, esto podria

también deducirse, como en el caso de la exponencial, de la caracterizacién
de la continuidad por sucesiones y la implicacion (4).

Ademas, por las propiedades vistas para el logaritmo neperiano en la sec-
cion 3, resultard que para z,2’, 2" reales positivos, la funcién log(z) verifica:

&9



log(z') 4+ log(2") = log (a2 - ).

Si z < 1, entonces log(z) < 0

) < 0.
e Si z =1, entonces log(z) = 0.
) > 0.

Si z > 1, entonces log(z) > 0

Si 2’ < 2", entonces log(z") < log(z").

Finalmente, se puede definir practicamente el resto de funciones que se
manejan a este nivel a partir de la representacién en relaciéon a e. Y asimismo,
merced a la continuidad de la composicién de funciones continuas, se deducird
la continuidad de estas otras funciones.

7 Funciones elementales. Estudio de su derivabili-
dad

Resulta tan sencillo como la continuidad establecer la derivabilidad de la
funcién exponencial a partir del estudio realizado anteriormente y una vez
conocidos el concepto de derivabilidad de una funcién en un punto y la ca-
racterizacién de la existencia de limite de una funciéon en un punto. En
particular, la equivalencia e** — 1 ~ a,, cuando lim,_,., @, = 0, mostrada en
el Teorema 5.1, determina la derivabilidad de la funcién exponencial en el
cero y establece que la derivada en dicho punto vale 1, pues

A partir de aqui, la aditividad de los exponentes en la multiplicacion de
potencias de base e, permite demostrar de manera inmediata la derivabilidad
en cualquier punto a, al tiempo que se prueba que dicha derivada vuelve a
ser e, ya que

e — e i |
lim _—

r—a r — d T—a Tr — d
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Esto iltimo permitira concluir que la funcién exp(z) es infinitamente deriva-
ble y que todas sus derivadas vuelven a ser e”.

Como consecuencia de ello y de la regla de derivacion de la funciéon in-
versa, resultara que la derivada de la funcién log(z) es precisamente 1/z. No
obstante, como en el caso de la exponencial, la equivalencia log(a,) ~ @, — 1
cuando lim,,_ . a, = 1, dada en el Teorema 5.1, determina la derivabilidad
de la funcién logaritmo en 1 y establece que la derivada en dicho punto vale
1, pues

logx —log 1 log «

lim = lim = 1.

r—1 x—1 =1 x — 1
De esta igualdad y las propiedades enunciadas para esta funcién se deduce
rapidamente la derivabilidad en cualquier real positivo b, al tiempo que el
citado valor de la derivada, ya que

. logz —1logh . 1 log(%)—logl 1
lim ———— = 1lim - - —
z—+b x—b r—b b %—1 b

Merced a estos resultados vy a las reglas de derivacion, que habran sido
estudiadas previamente, se estableceran las derivadas del resto de funciones
elementales (y de otras construidas a partir de éstas), representando cada
una de estas aplicaciones en funcién de la exponencial y el logaritmo.

8 Estudio del caracter didactico

8.1 El problema

Resulta curioso comprobar el desconocimiento en los alumnos de la utilidad e
importancia del nimero e en el Analisis. El sentir general de los estudiantes
es que se trata de un nimero que les han dado y que sirve en el calculo con
logaritmos.

Preocupados por esta méas que vaguedad, vacio, decidimos investigar como
introducir a este nivel, del que hemos hablado, el nimero y cémo plasmar
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su potencia y versatilidad instrumental de manera coherente a la vez que
productiva en pro de un mejora sustancial en el caracter didactico de la
asignatura.

8.2 Metodologia

La investigacion consistié en realizar una prueba al comienzo del curso, no
habiendo entrado todavia en materia, donde se preguntaba acerca de aspectos
estrechamente relacionados con el nimero e en un grupo de unos 300 alumnos.
Posteriormente, y antes de la realizacion del examen final de junio, se volvio
a realizar a los alumnos la misma encuesta.

8.3 Resultados

En la primera prueba mas de un 90% de los estudiantes erraban o dejaban
sin contestar por desconocimiento la mayoria de las cuestiones donde la ins-
trumentalidad de e puede llegar a jugar un papel determinante. Era el caso
de aspectos tan basicos como, por ejemplo, como definiria el alumno las po-
tencias de base real positiva y exponente real en funcién de e. Por contra, la
misma prueba, realizada posteriormente en los dias previos al examen final de
junio, resultd sorprendentemente muy positiva, invirtiéndose los porcentajes
mencionados.

8.4 Conclusiones

e Nuestra experiencia confirma que el estudiante se muestra cuando me-
nos hostil a incorporar en su conocimiento todo aspecto incomprensible
o poco 1til de las Matematicas, por lo que es importantisimo fundamen-
tar cada nuevo elemento que introducimos en nuestra programacion,
como es el caso del nimero e.

e FEl ejercicio de razonar, aunque fundamental para el alumno que desee
continuar estudios técnico-cientificos, ha sido practicamente suprimido
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en la educacién secundaria y provoca desasosiego y apatia en el estu-
diante que no esta acostumbrado a ello. Por eso creemos indispensable
sumergirlo en esta tarea de la manera mas agradable posible, fomentan-
do poco a poco su entusiasmo por la deduccion y el mantenimiento de
un espiritu critico. Esta estrategia que presentamos consigue un avance
sustancial en este sentido pues, como se ha indicado, con ella se demues-
tran resultados de gran interés a partir de la aplicacion inmediata de
otros que tienen un caracter fundamental dentro de la asignatura.

e Por ultimo, con este trabajo hemos observado lo productivo que resulta
acercar a los alumnos al placer que supone dominar las Matematicas.
Todo aquello que les aparece como algo accesible vy sumamente ttil es
aprendido de manera rapida y sélida. Ademas, de este modo aumenta
la predisposiciéon de los alumnos para asimilar nuevas cuestiones rela-
cionadas, con lo que se fomenta también asi el gusto por comprenderlas.
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INSTRUCCIONES PARA EL ENVIO DE ORIGINALES
PARA SU PUBLICACION EN EL BOLETIN

Los originales de articulos, problemas, resefias de libros, anuncios de congre-
sos, etc., deben enviarse en papel por duplicado y ademds también en formato
electronico, del modo especificado al final de estas instrucciones.

Formato

Para facilitar la impresiéon es preferible usar procesador Word o LaTex (en
este ultimo caso debera usarse estilo “article” y si se usan paquetes especificos
deberan incluirse los archivos correspondientes a esos paquetes). Si se usa otro
procesador, debera ajustarse exactamente al tamafio de formato, pues habria de
ser escaneado.

El formato de texto debe ser 17cm x 12.8cm. El tamafio de letra de texto 11
puntos (normal). Las paginas sin numerar, pero numeradas a lapiz al dorso.

Los articulos comenzaran con el titulo en mintsculas de 16 puntos, nombre
de autores en minusculas de 12 puntos, referencia de su departamento o institu-
cion de trabajo, direccion de correo electronico (si se tiene) y “abstract” de unas
lineas en inglés en letra italica (cursiva).

Los epigrafes de seccion en mindsculas negritas y numerados, sin punto des-
pués del numero ni punto final, excepto el de introduccion que ird sin numerar.
Las subsecciones se numeraran con dos digitos separados por un punto.

La primera linea posterior al titulo de seccidon o subseccion no se indentara.
Después de cada punto y aparte no se dejara ninguna linea en blanco y la siguien-
te linea se indentard sdlo 5 espacios (tal como estan escritas estas instrucciones).

La bibliografia al final, sin palabras completas en mayusculas, con los titulos
de libros o articulos en italica, no incluyendo nada mas después de la bibliografia.

Las figuras deben ser de buena calidad (impresas desde ordenador, debiéndo-
se evitar los bosquejos a mano alzada). Seran incluidas en el lugar apropiado del
texto y en el tamafio en que deban ser reproducidas.

Las soluciones de problemas propuestos en nimeros anteriores del Boletin
deben comenzar indicando: “Problema numero (Boletin numero)”, tal como sue-
len aparecer en el Boletin, y terminar con el nombre del autor de la solucién de
cada problema.

Las resefias de libros, como suelen aparecer en el Boletin, terminando con el
nombre del autor de la resefia.
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Envio de las copias en papel

Se enviaran via postal por duplicado a la sede de nuestra Sociedad, que figura
en la pagina 2 de este numero del Boletin.

Envio del fichero o ficheros en formato electronico

Se enviard por correo electronico a la cuenta puigadam@mat.ucm.es
o bien, junto con las copias en papel, en un disquete formateado para PC compati-
ble, conteniendo el/los archivo/s del documento en el procesador de texto utilizado.

Seleccion de originales

Seran revisados por profesionales del mundo académico, para decidir si se
ajustan a la linea general del Boletin. Si se considera oportuno, se pedira a los auto-
res que reduzcan su extension o hagan algunas modificaciones en su contenido.

Adquisicion de numeros atrasados de nuestro Boletin

Los numeros atrasados del Boletin, de los cuales existan ejemplares sobran-
tes, podran ser adquiridos al precio de coste de seis euros ejemplar. Los numeros de
los que atin quedan algunos ejemplares sobrantes son los siguientes: 35, 38, 39, 40,
41,42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 60, 61, 62, 63,
64y 65.

El importe puede ser abonado mediante cheque a nombre de /la “Sociedad
Puig Adam de Profesores de Matemadticas”, o mediante transferencia a la cuenta

corriente nimero 3025-0006-24-1400002948, al mismo nombre de la Sociedad,
domiciliada en la entidad bancaria:

Caja de Ingenieros, c¢/. Carranza, 5 Madrid-28004

La carta de peticion se enviara a la sede de nuestra Sociedad, que figura en la pa-
gina 2 de este nimero del Boletin. En la carta se indicard el nimero o nimeros a
adquirir, incluyendo en ella:

— la direccidn a donde se han de enviar
— el correspondiente cheque nominativo o resguardo de transferencia.
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