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Convocatoria de la

Asamblea General Ordinaria
de 2003

Se convoca la Asamblea General Ordinaria de la Sociedad “Puig Adam” de
Profesores de Matematicas correspondiente al afio 2003 para el sabado dia 6 de
abril del 2003, en los locales de la Facultad de CC. Matematicas de la Universi-
dad Complutense de Madrid, Ciudad Universitaria, a las 11:30 en primera convo-
catoria y a las 12:00 en segunda, con el siguiente:

ORDEN DEL DIA

1. Lectura y aprobacion, si procede, del acta de la sesion anterior.
2. Informe del Presidente sobre las actividades de la Sociedad.

3. Informe del tesorero. Presentacion y aprobacion, en su caso, de las cuentas de
ingresos y gastos.

4. Eleccion de nuevos cargos directivos.
5. Asuntos de tramite.
6. Ruegos y preguntas.



XXI Concurso de Resolucion de Problemas

convocado por
la Sociedad "Puig Adam" de Profesores de Matematicas

y el Colegio de Doctores y Licenciados en Ciencias y en Letras

BASES DEL CONCURSO

Primera: Los alumnos podran participar en el Concurso en tres niveles:

a) Primer nivel: alumnos de 3° de E.S.O.
b) Segundo nivel: alumnos de 4° de E.S.O.
c) Tercer nivel: alumnos de 1° Bachillerato

Segunda: Las pruebas consistiran en la resolucion de Problemas de Matematicas
(los mismos para todos los concursantes de un mismo nivel) y se realizardn en la
mafiana del sabado 7 de junio del 2003 a partir de las 10 horas en la Facultad de
Matematicas de la Universidad Complutense de Madrid.

Tercera: A los mejores de cada nivel, se concederan diplomas y premios.

Cuarta: Los Centros que deseen presentar alumnos (hasta un maximo de seis)
deberan realizar la preinscripcion antes del dia 7 de Mayo del 2003, dirigiéndose
por carta o por fax al presidente de nuestra Sociedad:

Prof. Javier Etayo Gordejuela
Departamento de Algebra
Facultad de Ciencias Matemadticas
28040-Madrid

Fax: 91 394 4662

En la preinscripcion no es preciso hacer constar los nombres de los alumnos se-
leccionados. Si algin centro desea presentar mas de seis alumnos, debe solicitarlo
antes de la fecha mencionada anteriormente.

Quinta: Los centros entregaran a los alumnos que envien, credenciales individua-
les en las que se haga constar que han sido seleccionados por su excepcional
aprovechamiento en Matematicas, asi como el curso en que estan matriculados en
el afio académico 2002-2003.



XXXIX Olimpiada Matematica Espafiola
Primera Fase - Madrid

Las pruebas de la PRIMERA FASE de la “XXXIX Olimpiada Matemdtica Es-
paiiola ’correspondientes al curso 2002-2003 y a los distritos de Madrid, se han
celebrado en los dias 17 y 18 de Enero de 2003.

Esta Olimpiada estd organizada por la Real Sociedad Matemadtica Espaiiola,
bajo el patrocinio de la Subdireccion General de Becas y Ayudas al Estudio y se
desarrolla en dos fases: la Primera tiene lugar en distintos distritos; este afio, tres
de ellos corresponden a la Comunidad de Madrid, que cuenta con cinco Universi-
dades estatales, ademas de las privadas.

Los tres ganadores de cada distrito reciben un Diploma acreditativo de la Real
Sociedad Matematica Espafiola y son propuestos a la Subdireccion General de
Becas y Ayudas al Estudio para la concesién de un premio en metalico que este
afio es de 380, 285 y 220 euros para los ganadores de cada Distrito.

Los alumnos premiados son invitados a participar en la Segunda Fase, que es-
te afio tendra lugar en La Laguna (Tenerife) y en Las Palmas (Gran Canaria), del
2 al 6 de Marzo. En ella se entregaran 6 Medallas de Oro, 12 de Plata y 18 de
Bronce. Las medallas de oro llevardn anejas premios en metalico de 750 euros.

Con los mejores clasificados en esa segunda fase, se formara el equipo que re-
presentara a Espafia en la 44° Olimpiada Matemadtica Internacional y en la XVIII
Olimpiada Iberoamericana de Matematicas.

Las pruebas se desarrollaron en dos sesiones de tres horas y media de duracién
cada una, en las que se propusieron seis problemas, cuyos enunciados damos en
este numero de nuestro Boletin. Las pruebas de los tres distritos que corresponden
este afio a todas las Universidades de nuestra Comunidad, se realizaron conjunta-
mente, y a ellas concurrieron 68 alumnos, algunos méas que el afio anterior.

Cada problema se calificé con un méximo de 7 puntos, como en la mayor parte
de las competiciones internacionales y como ya se hizo el curso anterior. De este
modo, habia una posibilidad teérica de obtener 42 puntos.

Damos a continuacién los nombres de los nueve alumnos premiados en los dis-
tritos de Madrid A, By C, ordenados por puntuaciones decrecientes:



1° A. - D. Luis HERNANDEZ CORBATO, de 2° de Bach.

del I. E. S. Fortuny de Madrid ..........cccoeiiiiiiiiiiiiiieeeeeee 29 puntos
1° B. - D. Javier GOMEZ SERRANO, de 2° de Bach.
del Colegio Aleman de Madrid ...........ccccvveeiiieiiiiieiiieeieeeiee 28 puntos
1° C. - D. Ricardo MARTIN BRUALLA, de 4° de E.S.O.
del Colegio Aleman de Madrid .........cccceevevvieniiieniiiieniieeiee 24 puntos

2° A. - D. Daniel de l]a BARRERA MAYORAL, de 1° de Bach.
del Colegio “La Inmaculada” de los PP Escolapios de Getafe ... 24 puntos
2° B. - D. Alejandro CRUZ ROBLEDILLOQO, de 2° de Bach.

del Colegio Santa Maria del Pilar de Madrid ...........cccceeenneeen. 24 puntos
2° C. - D. Worrawit PATTARANIT, de 2° de Bach.
del I. E. S. “Ramiro de Maeztu” de Madrid ............cccuveeennneen. 21 puntos

3° A. - D. Juan APARICIO ROA, de 2° de Bach.

del Col°. “Retamar” de Madrid .........c..ccooevveieiiiiiieeiiee e, 20 puntos
3° B. — D* Elisa LORENZO GARCIA, de 4° de E.S.O.

del I. E. S. “Fortuny” de Madrid ..........cccoeevviieviiiieeeiiiee e, 16 puntos
3° C. - D. Luis SARABIA UTRILLA, de 1° de Bach.

del Col° de “San Viator” de Madrid .........cccceeeevvieeencnieeenen. 16 puntos

Debemos resaltar que entre los premiados hay dos que estan cursando 1°
de Bachillerato y otros dos que cursan 4° de E. S. O.

Como otros afios, la mayor parte de los premiados son bien conocidos por su
brillante participacion en los concursos de resolucion de problemas de nuestra
Sociedad o en otras competiciones anteriores, incluso internacionales.

Nuestra enhorabuena a los premiados y a los profesores que los han preparado.

En este mismo nimero del Boletin, damos los enunciados de esos problemas
y, junto con cada uno, las puntuaciones medias alcanzadas en €l, por todos los
participantes y por los nueve premiados, asi como el nimero de soluciones califi-
cadas con 6 o con 7, que consideramos aceptables.



Problemas propuestos en la Primera Fase de la
XXXIX Olimpiada Matematica Espafiola
en los Distritos de Madrid

(Los mismos problemas que en la mayoria de los distritos esparioles)

Problema 1

Determina los dos valores de x mas préximos (por defecto y por exceso) a 2003°
que cumplen la siguiente ecuacidn trigonométrica:

1 1 1 1 1 |

= 3

2 2 2 2 2 2
sen’x COS™X tg"x  cotg'x  sec’x  cosec’x

Puntuacion media obtenida por todos los alumnos (sobre 7): 3,0

Puntuacion media obtenida por los nueve premiados (sobre 7):4,3
Numero de soluciones calificadas con 6 6 7 (de 68). 12

Problema 2

Un cuadrado de papel ABCD se dobla de modo que el vértice 4 toque en un punto
arbitrario £ del lado CD. Asi, se obtienen tres tridngulos rectos formados por una

sola capa de papel.
B

A




Determinar la longitud de sus lados en funcidon de x = DE, para demostrar que el
perimetro del tridngulo mayor es la suma de los perimetros de los otros dos, y
vale la mitad que el perimetro del cuadrado. (Teorema de Haga)

Puntuacion media obtenida por todos los alumnos (sobre 7): 0,7
Puntuacion media obtenida por los nueve premiados (sobre 7): 3,1
Numero de soluciones calificadas con 6 6 7 (de 68):1

Problema 3

Dado el polinomio p(x) = x> + Bx* + Cx + D, prueba que si el cua-
drado de una de sus raices es igual al producto de las otras dos, entonces

B’D = C°

Puntuacion media obtenida por todos los alumnos (sobre 7): 1,3
Puntuacion media obtenida por los nueve premiados (sobre 7): 5,9
Numero de soluciones calificadas con 6 6 7 (de 68).: 12

Problema 4

Se dispone de pequefias piezas de madera de tamafio 4 x 5 x 10. Decide si es po-
sible o no apilarlas, sin dejar huecos y apoyandolas siempre sobre cualquiera de
sus caras, para formar un ortoedro de dimensiones 2°° x 32 x 52°°.

Puntuacion media obtenida por todos los alumnos (sobre 7): 0,7
Puntuacion media obtenida por los nueve premiados (sobre 7): 4,6
Numero de soluciones calificadas con 6 6 7 (de 68): 5

Problema 5

Dado un triangulo de vértices 4, B 'y C, y con lados de longitud a = BC,
b= AC y ¢ = AB, llamemos D al punto de interseccion del lado 4B con la
bisectriz del angulo C. Demuestra que:

2abcos g
2

CD=—=
a + b
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Puntuacion media obtenida por todos los alumnos (sobre 7): 0,4
Puntuacion media obtenida por los nueve premiados (sobre 7): 2,1
Numero de soluciones calificadas con 6 6 7 (de 68). 2

Problema 6

(Existiran 16 numeros naturales distintos y menores de 100 tales que al colocarlos
en las casillas de un tablero 4 x 4 el producto de los situados en cada fila sea el
mismo y, a su vez, coincida con el de los colocados en cada columna y en las dos
diagonales principales?

Si la respuesta es afirmativa, indica cudles son.
Si la respuesta es negativa, justificalo.

Puntuacion media obtenida por todos los alumnos (sobre 7). 0,8
Puntuacion media obtenida por los nueve premiados (sobre 7): 4,0
Numero de soluciones calificadas con 6 6 7 (de 68): 4
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XVII Olimpiada Iberoamericana de Matematicas

El Salvador, octubre de 2002

La Olimpiada Iberoamericana de Matematicas se celebrd entre los dias 30 de
septiembre y 6 de octubre de 2002 en la ciudad de San Salvador, capital de la Re-
publica de El Salvador. En ella participaron delegaciones de veintiiin paises ibe-
roamericanos: Unicamente una ausencia, la de Chile, que envié un profesor como
observador pero no un equipo.

Los participantes espafioles fueron Sergio Millan Lopez, de L ‘Hospitalet de
Llobregat (Barcelona); José¢ Miguel Manzano Prego, de Motril (Granada), Daniel
Rodrigo Lopez, de Montcada i Reixac (Barcelona), y David Garcia Soriano, de
Madrid. Les acompafiaban los Profesores Marco Castrillon Lopez e Ignasi Mun-
det Riera, ambos antiguos olimpicos y medallistas en esta competicion.

Luis Hernandez Corbato, primer clasificado espafiol en la Olimpiada Interna-
cional de Matematicas, en la que obtuvo su segunda Medalla de Bronce en una
IMO, prefirio no acudir este afio, ya que €l ya ha consumido una (con Medalla de
Oro) de las dos participaciones que, segun las normas de la Iberoamericana tiene
cada estudiante, y sin embargo, por razones de edad, podria participar, si resulta
clasificado, en 2003 y 2004 todavia.

Sergio, José¢ Miguel y Daniel obtuvieron cada uno Medalla de Plata, mientras
que David fue felicitado por el Jurado por su brillante solucidn al problema niime-
ro 5. La Copa Puerto Rico, que se otorga al pais con mayor progreso relativo en
los ultimos tres afios, ha correspondido este afio a Guatemala.

La XVIII Olimpiada se celebrard en Argentina en septiembre de 2003, mien-
tras que en 2004 le corresponde a Espafia ejercer de anfitriona.

Problemas propuestos

Problema 1

Los numeros enteros del 1 al 2002, ambos inclusive, se escriben en una pizarra en
orden creciente 1, 2, ..., 2001, 2002. Luego, se borran los que ocupan el primer
lugar, cuarto lugar, séptimo lugar, etc., es decir, los que ocupan los lugares de la
forma 3k + 1. En la nueva lista se borran los nimeros que estan en los lugares de
la forma 3k +1. Se repite este proceso hasta que se borran todos los numeros de la
lista. ;Cual fue el ultimo nimero que se borrd?

12



Problema 2

Dado cualquier conjunto de 9 puntos en el plano de los cuales no hay tres colinea-
les, demuestre que para cada punto P del conjunto, el numero de triangulos que
tienen como vértices a tres de los ocho puntos restantes y a P en su interior, es par.

Problema 3

Un punto P es interior al triangulo equilatero ABC y cumple que £ APC = 120°.
Sean M la interseccion de CP con AB y N la interseccion de AP con BC. Hallar el
lugar geométrico del circuncentro del tridngulo MBN al variar P.

Problema 4

En un tridangulo escaleno ABC se traza la bisectriz interior BD, con D sobre AC.
Sean E y F, respectivamente, los pies de las perpendiculares trazadas desde A 'y C
hacia la recta BD, y sea M el punto sobre el lado BC tal que DM es perpendicular
a BC. Demuestre que £ EMD = . DMF.

Problema 5

La sucesion de nimeros reales ay, a,, ... se define asi: ;=56 y a,,,=a,—1/a,
para cada entero n > 1. Demuestre que existe un entero k, 1<k<2002, tal que a,<0

Problema 6

Un policia intenta capturar a un ladréon en un tablero de 2001 x 2001. Ellos juegan
alternadamente. Cada jugador, en su turno, debe moverse una casilla en uno de los
tres siguientes sentidos:

l(abajo); " (derecha); r\(diagonal superior izquierda).

Si el policia se encuentra en la casilla de la esquina inferior derecha, puede usar su
jugada para pasar directamente a la casilla de la esquina superior izquierda (el
ladrén no puede hacer esta jugada). Inicialmente el policia esta en la casilla cen-
tral y el ladrén esta en la casilla vecina diagonal superior derecha al policia. El
policia comienza el juego. Demuestre que:

(a) El ladrén consigue moverse por lo menos 10000 veces sin ser capturado.
(b) El policia posee una estrategia para capturar al ladrén.

Nota: El policia captura al ladrén cuando entra en la casilla en la que esta el la-
dron. Si el ladron entra en la casilla del policia, no se produce captura.
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Recensiones en ZDM y en Math Reviews

Las prestigiosas revistas Zentralblatt fiir Didaktik der Mathematik (ZDM) y
Mathematical Reviews incluyen en sus volimenes recensiones de articulos publi-
cados en nuestro Boletin, razon por la cual se publican actualmente con un resu-
men en inglés.

Como en numeros anteriores de nuestro Boletin, nos complace dar cuenta de
las nuevas recensiones aparecidas, para conocimiento de los autores de los traba-
jos, y de todos nuestros socios.

RECENSIONES PUBLICADAS EN MATHEMATICAL REVIEWS

2002¢:00004 D. Pedro Abellanas y la falsa moneda, por Tomas Recio y Luis
Miguel Pardo, Boletin de la Sociedad Puig Adam 58 (2001) 78-93.

2002k:00012  El teorema m de Buckingham: nucleo del Anélisis Dimensional,
por Francisco A. Gonzdlez Redondo, Boletin de la Sociedad Puig
Adam 55 (2000) 67-75.

2002k:00013  Origen y primera formulacién del teorema m, por Francisco A.
Gonzalez Redondo, Boletin de la Sociedad Puig Adam 59 (2001)
83-93.

2002k:01009  Acerca de un problema de la “Optica” de Euclides, por Juan
Tarrés Freixenet, Boletin de la Sociedad Puig Adam 60 (2002)
86-92.

2002k:13035 Sistemas de ecuaciones lineales sobre anillos de Priifer, por
Tomas Sanchez Giralda, Boletin de la Sociedad Puig Adam 57
(2001) 86-94.

2002m:00017 El teorema IT entre Vaschy y Buckingham: el método de las va-
riables de dimension cero, por Francisco A. Gonzalez Redondo,
Boletin de la Sociedad Puig Adam 60 (2002) 71-81.
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Actualizacion de la pagina web de la Sociedad

La nueva pagina web de la Sociedad “Puig Adam” de Profesores de Matematicas,
cuyo mantenimiento corre a cargo de nuestra consocia Adjunta a la Presidencia,
Maria José Moreno Sanchez de la Serrana, estd ya disponible:

http://www.ucm.es/info/secdealg/puigadam

Su estructura basica consta de una Portada, en la cual se ha instalado un contador
para saber cudntos nos visitan asi como el pais de procedencia. Desde ella se tiene
acceso a siete secciones que se describen a continuacion.

1. La Sociedad

Esta seccion, dedicada a dar a conocer nuestra Sociedad, consta de tres apartados:

a) Historia de la Sociedad
b) Fines de la Sociedad
¢) Junta Directiva de la Sociedad

2. El Boletin

Esta seccidn, dedicada a dar a conocer nuestro Boletin, consta de cuatro apartados:

a) Indices (de todos los nimeros del Boletin)

b) Ultimo niimero (del Boletin)

c) Instrucciones para el envio de originales (para su publicacidn en el Boletin)
d) Adquisicion de numeros atrasados (del Boletin)

El apartado [ndices da paso a una pagina intermedia donde se puede seleccionar si
interesa ver los articulos por nimeros del Boletin o bien por orden alfabético de
autores. En el primer caso se enlaza con la pagina de la UCM donde se registra
nuestro Boletin. En el segundo caso aparece el indice de boletines (hasta el pentil-
timo nimero publicado). Ademas se estd elaborando una base de datos para po-
der hacer consultas mas sofisticadas (por ejemplo, buscar los articulos que con-
tengan la palabra “integral”).

El apartado Ultimo niimero muestra el indice del ultimo numero publicado.
Ademas en un futuro incluird un avance del nimero siguiente.
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3. Sobre Puig Adam

Esta seccion, dedicada a dar a conocer la figura del Prof. D. Pedro Puig Adam,
que da nombre a nuestra Sociedad, consta de tres apartados:

a) Biografia
b) Articulos sobre Puig Adam
c) Conferencias de Puig Adam

El primer apartado contiene un articulo biografico de Julio Fernandez Biarge (dis-
cipulo suyo). El segundo contiene tres articulos, uno de Javier Peralta y dos de
Joaquin Herndndez Gdémez. El tercero contiene dos conferencias del propio Puig
Adam tituladas “Valor formativo de las Matemadticas en la Segunda Ensefianza” y
“Apologia de la inutilidad”.

4. Concursos

Esta seccion, dedicada a dar a conocer los Concursos de Problemas organizados
por (o en los que colabora) nuestra Sociedad, contiene informacion sobre ellos:

a) Concurso de Primavera

b) Concurso de Resolucion de Problemas “Puig Adam”
c) Concurso Intercentros

d) OME (Olimpiada Matematica Espafiola)

5. Inscripcion de socios

En esta seccidn se muestra la Hoja de Inscripcidon en la Sociedad. Contiene un
enlace para abrir un archivo de word, que permite rellenar comodamente dicha
Hoja e imprimirla para enviarla por correo.

6. Noticias

Esta seccion se dedica a dar informaciones relativas a las actividades de la Socie-
dad (concursos, conferencias, etc) y también noticias matematicas en general
(conferencias, congresos, noticias de prensa, etc)

7. Contactar

Esta seccidn incluye el e-mail, teléfono, fax y direccion postal de la Sociedad, asi
como el propio e-mail de la mantenedora de la pagina web (la “web master”).
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Anuncio de conferencia

Organizada por la Sociedad “Puig Adam” de Profesores de Matematicas y la Sec-
cion Departamental de Algebra de la Facultad de Educacién de la Universidad
Complutense esta prevista la celebracion de la Conferencia titulada

Algebra in the Time of Computers
por Kurt Kreith
University of California at Davis
kkreith@ucdavis.edu

Nota biogrdfica: Kurt Kreith es profesor emérito de la Universidad de California
en Davis. Su campo de investigacidn se centrd en el estudio de Ecuaciones Dife-
renciales. Pero sus trabajos mas recientes son sobre el desarrollo de programas
para profesores, y estan enfocados en el papel de las Nuevas Tecnologias en la
ensefianza de las Matematicas a nivel de Educacion Secundaria. Bajo los auspi-
cios del “American Forum for Global Education”, ha desarrollado un curriculum
sobre “Las Matematicas del Cambio Global”, que imparte a profesores y alumnos
de primer afio de su universidad.

Dia y hora: 23 de junio de 2003, 19:00 horas

Lugar: Facultad De Educacion (Univ. Complutense)
c/ Rector Royo Villanova s/n (Ciudad Universitaria)
Sala de Grados (Tercera Planta, entrando por puerta principal)

Advertencia: Dada la antelacidon de este anuncio, se recomienda asegurarse poco
antes de su celebracion de que va a tener lugar en la fecha mencionada.

Peticidon de su correo electronico a nuestros Socios

Con el fin de poder avisar a nuestros socios de conferencias y otras actividades
profesionales, que supongamos puedan ser de su interés, rogamos que todos aque-
llos que dispongan de direccion de correo electronico nos envien un mensaje indi-
candolo a la cuenta de nuestra Sociedad: puigadam@mat.ucm.es
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Abstract

First, we recall the definition and basic properties of the Golden Number ®, known
also as the Phidias number. Next, we generalise this notion to get Phidias numbers
of arbitrary order and of various degrees in wealth (from poor to rich). We also
prove theorems on the convergence of the sequences of these numbers.

Resumen

Comenzamos con la definicion y las propiedades bdsicas del Niimero Aureo ®,
también conocido como el numero de Fidias. Lo generalizamos definiendo
numeros de Fidias de orden arbitrario y de grados varios en riqueza (de pobres a
ricos), probando teoremas sobre convergencia de sucesiones de tales niimeros.

Introduction

Eight centuries ago Leonardo of Pisa, also known as Fibonacci, described in his
Liber abaci a sequence, which now holds his name. The limit of the quotients of
two consecutive elements of this sequence is the Golden Number. This number,
which turns up in many fields of number theory and geometry, could very well be
called one of the jewels of classical mathematics.

1. Definition and basic formulae for the Golden Number &

The Great Pyramid of Giza was built for Pharaoh Khufu (known also by his
Greek name Cheops) about 2560 BC. Since centuries the Great Pyramid fasci-
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nates and still keeps its mysteries. Some of them are already revealed. An exam-
ple is the position of its basis. This is a square with diagonals which are almost
collinear with the directions north-south and east-west. The earth magnetic pole
migrates, and by the time the pyramid was built this collinearity was perfect!

The Great Pyramid was erected in only 20 years and still dominates the region
which today is covered by desert sand. The measurements [AP, ME] give
its height of 146.6 m and its sides of 230.4 m. From this follows that the angle
between a side of the pyramid and its square basis is equal to

(1.1) arctan(146.6/115.2) = 0.904767 = 51°50'".

Fig. 1. The golden triangle CMT in a pyramid

Let’s now consider a right-angular triangle, as CMT in Fig.1. Its shortest side
has the length 1 and the length of the hypotenuse equals the value ® = (V5 + 1)/2
=~ 1.618033. The cosine of the angle ZCMT equals ¢ = 1/®. It says that this angle
is arccos(@) = 0.904557 = 51°49'. It differs by only about 1’ from the value 51°50'
detected in sizes of the Great Pyramid! Is this coincidence casual or intended?

The Ahmes Papyrus (written about 1650 BC, in 1858 brought to Britain by
Henry Rhind) is one of the oldest documents reporting mathematical problems
studied and methods applied by Egyptians. In this paper it is mentioned that the
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number @, by that time named the sacred ratio, was used in the construction of
the Pyramid of Cheops. Unfortunately, no details are given. In Euclid’s 13-tome
“Elements” (310 BC) the same number ® appears when a linear segment of
length AB=1 (see Fig.2) is divided by a point C into two parts such that the pro-
portion AC/CB = AB/AC holds. If we set AC = ¢, then this proportion is

(1.2) ¢:(1-9),

A .

uw

Fig. 2. The golden section: AC/CB=AB/AC

By Theorem of Phytagoras we have

(1.3) =P +1,

so the proportion (1.2) is equal to ®

(1.4) Oo:(1-0)=1/D:(1-1/D)=1/D: ((P—-1)/D)=1/(P-1)=]

Euclid called the point C the golden point, and the proportion AC/CB between
the longer part and the shorter one - the golden mean, golden ratio, or mean ratio.
It seems that both the problem and names were in use by earlier Greek mathema-
ticians, especially Phytagoras (580-500 BC). The Greeks cherished the opinion
that rectangles, of which the ratio of the side lengths equals ®, are the most har-
monious, aesthetical and pleasant among all rectangles. It is believed that Phidias
(500 BC), the greatest sculptor of antic Athens, consciously used this ratio in his
constructions, in particular in the statue of the Olympian Zeus, which is consid-
ered as one of seven wonders of the world (the Great Pyramid is another one). In
honour to Phidias' mastery the American mathematician Mark Barr proposed to
denote the ratio at hand by the capital letter @, and its reciprocal 1/® by the small
letter @ (note: @ = ® — 1). For this reason both numbers are sometimes called re-
spectively the great and the small Phidias number. Another denotation for @,
applied in [JC], is the letter T - the initial letter of Greek word fome meaning cut.

There are other names for the sacro ratio @ in use, namely the divine propor-
tion, introduced by Fra Luca Pacioli in his book Divina proportione (edited in
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1509), and the golden section, first used in Latin (sectio aurea) probably by Leo-
nardo da Vinci (1452-1519). He applied this proportion to design the plan of his
masterpiece “The last supper”. The name Golden Number to the value ® gained
popularity since Kepler.

For ®>0, the relation (1.3) can be rewritten as

(1.5) @ =(1+ D)
and
(1.6) D=1+ 1/D.

Both these equalities generate following infinite representations of the Golden
Number ©

(1.7) @ =(1 +V(1 + V(1 +N(1+.))),
(1.8) @ =1+ 1/(1 + 11+ 1/(1 +..)).

Let us look at the formula (1.8). Its right-hand side resembles a fraction. But, in
spite of the name mean ratio attributed to @, the Golden Number is not a ratio, is
not a rational number (for the proof see [JS, RK]). It is an example of so-called
continued fraction (see e.g. [GKP] for definitions). Its value is defined as the limit
of so-called convergents. Below we take that convergents.

2. Fibonacci numbers and Kepler limit
Let us modify the expression (1.8) by substituting all values 1 by 0 except to

some initials ones. We then obtain such rational numbers (they are convergents of
®) as

1 = 1/1,
1+ 1/1 = 2/1,
1+1/(1+1) = 3/2,
1+ 1/(1+1/(1 + 1)) = 5/3,
1+ 1/(1 +1/(1 + 1/(1 + 1))) = 8/5,

1+ A+ + 1+ 11+ 1)) =138,
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It is easy to notice that the successive denominators are simply the sum of two
previous denominators, starting with 1 and 1. The nominators observe the same
rule as well, we only have to start with 1 and 2. This observation may be written
down in the following mathematical formula:

(2.1 Fo:=0,F, =1,
(2.2) Forg =F,+F., n=1,2,3,4, ..

This way the sequence (Fy)n-0.12... 1S produced. It was Fibonacci who, in his
book Liber abaci (edited in 1202), first defined this sequence. Today they are
worldwide recognised as Fibonacci numbers. This name was proposed by French
mathematician Frangois Edouard Anatole Lucas (1842-91), the author of famous
Towers of Hanoi puzzle (see e.g. [GKP]). We are indebted to him for discovering
that Fibonacci numbers are involved in the Pascal triangle, and also for
a sequence of numbers which are today called the Lucas numbers.

Johannes Kepler (1571-1630), the author of three laws describing the move-
ment of planets around the Sun, was the first man who noticed, in 1608, that the
ratio F,+1/F, of two consecutive Fibonacci numbers tends to Golden Number ®,

(2.3) IimF,./F, 5 ® asn — oo.

It was also Kepler who said that the Golden Number and Theorem of Phytagoras
are the greatest jewels of geometry.
It is easy to prove the statement (2.3). First we divide (2.2) by F,. This gives

(24) Fn+1/Fn =1+ Fn—l/Fn-

Thus, under the assumption that the sequence of quotients F,,,/F, has a finite limit
(denoted here by) g as n — oo, the limiting of both sides in (2.4) gives:

g=1+1/g.
It can be converted into the quadratic equation:
(2.5) g—g—-1=0.
Its roots are g = —¢ and g = ®. Fibonacci numbers are positive, so the solution is

g=.
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3. Natural powers of the Golden Number

The relation (1.4) generates any higher power of @, e.g.
P=0P'=P(D+1)= P+ P=(D+1)+P=20+1=F;®+F,,
' =P =P2P+1)=20"+ D =2(P+1)+ P=3D+2=F, D +F;,
O =PpP'=P-3P+2)=30"+20=3(P+ 1)+ 2P =50 + 3 =FsD +F,
If we take into account that
O=10+0=F-®+Fjand @ =10+ 1=F,®+F,
then by the mathematical induction we can easily prove the formula
(3.1) O"=F, ®+F,, n=1,2,3, ..,

where F, 1s n-th Fibonacci number defined by (2.1)-(2.2).

One can find analogous formulae for numbers which are generated in analo-
gous way as the Golden Number ®. In the next section we define a sequence of
such numbers, and we denote them by ®,. The Golden Number is the first of
them. In aim to systemise the notions we write it as @,, i.e. @, := ®; the index 2
is here added to show that it is related to the quadratic equation (2.5). In the deno-
tation just adopted the identity (3.1) is written as

(32) (I)2 t= Fn'q)Z + Fn—la

With the intention of systemising our consideration we will treat Fibonacci num-
bers in analogous way as we deal with Golden Number, i.e. we enrich them with
the index 2. So we set

Fon:= F,
Then (2.1), (2.2) and (3.2) take forms
(3.3) F0:=0,F, =1,
(3.4) Fonin =Fon+Fonn=1,2,3,4, ..
(3.9 D,"=F,, P, +Fynp., n=1,2,3,4, ...

Formulae (3.3)-(3.4) produce the sequence

(FZ,n)nZO,l,Z, .
(0,1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, ...).
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Obviously, elements of this sequence are (classical) Fibonacci numbers. We can

call them 2-Fibonacci numbers. Analogously, Golden Number ®, can be called
the 2-Phidias number, or Phidias number of order 2. In the next section we define

3-Fibonacci numbers F;, and 3-Phidias number ®;.

4. Silver Number

Similarly as in (3.3) and (3.4), we define 3-Fibonacci numbers (also known as

Fibonacci numbers of order 3, Tribonacci numbers) as follows
(41) Fg’o = F3’1 = 0, F3,2 = 1,

(42) F3’n = Fg’n_l + F3,n_2 + F3,n_3, n-= 3, 4, 5,

So this recurrence defines any number F;, as the sum of the three preceeding
terms. Thus we obtain the sequence

(F3,n)n:0, 1,2,... =
(0,0,1,1,2,4,7,13, 24, 44, 81, 149, 274, 504, 927, 1705, 3136, ...).

As in case of 2-Fibonacci numbers F,,, the sequence of the quotients F5,./F;5,
converges. The convergence is suggested by such observations as

F;310/F39 = 149/81= 1.83950617,
F;315/F314= 3136/1705 =1.83929618,
F3.20/F3,10 = 35890/19513 = 1.83928662.

Reasoning as in Section 2 we find that the limit
g=IlimF;,1/F3,asn— oo

has to satisfy the equation

(4.3) g-g-g-1=0.

This polynomial equation of the third degree has two complex zeroes and the real
zero equals

(4.4) {(19 + 3V33) + (19 - 3133)"%}/3 = 1.839286795..

In [GH] and [RR] this number is called the silver number. According to the con-
vention stated in section 3 we denote this value by ®; and we call it the 3-Phidias

24



number, or Phidias number of order 3. In the Section 6 we will see that it is natu-
ral to attribute this name to other numbers, and that’s why we propose the value
®; to be more exactly called the rich Phidias number of order 3.

One can state interesting relations related to @;, for instance the analogy to for-
mula (3.5) is

(45) (D3 = F37H'¢32 + (Fg,n_l + F3,n_2)'q)3 + F3,n_1, n-= 3, 4, 5, 6, 7,
The proof can be easily done by induction, see e.g. [PC].

5. Rich Phidias numbers

Let us recall the equations (2.5) and (4.3) which define the 2-Phidias and 3-
Phidias numbers @, and ®s, respectively. Both these equations are special cases
of the equation

(5.1 gh—g g —g—1=0,

where k is an arbitrary natural number.

Let’s call this equation the rich k-Phidias equation or rich Phidias equation of
degree k. We derive it in the same way as that presented in Sections 2 and 4. To
do this we define the n-th Fibonacci number of order k by the recurrence

(5.2) Fin = Fina + Fino T oo + Fin, n =Kk, k1, k+2, ...
applied with k initial values:

(5.3) Fro=Fx1=... =Fxx2=0, Fyp1=1.

Now we investigate the quotients

qn = Fint1/Fkn = (Fin T Fint + Fino + oo + Fini1) / Fen =
= 1 + 1 /(Fk,n/Fk,n—l)
+1/(Fin/Fina )1/ (Fin1 / Fin2 )
+ ...
+ 1/ (Fxn/ Fint1 ) V(Fxna / Fxnz )oor 1/ (Finks1 / Fink )-

If we assume that there exists the finite limit g of the quotients q,, the above
equality turns into the relation (5.1). Let us denote this limit by @y and call the
rich k-Phidias number, or rich Phidias number of order k (the motive to call this
number a rich one will be justified in Section 8). Exact values are easily obtained
for k=1,2, 3 and 4 only, the values for k>4 may be determined numerically.
Some of them are listed in Table 1.
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Table 1. k-Phidias numbers

Dy

1
1.618033988749..
1.839286755214..
1.927561975482..
1.965948236646..
1.983582843424..

NN | (W|IN|— &

Fig. 3. Graphs of the functions g —g* (k=2, 3, 4,
5), g = 1/(2 - g) and of the line g = 2

Equation (5.1) can be written in the form:

(5.4) gt=g"T+ g 2+ g+l

For any g # 1 the right-hand expression is (g° — 1)/(g — 1), so (5.4) takes form:
(5.5) g =1/2-g).

ie.

(5.6) g —1/2-g)=0.

This can be called the rich Phidias equation of order k, or rich k-th Phidias equa-
tion. It immediately leads (see Fig.3) to:

Theorem 1. Rich Phidias numbers ®, converge monotonically to 2 as k ap-
proaches the infinity.
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6. Poor Phidias numbers

Both Fibonacci sequence (Fy)n=012.... and Phidias number ® may be generalised in
various ways and there is a very huge literature on it. The sequence (Fy)n=0.12....
of k-Fibonacci numbers and k-Phidias numbers ®,, both presented in previous
section, are possible results. To get them we dealt with the equation (5.4) having
the regular polynomials on its right-hand side. This regularity appears in the pres-
ence of all consecutive powers of the variable g, as well as all elements identified
by lower indexes in the formula (5.2) corresponding to (5.4).

Now let us work with the case when some terms are absent. So we consider the
recursive definition

(6.1) Ly=L;=..=L=0, Ly, =1,

(6.2) Lo = Lotms + ... T Logm2 + Lo, n=0, 1,2, ...

with k>ms, and its corresponding equation (easily got by the replacing L, by g')
(6.3) gt —g™— L —gM g™ —1=0

Y
_.2 + — + + 3
"4 8 12 16 20 24 28 32 36 49 44 48 52 56 -
-3
Fig. 4. Convergence of the quotients L,/L,_; Fig. 5. Graph of the polynomial
of numbers L, defined by formulae (6.4)-(6.5) g g g —g-1
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where k >ms > ...>m2>ml > 0.

For example, with k=4 >m2 =2>ml =1 we have

(64) L0:L1:L2:0, L3:1,
(65) Ln+4 = Ln+2 + Ln+] + Ln, n-= O, 1, 2, cees
(6.6) g-g-g-1=0,

so the numbers form the sequence
(Lin=0.12.=(0,0,0,1,0,1,1,2,2,4,5,8,11,17,24,36,52,77, 112, ...).
For n =10, 20, 30, 40, 50 and 100 their quotients L,/L,_; assume values

5/4 =1.25,
241/165 = 1.46606060... ,
11032/7528 = 1.46546227...,
504355/344136 =1.46556884...,
23057166/15732546 =1.46557130...,
6747757084228261/4604182272046428 =1.46557123....

The sequence of these quotients converges (see Fig.4) to the positive root of the
corresponding Phidias equation (6.6), i.e. to the value 1.46557123099994809...
(see Fig.5).

In the classical Fibonacci recurrence (2.2) the right-hand side is the sum of ex-
actly two terms. This particular case in (6.2) holds if on the right-hand side we
skip all terms but the most extreme ones. Then we have

(7.1) Lo=Li=..=L»=0, Ly, =1,
(7.2) L,=L,;+L, n=k k+1, k+2, ...
and corresponding equations

(7.3) gt =g""+1, ie.

(7.4) g —1/g-1)=0.

For any k > 2 a number of terms embrassed in the right-hand side of the formula
(7.2) does not surpass the number of terms present in (6.2). It validates that the
equation (7.3), as well as (7.4), is called the poor k-th Phidias equation, or poor
Phidias equation of degree k.
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poor{k) rich{k}

[ T - I - U TUI N S Ty |
' ' ' ' '

Fig. 6. Graphs of functions g — g™ — 1/(g — 1) defining poor equations (7.4)
and g — g — 1/(2 —g) forming rich equations (5.6) fork =1, 2, 3,4, ..., 9.

It is easy to verify (see also Fig.6, left window) that this equation has always
a single positive zero. We fit into proposed system of names if we call it the poor k-
th Phidias number, or poor Phidias number of order k. Identically as in Section 6,
its value is the limit of quotients L,./L, of successive numbers produced by formu-
lae (7.1)-(7.2) with arbitrarily fixed gap k. The equation (7.4) immediately reveals:

Theorem 2. The sequence of poor Phidias numbers of order k decreasingly con-
verges to 1.

8. In-between Phidias numbers

Theorems 1 and 2 say that rich k-th Phidias numbers tend to 2 and the poor ones
to 1 as k tends to the infinity. Let us recall that these numbers are defined by the
number of terms present in the recurrence formula (6.2). If in its right-hand side
all the terms are involved, we have rich Phidias numbers - see (5.2). If we have
only two terms, with indices distant at the value k, we have poor Phidias numbers
of order k - see (7.2). Obviously, only in case k = 2 these two formulae (and, in
consequence, rich and poor Phidias numbers) coincide. If k> 2, there may be
defined so-called the (in-between) Phidias numbers of order k, and there are as
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many as the number of possible recurrences (6.2). There are 2°' such recurrences,
because they are so many as the words composed of k characters such that every
word ends with 1 and any of other k-1 characters is 1 or 0. For instance, with
k =4 we have 2° = 8 configurations:

1111,0111, 1011, 1101, 0011, 0101, 1001, 0001.

The first of them refers to the rich 4-th Phidias number, the last one - to the poor
4-th Phidias number. The word 0111 corresponds to the recurrence (6.5) and gen-
erates the corresponding Phidias equation (6.6). The graph of the polynomial stay-
ing on the left-hand side of this equation crosses the abscissa axis at the point
1.4655712309999489... This observation may be generalised as following.

Theorem 3. Let k, ms, ..., m2, ml be natural numbers such that k > ms > ... > m2
> ml > (. Then the equation (6.3) has at least one zero in the interval (1, 2).

Proof. Denote the left-hand side in (6.3) by y(g), i.e.

y@ =g -gh - g g - L
There is
y()=1"-(1™+  + 1™+ 1™+ 1)=1-(s+1)=-s<0
and
y(2)=2"—u,
where

u=2" 4 +2m 4 oml

Obviously, u<2"'+ .. +2°+2'+1=2 *~1)/2- 1)= w, where w=2—-1.
Thus y(2) > 2" —w = 1. It states y(1)-y(2) <0, so the graph of the polynomial y
crosses the abscissa axis (at least at one point).

Remarks

All calculations as well as plots are made within the computer algebra system
Derive 5 for Windows (from Texas Instruments Inc.), which is the Windows suc-
cessor of Derive 3 (from Soft Warehouse, Inc.). In particular, it produced the ex-
act value of rich Phidias number of order 3, also known as the silver number.
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Conclusions

Throughout centuries, a lot of mathematicians, as well as people of other profes-
sions, were fascinated by the Golden Number and Fibonacci sequence. In this
article we recall the definitions of these items, we refer to their presence in such
wonders as The Great Pyramid of Giza and Leonardo da Vinci’s “The last sup-
per” (and such relations may essentially increase the pupils’ interest in the sub-
ject). We report some generalisations of the Fibonacci sequence and Golden
Number, in particular we mention so-called Tribonacci numbers and the silver
number. In aim to systemise the subject we propose to use such names as Phidias
numbers of the order k and its particular cases: the k-th rich Phidias number and
the k-th poor Phidias number. At last, we show theorems on localisations of these
numbers.
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Estudio de las secciones planas de las cuadricas
mediante sus invariantes meétricos

Julio Fernandez Biarge
Universidad Politécnica de Madrid

Abstract

In this paper, the metric invariants of the pair of equations formed by a quadratic sur-
face and a plane are studied. We apply these invariants to determine the metric
properties of the conic section. We also study the metric invariants of the pair of
pliickerian equations of a quadratic surface and a point, and we apply them to study
the metric properties of the tangent cone to the surface, with vertex in the given point.

1. Introduccion

El estudio de las propiedades métricas de la seccion de una cuadrica con un plano,
dadas sus ecuaciones en coordenadas cartesianas rectangulares, suele hacerse me-
diante un cambio del sistema de referencia a otro que tenga uno de los planos co-
ordenados sobre el plano dado. Esta operacidn la realizan rdpida y comodamente
los sistemas usuales de disefio grafico y es igualmente facil deshacer el cambio de
referencia.

No obstante, en ocasiones tiene ventaja hacer uso de los invariantes métricos,
como por ejemplo, cuando no se trata de estudiar un caso particular, sino de obte-
ner formulas generales que permitan expresar directamente datos métricos de la
seccion, a partir de los coeficientes de las ecuaciones dadas.

Para el estudio de los invariantes de las secciones mencionadas, emplearemos
en todo lo que sigue coordenadas cartesianas homogéneas respecto a un sistema
de referencia ortonormal. Asi, designaremos las coordenadas de un punto x con la
notacion (xo,x1,X2,x3), de modo x,=0 es la ecuacion del plano impropio y las carte-
sianas (no homogéneas) de un punto propio x seran (x;/xo,X2/Xo,X3/X).
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Consideraremos la cuadrica de ecuacidon

3 3
ZZay.xiszo (1.1)
0 0

f
y el plano
3
lEZuixi=O (1.2)

Designaremos con A la matriz (a;) (simétrica) de coeficientes de (1.1), con Ay a
la matriz menor complementaria de ag, y con 4;; a los elementos de la matriz ad-
junta de A. Ademas, para (i,j=1,2,3), designaremos con 0,; a los elementos de la
matriz adjunta de Ag,. El determinante de A, es, segun lo anterior, Ao .

Como es bien sabido (ver, por ejemplo, [1]), los invariantes métricos de la
cuddrica (1.1) son

[=Ya, J=Yo, K=4, A=det(A) (1.3)

que tienen grados de homogeneidad respectivos 1, 2, 3 y 4. Esto quiere decir que
st el primer miembro de (1.1) se multiplica por un factor p (#0), estos invariantes,
a pesar de no variar la cuadrica representada, quedan multiplicados por p, p>, p’ y
p*. Si dos cuadricas con invariantes {/,J,K,A} y {I’J’K’, A’} son congruentes, o
bien estos invariantes corresponden a dos representaciones de la misma cuadrica
en distintas referencias ortonormales, no puede afirmarse la igualdad de sus inva-
riantes, sino la existencia de un factor p no nulo, tal que [I=pl’, J=p°J,
K=p’K’, 4= p*A’"

2. Invariantes de una seccion plana de una cuadrica

Para estudiar ahora invariantes de la seccion plana de (1.1) por (1.2), co-
menzaremos por formar el haz de cuadricas

f+Ax, =0 2.1)
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Los invariantes métricos de esta cuadrica (dependiente de A) son:
N N N N 3 3 3
I'=1,J =J,K =K, N =A+20) A, =KD D ouu, . (2.2)
0 11

Como los invariantes han de serlo con independencia del valor de A, esto nos pro-
porciona dos invariantes del par { f, / }:

3 3 3
L, = ZO:AOiui , K, = ZZ%%% (2.3)

Debemos advertir que en cada uno de estos invariantes hay que considerar el gra-
do de homogeneidad en las a; y el de homogeneidad en las u; . En nuestro caso,
expresaremos esto diciendo que estos invariantes son de grados respectivos {3,1}
y {2,2}. La multiplicacion de la forma f por un factor p hace que L, quede multi-
plicado por p’ y K, por p> . La multiplicacién de la forma / por un factor ¢ hace
que L, quede multiplicado por ¢ y K,, por o’

En lugar de considerar el haz de cuédricas (2.1) podemos considerar, como
hicimos en ¢l articulo [2], el haz

f+A*=0 (2.4)
La matriz de la cuadrica general de este haz es A+A(u;u;). Sus invariantes métricos

se obtienen facilmente, teniendo en cuenta que la matriz (uu;) es de rango 1, con
lo que no aparecen términos en A”. Estos son:

3 3 3 3
]*:]"‘7"2”1'2 J*=J+7»([.Zui2—z agu;)
13 3 1 13 13 2.5)
K =K+LA) > ouu, AN =A+ADD> Auu,
1 1 0 0

Como estas expresiones han de ser invariantes con independencia de A, obtene-
mos otros tres del par { /, / }, ademas de los (2,3). Disponemos, por tanto de los
siguientes invariantes métricos (de los que indicamos sus grados a su derecha):

34



I {100, J {201, K {301, A {40} ,
L,,=Z3:Ao,~ui 3.1} , IP=Z3:u? {0,2} ,
‘ ‘ (2.6)

3 3 3
Jp=1.1p-ZZaijuiuj {1,2} Kp=20cl.jul.uj {2,2} ,
1 1 1

3 3
A, :ZOJZO:AU.uiuj 3.2}

Debe notarse que sélo L,, J,, K, y A, dependen a la vez de los coeficientes de f
y de los de /, y que tan sdlo L, y A, contienen el coeficiente u, de / (por lo que los
restantes no se alteran al sustituir el plano (1.2) por otro paralelo a €l). Debido a la
indeterminacion de los factores p y ¢ antes mencionados, de los valores de estos
invariantes y de los que podemos formar por combinaciones homogéneas de ellos,
solo tienen significado geométrico:

a) Su anulacion.
b) Elsigno de su valor, si sus grados de homogeneidad son los dos pares.
c) Su valor, si sus grados de homogeneidad son ambos nulos.

Estos invariantes no son todos independientes; aunque el calculo es un tanto pe-
noso, puede comprobarse que

2 _
I} =AK-AK, 2.7)

p:

3. Relacion entre esos invariantes y los de la conica seccion, en E;

Si efectuamos un cambio de sistema de referencia a otro ortonormal en el que el
plano / = 0 quede con ecuacion vy; = 0 (designando con (yy, y1, V2, 13) las coorde-
nadas en el nuevo sistema), la conica { f =0, /=0 } quedara en la forma

3 3
{ XD byy, =0, wy=0} (3.1
0 0
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O s€a.

2 2
{ZZb,.jyl.yjzo , vwy=0 } (3.2)
0 0

La primera de estas ecuaciones representa una conica en E, , cuyos invariantes
métricos son

b b by by by
11 12
I, =b,, +b, J, = b b K,=b, b, b,
b1 O
bZO b21 b22
Por otro lado, para el par (3.1), en E; , obtenemos los invariantes
_ _ .2 72 2 _ by by, _ 2
I—b11+b22+b33,1p—v s J, =1 —by,v , K, = vi, A, =Byv
b21 22
de lo que resultan inmediatamente las relaciones:
J K A
I,=-*% , J,=—"* , K, =—*%t (3.3)
IP IP IP

Como los elementos métricos de la conica seccidén se deducen facilmente en
funcion de estos invariantes, las formulas (3.3) nos permiten expresarlos en fun-
cion de los coeficientes de f y de /.

4. Aplicacion al estudio métrico de la conica seccion
Con los instrumentos desarrollados en los parrafos anteriores, podemos ofrecer
algunas aplicaciones interesantes.

4.1. Planos diametrales y distancia al centro

El significado geométrico de la anulacion del invariante L, es simplemente esta-
blecer que el plano (1.2) es diametral de la cuadrica (1,1), es decir, que el plano
pasa por su centro (Ao, 4o1, Aoz, Aoz), Si lo tiene, o por el punto de tangencia con
el plano impropio si es paraboloide, o sea que (salvo que sea una identidad, por
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ser todos los A4¢=0), la ecuacion en coordenadas de planos (pliickerianas) del
polo del plano impropio x,= 0 respecto a la cuadrica serd

Lp =0 . 0 S€a A00u0+A01u1+A02u2+A03u3 =0. (41)

Por otro lado, debe notarse que la ecuacidon normal del plano /=0 es [/ V. I,=0y
por tanto, si Ay # 0 (0 sea, si f= 0 es una cuddrica con centro; recuérdese ademas
que K= Aoy ), obtenemos:

L
[ Distancia del centro de la cuddrica f =0 al plano [ =0 ]: L_1(42)

ki,

4.2. Planos tangentes a la cuadrica

La anulacion del invariante A, , que implica la anulacion de K, , expresa que la
conica seccion es degenerada, o sea que el plano /=0 es tangente a la cuadrica
f=20. Por tanto, la ecuacion de la cuadrica en coordenadas de planos (pliickeria-
nas) es:

p g1

3 3
A,=0 osea D > Auu, =0 (4.3)
0 0

4.3. Género de la conica seccion

La anulacién del invariante K, , que implica la de J, , expresa que la conica sec-
cion es del género parabola, o dicho de otro modo, que el plano /=0 es tangente
a la cdnica del infinito de la cuadrica f= 0. En consecuencia, la ecuacion en co-
ordenadas de planos de la conica del infinito de la cuddrica dada (considerada
como cuddrica degenerada) es

3 3
K,=0 oseca Z ouu; =0 (4.4)
1

1
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Como K, tiene grados de homogeneidad pares, su signo es geométricamente sig-
nificativo. En efecto, teniendo en cuenta que K,/ 1,=.J, , que I, es positivoy el
significado del invariante J, en las conica, resulta que:

Si K, # 0, la seccion es una conica con centro.
El género de la conica seccion es elipse si K, >0 e hipérbola si K, <0 .

Sies K,>0 y A,J, >0, el plano no tiene interseccion real con la cuddrica.

4.4. Ecuacion reducida de la seccion, si tiene centro

Si la seccidn tiene centro, es K, # 0 y puede efectuarse un cambio de sistema de
referencia ortonormal que deje el par {f=0, /=0} en la forma “reducida’:

{ayi+a, y;+a,y;=0 , y,=0}  (4.5)

Entonces es I, = o +a; , o = 040, , Kr3=0p0, 0, , y segun las relaciones (3.3),
seran oy = K,/ ,=A,/ K,y 04y 0y, las raices de la ecuacion w-Lw+J=0
o sea de la I, w’— J, w + K, = 0. Esto permite escribir la ecuacion reducida de la
conica seccidn en la forma

A
{Otlyf+062y§=K—py§ , »,=0}  (4.6)

p

donde o y 0, son las raices de la ecuacién I, w”—J, w + K, = 0.

En consecuencia, como los cuadrados de los semiejes de la conica son 0 /04 y
0 /0 ,0sea A, /(K,0u) y A,/(K,0,),se deduce que

Los cuadrados de los semiejes (reales o imaginarios puros) de la conica sec-
cion, se pueden calcular como raices de la ecuacion

3.2 2 _
Kw —-J KA w+I AN =0 4.7)
La seccion sera circular si o, = 0 , 0 sea Si

J) -4, K,=0. (4.8)
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4.5. Area de la seccién, si es elipse, angulo de las asintotas si es hipér-
bola y excentricidad

En el caso de la elipse, es K, >0 y el producto de los cuadrados de los semiejes es,
segun (4.7), IPAP2 / sz , con lo que resulta:

, 1
Area de la secciébn =mA  |—Z (4.9)
4 K3
p

Si se trata de una hipérbola, es K, <0 ; como es sabido, e/ dngulo ¢ comprendido
entre sus asintotas viene dado por tg* ¢ = - 4,/1,* , lo que, segun (3.3), nos da

I J-K
N (4.10)
JP

tgp=2

La hipérbola es equildtera si J,=0.

Llamando € a la excentricidad, si los cuadrados de los semiejes son las raices w
, wy de (4.7), serd € = 1 - wi/w, . Tengamos en cuenta que dada una ecuacion
at2+bt+c=0, el cociente de sus raices, #/t, = t12/(c/a), sera raiz de

u+(b/ac)u+1=0

y la ecuacidn que tiene como raices 1- ¢/, y 1- 6./t sera

acv*+(b*-4ac)(v+1) =0 .

Aplicando esto a la (4.7) con v = €* , y simplificando (ya que 1,#0 ,A,#0), resulta
la expresion que nos permite calcular la excentricidad de la seccion:

4 2 2
K Ie*+(J2—4K,I (e +1)=0 @4.11)

Noétese que si la seccidn es circular, debido a (4.8),€=0.
4.6. Ecuacion reducida de las secciones parabolicas

Si K, = 0, la seccion es una parabola. Mediante un cambio de referencia ortonor-
mal el par {f=0, /=0} puede ponerse en la forma “reducida”:
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{ ap?+2By,y,=0 , »,=0 } (4.12)

Entonces, I, = o, J, =0, K,=-B*0, con lo que, segiin (3.3), podemos ob-
tenener o =.J, /I, y B°=-A/ 1, . Esto nos permite escribir la ecuacién
reducida de la parabola seccién en la forma

2 ]p _Ap
Vi +2J 7 J’()yz:() ) y3=O (4.13)
p p

Esto es, supuesto K, = 0, el valor del parametro de la pardabola seccion es

p= L 1=
JP JP

4.7. Cono tangente a la cuadrica a lo largo de su seccion con el plano

Si la cuadrica f = 0 es regular (A # 0), este cono pertenece al haz (2.4) y corres-
ponde al valor de A que anula el determinante A” dado en (2.5), o sea, seglin (2.6),
el valor A =-A,/A . Es decir, su ecuacion sera:

- (A, /NP =0 (4.14)
Los invariantes métricos de este cono son
A A A
lo=1-——1, J.=J-——J, , K.=K—-——K , A.=0 (4.15)
Ap P Ap P Ap P

Por tanto, el mencionado cono sera:

equilatero si 1A, —1I,A =0 y dualmente equilatero si JA,—-J,A =0.

En el primer caso, el cono tendré infinitas ternas de generatrices aristas de un
triedro trirrectdngulo y en segundo, infinitas ternas de planos tangentes formando
triedros trirrectangulos. Sies K A, - K,A =0, o sea, segun (2.7), L, = 0, el cono
es un cilindro.

El vértice del cono es el polo del plano /=0 respecto a la cuadrica, o sea que
sus coordenadas homogéneas son
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3 3 3
(Lys D Aty Ay, ) Asy) (4.16)
0 0 0

Como la ecuacion normal del plano es 7/ \/Ip =0, la distancia d del vértice (4.16)
del cono (4.12) a ese plano sera

A
d=—"1"— (4.17)
LP V [P
y el volumen del cono circunscrito a la cuadrica f= 0 que tiene como base la sec-
cion con /=0, segun (4.8) y (4.15) sera

2
_I Ap

V_§—3
LP Kp

(4.18)

5. Invariantes métricos de las cuadricas de planos

La ecuacion en coordenadas de planos (pliickerianas) del circulo absoluto (consi-
derado como cuadrica de planos singular) es u;*+u,"+us> = 0 (que escribiremos
como I" = 0) en cualquier sistema ortonormal de referencia.

Consideraremos una cuadrica cualquiera g =0, en coordenadas de planos, con

3
gEZcijul.uj =0 (5.1)
0
y denominaremos con C a la matriz (c;), y con Cj a los elementos de la matriz

adjunta de C ; pondremos A = det(C) . Por ultimo, usaremos la notacion

G Gy

Yim =

Cy  Cu
Si A # 0, o sea si la cuadrica es no singular, podemos suponer que la cuadrica de
planos (5.1) es la (4.3) que corresponde a la cuadrica de puntos (1.1), con lo que
los coeficientes de estas ecuaciones (5.1) y (4.3) seran proporcionales. Eligiendo
convenientemente el factor de proporcionalidad, no hay inconveniente en conside-
rar que las matrices C y A son mutuamente inversas y por tanto,
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CU:AU/A , CIZJ:CU/A . A=1/A . (52)

Podemos formar ahora la serie de cuadricas g + AI'= 0. El discriminante de la
forma cuadratica del primer miembro igualado a cero es

0007\’3 + (YOOII + YOOZZ + ’Y0033)7\’2 + (Cll + C22 + C33)7\’ +A= O

lo que nos proporciona los invariantes métricos de la cuadrica de planos (5.1):
3 3

M=cy , N=2 Yoy » P=2G , A=det(Q) (53
1 I

Las relaciones entre estos invariantes y los (1.3) de la cuéadrica de puntos (1.1),
son, segun se deduce de (5.2):

M=K/A , N=J/A, P=I/A, A=1/A (5.4)

(la segunda exige algunos calculos auxiliares, faciles de realizar).

6. Invariantes del par de ecuaciones, en coordenadas pliickerianas, de
una cuadrica y de un punto

Si la ecuacion de la cuadricaes g =0, con g dado por (5.1), y la del punto, de
coordenadas cartesianas homogéneas (po, p1, p2, p3), €s p =0, con

3
pzzpiui =0 (6.1)
0

Podemos considerar la serie de cuadricas g + W p° = 0 . La matriz de la cuadrica
general de la serie es C + W (p; p;) . Sus invariantes métricos, analogos a los (5.3),
teniendo en cuenta que la matriz (p; p;) es de rango 1, por lo que no aparecen
términos en U’ son:

3 3
M =M+upp; ; N =N+u) > o,

0 0

A . A o (6.2)
P =P+ud Y mpp, . AN=A+uD.Y.Cpp,
0 0 0 0
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c c 0 0

donde (n . ) = 10 o
—Cy 0 Coo 0
C30 0 0 Coo

Yozt YoutYCin YizotYizo Y20t Y20 Ysiot Yizo

y (75 )_ Y1330 V1220 Y o022 1 Vo033 Y o120 Yo130
)=
Y2330 Y2110 Yo120 Yoo33 T Yoot Y0230
Yi110 T V3220 Yo130 Y0230 Yoor1 T Yooz

De esto deducimos, como se hizo para obtener (2.6), que serdn invariantes del
par { g, p }, los siguientes (con expresion de sus grados de homogeneidad en las

cjyenlas p;):

M {10y ., N {20y , P {30} , A {40}

3
M,=p;, {02} N, ZZn,-,-p,-p,- 1,2y

; (63)
3 3 303

Pp = Zznz‘]‘pipj {272} > A ZZCI p; {3’2}
0 0 0 0

A partir de los valores de estos invariantes, se pueden expresar las propiedades
métricas del cono circunscrito a g = 0 con vértice en p = 0 (todo en coordenadas
pliickerianas. En particular, podemos expresar el par { g, p } respecto a otro sis-
tema de referencia ortonormal, quedando las ecuaciones { # , g } en las nuevas
coordenadas ( vy, vi, V2, v3 ), de modo que el punto p =0, vértice del cono, quede
en el origen (1,0,0,0), o sea g =sv,, es decir, de ecuacidon svy =10 .

Al hacer vp = 0 en la ecuacién # = 0 , esta queda reducida a la de un cono. Si
los ejes coordenados se eligen coincidiendo con tres ejes del cono, el par de ecua-
ciones quedara reducido a

{hzdlv12+d2v§+d3v32=0 , qzsv0=0} (6.4)
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cuyos invariantes (6.3) seran

M,=s*,N,=(d +d, +d,)s* , P, = (dydy + did, + d,d,)s* , A, = d,d,d,s>

p

Por consiguiente, conocidos esos invariantes, los coeficientes d; de la forma re-
ducida, se pueden obtener como proporcionales a las raices de la ecuacion cubica:

3 2 _
Mw =Nw +Pw-A, =0 : (6.5)

De esta ecuacion reducida pueden deducirse sus propiedades métricas.
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Resumen

This paper deals with the study of convergence of a radical family through
a nonlinear coupled difference system and the sandwich criterion.

1 Introduccion

El objetivo de este articulo es estudiar la convergencia de la sucesion radical

\/—\/a+\/a—m, a>2 (1)

por un método distinto al usual (que recordaremos en el desarrollo del trabajo), y
que se puede enmarcar dentro de la teoria de los sistemas de ecuaciones en diferencias
no lineales acoplados. Sistemas discrctos de este tipo, pero sin los signos positivo y
negativo alternados pueden encontrarse, por ejemplo, en el ejercicio 4 de la pagina
96 del texto [1], en concreto, en esta referencia encontramos la sucesion radical

\/2+\/2+\/2+m,

y su limite se calcula mediante el método clasico, que mas adelante recordaremos
para la sucesion (1).
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2. Estudio de un caso particular

Empezaremos estudiando el caso particular de (1),

\/21—\/21+\/21—\/W (2)

que se obtiene para a = 21. Para realizar el estudio le asociaremos una sucesién aux-
iliar cuyo limite también calcularemos (sin hacer un esfuerzo adicional). En efecto,
para ello definiremos las sucesiones recurrentes acopladas

Tpt1 = V21 —yn , a:():O} 3)
Yn+1 = V21+33n 3 yOZO

que define un sistema no lineal de ecuaciones en diferencias de primer orden acoplado.
Observemos que

(
Tn = 9 0,\/2_1,\/21—\/2_1,\/21—\/21+\/ﬁ,\/21—\/21+\/21—\/é_1,... ,
\

4
Yn = < 0,\/2_1,\/21+\/ﬁ,\/21+\/21—\/ﬁ,\/21+\/21—\/21+\/2_1.._ ,
\

y queremos calcular lim z,. El método usual para determinar este limite consiste
n—oo

en, suponer formalmente que existen los limites,

z= lim z, = lim z,4; , y= lim y, = lim y,4 (4)
n—oo n—ro0 n— oo n—o0

y tomar limites en (3), con lo que sustituyendo (4) se obtiene el sistema de ecuaciones
no lineal

T = /21—y

Yy = 214z

cuyas soluciones son S; = {r =4,y =5}, S = {z = -5,y = —4}. Ahora bien,
es sencillo comprobar (lo veremos més adelante) que ambas sucesiones {zn}, ¢,
{yn},>0 son de términos no negativos, por lo que podemos descartar inmediatamente
la solucién negativa S, y por tanto

lim z, =4 , lim y, =5. (5)
n—>o0 n-—-—»00
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Veamos otra forma de llegar a esta misma conclusién, utilizando un argumento mas
elaborado basado en el teorema de punto fijo y el criterio del emparedado. Partiendo
de la primera ecuacién de (3) se obtiene

por tanto
(Tnt1 — 4) (Tnp1 +4) =5 — yn- (6)

Veamos que z,, > 0 Vn > 0. De hecho, podemos decir mas: 0 < z, <21 Vn > 0. En
efecto, lo podemos probar por induccién. Paran =0, 0 < zo = 0 < 21. Supongamos
por hipétesis de induccién que 0 < z, < 21 VYn=0,1,...,m. Ahora lo vemos para
n =m + 1. En efecto, por hipétesis de induccién 0 < z,,—1 < 21, luego

21 <21 4 Tm-1 <42 = V21< /21 + Zm_1 < VA2 = —VA2< — /2T F 1 < —V/21

21 — V42<21 — /21 + Zm_1 <21 — V21

V21— VEZ< /21— /B F o <\/21 - V2L

aplicando (3) hemos concluido

0< /21 = V42 < /21—y = Tmp1 < \/21 — V21 < 21.

Por lo tanto como z,41 +4 # 0, (6) se puede expresar

5 - yn
i — 4=
Tnt Tpn+1 +4
tomando maédulos | |
3 — Un
T -4 = ——
! n+1 I ‘xn-{—l +4|
y utilizando que z,, > 0 Vn >0
1
|37n+1 - 4| S Z |yn - 5| 0 (7)

Por otra parte podemos razonar de forma andloga sobre la sucesién {y,}.,~,, par-
tiendo de (3) B

Unt1 =21+ 20 S yh ) =5 — Atz > yhyy — 50 = —d+ 2,

por tanto
(Yn+1 = B) WYng1 +5) = =4 + zy,.
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Como z, > 0 Vn > 0 de la definicién de y, a partir de (3) se deduce que y, >
0 Vn >0, luego

|—4 + z,,|
[Ynt1 — 3| = [omes + 5|
y por tanto
[gntr =51 < £ lan — 4. (8)

Ahora aplicaremos conjuntamente (7) y (8) para resolver el problema

1
n yn_5|

1
0 < [onss — 41 < 71 L5 [7ne1 = 4]
< | Bl < fons — 4
S 5.qWn2 TS Ty g s
continuando asi recursivamente tenemos
0 < |zpp1—4 < 411 (2&&2 lyo — 5| = % (L())—f1 sl n es par (9)
0 < |Znr1—4l < (&) % lmo—4=4(5) * si n es impar

Luego, tanto si n es par como impar, tomando limites cuando n — co en (9) tenemos
5/(1\% _
0<11m |a:n+1—4|<11m— 20 =0 sinespar
n+1
1\ =
0< hrn |Znt1 — 4] < hm4<20> =0 sin esimpar

aplicando el criterio del emparedado llegamos a que

lim z,, = 4.
n—o0

Aunque no es objetivo del trabajo, podemos calcular el limite de la sucesién auxiliar,
{yn},>o razonando igual. En efecto, de (7) y (8) se obtiene

< lwnri =5l < f(g) leo—4l=4(%)°  sinespar } o)
< fwnsi =5 < (%) 7 lwo-5/=5(%) °  sinesimpar

y por tanto tomando limites y razonando como antes se deduce

lim y, = 5.
n—o0
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3. Generalizacion de los resultados

Pretendemos ahora generalizar el método desarrollado en el segundo apartado
para estudiar la sucesion general (1). Observemos que dado a > 2 arbitrario, entonces

siempre existe r > ® (siendo & = 1—‘*‘—2‘/—5, el nimero de oro), tal que a = a, = r2—r+1
(basta hacerse la grafica de la pardbola a, = r? — r 4 1, para cercionarse de esta
afirmacién). Por tanto definiendo

Tpn+1 = Var —Yn 370:0} (11)
Yn+t1 = VGp+ Ty Yo =0

se tiene .
Tpp1 =0 —yn= (" =7 +1) =g =(r=1)" +1 —yn
224y~ (r=1) =7 —yn = (@np1 = (0 = 1)) @a1 + (1= 1) =7 = yn.
Por induccién es sencillo probar que z, > 0 y podemos escribir

T —Yn

Tny1 — (r—1)= PR
k)

lxn+1_(7'_1)| < T_llyn_"'|- (12)

Razonando igual que antes también se obtiene
1
[yt =71 < ~lan = (0 = D] (13)
Por lo tanto de (12) y (13)

1 1
a1 — (=1 < ——|yp—r| < ———|@p-1 — (r—1)| <
e = (0 = DI <~ lon =] € sy bana = (= D) <

1)

1 1)’
< m|yn—2 -7 < (m) |Tn-3 — (r —1)|,

razonando asi recurrentemente llegamos

03

0

(A

3 .
[T —(r=1)] < 5 (ﬁ) lzo — 4] = £ (55) si n es par
) (14)
2

0 < |zpp1—(r—1)] < (r—1) (ﬁ si n es impar

3

Por tanto tomando limites cuando n — oo en (14) y aplicando el criterio del em-
paredado se tiene
lim z, =r -1, (15)

n—o0
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ya que si r > ® entonces 0 < i L __ < 1.Dadoa=a, =r?—r+1, resolviendo esta

r—1)
ecuacion de segundo grado

1+y/1-4(1—-a) 1x+4a-3
r= = (16)
2 2
y se deduce de (15) y (16)
1+ /3a -
lim Tp,=r—1= 1 2a 3. (17)

Para el caso particular del segundo apartado a = 21 > 2 se deduce de (17) y con-
siderando que el limite ha de ser positivo por ser una sucesién de nimeros positivos

que
; -1+ 81
Im zp, = ——— =
n—00 2

Observemos para terminar que si suponemos que existen

4.

lim z, =2 , lim y, =1y,
n—oo n—oo

tomando limites cuando n — oo en (11) entonces

r = ar — 4y
y = ar — T
y las soluciones de este sistema no lineal son

_ —1++/4a, -3 1++/4a, —3
= 5 , v T =

i

4. Conclusiones

En este trabajo se proporciona un método para calcular limites de sucesiones re-
currentes no lineales, y aunque es notablemente mas largo que el convencional, tiene
la ventaja de aportar méas informacién que aquél, pues proporciona el valor limite de
otra sucesién: la asociada. Ademés, desde el punto de vista docente tiene el interés
de que su utilizacién implica el manejo de distintas herramientas matematicas de
interés didactico como el criterio del emparedado, el manejo de subsucesiones,...
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Abstract

In this paper some specially relevant contributions to the History of Algebra are
analized. Namelly, F. Vieta’s In Artem Analyticem Isagoge (1591) and R. Des-
cartes’ La Géometrie (1637) —completed with other precedent works—. Taken to-
gether and understood as consecutive and complementary steps, they are to be
considered as the origin of symbolic algebra. But in the search for new historical
perspectives in the evolution of Algebra, it will be advanced that they also de-
serve a significant place in the origin of mathematical physics.

1. Consideraciones historiograficas introductorias

Tal como apuntaba Paul Benoit [1] en su estudio sobre el Algebra desde el final
de la Edad Media hasta los prolegdmenos de la Modernidad, el tema histérico que
tratamos en estas paginas constituye un problema abierto:

“En Italia, mas en concreto en Florencia y en Venecia, matematicos como
Chuquet vivieron, trabajaron, produjeron obras que marcardn sin duda la his-
toria del cédlculo aritmético y algebraico. Que marcardn, porque esta historia
se esta elaborando, se hace gracias a investigadores italianos o alemanes, in-
gleses o franceses. Historia ingrata...”.

Efectivamente, se trata de una tarea conjunta en elaboracion. En ella, los histo-
riadores de la Matematica sueclen identificar el estudio de la evolucion historica
del Algebra con algo que se asemeja mas al analisis de las técnicas de —y casi s6lo
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de— la resolucion de ecuaciones [2] [3]. Ya de entrada sorprende que, antes de
estudiar el &mbito ecuacional, no se empiece por un estudio de los objetos mate-
maticos que integran las ecuaciones. Dado que éstas son igualdades entre entes de
la misma naturaleza cualitativa —ademas, obviamente, de tener la misma cuantia
para poder ser realmente iguales— (en sintesis nimeros o simbolos que represen-
ten numeros), cabe preguntarse —y debe indagarse— acerca del tratamiento que a
esos entes dieron los matematicos protagonistas de la Historia. Y para ellos, visto
desde hoy, la cuestion estaba clara: en las ecuaciones se igualan numeros y so6lo
nimeros... o0 nimeros o simbolos que representan medidas de cantidades de mag-
nitudes geométricas.

Por tanto, la Historia del Algebra, por lo menos hasta el siglo XVIII, constitu-
ye —en no poca medida— una Historia de las Magnitudes... por supuesto contem-
plando sus relaciones —es decir, como se integran— en las ecuaciones.

Pero si hay una idea clara de en qué consiste el Algebra en la actualidad, si se
quiere dar una caracterizacion de su naturaleza, se diria que el Algebra es la parte
de la Matematica que estudia los conjuntos en los que se definen operaciones;
operaciones que dotan a esos conjuntos de unas determinadas estructuras, de unas
determinadas algebras.

Asi, cabe preguntarse también por la presencia en los tratados clasicos de in-
gredientes explicitos o implicitos de lo que después sera el Algebra moderna. En
sintesis, buscar si los antiguos consideraban conjuntos de entes matematicos en
los que se definieran operaciones internas (o externas mediante algin dominio de
operadores). Es decir —enlazando con lo anterior—, si en el seno de una magnitud,
caracterizada como conjunto de cantidades de la misma naturaleza, se definen
operaciones internas entre cantidades (o externas por numeros), etc.

En las paginas de este Boletin ya se presentd hace algunos afios [4] una lacida
formulacién de la estructura algebraica de las magnitudes escalares, construida
partiendo de un semigrupo conmutativo, cancelativo, absoluto y arquimediano

(M ,+,-<), en tanto que semimodulo sobre un subsemianillo unitario del cuerpo
real (S ,+,-). La estructuracion que en aquellas paginas se iba construyendo, com-
pletada con la que presentamos en [5], que determinaba algebraicamente las mag-
nitudes fisicas como espacios vectoriales reales unidimensionales R(R), consti-
tuye el referente matematico de este articulo.

Complementariamente, las perspectivas que abrimos en torno al problema his-
toriografico se amplian si constatamos que una parte nada despreciable de las
revisiones que deben hacerse tienen su origen en lo que considero constituyen
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errores importantes en las traducciones de los trabajos cldsicos originales. Pueden
avanzarse algunos ejemplos de este aserto.

En la versiéon de W. Smith [6] del In Artem Analyticem Isagoge (1591) de Vie-
ta la expresion latina “lex homogenorum” (genitivo plural) se traduce al inglés por
“law of homogeneity” —“ley de homogeneidad” o “ley de la homogeneidad” en
castellano— cuando debiera traducirse por “law of homogeneities” o “law of the
homogeneous” —“ley de las homogeneidades” o “ley de los(as) homogéneos(as)”’—
. La mutilacidn de perspectivas no es anecdotica, pues, con la singularizacién lin-
giiistica, el estudio histérico de todos los autores —entre ellos, por ejemplo, Boyer
[2] o van der Waerden [3]- mutila el &mbito magnitudinal, reduciendo el analisis
al &mbito ecuacional, l6gicamente posterior y consecuencial al primero.

En este mismo sentido reductor —aunque aqui no se trate de un error, pues se
reconoce a pie de pagina la opcion elegida— Struik [7] decide traducir el término
francés ‘“‘grandeur” —“magnitud” en castellano— que emplea Girard en su
L’invention nouvelle en [’'algébre (1629), por la palabra inglesa “term” —
“término” [de una ecuacion]—-. Si es de justicia afiadir que, a diferencia del resto
de los historiadores de la Matematica, Struick habia traducido “lex homogeno-
rum” por “ley de las magnitudes homogéneas”.

Por supuesto, este tipo de correcciones pueden hacerse a todos los compilado-
res de versiones modernas de trabajos cldsicos, como el todavia no citado de J.
Fauvel y J. Gray [8]. Pero, por no extendernos, podemos concluir con el paroxismo
en el mundo de las traducciones incomprensibles que constituye la version de T. R.
Witmer [9] del Artis Magnae (1545) de Cardano: mientras Don Girolamo seria in-
capaz de entender la matemadtica que se le atribuye, ningtin lector actual podria nun-
ca alcanzar una vision ni tan siquiera préxima de la obra del de Pavia en una edi-
cion que actualiza toda la notacidén hasta hacerla parecer posterior a La Géométrie
(1637) de Descartes [10], obra que tardaria casi un siglo en aparecer publicada.

Pero en la introduccién a este articulo, en el que vamos a centrarnos en el es-
tudio de las obras de Vieta y Descartes, falta por apuntar otro aspecto que aporta
perspectivas novedosas a un estudio historiografico que empezamos (desde otros
puntos de vista y otros contenidos) hace algunos afios [11] y [12]. Ambos autores
franceses escribian con unas pretensiones mayores que las que normalmente se les
atribuyen: su intencién ultima es proporcionar un nuevo lenguaje matematico,
entendido como nueva algebra, el lenguaje de las magnitudes para poder expresar
todo el conocimiento cientifico de la Naturaleza.

El proceso sera lento. La ampliacion real desde el Algebra per se a la matema-
tizacidon de la Filosofia Natural resultara tardia. E1 Newton [13] de los Principia
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(1687), no se apercibird —no querra o no sabra— de las herramientas que tiene ante
si. Sera el Euler maduro del Nouveau principe de Mécanique (1750) quien lo
haga, gracias a que el Euler joven de la Mechanica (1736) se habia atrevido a dar
los primeros pasos [14]. Pero centrémonos por el momento en los aspectos estric-
tamente algebraicos.

2. El concepto de magnitud en la Isagoge de Vieta

En 1591 escribe Vieta, utilizando el lenguaje habitual de la Ciencia de la época (el
latin), su Introduccion al Arte Analitica. En esta obra se observa como el autor
percibe las ventajas que comporta la generalizacion desde el calculo con nimeros
(logistica numerosa), el los “algebristas” anteriores, al calculo con simbolos que
representen cantidades conocidas o desconocidas de magnitudes geométricas, es
decir —en su lenguaje—, las ventajas del calculo con magnitudes de la misma espe-
cie (logistica speciosa) o —en el nuestro— cantidades de la misma magnitud.

La imposibilidad de medir cantidades cualesquiera de magnitudes geométricas
llevé a los griegos a operar geométricamente con [cantidades de] magnitudes en
vez de con medidas, y, por tanto, a trabajar con proporciones entre cantidades en
vez de con ecuaciones entre medidas. De este modo se suplian los posibles resul-
tados irracionales —inconcebibles numéricamente— por su representacion geome-
trica —perfectamente concebible— y con la que se podia operar (logistica entre
magnitudes) [15].

Sin embargo, la ausencia de un simbolismo adecuado obligaba a que toda
igualdad entre [cantidades de] magnitudes concretas tuviera que limitarse a can-
tidades particulares representadas por nimeros (enteros positivos), entre los que
se realizaban las operaciones correspondientes. Es decir, una logistica entre nu-
meros [16].

La contribucidon de Vieta puede resumirse, en consecuencia, en el hecho de
que gracias a €l se produce el transito de una técnica aritmética sin mas, a un es-
tudio de tipos de formas de ecuaciones, es decir, a toda una teoria de ecuaciones
expresada simbolicamente en la que los datos no son niimeros, sino cantidades
cualesquiera. Todo ello precedido, eso si, de una teoria de las magnitudes que
integraran las ecuaciones. Como puede detectarse, este paso sera de capital impor-
tancia para el desarrollo de las ciencias cuantitativas y/o cuantificables.

Afirma Vieta [6] en el Capitulo I, escrito a modo de introduccion:

54



“En el arte cetético ({ntnrikn), sin embargo, la forma de proceder es el par-

ticular del propio arte, hasta el punto de que el arte cetético no utiliza su 16gi-
ca sobre los numeros —lo que condujo al tedio de los antiguos analistas— sino
que usa su légica a través de una logistica que novedosamente tiene que ver
con especies. Esta logistica es mucho mas poderosa y alcanza mayores €xitos
que la numérica cuando se comparan entre si magnitudes, y alcanza mayores
éxitos que la numérica cuando se comparan entre si magnitudes en ecuaciones
una vez que la lex homogenorum ha sido establecida”.

La propia consideracion hacia la ley del que la enuncia, la relevancia que para
¢l tiene [11], queda evidenciada en el Capitulo III, “Sobre la ley de las homoge-
neidades y los grados y géneros de las magnitudes que se comparan”, donde la
Lex Homogenorum, “la primera y eterna ley de las igualdades o proporciones”
(prima et perpetua lex aequalitatum seu proportionum), segun la cual sélo pueden
compararse [cantidades] homogéneas con [cantidades] que sean homogéneas a
ella (homogenea homogeneis comparari). En esta tesitura no nos extrafia que de-
dique todo el capitulo a explicar los ambitos de aplicacion de la ley.

Primero establece qué magnitudes pueden ser comparadas entre si, es decir,
cudles pueden sumarse o sustraerse (la menor de la mayor), y cudles pueden for-
mar expresiones algebraicas complejas:

“l. Solamente pueden compararse entre si magnitudes homogéneas.”

De modo que si una magnitud se suma a otra es porque son homogéneas y el
resultado de la suma sera homogéneo a ambas (si magnitudo magnitudini additur,
haec illi homogenea est). En términos actuales se diria que en el conjunto de las
cantidades de una determinada magnitud la suma es una operacién interna. Por
tanto, quizd no sea demasiada exageracion el afirmar que en Vieta encontramos
un primer esbozo del concepto de operacién interna definida en un conjunto, ele-
mento obviamente fundamental en la Historia del Algebra.

Por el contrario, si se multiplican dos magnitudes (no necesariamente homo-
géneas) el resultado es heterogéneo con respecto a ambas (si magnitudo in magni-
tudinem ducitur, quae fit huic et illi heterogenea est).

Pero, ;qué son las magnitudes para Vieta? Desde el punto de vista cuantitativo:
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“2. Se denominan grados escalares (gradus scalaris) a las magnitudes que por
su propia naturaleza ascienden y descienden proporcionalmente de género en
género”.

. 2 3 4 . . .
Es decir, x,x",x”,x",... son los diferentes grados o magnitudes que ascien-
den o descienden en la escala:

Y, en palabras de Vieta, ;cudles son estas magnitudes escalares? ;Como se
denominan?

“3. La primera de las magnitudes escalares (magnitudinis scalaris) es el lado
o “raiz”, la segunda el “cuadrado”, la tercera el “cubo”, ...”

En palabras nuestras actuales, ésta es la naturaleza cuantitativa de las cantida-
des que pueden compararse. Pero estas cantidades tienen una naturaleza cualitati-
va, es decir, pertenecen a unos determinados géneros, son cantidades de unas de-
terminadas magnitudes.

Como puede observarse, hasta el nombre de “magnitudes escalares™ se debe a
Vieta, quien lo introduce en un sentido claramente diferente al nuestro (desde
Hamilton), en el que distinguimos las magnitudes a las que damos este nombre de
las de naturaleza vectorial o tensorial [17].

Ademas, las relaciones magnitudinales hay que seguir caracterizdndolas, pues
no solamente existiran cantidades desconocidas (las incognitas), sino también
cantidades-coeficientes “en abstracto” (o desconocidas inicialmente) que comple-
tardn los términos a comparar o integraran las ecuaciones:

“4. Los géneros de las magnitudes comparadas, de modo que puedan igualar-
se ordenadamente a las magnitudes escalares son: la primera “longitud” o “la-

9

titud”, la segunda “plano”, la tercera “sé6lido”, ...”.

Y es que en los miembros de una ecuacion pueden aparecer cantidades de una
] 5 13 b3 3 [P S 2 2 .
misma magnitud, como el “cubo” x~ o el “s6lido” ax”, producto de una longitud
por un cuadrado. El género de las magnitudes comparadas impondra el grado o
potencia (potestas) de la ecuacion:

“5. De las magnitudes escalares, el mayor grado en relacidon al “lado”, o el
menor al que corresponden las magnitudes comparadas se denomina “poten-
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cia”. El resto de las magnitudes escalares que son menores se denominan gra-
dos en el camino hacia la potencia”.

Enlazando los parrafos citados, las afirmaciones realizadas y las expresiones
’ . 6 . .
apuntadas, habra potencias puras, como x , y potencias compuestas o conjuntas,
6 5 5 , : - 6
como x +ax ,donde x~ esun grado “en el camino hacia la potencia” x" .

“6. La potencia es pura cuando se encuentra libre de magnitudes “compues-
tas”. Si la potencia se compone con una magnitud que es el producto de un
grado menor y un coeficiente, serd una potencia compuesta”.

Final y complementariamente, ante el requisito de homogeneidad —que exige
que todos los términos que se relacionen sean del mismo género—, las cantidades
conocidas de magnitudes de diferente especie que la de la incognita, cuando se
componen con magnitudes escalares de menor grado que el de la incognita,
homogeneizan todos los términos:

“7. Las magnitudes coeficientes (magnitudo coefficiens) que multiplican
magnitudes escalares en relacion a una cierta potencia, y que asi producen una
magnitud homogénea que se suma a dicha potencia, se llamaran subgrados”.

3. Algunas consideraciones ecuacionales desde el Arte Analitica

Una vez caracterizado el concepto de magnitud, desarrolla Vieta en el Capitulo
IV, “Sobre las reglas para el calculo con especies”, las cuatro “Reglas Canonicas”
de la logistica especiosa. Es decir, se extiende analizando las operaciones que
pueden realizarse en el conjunto de cantidades de una magnitud en cuatro paragra-
fos, uno por cada regla:

Regla I. Sumar una magnitud a una magnitud.

Regla II. Restar una magnitud de una magnitud.

Regla III. Multiplicar una magnitud por una magnitud.
Regla IV. Dividir una magnitud por una magnitud.
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Con el desarrollo de todas estas reglas para las magnitudes escalares, ya si po-
drén construirse las relaciones entre ellas. En la Isagoge se expresaran, por ejem-
plo, asi:

Apl
“Si se busca la suma de Z vy ﬂ, el resultado sera
B
(A plano) + (Z en B) .
2 :
Es decir, en notacion actual:
a’>  a’ +zb
Z+—=—"—
b b

Y, en cualquier caso, de lo que se trata es de encontrar el valor de una cantidad
desconocida de una cierta magnitud a partir de unas cantidades conocidas de
magnitudes que integran la ecuacidn, tema al que dedica el Capitulo V, “Acerca
de las leyes de la cetética”.

Pero ya en el Capitulo II, titulado “Sobre las reglas que gobiernan las ecuacio-
nes y las proporciones”, habia avanzado algunas cuestiones cuando terminaba
dichas reglas (16 symbola o postulados que para Vieta provienen de Euclides)
introduciendo la doble conversion de proporciones entre las cantidades a igualda-
des y viceversa:

“En suma, una proporcion puede decirse que es la composicion (constitu-
tio) de una ecuacidn, y una ecuacion la resolucion (resolutio) de una pro-
porcién”.

El paso no es baladi. En los Principia de Newton —escritos casi cien afios mas
tarde— no encontraremos aun (para la Mecdanica) este transito de las relaciones de
proporcionalidad entre cantidades de las magnitudes que intervienen en la ley
fundamental de la Dinamica, a la ecuacion entre medidas de esas cantidades.

Es decir, lejos de hallar formulada en el magno tratado newtoniano la expre-
sion simbolica:

. d’5(t)
=m:- ,
4 dr’
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no es que no exista en €l notacion vectorial, ni que ni tan siquiera aporte algo pa-
recido a:

(1) e (m)-(a):

el problema es que Newton unicamente escribira (y no nos sorprendamos por lo
estrictamente retdrico del enunciado, ausente toda formulacidén simbodlica):

“El cambio de movimiento es proporcional a la fuerza motriz impresa, y se
hace en la direccion de la linea recta en la que se imprime la fuerza”.

En todo caso, con la novedad que introduce Vieta, mediante la lex homogeno-
rum ya pueden establecerse las ecuaciones de acuerdo con las preceptivas restric-
ciones: todos los términos en cada ecuacion tienen que ser cantidades de la misma
magnitud, y, en consecuencia, los dos miembros que van a igualarse deben ser
también del mismo género de magnitud. El Arte Analitica, asi concebida, ya pue-
de entrar a constituir el lenguaje, a resolver la problematica del conocimiento
cientifico, tal como afirma para cerrar la Isagoge:

“Finalmente, el arte analitica, habiendo sido expuesto en sus tres perspectivas
de la cetética, la poristica y la exegética, hace suyo por derecho el fastuoso
problema entre los problemas: No dejar ningiin problema sin solucion (Nu-
[lum non problema solvere)”.

Sus subsiguientes trabajos si se dedicaran al estudio de tipos de ecuaciones y a
su resolucién, recuperando y extendiendo la Aritmética de Diofanto en trabajos
como: Ad logisticam speciosam notae priorae y Ad logisticam speciosam notae
posteriores (1592), o Zeteticorum libri quingue (1593). Pero andlisis historicos
sobre el Algebra en tanto que evolucién del estudio de las ecuaciones si hay bas-
tantes.

4. La evolucion de la Mathesis Universalis de Vieta a Descartes
René Descartes hereda y practicamente asume como propias muchas de las consi-

deraciones de Vieta. De ello se le acusa y de ello se defiende. En una carta escrita
a Mersenne en 1637, refiriéndose a La Géometrie, escribe Descartes [18]:
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“Ante la sugerencia de que lo que he escrito puede haber sido sacado facil-
mente de Vieta, la realidad es que mi tratado es precisamente dificil de com-
prender porque he intentado no introducir en €l nada de lo que ya conocia
Vieta o cualquier otro... Comienzo las reglas de mi algebra con lo que Vieta
escribe al final de su libro, De enmendatione aequationum. Es decir, que co-
mienzo donde ¢l lo dejo”.

En cualquier caso ambos tienen en mente la idea de una ciencia universal, la
Mathesis Universalis de Descartes, para quien “algunas huellas de estas matema-
ticas verdaderas se encuentran en Pappus y Diofanto” [19, Regla IV], y que co-
rresponde practicamente a la cetética ({nznrixn ) de Vieta, mediante la cual —con
la ayuda de la logistica especiosa— se realiza la nueva algebra, entendida como
arte analitico general.

Sin embargo, mientras Vieta considera como lo més importante esa caracteris-
tica unica del arte, esa aplicacion en dos campos, la rética ( pnp7ikn) o coOmputo
con numeros, y la exegética (e£nyntixn ) o construccién de magnitudes a partir de
ecuaciones, pero manteniendo separados los ambitos de la Aritmética y la Geome-
tria, en Descartes se produce un cambio radical. A mi juicio, y frente a lo que con-
sideran generalizadamente los historiadores de la Matematica, no es que identifique
la Aritmética y la Geometria. Su ruptura con las limitaciones de los griegos clasicos
puede estudiarse mucho mejor desde la vision al respecto de la Fisica actual, dado
que, como apunta J. Klein [20], la concepcion de Descartes de un simbolismo [al-
gebraico, dirlamos nosotros] para las figuras relaciona dos lineas de pensamiento:

“(1) 1a concepcién del Algebra como una teoria “general” de las proporciones
cuyo objeto, solamente comprensible simbolicamente, adopta sus caracteristi-
cas especificas a partir del &mbito de lo numérico; (2) la identificacién de este
objeto matematico “simbdlico” con el objeto de la verdadera fisica”,

es decir, de la representacion cuantitativa de los elementos del mundo real (mag-
nitudes) y las relaciones entre ellas (leyes de la naturaleza, etc.), abstracciones que
se observan desde los tiempos antiguos (Aristoteles es un caso paradigmatico) se
desarrollan incesantemente desde Nicolas de Oresme [21] y se sintetizan —hasta
aqui— en Descartes [19].

La abstraccidon que el intelecto lleva a cabo se efectua a dos niveles sucesivos
[20]. Una primera intencion, cuyo objeto pertenece al mundo de lo real, y a partir
del cual abstrae el concepto de nimero como multitud de unidades (multitudo
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unitatum, wAN@ooc uovadwy ). Una segunda intencion, que no ve la multitud de

unidades directamente, sino en el actus signatus, un acto cuyo objeto es ya un
concepto existente, de modo que la multitud de unidades se convierte en un unico
ser, en un ente de razon independiente (ens rationis) con el que opera el intelecto.
En esta situacion [20] “estamos tratando con un simbolo, bien un signo-letra alge-
braico o una figura geométrica”.

La Mathesis Universalis como teoria general de las proporciones y las ecua-
ciones, como expresion particular de esa imaginacidn que asegura la posibilidad
de un conocimiento simbolico se convierte, ademas, en la “fisica verdadera”. Pero
sigue sin precisarse en qué consiste realmente esta mathesis que maneja solamen-
te magnitudes en general que el intelecto concibe como entes abstractos, en tanto
que el objeto principal de la industria humana consiste en la busqueda de propor-
ciones reducibles a la igualdad [19, Regla XIV].

Pues bien, la Mathesis Universalis consiste en expresar las relaciones o pro-
porciones entre esas cosas por las que se conocen los objetos —es decir, que carac-
terizan los objetos—, extension, figura, movimiento, y otros semejantes en forma
de igualdades entre lo que se conoce y lo que se desconoce (lo que se busca). Es-
tas comparaciones deben construirse de manera tal que la cosa buscada y la dada
participen de la misma naturaleza, aunque en ocasiones “esa naturaleza comun no
se encuentra igualmente en los dos términos sino segun ciertas relaciones o pro-
porciones en que esta envuelta”. En otras palabras, es

“una ciencia general que explique todo lo cognoscible sobre el orden y la me-
dida que no esté sujeta a ninguna otra materia”.

Es mas, para Descartes —explicitamente— s6lo pueden ser reducidas a la igual-
dad las cosas que llevan consigo el mas o el menos, “cosas comprendidas bajo la

denominacién de magnitud” —donde nos aproximamos algo mas a (M ,+,<)—.

Pero esto en el sentido mas amplio posible, puesto que “es preciso abstraer las
proporciones tanto de las figuras de que se ocupan especialmente los gedometras
como de cualquier otra materia que tratemos”.

5. La concepcion magnitudinal de Descartes entre las Regulae y La Géo-
metrie

Para el Descartes de las Reglas para la Direccion del Espiritu (1628) —ampliando
la denotacion terminologica de Vieta— existen diferentes “especies de magnitu-
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des”; la primera y principal la extensidn, otra la figura, otra el movimiento, etc. Y,
en efecto, dado que se necesita la ayuda de la imaginacion resulta util aplicar lo
que se dice de las magnitudes en general a la extension real de un cuerpo, puesto
que la corporeidad como tal de los cuerpos es la magnitud que nuestra imagina-
cion se representa mas facilmente.

Por “extension” entiende todo lo que tiene longitud, anchura y profundidad, de
modo tal que la extension ocupa el lugar, es decir, “lo que tiene extension ocupa
el lugar” o “lo que tiene extension es un sujeto ocupando el lugar”. Por otro lado,
aunque un cuerpo tiene extension, la extension no es el cuerpo. En consecuencia,
de los objetos se estudia su extension en el sentido de compararla con alguna ex-
tensidon conocida, y a esta comparacion reducir las proporciones, puesto que a lo
que aspira no es a “‘conocer un nuevo ser’, sino a reducir las proporciones a ese
punto en el que lo desconocido se encuentra a partir de lo conocido. Para ello se
consideran en la extension los elementos que ayudan a exponer las diferencias de
las proporciones: dimension, unidad y figura.

Por “dimension” entiende Descartes “el modo y razon segun los cuales un su-
jeto es considerado como mensurable” [12]. Pero, y aqui radica gran parte de lo
apuntado antes, las dimensiones de un cuerpo no son Unicamente la longitud, la
anchura y la profundidad (“dimensiones geométricas”), sino que en un mismo
sujeto puede haber infinidad de dimensiones: la pesadez de los cuerpos, la veloci-
dad del movimiento, etc., puesto que:

“todas esas cosas son idénticas si las consideramos desde el punto de vista de
la dimensién, como debe hacerse aqui y en las ciencias matematicas™.

Esta “dimension” se convierte en lo que puede considerarse algo préximo a un
“atributo de las magnitudes”, puesto que para Descartes, por ejemplo, la pesadez
es la dimension segun la cual los objetos son pesados, la velocidad es la dimen-
sidon del movimiento. Asi, cualquier division en varias partes iguales es una espe-
cie de dimension, aunque si se consideran las partes relativamente al todo se esta
contando, mientras que si se considera el todo dividido en partes se esta midiendo,
distincidn entre los &mbitos de la Aritmética y de la Geometria.

Finalmente, en La Géometrie [10] sera donde se matematicen realmente las
consideraciones precedentes acerca de las magnitudes, donde se formule simbdli-
camente esa Mathesis Universalis avanzada con ejemplificacion solamente parcial
en las Reglas [19]. Teniendo presente en todo momento, eso si, que La Géometrie
no es mas que —o es tanto como— uno de los tres Apéndices, de los tres campos de
aplicacion del Discurso del Método [22].
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En este sentido, las primeras palabras del Libro I son clarificadoras:

“Todo problema en Geometria puede reducirse a términos tales que basta co-
nocer la longitud de ciertas lineas para su construccion”.

Pero con una interpretacion del término “lineas” que va mas alla del de “canti-
dades de longitud”, puesto que para Descartes:

“debe tenerse en cuanta que todas las partes de una misma linea deben expre-
. : . , . : 3
sarse siempre mediante el mismo nimero de dimensiones. De modo que a

. . . 3 .
tiene tantas dimensiones como abb o b, siendo todos ellos partes componen-

tes de la misma linea \/ a’ —b> +abb , de modo que una linea puede estar

compuesta por ciertas combinaciones de cantidades de magnitudes con di-
mensiones mayores que uno’.

Si en la Aritmética usual se admitian las operaciones adicion, sustraccion, mul-
tiplicacion, division y extraccion de raices cuadradas, en su Geometria Descartes
define cinco operaciones entre lineas que se corresponden con las anteriores.

Por ejemplo, para multiplicar las lineas a = BD 'y b = BC considera e = AB co-
mo unidad, une los puntos 4 y C'y dibuja DE paralelo a CA. Entonces ¢ = BE es el
producto de a y b. Es decir (retomando un recurso ya utilizado por Ommar Khay-
yam siglos atréas [15]), dadas a y b cantidades de longitud, y elegida una cantidad de
longitud unidad e, el producto de a y b se define mediante la proporcion

b:c=e:a — ab=ec.

LaMulti-

plication. Soit par exemple

A Blvnité, & qu'il fail-

le multiplier BD par
& B C, ien’ay qu'aioindre
les poins A & C, puisti-
rer DE paralleleaC A,
& BEeft Ie produitde
cete Multiplication.
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Asi, vemos que Descartes se somete desde el principio de su tratado al primer
ambito de aplicacion de la Ley de las Homogeneidades de Vieta, el de las magni-
tudes.

Una vez realizadas las oportunas consideraciones magnitudinales, es decir, una
vez establecidas las operaciones que se pueden realizar entre [cantidades y/o me-
didas de] magnitudes, queda legitimada su inclusion en ecuaciones. Este camino
lo emprende en el pardgrafo que titula “Sobre el procedimiento para acceder a las
ecuaciones que sirven para resolver los problemas™.

El procedimiento en cuestion, el método para resolver el problema que se tiene
entre manos, consiste en encontrar un medio de expresar una misma cantidad de
dos formas diferentes; “eso es a lo que se le llama ecuacion, pues los términos de
una de estas expresiones son iguales a los de la otra”.

En el caso de necesitar varias ecuaciones (un sistema) para resolver el proble-
ma, se reducird el nimero de ecuaciones “hasta que no exista sino una sola linea
desconocida que sea igual a alguna linea conocida o cuyo cuadrado, cubo, cua-
drado del cuadrado, supersolido, cuadrado del cubo, etc., sea igual a la suma o
diferencia de dos o mds cantidades”.

Es decir, si z es la cantidad desconocida:

=—az + bb
=az’ +bbz—¢’

3 3 4
=az’ —cz+d

NN NN
w

De estas dos o mds cantidades una debe ser conocida y las otras deben estar
compuestas por algunas medias proporcionales entre la unidad y ese cuadrado,
cubo, cuadrado del cuadrado, etc., multiplicado por otras lineas conocidas. En
suma, todos los términos de todas las ecuaciones deben ser homogéneos; cantida-
des de la misma magnitud; todos de las misma naturaleza.

El sometimiento a la homogeneidad (en este caso también en el ambito ecua-
cional) se enmarca en una corriente en la Historia de la Matematica de fundamen-
tacion, rigor y coherencia conceptual, corriente que se habia venido solapando
con otras dos. Por un lado estaba el recurso a las relaciones algebraicas como me-
ra logistica numerosa, que en su interpretacion geométrica se traduciria en la legi-
timacion de operaciones tales como la suma de nimeros que se supone represen-
tan cantidades de longitud, con nimeros que representan area igualadas a volu-
menes. Claro es, la homogeneidad implica cierta inflexibilidad en los célculos.
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Otra corriente ha buscado la flexibilizacion sin la pérdida de rigor, recurriendo a
la eleccion de una unidad para las magnitudes geométricas que subyace a las rela-
ciones aparentemente inhomogéneas entre cantidades, de modo que, en realidad,
las homogeneiza.

Esta eleccion de unidad es la opcion elegida por Descartes, de modo que, co-
mo apunta Boyer [2], sustituye una homogeneidad “en el pensamiento” por una
homogeneidad “en la forma”, paso que hizo mas flexible su algebra geométrica.
Asi, no es estrictamente necesario que todas las partes de una linea deban tener
(explicitamente) el mismo numero de dimensiones cuando la unidad viene deter-
minada por las condiciones del problema.

En palabras del propio Descartes [10], el requisito de que todos los términos
tengan el mismo nimero de dimensiones no es necesario “cuando la unidad esta
determinada, puesto que la unidad puede entenderse siempre, incluso cuando exis-
ten demasiadas dimensiones (o demasiado pocas); asi, si se pide extraer la raiz
cubica de aabb — b, debemos considerar la cantidad aabb dividida por la unidad
una vez, y la cantidad » multiplicada dos veces por la unidad”.

6. Consideraciones finales

Como apuntaba anteriormente, aunque la contribucién de Descartes culminaba
una trayectoria que ponia en manos de los filésofos de la Naturaleza del siglo
XVII la posibilidad de matematizar las relaciones cuantitativas enunciadas retori-
camente, ni Galileo ni Newton pasaran de relaciones de proporcionalidad entre
cantidades de las magnitudes, mientras Leibniz expresarda mediante ecuaciones
solamente principios de conservacion (como el de la cantidad de movimiento) en
los que se igualan cantidades de una unica magnitud.

En el Euler de 1736 [14] [23], que empieza como terminaban los matematicos
del siglo anterior, formulando relaciones de proporcionalidad entre cantidades de
espacio (S, s), tiempo (7, ¢) o velocidad (C, ¢),

Cic=8:— 0 C:czizi,
t T t

por fin, encontraremos expresiones como
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dt
dc = P ,
A

relacionando la variacion de la velocidad c (celeritas) de un cuerpo de masa pun-
tual 4, en una escala de tiempos ¢, la fuerza p (potentia) que actiia sobre el cuerpo,
con la presencia de una constante » cuyo valor dependerd de las unidades elegidas
para medir las magnitudes presentes [14].

Pero todas estas cuestiones, alin no suficientemente estudiadas por los histo-
riadores, hay que tratarlas detenida y detalladamente. De ello nos ocuparemos en
proximos trabajos.
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Ordenador, intuicion y solucion de dos problemas

Enrique Rubiales Camino

Catedratico de Bachillerato
Miembro de la Junta Directiva de la Soc. Puig Adam

Abstract

This article shows how the computer can be of great help when it comes to use in-
tuition to reach the solution of certain math problems commonly proposed in prob-
lem solving math contests

En un principio, al lector de este articulo puede parecerle un tanto chocante el
titulo, pero si cuento como ha surgido es muy posible que ya no le resulte tan
extrafio. Debo de decir que este articulo deberia haber sido la continuacién de otro
que tenia que haber escrito antes, con el titulo de “Reflexiones sobre la seleccion
de problemas”, y que al no tenerlo acabado, no le he publicado todavia, pero el
que no puedo demorar es el que voy a escribir ahora mismo. Lo que si puedo de-
cir es que he comenzado la casa por el tejado, pero es que esos dos problemas me
han estado obsesionando, de modo que hasta no acabar lo que me habia propuesto
con ellos, no he continuado con el articulo de la seleccion de problemas, y todavia
sigo seleccionando problemas.

Ya voy a contar como se planted el articulo en cuanto a estos dos problemas.
Para ello empezaré por enunciarlos, y para entendernos los llamaré problema n° 1
y problema n° 2.

Problema n° 1.

. ’ .7 3 2 .
Demostrar que si a, b y c son raices de la ecuacion x* —x~ —x—1=0, se verifica
1982 1982 1982 1982 1982 1982
a " —b b —c ¢ —a

que + + es un numero entero.
a—>b b—c c—a
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Problema n° 2.

La funcion g se define sobre los numeros naturales y satisface las condiciones:

-8(2)=1
-g(2n)=g(n)
-2(2n+1)=g(2n)+1.

Sea n un numero natural tal que 1 < n < 2002. Calcula el valor maximo M de
g(n). Calcula también cudantos valores de n satisfacen g(n)=M.

Respecto al problema n° 1, he de decir, que la eleccion de dicho problema se
me presentd cuando estaba buscando problemas para preparar a los posibles
alumnos que estuviesen interesados en presentarse a la fase primera de la Olim-
piada Matematica, como es un problema de nivel alto y como no era capaz de
resolverlo, pues decidi que no lo iba a poner, pero como me quedaba el gusanillo
de no ser capaz de resolverlo y lo que es peor, que no sabia como atacarlo, pues
con las formulas de Cardano se me acababa la inspiracion, decidi, entonces pro-
ponérselo a mi amigo y colega Eugenio Ferrandiz. El lo resolvi6, y ademas me
dijo que lo habia hecho por el método de induccidon. No pretendo contar como se
resuelve, pues mi interés con este problema es otro, que ya se verd mas adelante,
y por tanto, diré que en el papel que me entregd llega a la siguiente férmula de
recurrencia:

T(n+1) = T(n) + T(n-1) + T(n-2),

donde
B an+l _ bn+] N bn+1 _ Cn+l N cn+l _ an+1
+1
g a-b b-c c—a
a}’l _ bn bl’l _ Cﬂ Ci’l _ al’l
T, = +
a—>b b—c c—a
1n—1 -1 -1 —1 -1 -1
a" =b" b =" ¢ =a"
T, = +
a—>b b—rc c—a
-2 -2 -2 -2 -2 -2
a - -=b" b —=c" ¢ =4
T, = + + )
a—>b b—c c—a

yademas: 7, =0, 7, =3y T, =2.
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Y aqui es donde surge la idea para iniciar un articulo, pues al final del escrito
me puso la siguiente nota:

“lo que permitiria incluso hallar 7},,, con un programa sencillo.”

Por supuesto que se referia a un programa de ordenador, pues sabe que a mi
ese tema me gusta mucho. Entonces lo que voy a contar a continuacién es la ex-
periencia y las reflexiones a la que me ha llevado la busqueda de ese programa.

Como me inici€ en la Informatica con el lenguaje de programacién Basic, y
aunque hoy dia esta superado, pero sigo siendo un ferviente seguidor de €I, decidi
hacer un programa, en el lenguaje de programacion que ahora se llama QBASIC y
cuyo listado es el siguiente:

REM VER QUE T(1982)ES UN NUMERO ENTERO
CLS
DEFLNG T
DIM T(2000)
T(2)=2 : T(1)=3 : T(0)=0
FOR N=2 TO 1981
TN+1) = T(N) + T(N-1) + T(N-2)
PRINT T(N+1);
NEXT N
END

Con este lenguaje de programacion empiezan las primeras sorpresas, ya que no
suponia que creciese tan deprisa ese nimero entero que estaba calculando, aunque
podria decir que este fallo lo tenia que haber previsto por haber trabajado con la
sucesion de Fibonnaci. Para que sea vea como se me fueron presentando los resul-
tados diré:

1) En el programa anterior comencé sin la instruccidn de la linea 3, por lo que
estaba trabajando con numeros reales de simple precision, y el programa al ejecu-
tarle, lleg6 hasta el momento en que dijo “Desbordamiento”, por lo que vi que n =
145 y el nimero entero salia en el formato 1.954729E+388$, es decir que el ntime-
ro que estaba buscando tenia en ese momento 39 digitos.

2) Que cambié la instruccién de la linea 3 por la que me iba a dar enteros de
simple precision con lo que sélo llegaba a n =17 y el entero era el nimero 26059.
Por supuesto lejos de la solucion que buscaba, pero que me estaba sirviendo para
ver que el QBASIC estaba muy lejos de resolver problemas de este tipo.
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3) Segui con este lenguaje de programacion para hacer mis ultimas averigua-
ciones y asi si en la linea 3 ponia la instruccion de entero de doble precision lle-
gaba a un n = 35 y el entero era el nimero 1512334645, por lo que seguia casi
igual que antes, pero ya hice mi ultima tentativa, poniendo en la linea 3 la instruc-
cion correspondiente a los nimeros reales de doble precision por lo que obtuve n
=1165 y la aproximacion de niimero entero igual a 1.712060227634681D+308, es
decir un nimero entero que va a tener 309 digitos.

Tras estos tanteos, lo l6gico era usar alguno de los lenguajes de calculo simbo-
lico, y para ello el que me parecidé mas adecuado fue el Derive. Como era de espe-
rar, hubo cambios efectivos, pero también tuve mis problemas, pues empecé utili-
zando la instruccion ITERATES, y ello me llevo a que el calculo con n = 198 ya
fuese excesivamente largo en el tiempo. Para que el lector lo pueda comprobar le
escribiré la funcioén que utilicé con la instruccion ITERATES, que es la siguiente:

FUNCION(n):= ITERATES([ELEMENT(v,2),ELEMENT(v,3),
ELEMENT(v,3) + ELEMENT(v,2) + ELEMENT(v,1)],v,[3,2,5],n)

Si ahora ejecutamos FUNCION(8), el resultado aparece en un tiempo minimo,
si ejecutamos FUNCION(198), es mejor tomarselo con calma, pues va tardar bas-
tante, y evidentemente, si pongo FUNCION(1982) es mejor dejarlo y abortar el
intento de calculo, pues evidentemente habria que dejar al ordenador trabajando
bastante tiempo, y la verdad es que esa no era mi intencion, ya que era mejor uti-
lizar la instruccion ITERATE, y entonces utilicé la siguiente funcion:

FUNCION]1(n):= ITERATE([ELEMENT(v,2),ELEMENT(v,3),
ELEMENT(v,3) + ELEMENT(v,2) + ELEMENT(v,1)],v,[0,3,2],n).

De esta forma puse FUNCIONI1(12), apareciendo el resultado
[1238,2277,4188], y afortunadamente que nadie piense que voy a escribir los nu-
meros que me aparecieron cuando escribi FUNCIONI1(1982), pues solo diré que
el tal numero debe tener aproximadamente unos 670 digitos. Y aqui es donde
puedo afirmar que la intuicidén de Eugenio fallo, pues €l no debia creerse que este
nimero tuviese tal cantidad de digitos.

Y con esto doy por acabada mi aventura con la frase antes dicha de mi amigo
“lo que permitiria hallar...”.

Ahora me toca relatar las incidencias que me llevaron al Problema n® 2 y a su
solucién, y donde vuelve a presentarse el uso del ordenador, que yo sigo conside-
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rando un gran auxiliar, que nos sirve incluso para descubrir demostraciones que
en principio no se nos desvelan como querriamos que nos ocurriese sin su ayuda.

Segln estaba dandole vueltas al Problema n° 1 me lleg6 el Boletin de la Socie-
dad “Puig Adam”, y lo primero que busco cuando me llega el Boletin es la pagina
donde vienen problemas y me da igual que sean del Concurso, de Olimpiadas o de
los que proponen los lectores, y al coger este nimero me fijé en el de esta funcion
y comenceé a tantear el solucionarlo. Como es 1égico lo primero fue tratar de hallar
el valor de M, y para ello me escribi la funcion de la siguiente manera:

g2)=1
g(2n) = g(n)
g(2n+1) = g(2n)+1) = g(n)+1, y pase a dar valores a la n y escribi:
2)=1 4)=g(2)=1
= b +1-2" =250 50 112
p=3fE@=E@ =2 _fe@ =]
g(M=gB)+1=3 g9)=g@+1=2

No voy a seguir escribiendo lo que si estaba haciendo en el papel, pero si en lo
que me estaba fijando y es que las potencias de 2 me estaban dando siempre un 1
y que el anterior a esa potencia se iba aumentando en 1, lo que me hizo sospechar
que por ahi podria descubrir la solucion a esta primera parte. Entonces al resulta-
do que llegué fue el siguiente:

g(2)=1,g(2°-1)=g3) =2, g(2’-1) = g(7) =3, g2*-1) = g(15) = 4,
g(2’-1)=g(31) =5, g(2°-1) = g(63) = 6, g(2"-1) = g(127) = 7,
g(2°-1) = g(255) = 8, g(2°-1) = g(511) = 9, (2" -1) = g(1023) = 10

y evidentemente el siguiente valor ya se pasaba del afio que habian puesto, que
era el 2002.

Todavia no me habia dado cuenta que esto tenia que ver realmente con las po-
tencias de dos, pero relativamente, pues de lo que habia que darse cuenta es de
que estas potencias de dos me llevaban a la base dos, y eso todavia estaba lejos y
es donde va aparecer el uso del ordenador.

Para la segunda parte del problema también empecé mediante tanteos sobre el
papel, pensando que se me iba a dar como la primera parte, es decir tras diversos
tanteos, calculando los valores de la funcidn para un nimero bastante grande de
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valores de n. Sin embargo no marchaba de tal manera que pensé que lo mas prac-
tico seria buscar un programa y como con el Problema n° 1 hacerlo en QBASIC.
Ya sabia que el M que tenia que buscar debia ser 10, luego para un programa de
ordenador llegar hasta 2002 no tendria que ser dificil, por lo que hice el siguiente
programa:

REM FUNCION G(N)
CLS
DIM A(3000)
A(l)=1:K=1
FOR N=1 TO 1001
A(2*N) = A(N): PRINT A(2*N);
A(2*N+1) = A(N)+1 : PRINT A(2*N+1);
IF N=K*100 THEN FOR I=1 TO 1000000 : NEXT I:K = K+1
:PRINT ' BUCLE DE RETENCION
NEXT N
PRINT
FOR N=1 TO 1001
IF A(2*N) = 10 THEN PRINT A(2*N), : PRINT 2*N
IF A(2*N+1) = 10 THEN PRINT A(2*N+1), : PRINT 2*N+1
NEXT N
END

Ejecutando el problema, van saliendo diversas pantallas con las imagenes de
los niimeros desde el 1 al 2002, y asi vemos que para 1023 tenemos 10, como
podiamos suponer, y luego los nimeros 1535, 1791, 1919 y 1983. Con lo que el
numero de ellos es 5, que es lo que nos pide el problema, aunque yo también ob-
tuve los distintos valores de n. Y como se ve en este programa en QBASIC no hay
ningun problema de desbordamiento como ocurria en Problema n® 1. Ahora bien
resuelta la segunda parte con el ordenador, me quedaba resolverla sin €l, y ade-
mas, se me ocurrid que podia saber cuantos nimeros acababan en 1, cuantos en 2,
y asi llegar hasta el 10; que este ultimo, ya si sabia que eran 5. Total pensé para
mi, si lo va hacer el ordenador, s6lo es preparar un programa que los cuente, y asi
lo hice, cuyo listado es el siguiente:

REM FUNCION G(N) PARA SABER COMO ACABAN
CLS
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DIM A(3000),B(10)
A() =1
FORN =1 TO 1001
A(2*N) = A(N)
AQ*N+1)=AN) + 1
NEXT N
PRINT : PRINT
FORK=1TO 10
FOR N =1 TO 1001
IF A(2*N) = K THEN B(K) = B(K) + 1
IF A(2*N+1) = K THEN B(K) = B(K) + 1
NEXT N
NEXT K
FORK=1TO 10
S =S+ B(K)
PRINT B(K)
NEXT K
PRINT : PRINT S
END

El resultado que sale es el siguiente:

1— 10
2— 55
35165
4 — 330
55462
6 —> 461
7—323
8 —>150
9— 41
10> 5

2002

Y después de estos resultados me quedé tan satisfecho, pero como explicaré
mas adelante hay unos cuantos pequefios errores, pero que aunque haya puesto
que son pequefios, no dejan de ser errores, y por tanto no dan el resultado espera-
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do. En esos momentos no me di cuenta, pero luego cuando cai en ello, pensé que
después de todo me venia muy bien para poner de relieve como se van resolvien-
do las cosas mediante el proceso error-paso atras-rectificar-nuevo paso-seguir
adelante, de modo que lleguemos a la solucion esperada.

En este momento volvi al lapiz y al papel y segui pensando como atacarlo de
forma que no necesitase el ordenador. Entonces me dediqué a obtener el resultado
de g(1624), g(1027), g(1524),..., haciendo su desarrollo paso a paso. Lo voy a
escribir con uno de esos nimeros, pero lo hice exactamente igual con unos cuan-
tos mas.

2(1524) =g(762)=g(381)=g(2x 190+ 1) =g(190) + 1 = g(95) + 1 =
=g2x47+1)+1=g47)+2=g2x23+1)+2=g(23)+3 =
=g2x11+1)+3=g(ll)+4=g2x5+1)+4=¢g(5)+5=
=g2x2+1)+5=g2)+6=17.

Aqui ya se me presentd sin ninguna duda como habia que atacar el problema
pues me di cuenta que si un nimero era par, en la imagen de la funcion sumaba
un 0 y si un nimero era impar, en la imagen de la funcidon sumaba un 1. Por tanto
mi pregunta era qué ocurria si pasaba el nimero a base 2, es decir le dividia por 2.
Asi cogi el nimero 1524 y me puse a dividir por 2, es decir

Cociente Resto

1524:2 = 762 0
762 :2 = 381 0
381:2 = 190 1
190:2 = 95 0
95:2 = 47 1
47 :2 = 23 1
23:2 = 11 1
11:2 = 5 1
5:2 = 2 1
2:2 = 1 0

Ya se observa que teniendo en cuenta el uno del cociente final y los demas
unos de los restos resultan 7 unos como era de esperar. Haciéndolo igual con otros
tantos numeros, conclui que pasandolos a binario y contando los unos tenia re-
suelto el problema para ponerme a la busqueda de todos los que g(n)=10.
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Entonces me dediqué a escribir una tabla con niimeros pequefios en base 2, y
por tanto puse:

N binario g(n)
2 10 1
3 11 2
4 100 1
6 110 2
7 111 3
8 1000 1
10 1010 2
12 1100 2
14 1110 3
15 1111 4
16 10000 1

Luego ya sabemos que los nimeros que se escriban en el sistema binario con
tres unos y los demas digitos sean ceros, tendremos que su imagen mediante la

funcidn g(n) es 3, y siempre teniendo en cuenta que el nimero escrito en binario
no puede exceder al numero 2002.

De esta forma escribi:

1= 2= 1
1= 1+42'= 3
111=3+2*= 7

1111=7+2’= 15

11111 =15+2" = 31
111111= 31+2°= 31 + 32 = 63
1111111= 63 +2°= 63 + 64 = 127
11111111=127+2" =127 +128 = 255
111111111=255+2% =255 +256 = 511
1111111111=511+ 2° =511 +512 =1023

Y no segui mas pues el siguiente ya se pasa.

Entonces para contestar a la segunda parte, que nos dice que busquemos los n
tal que g(n)=10, lo que tenemos que buscar son los niumeros que escritos en el
sistema binario tienen que tener diez unos, y como el 1023 tiene los diez unos, lo

que hice fue afiadir un cero, y luego ver donde lo colocamos de modo que al pa-
sarlo al sistema decimal no sobrepase al numero 2002.
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De esta forma tenemos:

I1111111110=2046, no vale; 11111111101 = 2045, no vale;
11111111011 =2043,no vale; 11111110111 = 2039, no vale;
11111101111 =2031,no vale; 11111011111 =2015, no vale.
11110111111 =1983,sivale; 11101111111 =1919, si vale;
11011111111 =1791, sivale; 10111111111 = 1535, si vale.

Y parece que nos falta el que obtuvimos al principio, pero no es asi, pues lo que
pasa es que habria que poner el cero en primer lugar y ese nimero ya no tendria
once digitos sino que tendria diez, aunque si nos daria la imagen del que nos falta.
Por tanto podriamos escribir 01111111111 = 1023. Y partir de aqui, ya saqué
como obtener el nimero n tal que g(n)=10. Basta tener en cuenta el nimero de
unos que hay y el nimero de ceros que hay, por lo que la férmula se reduce a las
permutaciones con repeticion, de forma que en este caso, tenemos:

R, 11

P ) == =
11;10,1 Plol)l 10'1'

b

y como hay que tener en cuenta que hay que restarle las que exceden del nimero
correspondiente al afio 2002, pues resultan los 5 casos que ya sabia que me tenian
que salir.

Entonces para los restantes casos tendriamos:

P 11!
1) Acabaren 1: P, |y =——=—"-=
i
2) Acabaren2: P, ,, =—1—=——=55
2" pp 219
P !
3) Acabaren 3: P, ;, =—1 _ 1 y6s.
S Tpp 318!
P n
4) Acabaren 4: P, ,, =——=——=330
7 pp 417!
P I
5) Acabaren 5: P, =——=——=462
7 pp 516!
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Ahora, sin embargo, en los casos que siguen hay que tener en cuenta los que
superan al numero 2002, y por tanto en estos casos tenemos:

! 1!

6) Acabaren 6: P, . —1= —1=——+--1=462-1=461.
“ T TRR 6!
P
7) Acabaren 7: P, ., —1=—= _7= 5 330-7-303.
YR
P
8) Acabaren 8: P, —1=— “is=2 ys5_165-1=150.
PP, 813!
P
9) Acabaren 9: P, ,, —1=——-14= L—M 55-14=41.
RE_ ol
B !
10) Acabaren 10: P, ,,, —6=—"—-—6= D —11-6=5.
10 PP 101!

Y a partir de estos calculos fue el descubrimiento de que lo que estaba hecho
con el lenguaje de programacion QBASIC estaba mal, ya que para el 1 me apare-
cian 10 casos y eran 11, pero ya se podia descubrir porqué ocurria tal cosa y era
debido a que en el programa no estaba contado el caso g(1)=1, pues empezaba en
el 2. El caso correspondiente al 7 teniamos 322 casos, pues se daba la casualidad
de que g(2002)=7, y no se contaba. Y por ultimo estaba el caso del 8 que tenia-
mos 150 casos y realmente son 149, pero es que en el programa se contaba tam-
bién g(2003)=8. Total que como unos casos no aparecian y otros aparecian de
mas, pues la suma final era correcta y por eso al dar 2002, di por bueno el resulta-
do, y precisamente al pensarlo sin ordenador fue cuando descubri los fallos que
habia tenido. El programa para el caso g(n)=8 es el siguiente:

REM FUNCION G(N)PARA EL VALOR 8
CLS
DIM A(3000)
A(1)=1: K=0
FOR N=1 TO 1001
AQ2*N)=A(N)
AQ*N+1)=A(N)+1
NEXT N
PRINT : PRINT
FOR N=1 TO 1000
IF A(2*N) = 8 THEN PRINT 2*N;",";
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: PRINT A(2*N) : K=K+1
IF A(2*N+1) = 8 THEN PRINT 2*N+1;",";
: PRINT A(2*N+1) : K=K+1
NEXT N
IF A(1) = 8 THEN PRINT 1;"."; : PRINT A(1) : K=K+1
IF A(2002) = 8 THEN PRINT 2002;"."; : PRINT A(2002) : K=K+1
PRINT K
END

Y a partir de este programa es muy facil hacer el que nos diese todos los valo-
res que van del 1 al 10.

Ya para completar este articulo me quedan dos cuestiones que salieron al hilo
de todo esto y es como utilizar para este problema el programa Derive. Una cues-
tidon es como puse la funcion g(n), pues lo que hice fue lo siguiente:

g(2k) = g(k), si n es par
g(2k+1)=g(k)+ 1, sines impar, y g(1) = 1.

Tomé 2k = n, por lo que kz%, si n es par. Tomé 2k+1 = n, por lo que

k=" -1 , S1n es impar. Asi tenemos:
no .
—, sines par
gmy=¢2, ye()=1.

—, sines impar

Luego la funcién en Derive queda de la siguiente manera:
G(n):= IF(n=1,1,IF(MOD(n,2) = 0,G(n/2),G((n-1)/2)+1).
Asi tendriamos:

G(3) =2, G(64) = 1, G(1023) = 10, G(1024) = 1,
G(1984) = 10, G(2002) = 7.

Si ahora quisiéramos que nos saliesen todos los valores hasta uno determinado,
pues basta definir la funcion siguiente:

V(n):=VECTOR(G(k),k,1,n),
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y por ejemplo para V(7), tendriamos [1,1,2,1,2,2,3], y por supuesto también po-
driamos obtener V(1023), y donde el ultimo valor seria, por supuesto 10.

Y ya so6lo me queda la otra cuestion, que es como llegue a definir la funcién
g(n) en funcion de las potencias de dos para que obtuviese los sucesivos valores
de dicha funcion desde n = 1 hasta n = 2002.

La funcién que obtuve fue la siguiente:

gn)=1+gn- 2"),

donde k es el menor exponente que hace que n - 2* sea igual a 0. Por tanto el
valor inicial para la iteracion es g(0)=0.

Como ya es habitual en este articulo lo que hice fue programarlo en QBASIC,
y el programa es el siguiente:

REM FUNCION G(N) MEDIANTE ITERACION

CLS
DIM G(2050)
G(0)=0

FOR K=0 TO 10

FOR N=2"K TO 2/(K+1) - 1
G(N)=1+G(N-2"K)

NEXT N

NEXT K

FOR I=1 TO 2002
PRINT G(I);",";

NEXT I

END

Para programarlo en Derive recurri a escribir la funcion G so6lo con la variable
n, y para ello tuve que ingeniarmelas para que la variable k la pusiese en funcion
de n. Entonces, tenemos:
G(n):= IF(n=0,0,1+G(n-2(FLOOR(LOG(n,2))))).
Asi obtenemos:
G(1)=1,G6(2)=1,G(3)=2,G6(4) =1,
G(5)=2,G(6)=2,G(7)=3.
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LY si queremos que nos salgan todos esos valores de una vez?. Pues escribimos:
VECTOR(G(k).k,1,7).

Tenemos: [1,1,2,1,2,2,3] . De la misma forma podriamos llegar al nimero que
quisiéramos, sin mas que escribir:

VECTOR(G(k),k,1,100),VECTOR(G(k),k,1,1023),
VECTOR(G(k),k,1,2002).
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Abstract

This article is about the motivation in the study of the Mathematics: the teachers
have to find elements to cause the learning of this subject.

Introduccion

Las matematicas, como herramienta de trabajo en la vida cotidiana y con aplica-
ciones en problema reales, es un aspecto tratado cada vez mas en nuestras aulas.
Los docentes debemos intentar, en todos los niveles de la ensefianza secundaria,
que los alumnos comprendan que las matematicas surgen y son aplicadas en la
vida real; de esta forma, quizas, podamos obtener como elemento motivador el
aprendizaje de los conceptos y procedimientos fijados en la programacion inicial
de curso. Los profesores tenemos la obligacién de ensefiar a nuestros alumnos
aspectos de actualidad relacionados con el drea o problemas que tuvo la humani-
dad y que fueron resueltos justamente mediante conceptos y procedimientos que
corresponden con el tema que se imparte en clase. Que comprendan que lo expli-
cado y estudiado en el aula es herramienta fundamental de trabajo para el dia de
mafiana. Posiblemente, la actitud de algunos de nuestros docentes cambie.

Por ejemplo, desde el punto de vista metodoldgico se debe sefialar que la uni-
dad didactica sobre la Probabilidad en las Matematicas de Bachillerato y, sobre
todo, las Aplicadas en las Ciencias Sociales, no debe tener una gran teoria con
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teoremas, proposiciones y demostraciones. Se trata de una disciplina aplicada, y
los problemas que se abordan deben ser extraidos del contexto de la vida cotidia-
na, del mundo laboral, de las ciencias sociales. En el desarrollo didactico de la
unidad se debe ir desgranando una serie de problemas relativos a la parte de la
materia con dificultad variada, indicando, si es posible, su aplicacién en otros
campos del conocimiento (por ejemplo, la teoria de la decision). Sus resoluciones
ayudara al alumno y al profesor, mas que las largas y tediosas demostraciones, a
valorar el grado de aprendizaje realizado. Al final del tema se debe proponer una
coleccion de problemas, cuya resolucion conlleva la aplicacion de estrategias mas
complejas y una reflexion por parte del alumno. Obviamente no hay que perder el
equilibrio entre el rigor exigible a las Matematicas y el aspecto manipulativo de
su aprendizaje. Corresponde al profesor fijar el nivel de dificultad y el rigor con
que debe plantear la ensefianza de esta materia, asi como seleccionar los conteni-
dos a impartir. Pero tampoco puede olvidarse el profesor de un elemento esencial
hoy en dia en el proceso de ensefianza / aprendizaje dentro de las aulas: la moti-
vacion. Ver, por ejemplo, las propuestas y reflexiones que se muestran en Estaire
[2], Garcia y Arriero [3], Prieto [5] y Rubiales [6], aplicando las nuevas tecnolo-
gias para hacer mas sencilla la comprension por parte de los alumnos de nuevos
conceptos, y por buscar el interés de los adolescentes en temas que ellos deben de
aprender “casi” por imposicidon. Se deberia indicar en determinados momentos de
la explicacion doénde y cdmo se aplican los conceptos explicados, respondiendo a
las motivaciones, intereses y necesidades de ambos sexos, asi como de cualquier
colectivo multicultural.

El objetivo de este trabajo consiste en hacer hincapi€ entre los docentes de: (1)
una mayor profundizacion y estudio en determinadas unidades didacticas; (2) una
mayor motivacion y formacion de nuestros alumnos mediante materiales didacti-
cos; (3) una formacion continua del personal docente para facilitar el aprendizaje
no solamente para el que aprende sino también para el que ensefia. Se presenta
como ejemplo la unidad didactica del Célculo de Probabilidades, que se empieza
a impartir en 4° curso de E.S.O., que progresa en contenido a lo largo del Bachi-
llerato, y que sirve como soporte imprescindible, por ejemplo, en la teoria de la
decision. La citada teoria puede ser comentada ante nuestros jovenes proponiendo
y realizando un par de problemas de aula y comprobando la similitud existente
con el curriculo de Bachillerato. En el siguiente epigrafe se esclarece este punto
con un ejemplo. Nétese las dificultades que presentan, normalmente, la mayoria
de los alumnos en resolucion de problemas de calculo de probabilidades, y en
particular de probabilidad condicionada. Los diagramas de arbol, cuya institucio-
nalizacion ha sido propuesto por Parzysz [4] constituyen una herramienta utilisi-
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ma en la ensefianza del Célculo de Probabilidades y en mi opinion, infrautilizada.
Debemos todos recordar que el espiritu del sistema educativo actual a la que todos
los docentes hemos accedido durante los ultimos afios hace huir al alumno de un
aprendizaje memoristico (hechos, nombres y formulas) y fomentar en €l un
aprendizaje comprensivo y analizador (ensefiar a pensar), es decir un aprendizaje
significativo (Ausubel [1]). Sin embargo, a pesar de este cambio de paradigma
educativo, en los libros de texto siguen apareciendo tediosas demostraciones,
férmulas para resolver problemas de “salén” o aula, sin ninglin interés real mas
que el requerido por el alumno como “receta” para la resolucion de ejercicios de
examen, sin mas implicaciones cognitivas.

1. ;Teoria de la Decision en Bachillerato? Buscando elementos moti-
vadores de ensefianza-aprendizaje

Una persona encargada de tomar decisiones tiene un conjunto de opciones para
considerar sucesos inciertos, que pueden ocurrir, y un resultado, posiblemente
economico, asociado con cada combinacién de alternativa y suceso. Deben eva-
luarse las alternativas de sucesos que representan la posibilidad de que ellos ocu-
rran. Si la decision implica una gran secuencia de sucesos, entonces puede trazar-
se un drbol de decision para estructurar el problema denominado de decision y
utilizar el criterio de dominancia de las estrategias para seleccionar la decision
que cuenta con la utilidad mas alta. Un arbol de decision es un dispositivo grafico
para mostrar la secuencia de las opciones de decisidon y los eventos involucrados
en la toma de una decisidn bajo condiciones de incertidumbre. Una estrategia se
define como un conjunto de decisiones que determina por completo un plan de
accion. Por ejemplo, en la Figura 1, se plantea el caso de una empresa que debe
decidir si comercializa un producto o no. La decisién depende de la velocidad con
que los distribuidores acepten el producto o no y el tipo de estrategia de Marke-
ting (promocidén o publicidad) empleada por la empresa. Obsérvese las probabili-
dades que se presentan asociadas a cada uno de los posibles sucesos.

Considera las posibles estrategias disponibles para el encargado de la toma de
decision. Una estrategia facil de identificar es no introducir el producto en el mer-
cado. Una segunda es introducir el producto: si la aceptacion es rapida entonces
promocionar; si la aceptacion es lenta también promocionar. A esta estrategia se
le puede denominar promocionar / promocionar. Ademads, de las estrategias cita-
das existen otras posibles como:
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1) La estrategia de promocionar / publicidad: introducir el producto en el merca-
do; si la aceptacion es rdpida entonces promocionar; si la aceptacion es lenta, en-
tonces realizar publicidad del producto.

2) La estrategia de publicidad / promocionar: introducir el producto en el merca-
do; si la aceptacion es rapida, entonces realizar la publicidad del producto; si la
aceptacion es lenta, entonces se debe promocionar.

3) La estrategia de publicidad / publicidad: introducir el producto; tanto si la acep-
tacion es rapida como si es lenta se debe hacer publicidad del producto.

Utilidad
(euros)
Altas (0,6) 400
Promocmn Medias  (0,3) 200
Aceptacion rapida 0,5) Bajas (0,1) -50
(0,7) Altas (0,3) 100
Publlcldad Medias  (0,5) 25
0,5) Bajas 0,2) -25
Altas 0,3) 125
Nuevo Producto Promocién 4 Medias  (0,3) 50
\ 0,5) Bajas (0,4) -25
Aceptacion lenta
(0,3) Altas 0,4) 100
Publicidad é Medias  (0,3) 75
(0,5) Bajas 0,3) -50
No introducirlo > 0
Figura 1

Noétese que puede trazarse un arbol de decision para cada estrategia. El arbol
para la estrategia promocion / promocion se presenta en la Figura 2.

Utilidad
(euros) Probabilidad

Altas  (0,6) 400 0,21

Promocién <E Medias (0.3) 200 0,105

(0,5) Bajas  (0,1) 50 0,035

Altas  (0,3) 125 0,045

Promocién <EMedias (0.,3) 50 0,045
(0,5) as  (0.4) 25

Bajas 0,06

Figura 2
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Las probabilidades para cada resultado se muestran al final del arbol. Por ejemplo, la
probabilidad para obtener una utilidad de 400 euros (referente al resultado de aceptacion
rapida y ventas altas) es (0,7)(0,5)(0,6)=0,21. Las restantes probabilidades se calculan de
manera similar. La suma de las probabilidades debe ser igual a 2 debido a que existe su
estrategia alternativa promocion / publicidad con suma también de "5.

Las distribuciones de probabilidad para la utilidad de cada una de las estrate-
gias son de gran interés. Por ejemplo, la distribucion de probabilidad para la estra-
tegia promocidn / promocion se muestra en la Tabla 1.

Utilidad X | P(X) | P(X o mas)
-50 0,035 0,5
-25 0,06 0,465

25 0 0,405
50 0,045 0,405
75 0 0,36
100 0 0,36

125 0,045 0,36
200 0,105 0,315
400 0,21 0,21

Tabla 1

El resto de las distribuciones de probabilidad se presentan a continuacion en la
Tabla 2. Estas distribuciones, en ocasiones, se conocen como /loterias de utilidad
o perfiles de riesgo, ya que describen de manera compacta los riesgos con que se
enfrenta el encargado de la toma de decision. Obsérvese que la estrategia de no
introducir el producto no se ha presentado debido a que tiene una utilidad de 0
euros.
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Promocion / Publicidad | Publicidad / Promocién | Publicidad / Publicidad

Utilidad | P(X) | P(Xo | Utilidad | P(X) | P(Xo |Utilidad| P(X) | P(Xo
X mds) X mds) mads)
-50 0,08 0,5 -50 0 0,5 -50 10,0451 0,5
-25 0 0,42 -25 0,13 0,5 -25 0,07 | 0,455
25 0 0,42 25 0,175 0,37 25 0,175 0,385
50 0 0,42 50 0,045] 0,195 50 0 0,21
75 0,045| 042 75 0 0,15 75 0,045 0,21
100 0,06 | 0,375 100 0,105] 0,15 100 [0,165| 0,165
125 0 0,315 125 0,045| 0,045 125 0 0
200 [0,105| 0,315 200 0 0 200 0 0
400 0,21 0,21 400 0 0 400 0 0

Tabla 2

A través de las Tablas 1 y 2 se observa que la estrategia de promocion / pro-
mocidn se impone a la de publicidad / publicidad por dominancia probabilistica, ya
que la probabilidad acumulada P(X o mas) es mayor en cada caso. No existe otra
dominancia, a no ser que consideremos la estrategia promocion / publicidad, que
domina “casi” a la de publicidad / promocidn, excepto en el valor de la P(Utilidad
de -25 6 més). En el primer caso el valor es de 0,42 y en el segundo de 0,5.

En ocasiones es mas facil ver la dominancia probabilistica observando una
grafica de las probabilidades acumuladas, es decir, un esquema de P(X o mas).
Una estrategia domina a otra si su curva acumulada en todos los puntos es la misma
o0 esta por encima de la curva acumulada de otra. La Figura 3 muestra el caso de una
estrategia dominada en el lado izquierdo. La estrategia promocion / promocion (li-
nea punteada) se impone a la estrategia publicidad / publicidad (linea continua),
debido a que en todos los puntos su curva estd por encima de ella. En el supuesto
caso de que una curva se corte con otra, se dice que no hay dominancia.

Cuando hay muchos resultados en el arbol de decision, suele ser mas facil ve-
rificar la dominancia utilizando las curvas acumuladas que usar las distribuciones
de probabilidad y distribuciones acumuladas para estrategias seleccionadas. En el
ejemplo se contempla que no puede eliminarse ninguna estrategia. Es importante
notar que el criterio de dominancia no brinda un mecanismo para elegir entre es-
trategias; es solo un criterio parcial de decision.
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0,5
0,455
0,385
0,21
0,165
>
50 25 25 50 75 100 125 200 400
Figura 3

3. Conclusiones

Las distribuciones de probabilidad acumulada y los diagramas de arbol que se
deben estudiar en Bachillerato son unas herramientas esenciales en las Ciencias
Estadisticas y, en particular, en la Teoria de la Decision. Hacer ver a nuestros
alumnos que si el problema de decision es relativamente simple, implicado so6lo
unos pocos resultados posibles, quien toma la decisién puede entender con rapi-
dez el riesgo con que se enfrenta. Las decisiones de negocios en el mundo laboral
suele involucrar muchas incertidumbres y detectar el riesgo es dificil. Como se-
guimiento de nuestro ejemplo, hay incertidumbre acerca del tamafio del mercado
para el producto, de la celeridad con que crecera el mercado, de la participaciéon
de mercado que la empresa obtendra, del precio que podra cobrarse y del costo de
fabricacion del producto. La persona encargada de tomar la decision encontrara
muchas dificultades para entender el riesgo asociado con la decision de introducir
el producto. El Célculo de Probabilidades que se estudia en Bachillerato y, mas
tarde, en una carrera universitaria es un paso fundamental para entender el riesgo
en una decision compleja.

88



Por consiguiente, puede ser conveniente realizar una actividad o grupos de ac-
tividades relativas a un bloque tematico relacionadas estrechamente con asignatu-
ras de carreras universitarias y con aplicacion inmediata en el mundo laboral y
empresarial. La realizacion de las actividades puede realizarse individual o en
grupo; en exposicion oral, en un debate o por escrito. Para que el proceso sea en-
riquecedor es necesario que el alumno se sienta motivado y que llegue a creerse el
papel de investigador, realmente interesado en su labor. Es facil conseguir esta
motivacidn, pues pueden proponerse multitud de actividades similares a las pre-
sentadas en el epigrafe 2 con cardcter ludico y practico en el area de las Matema-
ticas; que pueden estar relacionadas con el entorno de los alumnos y sus familias,
con su centro, su localidad, con el resto de materias que estd cursando, etc.

Con respecto a la realizacidon de estas actividades debe intentarse que no se
conviertan simplemente en una mera manipulacién y exposicidon. Esto puede con-
seguirse si se logra que el alumno reflexione sobre su contenido, asi como en los
procedimientos utilizados y destrezas a ejecutar. El alumno debe deducir que ha
adquirido unos conceptos matematicos que son aplicables no sélo a la actividad
desarrollada sino a otras muchas situaciones de la misma o de distinta area de
investigacion. Por el camino clésico, muy posiblemente, este fin no se llegue a
lograr.
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Abstract

Here some geometrical transformations are presented, in whose plane inversion is
a particular case.

INTRODUCCION

Es cosa sabida que una inversion en el plano de potencia k& induce una inversion
sobre toda recta que pase por su centro, cuyos puntos invariantes son los de corte

de la recta con el circulo de radio +/k y centro en el de inversion.

Pensemos en una curva C, simétrica respecto del origen de coordenadas, y a la
que toda recta que pase por €l (salvo quizas un niimero finito) corta en dos puntos
distintos del origen (obviamente equidistantes de él). Si la circunferencia de los
puntos dobles de la inversidn la sustituimos por C, tenemos una transformacion
del plano que tiene en comun con la inversion la propiedad de inducir sobre las
rectas que pasan por su centro una inversion que tiene como puntos dobles aque-
llos en los que la recta corta a la curva C.

1. Ecuaciones de la transformacion

Sea r = CI)(H) la ecuacion polar de C. Sobre cada recta de ecuacion y = Ax con-

sideramos la inversion centrada en el origen y potencia k(@)= ®?(8), siendo
€ = arctg A . Los puntos invariantes son los de encuentro con la curva. Si uni-

mos cada punto del plano con el origen y le aplicamos la inversioén correspondien-
te a la recta asi obtenida, tenemos una transformacion del plano en si mismo cu-
yas ecuaciones en coordenadas cartesianas son:
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x = xzi—yzk(arctglj , V= %k(arctglj

Y en coordenadas polares:

2. Conservacion de angulos

Vamos a ver que si la curva base C no es una circunferencia, la correspondencia
que acabamos de fabricar no es conforme. Todavia mas: si el circulo unidad se
convierte en una curva ortogonal a las rectas que pasan por el origen, C es necesa-
riamente una circunferencia. La ecuacion polar de la transformada del circulo
unidad es 7 = k(@) y un vector tangente es

(k'cos@ — ksen@,k’'send + k cos )

Su producto escalar por (cos 8, sen@) es (x % ) Si éste es cero, k es constante

y la curva original es una circunferencia.

Si C es una curva algebraica, la transformacion es birracional. En este caso, lo
que acabamos de ver demuestra que las transformaciones que podemos obtener de
esta manera estan entre las birracionales en general (tan utilizadas en geometria
algebraica) y las que conservan los d&ngulos (como la inversion).

3. Algunos ejemplos

En la tabla que viene a continuacidn estan las ecuaciones de la transformacion y
las transformadas de figuras sencillas para algunas curvas base. Vamos a calcular-
las explicitamente para el ultimo ejemplo, en el que ésta es la rosa de cuatro péta-

los, de ecuacion (x2 +y° )3 =4x”y”. La potencia de la inversién inducida sobre
larecta y = Ax es el cuadrado de la distancia al origen de los puntos en que corta
a la curva: k(arctg )=x>+y* = 4/12/(1+ A )2 . Ahora bien, si (x,y) es un

punto del plano, la pendiente de la recta que lo une con el origen es y / x . Enton-
ces tenemos que:
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X

*

*

- X 4(y/x)’ _ 4x° y?
SR TN )

oy AL Ay
S ey ()

Curva de partida Ecuaciones de Transformada de la circunferencia
p la transformacién |unidad y de las rectas x =1 e xXsk5H
. X
r = 2492 (x2+2y2)2—x2—y220
Elipse de ecuacion x Y 2 2 _
5 ) x*+2y"—x=0
x“+2y° =1 R S 2 2
X+ 2y7 X" +2y"—y=0
«_ X 4 2 2
Par de rectas de X =—7 y =x"=y" =0
ecuaciones Y x=7"
y=ley=-1 1
2
Par de parabolas x' = y—3 x—y*x’—y°=0
de fcuilcmnei 2 ;C} . =32 =0
y=x"ey=-x y :x_4 Xt oy =
R 4x>y? 5
R9sa de cuatro 3 X : (xz +y2) “16x*y* =0
pétalos de ecuacion (x2 + yz) X
2
(402 =4yl L 4y (2 422) 'y =0
o (x2+y2)3 (x2+y2)3—4x2y3:0
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Conclusiones

Las variantes de esta transformacion segun sea la curva sobre la cual la construi-
mos son tan grandes, que no parece facil deducir propiedades generales. Es mas,
la curva no ha de ser necesariamente diferenciable, vale también un poligono re-
gular de un numero par de lados. Con todo, se puede investigar si tienen algo en
comun aquellas cuyas curvas base comparten alguna caracteristica (como la de ser
acotada o carecer de puntos singulares) y también se pueden estudiar casos parti-
culares que puedan ser especialmente interesantes. Aqui nos hemos limitado a
ofrecerla para quien quiera entretenerse con ella.
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INSTRUCCIONES PARA EL ENVIO DE ORIGINALES
PARA SU PUBLICACION EN EL BOLETIN

Los originales de articulos, problemas, resefias de libros, anuncios de congre-
sos, etc., deben enviarse en papel por duplicado y ademds también en formato
electronico, del modo especificado al final de estas instrucciones.

Formato

Para facilitar la impresidon es preferible usar procesador Word o LaTex (en
este ultimo caso debera usarse estilo “article” y si se usan paquetes especificos
deberan incluirse los archivos correspondientes a esos paquetes). Si se usa otro
procesador, deberd ajustarse exactamente al tamafio de formato, pues habria de
ser escaneado.

El formato de texto debe ser 17cm x 12.8cm. El tamafio de letra de texto 11
puntos (normal). Las paginas sin numerar, pero numeradas a lapiz al dorso.

Los articulos comenzaran con el titulo en mintsculas de 16 puntos, nombre
de autores en minusculas de 12 puntos, referencia de su departamento o institu-
cion de trabajo, direccion de correo electronico (si se tiene) y “abstract” de unas
lineas en inglés en letra italica (cursiva).

Los epigrafes de seccion en mindsculas negritas y numerados, sin punto des-
pués del numero ni punto final, excepto el de introduccion que ird sin numerar.
Las subsecciones se numeraran con dos digitos separados por un punto.

La primera linea posterior al titulo de seccidon o subseccion no se indentara.
Después de cada punto y aparte no se dejara ninguna linea en blanco y la siguien-
te linea se indentara solo 5 espacios (tal como estan escritas estas instrucciones).

La bibliografia al final, sin palabras completas en mayusculas, con los titulos
de libros o articulos en italica, no incluyendo nada mas después de la bibliografia.

Las figuras deben ser de buena calidad (impresas desde ordenador, debiéndo-
se evitar los bosquejos a mano alzada). Seran incluidas en el lugar apropiado del
texto y en el tamafio en que deban ser reproducidas.

Las soluciones de problemas propuestos en nimeros anteriores del Boletin
deben comenzar indicando: “Problema numero (Boletin numero)”, tal como sue-
len aparecer en el Boletin, y terminar con el nombre del autor de la solucién de
cada problema.

Las resefias de libros, como suelen aparecer en el Boletin, terminando con el
nombre del autor de la resefia.
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Envio de las copias en papel

Se enviaran via postal por duplicado a la sede de nuestra Sociedad, que figura
en la pagina 2 de este numero del Boletin.

Envio del fichero o ficheros en formato electronico

Se enviard por correo electronico a la cuenta puigadam@mat.ucm.es
o bien, junto con las copias en papel, en un disquete formateado para PC compati-
ble, conteniendo el/los archivo/s del documento en el procesador de texto utilizado.

Seleccion de originales

Seran revisados por profesionales del mundo académico, para decidir si se
ajustan a la linea general del Boletin. Si se considera oportuno, se pedira a los auto-
res que reduzcan su extension o hagan algunas modificaciones en su contenido.

Adquisicion de nimeros atrasados de nuestro Boletin

Los numeros atrasados del Boletin, de los cuales existan ejemplares sobran-
tes, podran ser adquiridos al precio de coste de seis euros ejemplar. Los numeros de
los que atin quedan algunos ejemplares sobrantes son los siguientes: 35, 38, 39, 40,
41, 42,43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62
y 63.

El importe puede ser abonado mediante cheque a nombre de /la “Sociedad
Puig Adam de Profesores de Matemadticas”, o mediante transferencia a la cuenta

corriente nimero 3025-0006-24-1400002948, al mismo nombre de la Sociedad,
domiciliada en la entidad bancaria:

Caja de Ingenieros, c¢/. Carranza, 5 Madrid-28004

La carta de peticion se enviara a la sede de nuestra Sociedad, que figura en la pa-
gina 2 de este nimero del Boletin. En la carta se indicard el nimero o numeros a
adquirir, incluyendo en ella:

— la direccidn a donde se han de enviar
— el correspondiente cheque nominativo o resguardo de transferencia.
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