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XIX Concurso de Resolución de Problemas 

Al igual que en los últimos diecinueve años se celebró en la Facultad de Ma-
temáticas de la Universidad Complutense el Concurso anual de Resolución de 
Problemas convocado por nuestra Sociedad y por el Colegio de Doctores y Licen-
ciados en Filosofía y Letras y en Ciencias. 

La prueba tuvo lugar el sábado 23 de Junio y esa misma tarde en la Escuela 
Universitaria de Biblioteconomía y Documentación, situada en el edificio Pablo 
Montesino se celebró la entrega de premios. Vaya, en primer lugar, nuestro agra-
decimiento tanto al Decanato de la Facultad de Matemáticas como a la Dirección 
de la Escuela Universitaria de Biblioteconomía. 

La participación, de 81 estudiantes, fue algo menor que en el año anterior. 
Queremos creer que fue debido a que el día de su celebración ya habían terminado 
totalmente las actividades lectivas en los centros y posiblemente, por ser el primer 
día de vacaciones para los estudiantes, no fue el día más apropiado. 

Como todos los años, en cada nivel se propusieron 4 problemas, en dos tandas 
de hora y media. Al igual que en otros concursos internacionales, la puntuación de 
cada problema fue de 0 a 7 puntos. 

Merece la pena destacar la participación -y con éxito- de estudiantes de otras 
comunidades -Castilla la Mancha y Valencia- participación que se viene generali-
zando en los últimos años. 

También es de destacar la participación de estudiantes de cursos anteriores a 3º 
de ESO que, por tratarse de casos excepcionales, sus profesores entendieron que 
podían participar y nuestra sociedad accedió a dicha participación.  

Los estudiantes premiados han sido los siguientes, clasificados por niveles: 

Nivel I (3º ESO) 

1. Luis Sarabia Utrilla del Colegio San Viator de Madrid. 
2. Ana Armas Romero (2º ESO) del IES San Juan Bautista de Madrid. 
3. Mohamed Blanca Ruiz del IES Ausías March de Manises. 
4. Diego Pérez López del IES Alonso Quijano de Alcalá de Henares. 
5. David Fernández Sánchez (2º ESO) del IES Jorge Guillén de Alcorcón y Ri-

cardo Martín Brualla del Colegio Alemán de Madrid. 

Nivel II (4º ESO) 

1. Javier Gómez Serrano del Colegio Alemán de Madrid. 
2. Luis Sierra Andrés del Colegio Beata Filipina de Madrid. 
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3. Esteban García Martínez del IES Antonio Machado de Alcalá de Henares. 
4. David Portillo García del IES Ramiro de Maeztu de Madrid. 
5. Juanjo Heras Verdejo del Colegio Beata Filipina de Madrid. 

Nivel III (1º Bachillerato) 

1. Carlos Moraga Ferrándiz del IES Julio Rey Pastor de Albacete. 
2. David García Soriano del Colegio Chamberí de Madrid. 
3. Cristina Mucientes de la Peña del Colegio San José de Ciudad Real. 
4. Mónica Serrano Gómez del IES nº 1 de Requena. 
5. Fernando Meseguer Garrido del IES Ramiro de Maeztu de Madrid. 

Así como otros años hemos comentado la coincidencia de alumnos premiados 
varios años consecutivos –en este año se da el caso de Javier Gómez Serrano y 
David García Soriano– a alguien que haya seguido este u otros concursos otros 
años le habrá sorprendido la no presencia entre los premiados del inefable Luis 
Hernández Corbato. La explicación es muy sencilla: Luis, estudiante de 4º de 
ESO en 200-2001 pero con edad de estudiante de 3º de ESO, había decidido no 
participar en este concurso. Como muchos de vosotros sabéis fue uno de los seis 
representantes españoles en la Olimpiada Matemática Internacional en Washing-
ton siendo el único español que obtuvo medalla. Enhorabuena a él, a sus padres y 
a sus profesores. 
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Problemas propuestas en el XIX Concurso 

Nivel I 

1. En un triángulo ABC sabemos que AC = 54 m y su altura h = 46 m. Se desea 
saber a qué distancia de la base AC sería preciso trazar una paralela a la misma 
para que el perímetro del rectángulo DEFG sea igual a la suma de la base y la 
altura.

2. Se considera un número n de cuatro cifras, cuadrado perfecto, con todas sus 
cifras menores que 9. Si a cada cifra se le suma 1, el número resultante es también 
cuadrado perfecto. Halla n.

3. El centro C de una circunferencia de radio 2 es un punto de una circunferen-
cia de radio 1, como se indica en la figura. Calcula el área rayada. 

4. Ana, Beatriz y Celia resuelven cada una exactamente 60 problemas de una lista 
de 100. Cada problema fue resuelto al menos por alguna de las tres. Deciden que 
un problema es fácil si las tres lo han resuelto, y que es difícil si solamente una de 
ellas lo resolvió. Si d es la cantidad de problemas difíciles y f la cantidad de pro-
blemas fáciles, determina la diferencia d − f.

B

CA D G

FE

h

C
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Nivel II 

1. En una fiesta, cada invitado saludó a todos los demás. Posteriormente llegó 
Juan, que saludó solamente a los que conocía, que no eran todos. Una vez que 
saludó a sus amigos, el número de saludos había crecido un 25% de los que se 
habían dado antes de que él llegara. ¿A cuántas personas de la fiesta conocía 
Juan? 

2. Se busca el menor número entero positivo que tiene dos mil una cifras y cuya 
suma de cifras es 2000. Después se escribe el número siguiente. Razonar que en 
ese siguiente solamente hay tres cifras distintas. ¿Sabrías escribirlo con todas sus 
cifras? 

3. El área de un trapecio isósceles es 972 cm2. Las longitudes de su base menor, 
lado, base mayor y diagonal son, respectivamente, el 1º, 10º, 11º y 12º términos 
de una progresión aritmética. Calcula la longitud del menor de los trozos en los 
que una diagonal divide a la otra. 

4. De un papel rectangular se recortan, con un único corte, dos figuras: un triángu-
lo y un pentágono. Las medidas de los lados de este último, en algún orden, son 
33, 17, 25, 43, 28. Determina su área. 

Nivel III 

1. En un triángulo rectángulo la hipotenusa es igual a c y la bisectriz de uno de los 
ángulos agudos es igual a 3/3c . Hallar los catetos. 

2. En una clase en la que hay más de 16 estudiantes, la probabilidad de que al 
escoger dos cualesquiera de ellos resulte que ambos han aprobado el último exa-
men de Matemáticas es 1/2. ¿Cuántos estudiantes hay en la clase y cuántos apro-
baron dicho examen? 

3. Se han pintado tres líneas paralelas de 8, 11 y 13 m. para señalizar el hall de un 
aeropuerto. Una vez pintadas, el arquitecto decidió que las líneas debían tener 
igual longitud. Si el precio por metro de prolongar las líneas es igual que el de 
reducirlas, ¿qué largo deben tener las líneas para economizar gastos? 

4. Demostrar que si P(x) = 6x2 + 12x + 8, no hay ningún número entero x, distinto 
de 0, para el que P(x) sea un número de la forma y3. (Obsérvese que a P(x) le falta 
sólo un término para ser el cubo de un binomio).
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42 Olimpiada Internacional de Matemáticas 

La 42 Olimpiada Internacional de Matemáticas ha tenido lugar en Washington 
DC entre los días 1 y 14 de julio de 2001. En ella han participado un total de 473 
estudiantes procedentes de 83 países. El equipo español estuvo formado por: 

Ignacio Cascudo Pueyo (COU, Oviedo) 
Joaquim Cevallos Morales (2º de Bto., Barcelona) 
Luis Hernández Corbato (4º de ESO, Madrid) 
Sergio Millán López(1º de Bto., L’Hospitalet de Llobregat) 
Miquel Oliu Barton (2º de Bto., Barcelona) 
Martí Prats Soler (2º de Bto., Barcelona) 

Les acompañaban las profesoras: 

María Gaspar Alonso-Vega, Jefe de Delegación 
Mercedes Sánchez Benito, Profesora tutora 

El uruguayo Javier Cóppola, que fue la primera Medalla de Oro en la fase nacio-
nal de nuestra Olimpiada, en Murcia, se integró en el equipo de su país, dejando 
hueco para Joaquim Cevallos, que obtuvo la primera Medalla de Plata. 

Durante la primera semana, el Jurado, después de considerables deliberaciones, 
eligió los seis problemas de la prueba, para aprobar a continuación las redacciones 
en los idiomas oficiales. Por último, los Jefes de Delegación hicieron la traduc-
ción a sus respectivos idiomas. Hubo más de 50 versiones idiomáticas. 

Las pruebas fueron los días 8 y 9 de julio. Como de costumbre, cada día se propu-
sieron tres problemas, a resolver en un tiempo máximo de 4 horas y media. Cada 
problema se califica sobre 7 puntos. Los enunciados aparecen más adelante en 
este mismo número del Boletín. 

Los cortes para las medallas de oro, plata y bronce estuvieron en los 30, 20 y 11 
puntos respectivamente. Cuatro estudiantes – dos de China y dos de Estados Uni-
dos – obtuvieron la puntuación máxima de 42 puntos. 

Entre los estudiantes españoles, Luis Hernández obtuvo medalla de bronce, y Joa-
quim Cevallos y Miquel Oliu tuvieron mención de honor. 

El próximo año, la Olimpiada se celebrará en Glasgow (Reino Unido). 



10

Problemas propuestos en la 
42 Olimpiada Internacional de Matemáticas

celebrada en Washington D.C. el 8-9 de julio de 2001 

1. Sea ABC un triángulo acutángulo, y sea O el centro de su circunferencia cir-
cunscrita. El punto P del lado BC es el pie de la altura desde A. Supongamos 
que ang(BCA) ≥  ang(ABC)+30. Demostrar que  ang(CAB) + ang(COP)<90. 

2. Para a, b, c  reales positivos, demostrar que 

1
888 222

≥
+

+
+

+
+ abc

c

cab

b

bca

a

3. En un concurso de matemáticas participaron 21 mujeres y 21 hombres. Cada 
concursante resolvió como máximo 6 problemas. Para cada mujer y cada 
hombre, hay al menos un problema que fue resuelto por ambos. Demostrar 
que hay al menos un problema que fue resuelto por al menos tres hombres y 
tres mujeres. 

4. Sea n un entero positivo impar mayor que 1, y sean  k1, k2, ... ,kn números  
enteros dados. Para cada una de las n! permutaciones a=(a1, a2, ... ,an) del con-
junto {1,2,...,n} sea 

=

=
n

i

iiakaS
1

)(

demostrar que existen dos permutaciones b y c, con b distinto de c, tales que 
n! es divisor de S(a)-S(b) 

5. En un triángulo ABC, la bisectriz del ángulo BAC corta al lado BC en P, y la 
bisectriz del ángulo ABC corta al lado CA en Q. Se sabe que ang(BAC)=60, y 
que AB+BP=AQ+QB. Determinar las posibles medidas de los ángulos del 
triángulo ABC. 

6. Sean a,b,c y d números enteros con a>b>c>d>0. Supongamos que 
ac+bd=(b+d+a-c)(b+d-a+c). Demostrar que el número ab+cd no es primo.
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Recensiones en ZDM y en Math Reviews 

Las prestigiosas revistas Zentralblatt für Didaktik der Mathematik (ZDM) y 
Mathematical Reviews incluyen en sus volúmenes recensiones de artículos publi-
cados en nuestro Boletín, razón por la cual se publican actualmente con un resu-
men en inglés. 

Como en números anteriores de nuestro Boletín, nos complace dar cuenta de 
las nuevas recensiones aparecidas, para conocimiento de los autores de los traba-
jos, y de todos nuestros socios. 

RECENSIONES PUBLICADAS EN ZDM VOL. 33 (3) DE 2001 

#2428 (sección G40). Lugares geométricos encontrados con ayuda del Algebra y 
la Computación, por Eugenio Roanes Macías, Bol. Soc. Puig Adam 57 
(Feb 2001), págs. 62-79. 

#2494 (sección G90). Algunos teoremas sobre la Geometría Plana Elemental, 
por Juan Bosco Romero Márquez, Bol. Soc. Puig Adam 57 (Feb 2001), 
págs. 80-85. 

#2542 (sección H60). Sistemas de ecuaciones lineales sobre anillos de Prüfer, por 
Tomás Sánchez Giralda, Bol. Soc. Puig Adam 57 (Feb 2001), págs. 86-94. 

#2581 (sección I25). Funciones periódicas, por Julio Fernández Biarge, Bol. 
Soc. Puig Adam 57 (Feb 2001), págs. 41-51. 

#2645 (sección K20). Iluminación y vigilancia en las Galerías de Arte, por Grego-

rio Hernández Peñalver, Bol. Soc. Puig Adam 57 (Feb 2001), págs. 52-61. 

RECENSIONES PUBLICADAS HASTA EL PRESENTE EN MATH REVIEWS 

2001a: 26002. Una aplicación de una idea arquimediana, por Juan A. Aledo y 

Juan C. Cortés, Bol. Soc. Puig Adam 54 (2000), págs. 58-68. 
2001f: 11014. Algunas representaciones radicales infinitas de los números natura-
les, por Juan Carlos Cortés López, Bol. Soc. Puig Adam 54 (2000), págs. 29-38.
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Bodas de oro de la Promoción 1951 de la UCM 

“Lo importante no es sólo hacer cosas, 

sino que tengan contenido” 

El día 15 de junio de este año, la promoción de matemáticas de la Universidad 
Complutense, celebró sus 50 años de haber terminado su carrera. El curso estuvo 
formado por 41 alumnos de los que 19 pudieron estar presentes en este aconteci-
miento, disfrutando de la grata compañía del que fue su profesor en Ecuaciones 
Diferenciales, don José Carrasco. 

El acto estuvo precedido de una Eucaristía celebrada en la Facultad de Cien-
cias por su Capellán José María Sierra, que aunque más joven, también es mate-
mático. El Decano de la Facultad de Matemáticas,  José Carrillo Menéndez, des-
pués de unas palabras de bienvenida a la promoción, manifestó que naturalmente 
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esta era la casa de todos; el catedrático Enrique Outerelo hizo una brillante pre-
sentación curricular de la licenciatura, que comenzó formando parte de la licen-
ciatura de Filosofía, después se independizó pasando a ser licenciatura en Cien-
cias Exactas y posteriormente licenciatura en Matemáticas, siendo esta promoción 
una de las primeras;  la licenciatura en Matemáticas, de cinco años, incluyó im-
portantes cambios para adecuarse a la matemática moderna que ha ido desarro-
llándose y dando lugar a los planes sucesivos que fueron presentados. Se solicitó, 
dado el interés de la exposición, que se hiciera una publicación de estos aspectos. 
Una visita a las dependencias de la Facultad completó esta parte. 

De una forma sencilla, se destacó, sin otorgarse ningún protagonismo, cómo la 
promoción desde las distintas perspectivas había contribuido a su compromiso 
con la sociedad, principalmente en aspectos de la enseñanza, investigación y apli-
cación de conocimientos. 

Posteriormente tuvo lugar una comida en la misma universidad en medio de un 
ambiente festivo dentro de un intercambio de experiencias, conviniendo reunirse 
de manera periódica, al menos una vez al año.

Angel Diaz de la Cebosa y Gonzalo Calero Rosillo 
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Conferencias sobre “Educación Matemática” 

El pasado mes de Mayo se cerró el ciclo de conferencias-mesas redondas que so-
bre Educación Matemática se han dictado-celebrado los últimos viernes de cada 
mes a lo largo del curso académico 2000/2001. 

Estas Conferencias-Mesas redondas, se enmarcan dentro de las actividades que la 
Facultad de CC. Matemáticas de la U.C.M. programa para la obtención del título 
de “Experto en Educación Matemática”. 

Se concibieron como una tarea de dos horas de duración. Durante la primera hora, 
profesores con experiencia constatada en el tema a tratar durante la sesión expu-
sieron sus puntos de vista (con frecuencia contrapuestos) sobre el mismo, al obje-
to de  centrar la discusión y el debate posterior. 

Los temas tratados fueron: 

– Educación matemática y LOGSE 
– El currículo de la E. S. O. y del Bachillerato. 
– Afectividad y Educación Matemática. 
– La Facultad de Matemáticas y la formación de profesores de Matemáticas. 
– Educación Matemática y nuevas tecnologías. 
– La evaluación en Educación Matemática. 
– La Educación Matemática y la Enseñanza Universitaria. 
– La Educación Matemática en la U. E.: Alemania, Francia y el Reino Unido 

La segunda hora, siempre de modo flexible, se pensó como un foro en el que los 
profesores asistentes pudiesen intervenir aportando sus experiencias, sus puntos 
de vista, sus dificultades o simplemente sus acuerdos o desacuerdos con los    
ponentes.

A lo largo de las sesiones fueron saliendo a la luz los distintos problemas con los 
que se encuentran a diario los profesionales de la Educación en el tramo de Se-
cundaria,  sobre todo en la E. S. O. De este modo: 
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La nueva forma de entender la Educación; el miedo (¡) a que esa educación para 
todos se convierta en educación para nadie, al menos en los centros públicos. 

La dificultad de realizar una enseñanza comprensiva. Cuando los porcentajes de 
objetores escolares son tan elevados, ¿cómo establecer los niveles de aula? 

El peso de la diversidad, la utopía de las adaptaciones curriculares,.. 

¿Cómo realizar una evaluación, verdaderamente significativa, de las capacidades 
de los alumnos? 

El engaño de la promoción de curso 
…..................................................... 
…..................................................... 

Fueron puntos en los que los profesores asistentes reincidían mes a mes. 

La afluencia de Profesores de Secundaria y de alumnos de Metodología a estas 
conferencias ha sido la razón por la cual dicho ciclo ha vuelto a ser programado 
para el presente año académico. 

Los temas a debate durante el presente curso son los que aparecen en el siguiente 
anuncio.

Laura Molleda 
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Ciclo de Conferencias sobre 
“Educación Matemática”

“LOS AGENTES DE LA EDUCACION SECUNDARIA” (Curso 2001/02) 

26 de octubre: LOS ALUMNOS. Conferenciantes: Angel Arrabal y Carlos Cabe-
llo, profesores del I.E.S. “Miguel Servet” de Madrid y autores de los libros “Ado-
lescentes de un barrio” (1992) y “De Mafalda a los Simpson” (2001) 

23 de noviembre: LOS LIBROS DE TEXTO. Conferenciante: Jose Colera, cate-
drático de Educación Secundaria y autor de libros de texto de Matemáticas 

11 de enero: LOS PROFESORES. Debate sobre cuál debe ser la formación más 
adecuada para un profesor de Secundaria. Ponentes por determinar. 

25 de enero: LAS ASOCIACIONES DE PADRES DE ALUMNOS. Debate so-
bre la incidencia que tienen en la Educación Secundaria los padres de los alumnos 
y las asociaciones de padres. Ponentes por determinar. 

22 de febrero: LAS LEYES I: LA FORMACION PROFESIONAL 

22 de marzo: LAS LEYES II: REVALIDAS / PRUEBAS DE ACCESO A LA 
UNIVERSIDAD 

26 de abril: LAS ASIGNATURAS: MATEMATICAS I y II. INICIACION A 
LA DEMOSTRACION MATEMATICA. 

24 de mayo: LAS ASIGNATURAS: MATEMATICAS APLICADAS 

Para más información sobre este ciclo o sobre el título de Experto en Educación 
Matemática puede consultarse la dirección:  http://www.mat.ucm.es.

Profesoras coordinadoras del ciclo de conferencias: Raquel Mallavibarrena y Lau-
ra Molleda

Direcciones de correo electrónico: Raquel_Mallavibarrena@mat.ucm.es y 
Laura_Molleda@mat.ucm.es
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Integración de las Nuevas Tecnologías
en la clase de Matemáticas. Algunas
notas sobre modas, uso y mal uso1

Eugenio Roanes Lozano 
Facultad de Educación, Universidad Complutense de Madrid 

eroanes@eucmos.sim.ucm.es 

Abstract

This article is a summary of the author’s opinions about “fashions” in 
technology and the use and misuse of technology in our society (specially in 
the teaching process). Some historic notes and several remarks about inter-
esting pieces of software and addresses in the web are given along the text.  

1  De tecnología y sociedad 

Soy un enamorado del ferrocarril. Y de los ferrocarriles abandonados en particular 
(esta es una rama de lo que técnicamente se denomina “Arqueología Industrial”). 
Es un apasionante hobby que permite ejemplificar ante la novia, esposa o amigo/a 
como sacar de un barrizal el automóvil (no 4x4) con ayuda de piedras y ramas o 
de como guiarse por la posición del sol para regresar al coche. Estas demostracio-
nes prácticas de las habilidades adquiridas permiten además intercalar alguna 
aventura sobre la etapa militar de la vida, gozo añadido para los oídos del acom-
pañante al placer de la contemplación de los restos del ferrocarril abandonado en 
cuestión. Para el lector no advertido comentaremos que en España hay miles de 
kilómetros de líneas de ferrocarril abandonadas, algunas de las cuales se están 

————
1 Primera parte de la conferencia inaugural del Encuentro-Seminario sobre el entrenamiento 

tecnológico: aprendizaje matemático en la red, pronunciada en el CPR de Zafra (Badajoz) el 4 de 
Noviembre de 2000. Dentro del §2.4 se realizó una presentación de las posibilidades de los sistemas 
informáticos Maple y The Geometer’s Sketchpad y de las calculadoras TI-92 y 89. 
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empezando ahora a recuperar parcialmente como “vías verdes”2 (esto es, pistas o 
senderos para ser recorridos en bicicleta, silla de ruedas, a pie o a caballo). Es un 
final relativamente triste para muchas líneas, construidas con gran esfuerzo y 
abandonadas3 muchas de un modo sorprendente4, pero final5, mejor en todo caso 
que el olvido y el cultivo de champiñones6.

El hobby de recorrer y fotografiar estas líneas data en mi caso de hace bastan-
tes años, para desesperación de mi mujer, que, incomprensiblemente, prefiere ver 
museos de pintura o campos sin ferrocarril. Como las proximidades de los que 
fueron estos trazados suelen estar bastante desiertos7, mis progenitores me regala-
ron, cuando se hicieron más o menos asequibles8, allá por el año 1994, un teléfo-
no móvil. Se trataba de la primera generación “compacta”, esto es, de modelos 
autónomos que no necesitaban de una especie de emisora-maletín auxiliar. No 
obstante, mis amigos lo veían un poco “raro”, caro e inútil. Uno en particular, 
siempre me decía que “para que lo quería”, que parecía un fontanero. La verdad 
es que nunca decía que parecía un ejecutivo. Acabo de cambiar este demodado 

————
2 Véase: www.ffe.es/viasverdes/viasverdes.html 
3 Algunas justo antes de ser inauguradas y con la infraestructura (explanaciones, túneles, puen-

tes,...) parcial o totalmente acabada y en algunos casos incluso con las vías ya tendidas en grandes 
tramos. La razón fue una nefasta condición del Banco Mundial para conceder un préstamo a Renfe 
al comienzo de la dieselización, que consideraba esas líneas como deficitarias. Por Extremadura 
pasan dos de ellas (Calera y Chozas-Villanueva de la Serena –llegó a estar tendida la vía entre Vi-
llanueva de la Serena y Logrosán- y Jerez de los Caballeros–Villanueva del Fresno).  

4 Por ejemplo para ir de Murcia a Almería hay que subir ahora hasta Alcázar de San Juan (no 
lejos de Toledo), cuando existía una línea directa por Baza y Guadix (véase la página de la asocia-
ción de amigos del ferrocarril de Almería: www.asafal.com). Muchos pensamos que debe existir 
tráfico en ese eje cuando existe una autovía que une estas capitales de provincia. La lista de ejem-
plos sangrantes (Canfranc, Huelva-Ayamonte, Santander-Mediterráneo,...), cada uno con sus pecu-
liaridades, es interminable.  

5 Algunas están en fase de recuperación parcial. Por ejemplo, desde el pueblo de Rio Tinto (en 
Huelva) se puede viajar en parte del antiguo ferrocarril minero, rehabilitado parcialmente para uso 
turístico. Lo mismo tratan de hacer con el cercano de Tharsis, clausurado el último día de 1999. 

6 Este es el destino de muchos túneles en líneas de ferrocarril abandonadas. Considerando el 
precio de perforación de un metro de túnel, deben ser de los alimentos con un valor añadido más 
elevado. 

7 Extrañamente, lo que abunda en las proximidades de los pasos elevados de carretera sobre 
vías abandonadas son las neveras, lavadoras y escombros.  

8 Se entiende que para una familia que vive exclusivamente de sueldos de funcionario, esto es, 
que no nada en la abundancia. 
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móvil (“el ladrillo” para los amigos) por uno nuevo. Yo quiero (más aún, necesi-
to) tener móvil para llamar brevemente cuando estoy fuera de casa o para una 
emergencia. De hecho me siento incómodo cuando olvido mi móvil y viajo.  

Mi amigo, el citado más arriba, que por cierto ahora tiene una tienda de móvi-
les (y esto no es ni un chiste ni una licencia literaria), me cuenta que los “quin-
ceañeros” (creo que “teenagers” describe más precisamente la etapa a que me 
refiero) utilizan el móvil de otra forma. Lo moderno es que el teléfono (uno por 
hijo/a) lo paguen los progenitores, con el sano objetivo de tratar de tener localiza-
do al descendiente (los padres con hijos de esa edad han desistido por lo general 
de controlar a la prole). El/la infante abona las tarjetas prepago, que gasta casi 
exclusivamente en enviar mensajes escritos. Supongo que pronto se estudiarán los 
problemas que supone para los pulgares el estar continuamente tecleando sobre el 
pequeño teclado del móvil, como ocurrió hace tres lustros con los adictos al “cubo 
de Rubik”. Supongo que el lector iniciado sabrá que se pueden mandar gratuita-
mente mensajes escritos desde ciertas páginas de Internet9, lo que evita el incon-
veniente del incómodo teclado, aunque implica la disponibilidad de conexión.  

Hace unos años me sorprendió leer en los periódicos una noticia sobre una or-
den de un obispo italiano obligando a que el clero de su diócesis mantuviera apa-
gado el móvil durante las confesiones. Ya llevo dos años incluyendo en las ins-
trucciones de principio de curso que es obligatorio mantener apagados los móviles 
durante mis clases. 

Llamar a la televisión “caja tonta” creo que es ahora un halago. Hay un canal 
americano que me apasiona (sobre documentales)10. Pero en las cadenas españo-
las, especialmente sensibles al índice de audiencia, el entretenimiento para las 
distintas edades es completo. Varía desde las series de dibujos animados violen-
tas11 12; largos “culebrones” con magníficos actores y mejores guiones; programas 
————

9 Por ejemplo www.terra.es/sms/  
10 A muchos “teenagers” les suena este canal por una canción “disco” cuyo estribillo es “let’s 

do it like they do it on the Discovery Channel” (“hagámoslo como lo hacen en el Discovery Chan-
nel” –los animales, se entiende–). Ya se pueden suponer a lo que se refieren. 

11 Hace poco se cometió un asesinato múltiple con una “katana”. En la España atrasada y rural 
de los ’50 se empleaban para las riñas objetos cortantes más tradicionales pero vulgares como nava-
jas, hoces o escopetas de caza, no espadas de otras culturas. Debe ser uno de los efectos de la globa-
lización.  
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en los que se encierra a unas personas en una casa en la que conviven las 24 horas 
y en los cuales se puedan seguir conversaciones profundas e interesantes; así co-
mo programas en los cuales se nos informa con todo lujo de detalles de las ejem-
plificantes vidas y en especial las relaciones pasionales (y parece ser que apasio-
nantes para muchos) de los llamados “famosos”. Finalmente en los concursos 
cada vez se sustituyen más las preguntas por “pruebas” absurdas en las que hay 
que demostrar una “habilidad”13.

Además, si la programación en los distintos canales no es suficientemente 
buena (por ejemplo han programado una película de John Ford o algún otro “tío 
rollo” en aburrido blanco y negro fuera de su horario habitual, esto es, bien entra-
da la madrugada), siempre queda el recurso de la video-consola, en la cual se 
puede dedicar el usuario al edificante entretenimiento de exterminar violentamen-
te a algunos seres vivos locales o alienígenas14.

Hay dos sensaciones en la vida que me hacen sentirme un poco nervioso. Una 
la de vivir algo que parece que ya has vivido (soy escéptico para casi todo, por 
ejemplo para admitir la existencia de los viajes astrales15) y otra la de sentirte fue-
ra de la conversación en la que estoy participando, como si fuera un espectador 
externo16. Esto me pasó hace pocos días cuando me encontré en el coche hablando 
a mi primo de 16 años sobre los inconvenientes del alcohol y el tabaco (disminu-
ción obvia del rendimiento físico e intelectual). Por mi experiencia como profesor 
creo que esto lo ven mas próximo que una enfermedad a largo plazo, aunque lo 

————
12 Mientras, desde España exportamos a muchos países dos simpáticos personajes: los detecti-

ves españoles más conocidos internacionalmente (www.mortadeloyfilemon.com). 
13 No estoy seguro cual es la explicación de esto. Dudo entre dos opciones. Una es que si se 

hace una pregunta, el espectador reconoce internamente inmediatamente si la conoce o no, lo que le 
molesta en caso negativo. Sin embargo, si es una prueba, como no va a reproducirla en casa, piensa 
que sería capaz de hacerlo al menos tan bien como el concursante. La otra es simplemente que es 
más divertido ver al concursante hacer el ridículo que apreciar su erudición.  

14 Según algunos esto descarga la agresividad. Según otros, algunos de estos juegos, como los 
de “rol”, pueden hacer confundir realidad y ficción a sujetos predispuestos. Y tenemos ejemplos 
recientes de juegos de “rol” con resultado de muerte real. Con la campaña para las presidenciales de 
EEUU del 2000 la violencia en los diversos medios de entretenimiento ha pasado a primer plano de 
la actualidad. 

15 Véase por ejemplo: T. Lobsang Rampa: El tercer ojo, Ediciones Destino, 1965. 
16 Giovanni Guareschi cita esta sensación en alguno de sus libros de la incomparable colección 

de Don Camilo y Peppone, en cierta ocasión en que Peppone lee un discurso.  
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último sea más grave. Por cierto, con “rendimiento intelectual” no me refería al 
escolar, sino a la brillantez verbal (dentro de lo que cabe) que se debe demostrar 
ante la pandilla. Y es que, aunque en ambos casos se ingiere alcohol, no es lo mis-
mo salir “pedo”17 del “botellón” del viernes (generalmente esto consiste en gran 
cantidad de cerveza seguida de varios “cubatas” y similares) que tomar un sorbete 
al cava.

Este año he tenido la oportunidad de viajar a Rusia. Tuve la suerte de ver una 
vivienda auténtica. Me sorprendieron dos cosas fundamentalmente: lo destartala-
do (por decir algo) de las zonas comunes (parece ser que el equivalente a la “ley 
de propiedad horizontal” no está muy perfeccionado) y la buena biblioteca de la 
casa18, especialmente si se compara con el nivel de vida que se deducía del mobi-
liario y los enseres en general. Ambas cosas parecen ser comunes allí. Segura-
mente el intervencionismo a nivel gubernamental en ciertos aspectos (por ejemplo 
la subvención de la cultura: libros, obras de teatro, conciertos...) es bueno. Espe-
cialmente en tiempos de bonanza económica. Por supuesto no me refiero a otros 
tipos de intervencionismo que coarten la libertad individual. 

¿Será esto ya la decadencia de la cultura occidental o simplemente un episodio 
pasajero? Ya se sabe que hay que conocer la historia para no caer en los mismos 
errores. Fatalmente una descripción en dos o tres líneas de nuestra sociedad actual 
se parece a la breve justificación que me dieron cuando cursaba segundo de BUP 
de la caída del Imperio Romano. Pero quizás todo sea cierto pesimismo familiar y 
que me estoy volviendo viejo prematuramente... 

————
17 Por si no tiene hijos o contrincantes en el tenis, futbol,... “en la edad”, esta expresión, como 

la también malsonante “...que te cagas” es actualmente de uso habitual a ciertas edades. Comple-
mentan (y, aún peor, completan) junto con “mola”, “hostia”, “macho” y “tío/a”, el vocabulario de 
muchos de lo/as jóvenes españoles/as. Culmina esta amplia retórica la frase “salir a coger un pedo”, 
en la que sorprende fundamentalmente el objetivo último de la diversión nocturna. También es 
curiosa la forma de medir la diversión por lo avanzado de la hora de regreso.  

18 No sólo de clásicos rusos; también españoles, franceses, ingleses y alemanes traducidos al 
ruso.
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2  De tecnología y educación 

2.1  Un poco de historia  

Hace unos años el Ministerio realizo una experiencia global con la introducción 
masiva del lenguaje Logo19 en los colegios (Proyecto Atenea20). Sorprendente y 
lamentablemente, este proyecto, realmente exitoso desde mi punto de vista y el de 
muchos de los docentes que participaron en él, no ha tenido continuidad ni en el 
tiempo ni en el siguiente nivel educativo. En mi opinión hay dos factores para 
ello:

• se pusieron demasiadas esperanzas en el lenguaje Logo y sus “micromundos”. 
El lenguaje Logo es excelente para enseñar a programar y para introducir cier-
tos conceptos geométricos. Pero no lo es tanto para enseñar Historia del Arte, 
Religión, Gramática o Griego. 

• el Proyecto Atenea se implementó en una época en que se consideraba que 
todo el mundo debía aprender a programar21. Se trata de algo discutible, como 
el que aprender latín organiza la mente. Después se pasó a la fase en que se 
consideraba que todo el mundo debe saber simplemente ofimática22. Ahora es-
tamos en la fase en que es primordial que todo el mundo “sepa Internet”. Las 
modas mandan. No se si esto tendrá además que ver con la degeneración de los 
contenidos en los curricula. Siempre pensamos que se mejora la enseñanza, pe-
ro si se comparan los contenidos de los bachilleratos de los ’50 con los de BUP 

————
19 Se puede obtener abundante información sobre este lenguaje en la página de la Fundación 

Logo en el MIT el.www.media.mit.edu/groups/logo-foundation/. Además desde ella es posible 
descargar versiones gratuitas y de demostración de varios dialectos de Logo. Es particularmente 
recomendable MSWLogo (que, pese a su nombre, no está desarrollado por la empresa del sistema 
operativo más difundido). 

20 Las nuevas tendencias patrocinadas ahora desde el ministerio se pueden consultar en 
www.pntic.mec.es/descartes/Presentación.html y en el “link” al Proyecto Prometeo.  

21 No obstante el Proyecto Atenea no se enmarcaba en esa línea de pensamiento, pues incorpo-
raba ya también EAO, uso didáctico de paquetes y consideraba el apoyo a las necesidades educati-
vas especiales. 

22 Por cierto, muchos desconocen que existe una versión gratuita del procesador de textos más 
difundido, cuyo nombre no mencionaré, creada por una importantísima marca de ordenadores 
(www.sun.com/products/staroffice). Tambien existen versiones gratuitas del procesador científico 
de textos más difundido: TeX/LaTeX (veáse por ejemplo: www.miktex.org). 
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y estos con los actuales, la comparación es abrumadoramente negativa23. Y 
existían menos medios de apoyo. La situación no afecta del mismo modo a to-
dos los países. Por ejemplo en casi todos los países de nuestro entorno comuni-
tario existen pruebas similares a las antiguas “reválidas” y en EEUU se están 
aumentando los contenidos matemáticos en secundaria después de muchos 
años de degradación del sistema.  

En cualquier caso, en mi opinión, enseñar Logo en Primaria es todo un acierto. 

2.2  Sobre Internet (en general) 

Uno de los temas candentes cuando se escriben estas líneas es “saber Internet”. El 
bombardeo al respecto de anuncios de academias, cursos a distancia,... así como 
de posibles buscadores, accesos,... es constante en los medios de comunicación. 
Por cierto, me pregunto que querrán decir con “saber Internet”. Cuando he conta-
do a mis alumnos lo que considero interesante de Internet para la generalidad de 
la población:  

• saber manejar un paquete de correo electrónico 
• saber instalar uno de los dos navegadores típicos 
• saber navegar con destino conocido y desconocido (buscar información) 
• construir una página web con una herramienta cómoda ya conocida (por ejem-

plo un procesador de texto) 
• saber “colgar” una página web 
apenas se rellenan tres clases (incluyendo la práctica). Aprender a programar por 
ejemplo en Java no lo considero una necesidad general. 

Por otra parte, uno de los usos más frecuentes de Internet es erótico. Si no vean 
cualquier estadística de visitas a páginas con distintas opciones. La última que vi 
(ayer) sobre salvapantallas gratuitos tenía en su ranking a cierta socorrista de pla-
ya de físico exuberante como número uno. Claro que el “pan y circo” para la ple-
be romana no está muy alejado del “futbol y pelicula X” (la alimentación está ya 
asumida en nuestro entorno europeo). Pienso que, mientras el comercio electróni-
co no se generalice (para lo que tienen que solventarse temas de seguridad elec-
————

23 Existen interesantes trabajos al respecto, como por ejemplo la tesis de la profesora María Or-
tiz Vallejo, leída hace pocos años en la Universidad de Valladolid (sobre este proceso en Enseñanza 
Primaria). 
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trónica y psicológicos), no parece que acceder a Internet sea una necesidad diaria 
para el ciudadano medio. Evidentemente Internet es una fuente de recursos impre-
sionante, pero, ¿cuántas veces consulta al mes una enciclopedia o un diccionario 
un ciudadano medio?, o ¿cuántos billetes de avión o tren reserva mensualmen-
te?24. Creo que una vez más no soy el usuario standard: entro varias veces al día a 
ver mi correo electrónico y prefiero usar programas de correo electrónico en mo-
do texto (bajo Unix y VMS), como hacia con mi primer modem a 1200 baudios 
de principio de los 90. La razón es que así, al estar disponible el correo en el ser-
vidor, no en una cierta terminal, puedo consultarlo desde cualquier sitio en el 
mundo. Consulto páginas web para mi trabajo o simplemente busco información 
lúdica (vacaciones, trenes,...) bastante menos frecuentemente.  

En resumen, en mi opinión, debemos formar a todos los jóvenes para que tengan 
acceso a todo este nuevo mundo de posibilidades, pero no debemos caer en viejos 
errores: no todos los jóvenes serán diseñadores profesionales de “páginas web”.  

2.3  Sobre Internet como herramienta educativa 

La conectividad proporcionada por la red y el eficiente acceso a la información 
posibilita grandes cambios en el modelo educativo. 

2.3.1  Nuevas formas de impartir clase, atender al alumno, ofrecer informa-
ción...

Las consultas por correo electrónico posibilitan y facilitan la resolución de dudas 
y la cooperación entre alumnos. Además parece evidente la eficiencia de colocar 
información en la página web del profesor (hojas de problemas, apuntes, exáme-
nes de años anteriores,...). 

Las más sofisticadas posibilidades como la videoconferencia o la pizarra elec-
trónica permiten mantener en tele-educación la bidireccionalidad de la relación 
docente-alumno25. Haría incluso posible además la realización excepcional de 

————
24 Por cierto, direcciones como www.iberia.es, www.renfe.es, www.halcon-viajes.es,... son su-

mamente útiles.  
25 i es que alguna vez tenemos accesos a velocidad razonable en este país... 
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“clases globales” en la aldea global. En nuestro país han sido llevadas a cabo ex-
periencias en tele-docencia por parte de la UNED y la Universidad Abierta de 
Cataluña26.

Obviamente es difícil substituir la eficiencia de la clase presencial (retroali-
mentación hacia el profesor, contacto personal,...), pero desde luego es un com-
plemento excelente. Además hay casos (enfermedad del alumno, zonas con esca-
sísima densidad de población, incompatibilidad de horarios,...) en que puede ser la 
única posibilidad razonable.  

2.3.2  Obtención de información 

Citaremos sólo alguno de los muchos lugares donde se puede obtener información.  

Por ejemplo la European Mathematical Society ofrece el servicio The Euro-

pean Mathematical Information Service (EMIS)27 donde se pueden encontrar pu-
blicaciones, bases de datos, noticias, información sobre congresos,... Es similar a 
la web de la American Mathematical Society (AMS)28. Las sociedades matemáti-
cas españolas como la RSME o la Sociedad de Profesores de Matemáticas Puig 
Adam también ofrecen información al navegante29.

La Astronomía (como la Historia de las Matemáticas) es una disciplina que, 
afortunadamente, está renaciendo a nivel (al menos) de complemento de la clase 
de matemáticas. En la red existen páginas muy atrayentes e interesantes (y ase-
quibles para el no-profesional) como las de la NASA, el Instituto Astrofísico de 
Canarias y la Agrupación Astronómica de Madrid30.

Existen revistas disponibles (completas) en la red. Por ejemplo SAC Newslet-

ter31 es una revista de Algebra Computacional que contiene información para in-
vestigadores y profesores. 

————
26 www.uoc.es  
27 www.emis.de 
28 www.ams.org 
29 Respectivamente: rsme.uned.es/index.html y: www.cita.es/Sociedad_Puig_Adam/ 
30 Respectivamente: nasa.gov , www.iac.es y: www.iac.es/AA/AAM/AAM.html 
31 www.can.nl/SN3/ 
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Para los aficionados a los problemas o para usar los mismos como recurso do-
cente, hay páginas web que son una fuente casi inagotable. Por citar algunas, la 
página personal de John Scholes32 contiene grandes colecciones de problemas. En 
particular una de las colecciones33 recoge la totalidad de los problemas propuestos 
en las Olimpiadas Matemáticas Internacionales (IMO) e incluye soluciones. Otro 
página en esta línea es la de la revista Crux Mathematicorum34

Se puede encontrar información sobre software matemático a traves de los 
buscadores generales (por ejemplo Yahoo/Science/Software). Y existen páginas 
específicas dedicadas a ofrecer software (freeware o shareware) para descargar 
que incluyen apartados sobre lenguajes y sobre educación35.

No acabaremos esta sección sin mencionar la página del CSIC36, con abundan-
te información bibliográfica y sobre cursos, conferencias,... 

2.3.3  Otras posibilidades: actualización del profesorado 

Obviamente existen muchas otras posibilidades como la actualización del profe-
sorado a distancia. Este es un ejemplo peculiar a la vez que muy interesante, por 
la evidente dispersión del profesorado, que tiene que cubrir todo el territorio. El 
Proyecto de Nuevas Tecnologías del MEC ofrece en su página web abundante 
información (sobre concursos, software,...)37.

2.4  Software para Enseñanza Secundaria y Bachillerato 

Hay dos tipos de software especialmente indicados para la enseñanza de las Ma-
temáticas en Secundaria y Bachillerato: los Sistemas de Cómputo Algebraico 
(SCA) y los Sistemas de Geometría Dinámica (SGD).  

————
32 www.kalva.demon.co.uk 
33 www.kalva.demon.co.uk/imo.html 
34 west.camel.math.ca/CMS/CRUX 
35 Hay muchas de estas. Una es: www.downloadsafari.com 
36 www.csic.es 
37 www.pntic.mec.es 
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Los SCA mas conocidos son posiblemente Derive38, Maple39 y Mathematica40,
aunque hay otros muchos (MuPad41, Axiom, Reduce, CoCoA...). Sus dos caracte-
rísticas esenciales son  

• Trabajar en aritmética exacta: no aproxima (no usa las aproximaciones típicas 
de coma flotante). Por ejemplo la solución de sumar 1/2+1/3 es 5/6 y la de 
multiplicar √2⋅√3 es √6 (como haríamos en Matemáticas, no como con una 
calculadora usual). 

• Manejar variables sin asignación. Por ejemplo 3⋅x+x+x se simplifica a 5⋅x o el 
seno(2⋅α) se expande como 2⋅seno(α)⋅coseno(α), sin que haya que especificar 
valores para x o α (esto es, puede manejar “fórmulas”). 

Estos programas tienen por supuesto muchísimas otras posibilidades; desde repre-
sentar una función hasta resolver algebraicamente un sistema no lineal de ecua-
ciones o una ecuación diferencial.  

Si simplemente se desea representar curvas y superficies, existen también ex-
celentes programas como DPGraph42 (que además es francamente económico). 

Los SGD43 más conocidos son Cabri Geometry44, The Geometer's Sketchpad45

y Cinderella46, aunque existen otros gratuitos como Dr. Geo47 o Wingeom48. Estos 
programas son similares a los de dibujo asistido por ordenador, pero están orien-
tados hacia la Geometría de la regla y el compás. Los resultados son excelentes a 

————
38 Softwarehouse, la empresa creadora de Derive, ha sido recientemente adquirida por Texas 

Instruments. Se puede encontrar información en y “bajar” una versión “demo” de 
www.ti.com/calc/docs/derive5.htm  

39 Se puede encontrar información y una versión de demostración en www.maplesoft.com 
40 Home page: www.wolfram.com  
41 Similar a los anteriores y desarrollado en la Universidad de Paderborn (Alemania). Su ver-

sión “Light” es gratuita para estudiantes y profesores. Véase www.mupad.de 
42 Home page: www.dpgraph.com 
43 Se pueden encontrar información en forum.swarthmore.edu/dynamic.html  
44 Este es otro producto de Texas Instruments. Se puede “bajar” una “demo” de 

www.ti.com/calc/docs/downloads.htm 
45 Se puede encontrar información y “bajar” un “demo” de la página 

www.keypress.com/sketchpad/index.html 
46 Comercializado por Springer-Verlag, se puede “bajar” una “demo” de www.cinderella.de  
47 www.gnu.org/software/dr_geo/ 
48 math.exeter.edu/rparris/ 
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todos los niveles (interés del alumno en comparación con el método tradicional, 
calidad de la figura, posibilidad de realizar cambios...). En entornos “comercia-
les”, por ejemplo en Arquitectura, los delineantes “de Rotring” han desaparecido 
prácticamente, al igual que las calculadoras jubilaron a los contables “clásicos” (y a 
las tablas de logaritmos). No obstante, los enseñantes de Matemáticas parecemos 
más apegados a la pizarra y al compás que los delineantes al pupitre de dibujo.  

La calculadora simbólica TI-92 de Texas Instruments incluye un SCA y un 
SGD. En EEUU es muy frecuente el uso de calculadoras gráficas y comienza a 
serlo el de las simbólicas, tanto en secundaria como en “college”. Ello está pro-
movido por la mentalidad americana de que ni el centro ni el estado proporcionan 
todos los medios. Por ejemplo en institutos no es frecuente que haya buenas aulas 
informáticas y las matrículas en universidad son caras, no como en España, donde 
no cubren más que una pequeña parte del precio real del puesto de estudio (ello 
hace que los estudiantes realmente estén interesados en estudiar). El que aquí se 
vendan relativamente pocas calculadoras gráfica y simbólicas no es un factor de 
nivel económico, pues por ejemplo aquí las ventas de video-consolas si son altas. 

Países como Austria o Francia se han decantado por una compra global para 
sus centros de enseñanza secundaria de Derive y Maple (respectivamente). Otros 
países de nuestro entorno, como Holanda o Portugal llevan a cabo experiencias 
coordinadas por los responsables estatales y bastante generales. Aparte de formar 
en el uso de paquetes de ofimática o en la navegación por Internet -cosas, por otra 
parte, bastante sencillas de aprender-, es necesario aprovechar el software mate-
mático para la enseñanza de las Matemáticas. Mientras, en España, la experimen-
tación se limita a experiencias localizadas y aisladas49. Este es un tren que, lamen-
tablemente, creo que estamos perdiendo.  

En España sí se han adoptado a nivel universitario (por ejemplo la Universidad 
Complutense de Madrid, Universidad Politécnica de Madrid,... tienen licencias 
“de campus” de Maple, esto es, para todos los ordenadores de la universidad). 
También los proyectores para ordenador (“cañones”), que permiten al profesor 

————
49 Véase por ejemplo: Burrel, Cabezas, Roanes y Roanes: A Survey on the Use of Computer Al-

gebra in Spain in Relationship to Its Secondary School System, Zentralblatt für Didaktik der Mat-
hematik (ZDM), 97/5, 1997 (pp. 149-154).  
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explicar en la pizarra y/o proyectar lo que aparece en la pantalla de su ordenador, 
empiezan a ser frecuentes en universidad (desafortunadamente no en secundaria).  

Entiendo que en enseñanza no-universitaria, la situación ideal sería introducir, 
de modo general, en primaria 
• manejo básico de un ordenador y un sistema operativo con ventanas. 
• Logo (rudimentos de programación)  
• acceso a Internet  
y ofrecer a nivel de ESO y Bachillerato. 
• manejo intermedio de un ordenador y un sistema operativo con ventanas. 
• SCA, SGD y algún paquete de Estadística como auxiliares de la clase de Ma-

temáticas y Física  
• manejo de Procesadores de Texto, Bases de Datos y Hojas de Cálculo 
• programación en Pascal o C (o alguno de sus dialectos para un entorno con 

ventanas)
• diseño de páginas web.  
Subrayo el que se especifica en el segundo bloque “ofrecer”. Entiendo que este 
tipo de enseñanzas no deben ser obligatorias. No considero interesante para un 
futuro matemático estudiar varios años de latín y griego ni para un futuro especia-
lista en filología hebrea el conocer a fondo C++. No obstante, este tipo de asigna-
turas suele tener en la actualidad una aceptación masiva.  

El papel de auxiliar de los SCA y SGD y los paquetes de Estadística en clase 
de Matemáticas y Física sí parece obligado (si se tienen que estudiar estas asigna-
turas). Una razón importante es que parece estar generalmente aceptado que el 
incluir los SCA como auxiliares es muy beneficioso para los peores alumnos 
(Principio del Andamio de Bernhard Kutzler50).

2.5  Metodología 

Un problema evidente de la incorporación de las calculadoras a la vida diaria es la 
pérdida de agilidad en el cálculo mental. Pero nadie pensaría en prohibir el uso de 

————
50 Véase por ejemplo: Kutzler: El impacto de DERIVE en la enseñanza y evaluación de Mate-

máticas, Delta (revista de la Asociación Española de Usuarios de Derive), núm .1, 1997 (pp. 11-23). 
La página de la asociación española de usuarios de Derive es www.upv.es/derive/  
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automóviles “para que no se atrofien las piernas de los conductores”. Lo que hay 
que hacer es educar en una cultura del deporte y para que no se utilice el coche 
para trayectos cortos. Análogamente, una calculadora, un SCA o un SGD no se 
debe usar para un problema inmediato. Se deben (y, en mi opinión, se tienen que) 
usar, por ejemplo, cuando la laboriosidad del problema sea grande o cuando sea 
necesario resolver un problema del que se desconocen los algoritmos para resol-
ver un paso secundario51. No obstante, la complejidad de este punto lo hace mere-
cedor de un análisis más exhaustivo.  

2.6  El “libro electrónico” 

A mi modo de ver, la Enseñanza Asistida por Ordenador (EAO) fue un fracaso. 
Se trataba de sustituir al profesor. Y es prácticamente imposible prever de ante-
mano todas las posibles reacciones, fallos, dudas,... que se puede presentar o se le 
pueden presentar al alumno. Lo que si es fácilmente mejorable es el libro en so-
porte clásico (papel) con el libro electrónico. Las, en mi opinión, dos grandes ven-
tajas son 

Los enlaces (“hyperlinks”), que permiten por ejemplo saltar a la siguiente 
cuestión o pedir una aclaración de un tema anterior sin pérdida de tiempo. 
La generación aleatoria de ejercicios, que posibilita el que el autor genere 
“clases” de ejercicios en lugar de ejercicios “fijos”. Así el alumno encuentra 
cada vez que arranca el tema nuevos ejercicios y, más importante aún, el 
alumno menos aventajado puede practicar en más ejemplos. Además el siste-
ma es capaz de resolver el ejercicio particular si el alumno lo solicita.  

Lo mejor es que las “hojas de trabajo” (“worksheets”) de algunos sistemas de 
cómputo algebraico (como Maple) tienen ya estas posibilidades.  

3  Epílogo

No se ha restringido este escrito a contemplar cuestiones técnicas. Pero no siem-
pre tiene uno ocasión de hablar, como aquí, incluyendo notas sobre temas genera-

————
51 Un ejemplo típico sería calcular la medida de la arista de un cubo, de modo que su volumen 

sea 10m3. Actualmente prácticamente nadie conoce el algoritmo de cálculo de la raíz cúbica. 
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les. Muchas gracias a todos en general y, en particular a los profesores Justo Ca-
bezas (IES Rodríguez-Moñino, Badajoz) y Andrés Nuñez (CPR de Zafra)52.

————
52 Casualmente, poco después de ser impartida esta conferencia, se publica el número de No-

viembre de 2000 de la revista Vía Libre (editada por la Fundación de los Ferrocarriles Españoles), 
que recoge la posible reapertura (o reconstrucción) de las líneas Huelva-Ayamonte y Canfranc 
(mencionadas en la cita al pie 4).  
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Reflexiones sobre geometría métrica en el espacio 
Un enfoque distinto para tres problemas clásicos 

Juan Carlos Cortés López
I.E.S. Bonifacio Sotos de Casas Ibáñez (Albacete) 

Gema Calbo Sanjuán
I.E.S. Fernando de los Ríos de Quintanar del Rey (Cuenca) 

Abstract

We propose a different approach to standard way in order to study several 
selected aspects of metric geometry in three dimensions, which are devel-
oped in the course 2º B.C.N.S. We think that the study we propose is richer 
than standard approach because it gets to relation every studied aspect in 
that educational level which are usually presented in an unconnected way, 
such as it happens with Analysis and Geometric parts.

1  Cálculo del punto simétrico respecto de un plano y respecto de una recta

Dos de las actividades estándar en 2º B.C.N.S. dentro del bloque temático de 
Geometría, más concretamente en el estudio métrico de rectas y planos en el es-
pacio, son el cálculo del punto simétrico respecto de un plano y el cálculo del 
punto simétrico respecto de una recta (véase pág. 172 de [1]). 

Lo que sigue de este apartado propone un método distinto al usual para resol-
ver estos problemas, y pensamos que su riqueza estriba en que estimula un aspec-
to (creemos muy interesante y poco explotado en la práctica) relativo al significa-
do geométrico del parámetro que involucra cualquier ecuación de tipo vectorial o 
paramétrica, tanto de la recta como del plano. Más aún, el método propuesto eco-
nomiza los cálculos a realizar respecto del método estándar. 

Brevemente, dado un plano 0AzAyAxA: 4321 =+++  y un punto 
P(p1,p2,p3) exterior a , para calcular el punto simétrico Q de P respecto de π, se 
procede de forma usual como sigue (para la idea geométrica ver la figura 1 y 
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cualquier texto de Matemáticas de C.O.U. ó 2º Bachillerato Logse de las opciones 
científica-tecnológica. Véase por ejemplo, pág. 172 de [1]): 

Paso 1.- Se calcula la recta r perpendicular al plano π y que pasa por el punto P: 

+=

+=

+=

33

22

11

Apz

Apy

Apx

:r    (1) 

donde se ha usado que el vector director de r, r , es el normal o perpendicular al 
plano π, ( )321 A,A,An , es decir, ( )321 A,A,Ar .

Paso 2.- Se calcula el punto de corte M(m1,m2,m3) entre la recta r y el plano π.
Para ello se resuelve el sistema de ecuaciones lineales (S.E.L.) formado por las 
ecuaciones de la recta y la ecuación del plano, obteniendo: 

A1( 11 Ap + )+A2( 22 Ap + )+A3( 33 Ap + )+A4 = 0 

y a partir de esta última ecuación calculamos el λ adecuado: 

λM = -(A1p1+A2p2+A3p3+A4)/(
2
3

2
2

2
1 AAA ++ )   (2) 

que sustituido en la ecuación de la recta r nos determina el punto M de intersec-
ción:

mi = pi+λMAi, (1 )3i ≤≤

Paso 3.- Ahora usando que M(m1,m2,m3) es el punto medio entre P y Q (por ser Q 
el simétrico del punto P respecto del plano π), se plantea el S.E.L. cuyas incógni-
tas son q1,q2,q3:

(pi+qi)/2 = mi ,  (1 )3i ≤≤    (3) 

Sin embargo, observemos que podemos abreviar el proceso, evitando resolver el 
último S.E.L. (3). Para ello notemos que por simetría si M se obtiene poniendo: 

λM = -(A1p1+A2p2+A3p3+A4)/(
2
3

2
2

2
1 AAA ++ )
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en la ecuación (1) de la recta r, entonces Q se obtendrá doblando este valor del 
parámetro λM, es decir, 2λM (ver figura 1). 

Figura 1.- Sobre el cálculo del punto simétrico respecto de un plano.

Esta técnica subraya y concentra la atención del alumno en el significado geomé-
trico de la variación del parámetro λ: al variar λ en todos los números reales va-
mos recorriendo toda la recta r. A partir de la ecuación (1), tomamos P(p1,p2,p3)
como punto de referencia de este movimiento (λ=0) y al variar λ en los reales, 
según sea λ>0 ó λ<0, nos desplazaremos sobre la recta  hacia un lado u otro del 
punto P. 

Ejemplo 1 (véase pág. 172 de [1], para contrastar la técnica utilizada) 

Calculemos el punto simétrico Q del punto P(1,0,1) respecto del plano 
1zyx: =+− .Calculamos la recta r que pasa por P y es perpendicular a π:

+=

−=

+=

1z

y

1x

:r

P ( =0) 

Q ( = 2 M)

M ( = M)



51

Calculamos el valor de λ que determina el punto M de corte entre r y π:

(1+λ)-(-λ)+(1+λ) =1 λ= -1/3 

luego el punto simétrico Q buscado, corresponderá al valor duplicado del λ ante-
rior, esto es, λ= -2/3, así: 

Q(1+(-2/3),-(-2/3),1+(-2/3)) = (1/3,2/3,1/3) 

La resolución del problema del cálculo del punto simétrico respecto de una recta 
admite un tratamiento análogo por esta técnica. Proponemos al lector interesado 
que la implemente con el siguiente ejercicio, contrastando el proceso con el usual: 

Ejemplo 2

Calcular el punto simétrico Q del punto P(-3,1,-7) respecto de la recta 

2

1z

2

3y

2

1x
:r

+
=

−
=

+
. Solución: Q(-3,3,-3). (Extraido de la pág. 172 de [1]). 

2 Uso de funciones derivables y sus propiedades en el análisis de fórmulas 
geométricas

El estudio de la Geometría Métrica en general, y de la propia de cualquier pro-
gramación didáctica de 2º B.C.N.S. en particular, exige, el uso de numerosas fór-
mulas, tras un proceso previo dedicado a la deducción de las mismas. Ciertamente 
cuando el alumno se sumerge en la aplicación sistemática de las fórmulas suelen 
presentarse preguntas del tipo: 

P.1.- ¿La fórmula del área de un triángulo de lados a,b,c y ángulos A,B,C es 

Csina
2

1
S = ?.

ó

P.2.- Cuando aplicamos la fórmula que nos da la distancia d(r,s) entre dos rectas r 
y s que se cruzan, (véase pág. 203 de [6]): 
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( ) sr/s,r,BAdet)s,r(d sr ×=    (4) 

siendo Ar y Bs puntos de paso de las rectas r y s respectivamente, y r  y s  vecto-
res directores de r y s respectivamente, ¿da lo mismo los puntos Ar y Bs que to-
memos?. 

Respecto a la primera pregunta comprendemos que la infinidad de fórmulas 
existentes para determinar el área de un triángulo provoque confusión al recordar-
las, pero el error que se comete es grave, desde el punto de vista, que implícita-
mente, conlleva una falta de atención y de congruencia muy importante respecto 
de la dimensionalidad de la fórmula, ya que, (1/2)a sin C es una medida unidi-
mensional, por lo que no puede representar nunca la medida de un área. Creemos 
que, enfatizar en el estudio de la dimensionalidad de las fórmulas es importante, 
al menos,  para auto-reconocer errores graves de este tipo, tanto en la asignatura 
de Matemáticas, como en otras áreas donde se trabaja de modo específico, las 
unidades de medida, como Física. Pero, concentremos nuestra atención en la se-
gunda cuestión, que es, en este trabajo la que más nos interesa. En primer lugar, 
señalemos que se trata de una duda aceptable, por lo menos, si el alumno la plan-
tea tras haber interpretado geométricamente la fórmula. Más concretamente, si 
fijamos los datos Ar, r  y s , entonces (véase figura 2) la intuición gráfica nos 
puede inducir a pensar que el resultado de d(r,s) depende del punto Bs ó sB′  que 

tomemos, ya que, los vectores sr BA  y sr BA ′  son distintos, mientras que el resto 
de los elementos de la expresión (4) permanecen iguales. 

Figura 2.- Sobre la distancia de dos rectas que se cruzan

Ar

Br

sB′

r

s

r

s
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Ante esta pregunta podemos justificar de varias formas que en realidad d(r,s) 
es independiente del punto Bs ó sB′  de s que tomemos: repasando la propia de-
mostración de la fórmula (4) o sustituyendo en la expresión (4) la representación 
de cualquier punto de la recta s a partir de su expresión paramétrica y luego apli-
cando las propiedades de los determinantes. Proponemos aquí un camino cierta-
mente más largo, pero mucho más rico para que el alumno justifique la respuesta 
a esta interesante pregunta. 

Para ello empecemos señalando a los alumnos que el concepto de determinante 
que ellos conocen como un número asociado a una matriz para caracterizar su 
invertibilidad, puede generalizarse y extenderse tomando por entradas en lugar de 
números, funciones: 

)x(g)x(g)x(g

)x(g)x(g)x(g

)x(g)x(g)x(g

)x(G
)x(c)x(c

)x(c)x(c
)x(E

333231

232221

131211

2221

1211 ==

y que si se suponen, por ejemplo, gij(x) 3j,i1 ≤≤  funciones derivables en un in-

tervalo común ] [b,a , G(x) será derivable en ] [b,a , ya que, en realidad si se desa-
rrolla el determinante que define G(x), se trata de productos y sumas de las fun-
ciones gij(x) derivables. Más aún, es sencillo que lleguen : 

)x(c)x(c

)x(c)x(c

)x(c)x(c

)x(c)x(c
)x(E

2221

1211

2221

1211

′′
+

′′
=′

=′ )x(G

)x(g)x(g)x(g

)x(g)x(g)x(g

)x(g)x(g)x(g

333231

232221

131211 ′′′

+

)x(g)x(g)x(g

)x(g)x(g)x(g

)x(g)x(g)x(g

333231

232221

131211

′′′ +

)x(g)x(g)x(g

)x(g)x(g)x(g

)x(g)x(g)x(g

333231

232221

131211

′′′

+  (5) 
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En el contexto de la segunda cuestión geométrica, fijemos los datos 
Ar(a1,a2,a3), ( ) ( )321321 s,s,ss,r,r,rr  y sea Cs=Cs(λ) un punto cualquiera de la recta s 
cuya ecuación paramétrica es: 

ℜ∈

+=

+=

+=

sbz

sby

sbx

:s

33

22

11

a partir de ella definamos la función auxiliar: 

( ) ( )s,r,BAdetsr)(g sr
1−

×=

como srBA = Cs-Ar = (b1+λs1-a1, b2+λs2-a2, b3+λs3-a3) se tiene: 

( ) 1
sr)(g

−
×=

321

321

333222111

sss

rrr

asbasbasb −+−+−+

    (6) 

hagamos observar por comparación con (4) que ( )g  es la “distancia entre r y s 

tomando Cs como un punto arbitrario de s”. Obviamente g(λ) es una función deri-
vable respecto de λ. Vamos a probar que su valor es independiente del valor de λ,
esto es, que es una función constante (notar que si esto es efectivamente así, se 
habrá respondido a la segunda pregunta, al poder tomar Cs como un punto cual-
quiera de la recta s). Para ello veamos que ( )'g  = 0. 

En efecto, usando (5) en (6) obtenemos: 

( ) ( ) 0

000

rrr

sss

000

sss

rrr

sss

sr'g 321

321

321

321

321

321

321
1

=++×=
−

siendo 3i1,asb iiii ≤≤−+=  y donde hemos utilizado las propiedades de los 
determinantes. 
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Observemos, que aunque -como ya mencionamos antes- este camino es más 
largo, a cambio arrastra una gran riqueza matemática, ya que, involucra conceptos 
propios de todos los bloques temáticos que se desarrollan en 2º B.C.N.S. :  se tra-
baja con los conceptos específicos de este problema geométrico (bloque de Geo-
metría), se utilizan los determinantes y sus propiedades (bloque de Álgebra Li-
neal) y se generalizan los determinates tomando por entradas funciones, conside-
rando el determinante como una función real de variable real. Asimismo, se calcu-
la la derivada de una función definida a través de un determinante y se utilizan  
propiedades de funciones derivables (bloque de Análisis). 

El tratamiento de funciones definidas a través de determinantes puede ser tam-
bién aprovechado en este nivel educativo para generalizar los teoremas clásicos 
del cálculo diferencial: teorema de Lagrange y el teorema de Cauchy, a partir del 
teorema de Peano, así como establecer algunas consecuencias interesantes (véase 
pág. 59-65 de [3]). Esto refuerza nuestra propuesta para este nivel educativo, ya 
que da continuidad a una línea de trabajo novedosa y rica para el alumno: el uso 
de determinantes funcionales. 

Para finalizar señalemos que esta misma técnica, esto es, la de definir funcio-
nes auxiliares derivables para analizar fórmulas geométricas, puede también usar-
se para responder a preguntas similares a la ya respondida, también propias de la 
programación de 2º B.C.N.S. como por ejemplo: 

P3.- Cuando se calcula la distancia d(P,π) de un punto P a un plano π, cuyo vector 

normal es n , ¿da igual el punto Aπ del plano que elijamos al aplicar la conocida 
fórmula: 

( ) ( ) n/nPA,Pd = ?

ó

P4.- Cuando se evalúa la distancia  de un punto  a una recta , cuyo vector director 
es r, ¿da lo mismo el punto  de la recta que tomemos al aplicar la fórmula: 

( ) ( ) rPArr,Pd r
1

×=
−

 ? 
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3 Cálculo de la distancia de un punto a un plano mediante la esfera tangente

Aunque en el Real Decreto 1179/1992 del 2 de octubre (B.O.E. nº 253 del 21 de 
octubre de 1992) viene estipulado que se desarrollen en las programaciones didác-
ticas de 2º B.C.N.S. la unidad “Lugares geométricos. Cónicas. La esfera” donde 
en particular se debe estudiar la esfera, lo cierto es que son numerosos los distritos 
universitarios donde, admitiendo la dificultad real de abarcar todos los contenidos 
de la programación, se opta por eliminar como objetivo mínimo para la P.A.U. 
(Prueba de Acceso a la Universidad) el estudio de la esfera. 

Por otra parte el estudio de la distancia de un punto a un plano suele realizarse 
de dos formas: a través de un razonamiento geométrico que involucra el producto 
escalar para imponer una condición adecuada de perpendicularidad o a través del 
volumen de un paralelepípedo. Proponemos aquí un enfoque alternativo que nos 
regala la posibilidad de trabajar al mismo tiempo aspectos fundamentales de la 
esfera. 

Figura 3.- Sobre la distancia de un punto a un plano.

Más concretamente, (ver figura 3), si deseamos calcular la distancia d(P,π) de un 
punto P a un plano π, consideraremos la esfera de centro P. Seguidamente impon-
dremos que el sistema de ecuaciones no lineales (S.E.N.L.) formado por la ecua-
ción de la esfera y la ecuación del plano tenga solución única, lo cual significará 

P

R



57

que la esfera y el plano se cortan en un único punto, esto es, que son tangentes, y 

como el vector radio R  de la esfera es perpendicular al plano tangente, el radio 

RR =  de la esfera será precisamente la distancia d(P,π) buscada. Para calcular 

R impondremos que la ecuación de segundo grado que se deriva de resolver el 
mencionado S.E.N.L.  por el método de sustitución tenga solución única, esto es, 
que su discriminante sea nulo. 

Veamos un ejemplo para mayor claridad. 

Ejemplo 3 (véase pág. 199 de [6], para contrastar la técnica utilizada).  

Determinemos la distancia del punto P(1,2,5) al plano 5zy2x2 =−+= . Consi-
deramos la esfera de centro el punto P(1,2,5) y radio 

( ) ( ) ( ) 2222 R5z2y1x:R =−+−+−  y calculamos su intersección con el plano π,
resolviendo el S.E.N.L.: 

( ) ( ) ( )
=−+

=−+−+−

5zy2x2

R5z2y1x 2222

( ) ( ) ( ) 2222 R10y2x22y1x =−++−+−

( ) ( ) ( ) 22222 Ry40x40100xy8y4x44y4y1x2x =−−+++++−++−

( ) ( ) 0R105y44y5x42y8x5 222 =−+−+−+

Fijada la variable y, la ecuación anterior puede considerarse como una ecuación 
de 2º grado en x, como el S.E.N.L. debe tener solución única, el discriminante x

debe ser nulo: 

( ) ( ) 0R105y44y52042y8 222
x =−+−−−=

0R20336y208y36 22 =+−+−
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De nuevo considerando esta ecuación de segundo grado en y, como el S.E.N.L. 
debe tener solución única, exigimos que 0y = :

( )( ) 0R20336364208 22
y =+−−−=

que nos da una ecuación en R, de donde: 

3

4

2880

5120
),P(dR ===

Demostremos ahora la validez general de esta técnica. Para ello debemos probar 
que, si P(l,n,q) es un punto exterior a un plano 0DCzByAx: =+++ , entonces 
el valor de R deducido a partir de la resolución del S.E.N.L.: 

( ) ( ) ( )
=+++

=−+−+−

0DCzByAx

Rqznylx 2222

coincide con la conocida fórmula: 

222 CBA/DCqBnAl),p(d +++++=

Es sencillo observar que la pretendida justificación, si se realiza  “a mano” no 
sólo es tediosa y aparatosa, sino lo que es más importante: no aporta nada intere-
sante para el alumno (ni para el profesor). Proponemos entonces, introducir en el 
aula de un modo natural el uso de un asistente matemático para aliviar los cálcu-
los. Como en otras experiencias (véase [4]) hemos elegido DERIVE por el poco 
hardware que requiere y por su más que razonable potencia en cálculo simbólico. 

Antes de abordar el problema, y para ahorrar coste computacional, es conveniente 
hacer observar a los alumnos que como la terna { }c,b,a  es la que determina la 

existencia del plano π, podemos suponer sin pérdida de generalidad que al menos 
uno de estos coeficientes es distinto de cero, supongamos por ejemplo C, en tal 
caso dividiendo la ecuación del plano por C y renombrando los coeficientes mu-
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dos A/C, B/C, D/C, podemos suponer que la ecuación del plano tiene la forma 
0DzByAx: =+++ . Debemos pues, probar: 

( ) ( ) ( )
lBA/DqBnAl),P(dR

0DzByAx

Rqznylx 22
2222

+++++==
=+++

=−+−+−

A continuación, describimos un sencillo algoritmo a seguir si se usa la versión 
2.56 de DERIVE XM para estudiar el problema (denotamos entre los símbolos < 
> los comandos específicos del programa) no obstante, y debido al tamaño de las 
expresiones parciales que el programa va generando sólo especificamos los pasos 
clave:

1.- <Author> ( ) ( ) ( ) 2222 RqDByAxny1x:)x(f −++++−+−=

(la elección poco habitual de la notación P(l,n,q) para las coordenadas de un pun-
to, en lugar de la escritura con subíndices: P(p1,p2,p3), está justificada  cuando se 
desea implementar este algoritmo en el asistente matemático DERIVE, el cual no 
reconoce subíndices) 

2.- <Simplify>, esta opción nos da por defecto del software aplicado una ordena-
ción polinómica de f(x) en términos de x. 

3.- Cargamos el fichero de utilidades MISC.MTH tecleando consecutivamente las 
opciones: <Transfer> <Load> <Utility> y escribiendo a continuación: 
MISC.MTH. De esta suerte podremos usar próximamente el comando Poly_Coeff 

4.- Definimos el discriminante de la ecuación en x, f(x) = 0. Para ello ponemos: 

( )( )( ) ( )( ) ( )( )0,x,xfCoeff_Poly2,x,xfCoeff_Poly41,x,xfCoeff_Poly:)x(T 2 −=

5.- Con <Simplify> nos queda la expresión anterior como una ecuación de segun-
do grado en la varibley . Definimos esta expresión a través del operador  := (“de-
finición diferida”), como g(x):= 
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6.- De nuevo definimos el discriminante de la ecuación en y, g(y) = 0. Para ello 
ponemos como en el paso 5: 

( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )0,x,xgCoeff_Poly2,x,xgCoeff_Poly41,x,xgCoeff_Poly:yZ 2 −=

7.- Finalmente usando la orden <soLve> resolvemos la última ecuación en la va-
riable R , Z(y) = 0. 

8.-  DERIVE nos responde: 

( ) 1BA/DqBnAlR 22 +++++±=

4  Conclusiones

Este artículo está enmarcado dentro de una línea de trabajo del autor cuyo princi-
pal objetivo es estudiar nuevos enfoques de aspectos clásicos dentro de la docen-
cia de la Matemática a cualquier nivel educativo (véase [5]), dando especial prio-
ridad al enfoque que aporta y conlleva implícitamente un trabajo interdisciplinar y 
que enlaza y conecta todos los bloques temáticos principales de la Matemática: 
Análisis, Álgebra, Geometría,... Al mismo tiempo, siempre que se considera opor-
tuno se introduce en esta labor el ordenador, ya sea a través de la programación en 
lenguajes de alto nivel (véase [2]), ya sea utilzando un asistente matemático para 
analizar el problema objeto de estudio (véase [4]). 

Nos interesa que el presente artículo sirva a otros colegas, no sólo como una serie 
de enfoques concretos y distintos para explicar aspectos tradicionales en su ense-
ñanza cotidiana, sino como el título del trabajo apunta, para que día a día todos 
nos replanteemos la enseñanza que impartimos en el aula, e investiguemos otros 
caminos para desarrollar los conceptos que enseñamos a nuestros alumnos. 
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Abstract

In this note, the Fundamental Theorem of Similarity of Triangles is proved 
with the only aid of the arithmetic properties of area and with no reference 
to ratios between magnitudes of any type. 

Introducción 

En mi nota “El teorema de Pitágoras en la semejanza de triángulos”(1999), se 
simplificaba una demostración anteriormente publicada por R. Moreno Castillo 
(1997) sobre la proporcionalidad entre los lados de dos triángulos semejantes , al 
reducirla – en la misma línea de su planteamiento – a una aplicación elemental del 
teorema de Pitágoras. Se indicaba además que la proporcionalidad entre los cate-
tos de triángulos rectángulos semejantes (caso al que se reduce el general por des-
composición mediante las alturas) podía deducirse expresando el área del mayor 
de los triángulos como suma de la del menor, “encajado” en aquel, y la del trape-
cio complementario; sin embargo no se hacía referencia a la posibilidad de obte-
ner por análogo procedimiento la proporcionalidad entre las hipotenusas, dando a 
entender por omisión que se deducía aplicando las propiedades de las proporcio-
nes, a partir de la de los catetos. 

Un análisis más detenido de los conceptos de área y proporcionalidad, permite 
concluir que las propiedades aritméticas elementales e “intuitivas” que la matemá-
tica griega asocia al área como idea primitiva que no precisa ser definida, inclu-
yen implícitamente la proporcionalidad entre los lados de triángulos rectángulos 
semejantes, sin que para llegar a ella y a su posterior extensión al caso general, 
sea preciso recurrir al concepto de razón entre magnitudes.  
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1  El área y la proporcionalidad en la matemática griega y en Hilbert 

Es conocida la inseguridad que con el descubrimiento de las magnitudes incon-
mensurables provocaban en la matemática griega las razones entre segmentos; de 
ahí que, como señala Boyer [1986, p.112] su álgebra geométrica  eludiera la refe-
rencia explícita a ellas interpretando la proporción como una igualdad entre áreas 
de rectángulos expresadas como producto entre sus lados. También Hilbert (1991) 
define la proporcionalidad entre segmentos como una igualdad entre productos de 
dos de ellos, que en este caso son  a su vez segmentos construidos mediante el 
cálculo geométrico que desarrolla para reproducir entre los segmentos de la recta 
(apoyado en el teorema de Pascal y sin recurrir al axioma de continuidad ni por 
tanto a la idea de límite) las propiedades algebraicas de los números reales, que le 
permiten convertir  en un trámite aritmético la obtención de la proporcionalidad 
de los lados de triángulos semejantes. 

Euclides (1991) por su parte, dedica el libro V a introducir las razones entre 
magnitudes y a desarrollar la teoría - general – de las proporciones, para aplicarla 
en el VI al estudio de la semejanza con la utilización de razones tanto entre áreas 
como entre segmentos. Para Euclides el área no precisa de definición, y apoya en 
ella la deducción de la proporcionalidad entre lados de triángulos semejantes, 
mientras Hilbert es de este último hecho del que parte para  deducir la indepen-
dencia  del  producto base por  altura en un triángulo, y definir así su área, que 
considera positiva o negativa según cada uno de los dos sentidos de recorrido de-
finidos, al objeto de demostrar la independencia del área de un polígono de su 
partición en triángulos, y por tanto la consistencia formal de su Teoría del conte-

nido superficial, en la que las propiedades “intuitivas” del área son ya consecuen-
cia aritmética de su definición. 

El enfoque formalista hilbertiano elude tanto la compleja teoría de las propor-
ciones utilizada por Euclides  como el alternativo proceso de paso al límite con el 
que se extiende el caso de segmentos conmensurables al de inconmensurables (o 
la equivalente doble reducción al absurdo arquimediana), pero es obvio que no 
tiene cabida en una introducción elemental a la geometría. En este marco didácti-
co, el área tiene, como es natural, el mismo sentido que en Euclides, quien en el 
libro I desarrolla sus propiedades elementales para triángulos y paralelogramos e 
incluye una demostración del teorema de Pitágoras basada exclusivamente en 
ellas. Veamos cómo de esas mismas propiedades del área se deduce directamente 
el teorema fundamental de la semejanza de triángulos, sin necesidad de utilizar las 
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proporciones entre razones de áreas y de segmentos establecidas en la demostra-
ción de los “Elementos”. 

2  Área y semejanza de triángulos 

La proposición I.43 de los “Elementos”, establece que “En todo paralelogramo, 

los complementos de los paralelogramos situados en torno a la diagonal son 

iguales entre sí” (en referencia a sus áreas), y la demostración se basa en la con-
gruencia de los triángulos en que la diagonal divide a un paralelogramo, y en la 
“evidencia” de que el área de la unión de figuras no solapadas es la suma de las 
áreas de cada una (Figura 1).  

Figura 1 

Aplicada al caso rectangular, esta igualdad de áreas, interpretadas estas al modo 
del álgebra geométrica como productos de los lados, toma la forma 

b.c’ =b’.c

que refleja asimismo la proporcionalidad entre catetos de los triángulos rectángu-
los semejantes de lados a,b,c, y a’,b’,c’ respectivamente. 

La extensión de la proporcionalidad a las hipotenusas, sin recurrir al uso de ra-
zones entre magnitudes, se deduce de la igualdad entre los productos “ base por 
altura” de un triángulo (interpretada, obviamente, como igualdad entre las áreas 
de los rectángulos formados por cada una de estas parejas de segmentos), conse-
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cuencia inmediata de la análoga propiedad en un paralelogramo, que demostrare-
mos siguiendo el razonamiento de Euclides: 

Figura 2 

De la congruencia de los triángulos AA´A´´ y BB´B´´ de la figura 2,i)  se sigue 
la igualdad entre las áreas del  paralelogramo ABB´A´ y del rectángulo 
A´B´B´´A´´; y de la congruencia de los triángulos ABC y A´B´C´ de la figura 
2,ii), solapados en el triángulo PB´C, primero la igualdad entre las áreas de los 
trapecios ABB´P y A´PCC´, que mediante la unión a cada uno de ellos del trián-
gulo APA´ se extiende a la igualdad entre las áreas del paralelogramo ABB´A´ y 
del rectángulo ACC´A´. La verificación de la propiedad para el triángulo, se ob-
tiene mediante su “duplicación” en dos paralelogramos, según se indica en la fi-
gura 2,iii ).

Situando ahora los dos triángulos rectángulos semejantes como en la figura 3, 
de las expresiones del área del triángulo BCB´ tomando respectivamente como 
bases a y a´, se obtiene 

a.c´=a´.c ,

que refleja la extensión de la  proporcionalidad entre catetos a las hipotenusas. 
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Figura 3 

El caso de dos triángulos arbitrarios es consecuencia de su descomposición en 
triángulos rectángulos, como se indica en la figura 4: 

Denotando por a, b, c los lados del triángulo ABC,  por a´, b´, c´, los del 
AB´C´, y por h, h´ las respectivas alturas, de la igualdad entre las áreas de cada 
pareja de rectángulos rayada se deduce que 

Figura 4 

a.h´= a´.h , 

igualdad que junto a las ya conocidas para cada pareja de triángulos rectángulos  
semejantes determinada por las alturas 

b.h´= b´.h               c.h´= c´.h 

completa la demostración. 
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Abstract

In this article it is shown how TI-89 symbolic calculator could help 

students in order to proof geometric constructions.

1.  Introducción 

En el presente artículo se va a utilizar la calculadora TI-89 para realizar demostra-
ciones simbólicas de construcciones geométricas. Se ejemplificará este hecho 
mediante la construcción, por tres métodos distintos, de las rectas tangentes a una 
circunferencia por un punto dado exterior a ella. No es objetivo del artículo usar 
toda la potencia de una máquina simbólica, sino trabajar ejemplos cuya demostra-
ción sea asequible a alumnos de Educación Secundaria. 

2.  Primer Método 

La construcción geométrica de dichas rectas se realiza de la siguiente forma: 

1. Se construye el punto medio M del segmento formado por el centro de la cir-
cunferencia C y el punto exterior A.

2. Se traza la circunferencia de centro M y radio MC.
3. Las intersecciones obtenidas (N es una de ellas) son los puntos de tangencia. 
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Figura 1 

Demostración analítica

La distancia de una recta tangente a una circunferencia al centro de la misma debe 
ser igual al radio de dicha circunferencia, lo que significa que la recta y el radio 
correspondiente al punto de tangencia son perpendiculares. Por tanto, bastará con 
demostrar que los vectores NA y NC son perpendiculares. Una vez hecha una 
elección correcta de ejes, M queda en el origen de coordenadas y la circunferen-

cia1 de centro C tiene como ecuación 222)( ryax =++

Figura 2 

La segunda circunferencia trazada tiene como ecuación 222 ayx =+

Desarrollando 222)( ryax =++  se obtiene 2222 2 ryaxax =+++
————

1 Circunferencia inicial de la construcción que se supondrá el resto del artículo de radio r.
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Y puesto que el punto N ha de pertenecer a ambas circunferencias, también cum-

ple 222 ayx =+ , igualdad que sustituida en la expresión anterior, devuelve 
222 2 raxaa =++

o lo que es lo mismo 22 22 raxa =+
Por tanto, la abscisa de los puntos de intersección de las dos circunferencias es 

a

ar
x

2

2 22 −
=

A fin de obtener la ordenada de dichos puntos, se sustituye la expresión anterior 
en la ecuación de la circunferencia de centro C, quedando 

22

222

2

2
rya

a

ar
=++

−

22

2222
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ry
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obteniéndose por tanto 22
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4
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a

r

a

r
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Los puntos de intersección son, entonces 
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y los vectores buscados, NC y NA son, respectivamente 
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Su producto escalar es por tanto 0
44

4
2

4
2

2

422

=−+
+−

a

r
r

a

rra

Con lo que la perpendicularidad y por consiguiente la tangencia quedan demos-
tradas.

Demostración simbólica

Se muestran las sucesivas entradas introducidas en la calculadora, con las corres-
pondientes respuestas dadas por ésta. 

Obtención de los puntos de tangencia 

formación de los dos vectores 
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comprobación del producto escalar nulo 

La TI-89 trabaja directamente con valores complejos, lo que hace que la salida de 
la calculadora a la instrucción producto escalar no sea satisfactoria. Por ello, es 
necesario realizar el producto escalar elemento a elemento para obtener el resulta-
do deseado. 

Existe no obstante otra forma de evitar el inconveniente surgido, usando el si-
guiente razonamiento: para una sola variable, la calculadora permite obtener el 
resultado

La construcción realizada para la obtención de las rectas tangentes ha de poseer 
dos puntos de intersección entre las dos circunferencias trazadas, y ello equivale a 

04 22 >−⋅ ra , por lo que 2222 4)4( raraconj −⋅=−⋅  resultando en-
tonces

3.  Segundo Método 

Este método se basa en que un triángulo isósceles es la unión de un triángulo rec-
tángulo y su simétrico respecto de un cateto. Se toma como base de dicho triángu-
lo el doble del radio de la circunferencia y como lado simétrico la distancia del 
punto al centro. El tercer vértice es el punto donde se cortan los dos arcos, B, y al 
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trazar la base BO se encuentra el punto de tangencia N donde la base corta a la 
circunferencia (pie de la altura) 

Figura 3 

Realizando una adecuada elección de ejes 

Figura 4 

Demostración
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4.  Tercer Método 

Los triángulos AON y COB son iguales ya que COAO = , ONBO =  y el ángu-
lo BON es común. Se une A con O y se traza la perpendicular por B. La circunfe-
rencia de radio AO con centro O nos permite hallar C y al unir C con O se halla el 
punto N, punto de tangencia. 
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Figura 5 

Realizando una adecuada elección de ejes 

Figura 6 
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Demostración

5.  Conclusiones

Como se ha podido comprobar, demostrar fácilmente teoremas o construcciones 
no totalmente evidentes gracias a las posibilidades de las calculadoras simbólicas 
es sencillo. Además, los procedimientos utilizados son asequibles para alumnos 
de Educación Secundaria, lo que permitiría un acercamiento de dicho alumnado a 
herramientas de cálculo simbólico y modos de trabajo en geometría distintos a los 
usuales.

Bibliografía 

[1] PUIG ADAM, P. (1981): Curso de Geometría Métrica I. Fundamentos. Euler Edito-
rial, Madrid.  

[2] PUIG ADAM, P. (1981): Curso de Geometría Métrica II. Complementos. Euler Edito-
rial, Madrid.  

[3] RECIO, T. (1998): Cálculo simbólico y geométrico. Editorial Síntesis, Madrid. 

[4] ROANES MACÍAS E. y ROANES LOZANO E. (1994): Nuevas tecnologías en geometría.

Editorial Complutense, Madrid. 



83



84



85



86



87



88



89



90



91



92



93



94

INSTRUCCIONES PARA EL ENVÍO DE ORIGINALES 
PARA SU PUBLICACIÓN EN EL BOLETÍN 

Los originales de artículos, problemas, reseñas de libros, anuncios de congre-
sos, etc, deben enviarse en papel y además también en disquete, del modo especi-
ficado a continuación. 

Copias en papel 

Se enviarán por duplicado, escritas con un procesador de texto en hojas de 
tamaño DIN A-4. El formato debe ser 17cm x 12.8cm en 11 puntos. 

Para facilitar la impresión es preferible usar procesador Word o LATEX (en 
este último caso deberá usarse estilo “article” y si se usan paquetes específicos 
deberán incluirse los archivos correspondientes a esos paquetes). Si se usa otro 
procesador, deberá ajustarse exactamente al tamaño de formato, pues habría de 
ser escaneado. 

Los artículos comenzarán con el título (en minúsculas grandes), nombre de 
autores y referencia de su departamento o institución (como suelen aparecer en el 
Boletín), e-mail si se tiene y “abstract” de unas líneas en inglés. Se terminará el 
artículo con la bibliografía (y nada más después de ella). 

Las figuras deben ser de buena calidad (impresas desde ordenador). Serán in-
cluidas en el lugar apropiado del texto en el tamaño en que deban ser reproducidas 
(Además, si se desea, pueden volver a incluirse al final en mayor tamaño, para ser 
escaneadas). 

Las soluciones de problemas deben comenzar indicando: “Problema número 
(Boletín número)”, tal como suelen aparecer en el Boletín, y terminar con el nom-
bre del autor de la solución de cada problema. 

Las reseñas de libros, como suelen aparecer en el Boletín, con el nombre del 
autor de la reseña al final. 

Copia en disquete 

Se enviará un disquete formateado para PC compatible (DOS 3.x o superior), 
conteniendo el archivo del documento en el procesador de texto utilizado. 

Envío

Todo ello se enviará a la sede de nuestra Sociedad, que figura en la página 2 
de este número del Boletín. 
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Selección de originales 

Serán revisados por profesionales del mundo académico, para decidir si se 
ajustan a la línea general del Boletín. Si se considera oportuno, se pedirá a los auto-
res que reduzcan su extensión o hagan algunas modificaciones en su contenido. 

ADQUISICIÓN DE NÚMEROS ATRASADOS 
DE NUESTRO BOLETÍN 

Los números atrasados del Boletín, de los cuales existan ejemplares sobran-
tes, podrán ser adquiridos al precio de coste de mil pesetas ejemplar. 

Los números de los que aún quedan algunos ejemplares sobrantes son los si-
guientes:

35, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58 
y 59. 

El importe puede ser abonado mediante cheque a nombre de la “Sociedad 
Puig Adam de Profesores de Matemáticas”, o mediante transferencia a la cuenta 
corriente número 3025-0006-24-1400002948, al mismo nombre de la Sociedad, 
domiciliada en la entidad bancaria: 

CAJA DE INGENIEROS 
c/. Carranza, 5 - 28004 Madrid 

La carta de petición se enviará a la sede de nuestra Sociedad: 

SOCIEDAD “PUIG ADAM” DE PROFESORES DE MATEMÁTICAS 
Facultad de Educación (Dpto. de Álgebra) 
C/ Rector Royo Villanova, s/n - Ciudad Universitaria 
28040 Madrid 

En la carta se incluirá: 

– el número o números a adquirir, 
– la dirección a donde se han de enviar, 
– el correspondiente cheque nominativo o resguardo de transferencia. 


