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Convocatoria de la
Asamblea General Ordinaria de 2007

Se convoca la Asamblea General Ordinaria de la Sociedad “Puig Adam” de
Profesores de Matematicas correspondiente al afio 2007 para el sdbado dia 14 de
abril del 2007, en los locales de la Facultad de CC. Matematicas de la Universi-
dad Complutense de Madrid, Ciudad Universitaria, a las 11:30 en primera con-
vocatoria y a las 12:00 en segunda, con el siguiente:

ORDEN DEL DIA

1. Lectura y aprobacion, si procede, del acta de la sesion anterior.
2. Informe del Presidente sobre las actividades de la Sociedad.

3. Informe del tesorero. Presentacion y aprobacion, en su caso, de las cuentas de
ingresos y gastos.

4. Eleccion de nuevos cargos directivos, si procede.
5. Asuntos de tramite.

6. Ruegos y preguntas.

Nota sobre la cuota anual de la Federacion

Como ya saben nuestros socios, la cuota anual consta de dos partes: la de la
nuestra Sociedad, que esta establecida desde hace afios por la Asamblea General
en 21 euros anuales, y la que se abona a la Federacion Espafiola de Sociedades de
Profesores de Matematicas. Esta tltima ya fue elevada el pasado afio de 12 a 19
euros, lo que supone automdaticamente que el recibo anual que se pasa asciende a
40 euros, lo mismo que el pasado afio 2006.

La Junta Directiva



XXV Concurso de Resolucion de Problemas

convocado por
la Sociedad ""Puig Adam" de Profesores de Matematicas y el

Colegio de Doctores y Licenciados en Filosofia y Letras y en Ciencias

BASES DEL CONCURSO

Primera: Los alumnos podran participar en el Concurso en tres niveles:

a) Primer nivel: alumnos de 3° de E.S.O.
b) Segundo nivel: alumnos de 4° de E.S.O.
c) Tercer nivel: alumnos de 1° Bachillerato

Segunda: Las pruebas consistiran en la resolucion de Problemas de Matematicas
(los mismos para todos los concursantes de un mismo nivel) y se realizardn en la
mafiana del sdbado 9 de junio del 2007 a partir de las 10 horas en la Facultad de
Matematicas de la Universidad Complutense de Madrid.

Tercera: A los mejores de cada nivel, se concederan diplomas y premios.

Cuarta: Los Centros que deseen presentar alumnos (hasta un maximo de seis)
deberan realizar la preinscripcion antes del dia 9 de Mayo del 2007, dirigiéndose
por correo electronico, carta o fax al presidente de nuestra Sociedad:

Prof. Javier Etayo Gordejuela
Departamento de Algebra

Facultad de Ciencias Matemadticas
28040-Madrid Fax: 91 394 4662

Correo electronico: jetayo@mat.ucm.es

En la preinscripcion no es preciso hacer constar los nombres de los alumnos se-
leccionados. Si algun centro desea presentar mas de seis alumnos, debe solicitarlo
antes de la fecha mencionada anteriormente.

Quinta: Los centros entregaran a los alumnos que envien, credenciales individua-
les en las que se haga constar que han sido seleccionados por su excepcional
aprovechamiento en Matematicas, asi como el curso en que estan matriculados en
el afio académico 2006-2007.



VI Concurso Intercentros de Matematicas
de la Comunidad de Madrid

El penultimo sabado de noviembre, al igual que en los ultimos cinco afios, se
celebrd en la Facultad de Matematicas de la Universidad Complutense el VI Con-
curso Intercentros de Matemadticas, organizado por nuestra Sociedad junto a dicha
Facultad.

La participacion superd a todas hasta la fecha, 55 centros con un total de 330
estudiantes que, a lo largo de toda la mafiana del sabado pensaron, disfrutaron e,
incluso, sufrieron cuando sus compafieros de equipo no les pasaban el relevo ade-
cuado.

El Concurso Intercentros se va consolidando a lo largo de los afios. Como de-
ciamos en el prologo del libro que ha editado Nivola con los enunciados y solu-
ciones desarrolladas de los problemas de los cinco primeros afios, la participacion
es razonable para un concurso de este tipo: no es facil encontrar 55 centros en
nuestra Comunidad que dispongan en todos lo niveles de ESO y Bachillerato de
estudiantes buenos, con ilusion y dispuestos a sacrificar la mafiana del sabado,
pero lo que nos asegura que estamos en el buen camino es el entusiasmo que de-
rrochan estos mas de 300 estudiantes.

Hubo centros y chicos que destacaron especialmente. Aqui los tenéis:

Centros Ganadores

1. Liceo Francés
2. Colegio Ntra Sra de Las Maravillas
3. Colegio San José del Parque



Estudiantes Ganadores

Primer Nivel (1°y 2°de E.S.O.)

Empate para el primer puesto (por orden alfabético):
1. Miguel Garcia Bravo (2° ESO, Colegio Vedruna)
1. Jaime Mendizabal Roche (1° ESO, IES Ramiro De Maeztu)
1. Julio Teigell Tobar (2° ESO, IES San Juan Bautista)

Segundo Nivel (3° Y 4° E.S.O.)
1. Rubén Jiménez Benito (4° ESO, IES José Hierro, Getafe)
2. Moisés Herraddn Cueto (3° ESO, Colegio Brains)

Tercer Nivel (Bachillerato)
1. Manuel Lopez Sheriff (2° Bach, Colegio Arturo Soria)
2. Diego Izquierdo Arseguet (1° Bach, Liceo Francés)

Los enunciados de esta VI edicion los podéis encontrar en nuestra pagina web:
www.sociedadpuigadam.es

El afio proximo, penultimo sabado de noviembre, volveremos con ilusiones
renovadas.

Juan Jesus Donaire Moreno

Joaquin Hernandez Gomez



Problemas propuestos en la Fase Local de la
XLIIT Olimpiada Matematica Espafiola

Problema 1

Demostrar que es imposible obtener un cubo yuxtaponiendo tetraedros regulares,
todos del mismo tamafio.

Problema 2

Entre los 2007 primeros enteros positivos elegimos 1005 cualesquiera. Demostrar
que seguro que hay al menos dos de estos 1005 cuya diferencia es 4.

Problema 3

Demostrar que, en un tridngulo, la distancia de un vértice cualquiera al ortocentro
es el doble de la distancia del circuncentro al lado opuesto a ese vértice.

Problema 4

Consideramos un tridngulo isdsceles ABC con AC = BC, y un punto D fuera del
triangulo tal que el angulo ZACB sea el doble del angulo ZADB . La recta AD
cortaa BC en el punto £ con CE =2y EB = 1. Calcular el producto AE-ED

Problema 5

Encontrar todas las soluciones enteras posibles, x e y, de la ecuacion:
p(x+y)=xy

siendo p un cierto numero primo.

Problema 6

Sea a, =1+n" lasucesion {2,9,28,65,...} y 8, =mcd(a,,,,a,) Hallar el

maximo valor que puede tomar 0, .

Nota: La Crénica con los ganadores se publicara, una vez que se haya calificado,
en le préximo niimero del Boletin.



Recensiones publicadas en ZDM
Vol. 38 (5) de 2006

#3220 (seccidon K20) Vertere seria ludo, por J.J. Etayo Miqueo, Boletin de la
Sociedad Puig Adam 68 (2004) 11-16.

#3115 (seccion G90) Sobre la descripcion de un sélido convexo mediante su
planta, alzado y vista lateral, por J.F. Biarge, Boletin 68 (2004) 17-21.

#2644 (seccidon A30) Bradwardine y Oresme. Dos grandes matematicos europeos
de finales de la Edad Media, por C. Romo, Boletin 68 (2004) 22-30.

#2850 (seccidon D30) Una visidon de los recursos tecnoldgicos para la clase de
matematicas, por E. Roanes Macias, E. Roanes Lozano, J. Cabezas, Bole-

tin 68 (2004) 31-53.
#2645 (seccion A30)  El primer matematico, por J. Peralta, Boletin 68 (2004) 54-77.

#2646 (seccion A30) Pensamiento simbdlico y Matematica en el Paleolitico Su-
perior, por F.A. Gonzdlez Redondo, E. Silbdn, Boletin 68 (2004) 78-93.

#3109 (seccion G73) Introduction to conics with Cabri 3D, por H. Schumann,
Boletin 70 (2005) 18-33.

#2851 (seccion D30) Como homenaje a Miguel de Guzman: Algunas reflexiones
sobre educacién matematica, por B. Rubio, Boletin 70 (2005) 34-46.

#3116 (seccion G90) Un método recursivo para construir cadenas de Steiner de

circunferencias, por E. Roanes Macias, E. Roanes Lozano, F. Botana, J.F.
Biarge, Boletin 70 (2005) 47-64.

#3117 (seccidn G90) Un problema usual de maximos y minimos, por J. Cabezas
, MV. Vara, Boletin 70 (2005) 65-71.

#2752 (seccion C30) El problema del tablero mutilado: una resolucién a través
de perspicacia (insight), por A. Hernando, L. de Ledesma, L.M. Laita, Bo-
letin 70 (2005) 72-79.



#3155 (seccion H65) Una estrategia didactica para incorporar un programa de
calculo simbolico en el aula de Matematicas, por P. Ortega, Boletin 70
(2005) 80-92.

#2886 (seccion D40) La visualizacion en la obra de Miguel de Guzman, por 4.
Garcia, F. Garcia, G. Rodriguez, A. de la Villa, Boletin 71 (2005) 12-30.

#3156 (seccion H65) Raiz cuadrada de una matriz, por E. Rubiales, Boletin 71
(2005) 31-46.

#2852 (seccidon D30) El proyecto Descartes: matemadticas interactivas en internet,
por A. Nuiiez, Boletin 71 (2005) 47-64.

#2647 (seccion A30) El nacimiento de la geometria: los Elementos de Euclides,
por C. Romo, Boletin 71 (2005) 65-72.

#3034 (seccidon G40) La experiencia y el arte de descubrir en geometria, por J.B.
Romero, Boletin 71 (2005) 73-82.

#2648 (seccion A30) Razones para estudiar historia de la matemadtica, por R.
Moreno, Boletin 71 (2005) 83-90.

#3118 (seccion G90) Redes de Steiner de esferas, por J.F. Biarge, Boletin 72
(2006) 14-26.

#3080 (seccidon G50) Transformacidon que alinea los centros de tres esferas pre-
servando tangencias, por E. Roanes Macias, E. Roanes Lozano, Boletin 72

(2006) 27-38.

#3363 (seccidn N40) Sobre el método Monte-Carlo basado en funciones de den-
sidad, por J.C. Cortés y G. Calbo Sanjudn, Boletin 72 (2006) 39-53.

#3221 (seccidon K20) Una formula sencilla para demostrar o generar identidades
combinatorias, por Luis Gonzdlez, Boletin 72 (2006) 54-63.

#3153 (seccion H60) Programa TCP para la ensefianza de las transformaciones
geométricas en el plano, por J. Fabrega, C.M“ Morillo, Boletin 72 (2006)
64-75.

#2649 (seccidn A30) Sobre la nocion de continuo en las matematicas medieva-
les, por P. Martin Prieto, Boletin 72 (2006) 76-88.

10
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Seccin de algebra

En la Asamblea General Ordinaria, de 22 de abril de 2006 de la Sociedad, se
aprobo realizar un gasto para contratar un hosting y una direccion IP, con el fin de
poder crear un sitio Web. Pues bien, ya podemos decir que esta ilusidon estd cum-
plida:

http://www.sociedadpuigadam.es

Lo hemos dividido en cinco secciones:
La Sociedad Puig Adam

Tenemos lo relativo a la Sociedad, como pueden ser su historia, sus miembros,

sus fines, quienes conforman su Junta Directiva, lo relativo a D. Pedro Puig
Adam, y la inscripcidn de socios.

El Boletin

Por ahora podéis encontrar todo lo relativo a los boletines y sus resumenes
desde el nimero 50 (octubre de 1998).
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Los concursos

Donde figuran los concursos donde la Sociedad interviene. Entre ellos La
Olimpiada Matematica, el Concurso de Primavera, el Concurso Puig Adam y
el Concurso Intercentros de la Comunidad de Madrid.

Las noticias

Con esta seccion pretendemos, muy pronto, que los propios socios incorporen
las noticias que crean convenientes al sitio Web y sea un sitio participativo y
dinamico.

Los enlaces de interés

Es aqui donde queremos tener todas las direcciones Web de profesores de ma-
tematicas y de Departamentos de Matematicas. Invitamos a todos los que ten-

gan pagina Web, o un enlace de interés a alguna pagina en concreto, nos lo
comuniquen con el fin de ser incluida.

Como el sitio Web es dinamico (PHP y MySQL) vamos a ir incorporando mas
interactividad y mas secciones, por lo que estamos abiertos a escuchar todo tipo
de propuestas que sean para la mejora del sitio

web@sociedadpuigadam.es

También queremos pediros un poco de paciencia ya que el trabajo de profeso-

res no nos permite entregarnos al 100%.

Estamos seguros que este sitio Web va a ser muy bien acogido por parte de

todos los socios.

Beatriz Barrero Diaz
José Maria Sordo Juanena
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Boletin de la Soc. Puig Adam, num 75 (Febrero 2007)

Extension a 3D del teorema de Desargues,
sustituyendo triangulos por tetraedros. *

E. Roanes Macias, E. Roanes Lozano
Sec. Dept. Algebra, Fac. Educacion UCM
{roanes,eroanes}@mat.ucm.es

J. Fernandez Biarge
Catedratico Emérito de la UPM
jfbiarge@telefonica.net

Abstract

The extension to 3 dimensions of Desargues theorem, substituting tri-
angles by tetrahedrons, is treated. Given two tetrahedrons in perspective
position from a point, the homology centered in this point that applies
the vertices of one of the tetrahedrons over the vertices of the other one
can be considered. Then the corresponding edge-lines in this homology
are intersecting lines and their six points of concurrence are coplanary
and they are vertices of a complete quadrilateral. As classical 2D De-
sargues theorem the inverse of this theorem of homological tetrahedrons
1s itself. After an experimental solution of the problem using a com-
puter algebra system, several elementary proves of the theorem obtained
are shown: a synthetic proof, an analytic proof and a purely projective

proof.

Introducciéon

El problema de los triangulos homolégicos de Desargues, que aparece en trata-
dos de Geometria tan dispares como [1, 2, 5, 11], es considerado generalmente

como el inicio de la Geometria Proyectiva.

*Parcialmente subvencionado por el proyecto MTM2004-08175 del Ministerio de Edu-
cacién y Ciencia.
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Posiblemente el modo mas facil de probar este teorema 2D sea consid-
erar un tercer triangulo fuera del plano que contiene ambos triangulos ho-
molégicos. Pero este no es el problema tratado aqui.

El problema estudiado aqui consiste en extender el teorema clasico de
Desargues a 3 dimensiones, substituyendo triangulos por tetraedros, usando
métodos elementales.

Recientemente, los dos primeros autores hemos presentado un paquete
orientado a tratar problemas relativos a teoremas de configuracion en Ge-
ometria 3D a fin de analizarlos mecanicamente. Lo hemos aplicado a probar
automdaticamente el teorema de los tetraedros homolégicos [9, 10], usando
técnicas inicialmente descritas en [7, 8].

Este trabajo desperto el interés de los tres autores de este articulo por en-
contrar demostraciones elementales del teorema de los tetraedros homolégicos
y del hecho de ser también auto-dual.

El presente articulo comienza describiendo el descubrimiento experimen-
tal del teorema con la ayuda de un sistema de cémputo algebraico (SCA),
pero sin usar demostracién automatica, como en [9, 10]). Termina mostrando
varias demostraciones elementales, que suponemos originales, hasta donde
CONOCEMmos).

1 Planteamiento del problema

Recordemos que el teorema de los tridngulos homolégicos de Descartes afirma
que dados, en el plano, dos tridngulos, ABC y A’ B’C’, en posicién perspectiva
desde un punto O, es decir, tales que O, A, A’ sean puntos colineales, O, B, B’
sean colineales y O, C,C’ sean colineales (tridngulos homoldgicos), entonces
las rectas que contienen a lados homdlogos se cortan en puntos, AB N A'B’,
BCNB'C',CANC'A", que resultan ser colineales.

Parece pues natural plantearse el problema de si este resultado clasico de
dimension 2 podria, de algin modo, extenderse en dimensién 3 a tetraedros
homolégicos.

En el espacio proyectivo real de dimension 3, se consideran un tetraedro,
ABCD, un punto, O (no situado en ninguno de los planos-cara de ABCD), y
otro tetraedro, A’B'C’'D’, tales que O, A, A’ sean puntos colineales, O, B, B’
sean colineales, O,C,C’ sean colineales y O, D, D’ sean colineales. Estos

14



dos tetraedros, en posicion perspectiva desde O, permiten considerar la ho-
mologia en la que los vértices A, B, C, D se corresponden respectivamente con
los vértices A’, B’,C’, D’. Siendo esta una configuracién similar a la del teo-
rema de los tridngulos homologicos de Descartes, parece natural denominarla
configuracion de los tetraedros homoldgicos y denominaremos problema de los
tetraedros homologicos al consistente en las siguientes cuestiones relativas a

los tetraedros homoldgicos ABCD y A’B'C'D’:

1) json secantes cada recta-arista y su homdloga, es decir, ABy A'B’, ... ?
2) en caso afirmativo, json coplanarios sus respectivos puntos de interseccién?
3) en tal caso, jcudl es la configuracién de tales puntos de interseccién?

4) jes reciproco de si mismo el teorema obtenido, como ocurre en 2D?

2 El problema directo

Comenzaremos analizando experimentalmente el problema directo, planteado
en apartados 1, 2 y 3, anteriormente mencionados, para después enunciar el
teorema descubierto y terminar mostrando varias demostraciones elemen-
tales: una sintética, otra analitica y otra mas puramente proyectiva.

2.1 Analisis experimental

En el espacio proyectivo real de dimension 3, vamos a resolver experimen-
talmente el problema, plantedndolo en coordenadas y calculando con ayuda
de un SCA. Para ello basta definir sobre el SCA procedimientos que per-
mitan ejecutar automaticamente los siguientes calculos, usando coordenadas
homogéneas:

e lista de coordenadas de un punto definido por sus coordenadas

e ccuaciones de la recta que pasa por dos puntos dados

e lista de coordenadas de un punto genérico colineal con dos dados

e punto de interseccién de dos rectas (secantes) dadas

e substitucion de coordenadas de un punto en las ecuaciones de una recta

Los pasos a seguir se describen abreviadamente a continuacion.

PASO 1: Determinacion del tetraedro ABCD.
Eligiendo un sistema de referencia proyectivo apropiado, puede suponerse,
sin pérdida de generalidad, que los vértices del tetrahedron ABCD son los
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puntos: A(1,0,0,0),B(0,1,0,0),C(0,0,1,0),D(0,0,0,1). A partir de ellos
se determinan las seis rectas-arista, AB, AC, AD,BC,BD,CD.

PASO 2: FEleccion del centro de proyeccion.

El centro de proyeccién, O, ha de ser un punto no perteneciente a ninguna
de las caras del tetrahedron ABCD. En consecuencia, puede suponerse que
dicho punto es O(1,1,1,1).

PASO 3: Determinacion del tetraedro A’B’C’D’.

Como los vértices A’, B, C’, D' han de estar en las rectas OA, OB, OC, OD,
respectivamente, pueden ser definidos como puntos genéricos de dichas rec-
tas, quedando pues determinados por los parametros A4, Ag, Ac, Ap, de modo
que: A" =O0+M(A-0),B"' =0+ g(B-0),C" =0+\c(C—-0),D' =0+
Ap(D—0). Cada una de las seis rectas-arista A'B’, A'/C', A'D', B'C", B'D’, C' D’
queda determinada por el par de vértices por los que pasa.

PASO 4: Configuracion de los puntos de concurrencia.

Al calcular la interseccion de cada par de rectas-arista homdlogas, resultan
ser secantes. Sus seis puntos de interseccién serdn denotados en adelante (in
accordance with Figure 1):

Py =ABNAB' P.=BCNBC P.=ACNAC

P,y=ADNAD ,Py=BDNBD, Py=CDNC'D (1)

Se trata ahora de determinar la configuracién de estos seis puntos. La recta
que pasa por P, y P, resulta que también pasa por P,., pero no por los
otros tres puntos. La recta que pasa por P, v P4, resulta que también pasa
por P4, pero no por los otros tres puntos. La recta que pasa por Py v P,
resulta que también pasa por P,.;, pero no por los otros tres puntos. Y la
recta que pasa por Pp. v Ppq, resulta que también pasa por P.4, pero no por
los otros tres puntos.

En consecuencia, los seis puntos de interseccién (1) resultan ser vértices
de un cuadrilatero completo, de acuerdo con la Figura 2.

Nota 2.1. Al mismo resultado se llega eligiendo los puntos iniciales de la
configuracion de modo que sean puntos propios. Por ejemplo, considerando a
xo = 0 como plano impropio y eligiendo las coordenadas de esos puntos como
sigue: A(1,0,0,0), B(1,/,0,0),C(1,1,v,0),D(1,1,1,0),O0(1, w1, w2, ws).
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2.2 El teorema directo de los tetraedros homoloégicos

Definicién 2.2. Los seis puntos de interseccién (1), entre aristas homologas
de los tetraedros ABCD y A’B’C'D’, seran denominados en adelante, “pun-
tos de concurrencia” de ambos tetraedros homologicos.

Pbc .-

Figura 1: Configuracion de los tetraedros homoldgicos

Los resultados obtenidos en 2.1 se resumen en el teorema siguiente.

Teorema 2.3. Sean ABCD y A'B'C'D’ dos tetraedros, tales que las cuatro
rectas AA', BB', CC', DD’ concurren en un punto, O, no situado en ninguno
de los planos-caras de ABCD (Figura 1). Entonces, cada dos rectas-aristas
correspondientes son secantes y esos seis puntos de concurrencia (1) son
coplanarios, siendo ademds vértices de un cuadrildtero completo (Figura 2).

Obuviamente, los lados de dicho cuadrilatero completo son las rectas de in-
terseccion de cada par de planos-caras correspondientes de ambos tetraedros.
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Ademas, cada tres puntos de concurrencia obtenidos intersecando rectas-
aristas contenidas en un plano-cara de ABCD con sus correspondientes rectas-
aristas de A'B'C"D’ son colineales y cada tres puntos de concurrencia obtenido
intersecando rectas-aristas incidentes con un mismo vértice de ABCD con
sus correspondientes rectas-aristas de A’ B'C'D’ no son colineales.

Figura 2: Cuadrilatero completo de los puntos de concurrencia

Nota 2.4. Si dos vértices homologos coinciden, entonces los tres puntos de
concurrencia procedentes de rectas-aristas incidentes con dicho vértice, tambié
coinciden (por ejemplo, si A’ = A, entonces P, = P, = P,q) y, en conse-
cuencia, el cuadrilatero de los puntos de concurrencia tiene tres lados concur-
rentes. En particular, si tres de los vértices homologos coinciden, entonces el
cuadrilatero de los puntos de concurrencia degenera en un triangulo completo.

2.3 Demostracion via geometria sintética

Se trata ahora de resolver el problema de los tetraedros homoldgicos uti-
lizando técnicas de geometria sintética, basadas en las propiedades usuales
de las operaciones de incidencia e interseccion de variedades lineales en la
geometria proyectiva de 3 dimensiones.

Sean ABCD y A’B'C'D’ dos tetraedros homoldgicos, es decir, tales que
existe un punto O, tal que los vértices A’, B, C’, D’ estdn en las respectivas
rectas OA,OB,OC,0OD. Supondremos que O no pertenece a ninguna de
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las caras de ABC'D. En la demostracion se harda uso de la homologia de
centro O en que los vértices A, B, C, D se corresponden respectivamente con
los vértices A’, B, C", D'.

Consideremos dos rectas-arista homélogas, AB y A’B’ por ejemplo. Por
estar A’ en larecta OA y estar B’ en la recta OB, los cuatro puntos A, B, A’, B/
son coplanarios, y en consecuencia las rectas-arista AB y A’B’ tienen, al
menos, un punto comun. A los puntos de concurrencia de rectas-arista
homologas los denotaremos del modo indicado en (1). En caso de coinci-
dencia de las dos rectas-aristas homologas, cualquiera de sus puntos sera
considerado como punto de concurrencia de ambas.

Consideremos ahora los puntos de concurrencia procedentes de tres rectas-
arista incidentes con un vértice comun, por ejemplo Py, Py, Py (procedentes
de las rectas-arista AB, AC, DC, incidentes con el vértice A). Esos tres
puntos de concurrencia no son colineales, ya que, si lo fueran, P,. estaria en
el plano ABD (incidente con los puntos P,p, P,q), luego la recta que pasa
por A y por P,. estaria contenida en el plano ABD, y, por ser colineales los
puntos A, C, P,., el vértice C estaria en el plano ABD, luego ABCD seria
un tetraedro degenerado, en contradiccion con la hipétesis. Por tanto, los
puntos de concurrencia procedentes de tres rectas-arista incidentes con un
vértice comtn no son colineales.

Consideremos ahora los puntos de concurrencia procedentes de tres rectas-
arista incidentes con un plano-cara comun, por ejemplo Py, Py, Py (proce-
dentes de las rectas-arista AB, BC, AC, incidentes con el plano-cara ABC).
Como AB, BC, AC estan contenidas en el plano-cara ABC'y sus homologas,
A'B',B'C"  A'C’, estén contenidas en el plano-cara A’B’C’, los puntos de
concurrencia Py, Py, P,. estdn en ambos planos-cara. Por tanto, si am-
bos planos-cara son distintos, entonces los puntos Py, Py, P, estan en la
recta interseccion de ambos planos-cara, siendo pues puntos colineales. Y
si, por el contrario, ambos planos-cara son coincidentes, entonces se tendria
A= A, B' = B,C" = C (ya que si, por ejemplo, fuera A’ # A, entonces la
recta AA’ estaria en dicho plano comun, luego O estaria también en ese plano
comun, en contradicciéon con la hipétesis de que O no estd en ninguna de los
planos-caras de ABCD) y por tanto AB y A’B’ coincidirian, BC' y B'C’
coincidirfian y AC' y A’C’ coincidirian, luego Py, Py, P, serian cualesquiera
puntos de estas tres rectas coplanarias, siendo pues puntos colineales.
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Finalmente, denotemos por 7 al plano incidente con los puntos no colin-
eales Py, Py, Pyq. Por ser P,., P.q4, P,q puntos colineales, el punto P.; esta
en la recta P,.P, y, en consecuencia, P.; esta en el plano w. De modo sim-
ilar, por ser Py, Pyg, Pyq colineales, el punto P4 estara en el plano m; y por
ser Py, Py, P,. colineales, el punto P,. estara en el plano .

En resumen, los seis puntos de concurrencia, P, Pyc, Pyd, Poc, Pod, Ped

son coplanarios, siendo ademads vértices de un cuadrildtero completo (Figura
2).

2.4 Demostracion analitica en coordenadas proyectivas

En el espacio proyectivo de dimension 3, sea ABC'D un tetraedro no degen-
erado y O un punto no situado en una de sus caras. El sistema de referencia
proyectivo puede tomarse de modo que sea A(1,0,0,0), B(0,1,0,0),C(0,0,1,
0),D(0,0,0,1),0(1,1,1,1).

Otro tetraedro A’B’C’D’, en situacién perspectiva desde O con el primero,
tendrd como vértices A’ (a, u, u,u), B'(v,b,v,v), C'(w,w, c,w), D'(t,t,t,d), con
a # u,b#v,c# w,d#t (ya que ninguno de esos puntos debe coincidir con
0).

Las rectas-arista AB y A’B’ tienen en comun el punto P, de coorde-
nadas (vu—wva,ub—uwv,0,0). Andlogamente, los demds pares de rectas-arista
homélogas tienen en comin los respectivos puntos P,. = (wu — wa, 0, uc —
uw,0), Py = (tu — ta,0,0,ud — ut), Py = (0,wv — wb,vc — vw,0), Pyg =
(0,tv — tb,0,vd — vt), P.g = (0,0, tw — tc,0, wd — wt).

Como puede comprobarse, estos seis puntos se encuentran en el plano

uUx VI WI2 trs

— 2
u—a+v—b+w—c+t—d ¥ (2)

Si AB y A'B’ coincidiesen (u = v = 0), toda la recta estaria sobre el
plano (2); lo mismo pasa con otras posibles coincidencias, incluso de las tres
aristas de una cara con sus tres homoélogas. Excluimos el caso trivial de que
los dos tetraedros coincidan.

Ademas, los tres puntos que no tienen subindice d, es decir P, Py, Pac,
estan en la recta x3 = 0 del plano (2), y otro tanto sucede con las otras ternas,
por lo que estos puntos son los seis vértices de un cuadrilatero completo.
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Nota 2.5. Este mismo razonamiento puede extenderse al espacio proyectivo
real de n dimensiones, en el que dos hiper-tetraedros homoldgicos, Ag, A1, ..., A
y Ap, AY, ..., AL, | tienen sus rectas-arista homdlogas coplanarias, estando sus

(n;rl) puntos de concurrencia en un mismo hiperplano.

2.5 Demostraciéon puramente proyectiva

De acuerdo con la notacion precedente, existe una tnica colineacion que
transforma ABC DO en A'B'C'D'O. Esta tiene el punto doble O. La proyec-
tividad inducida en la radiacién de rectas de vértice O tiene dobles las cuatro
rectas distintas OA, OB, OC,0OD y por tanto, es la identidad.

Ahora bien, en el espacio de tres dimensiones una colineacién con un
punto doble con todas sus rectas dobles, es necesariamente una homologia
(de acuerdo con el teorema clasificacién proyectiva de las colineaciones). En
ella, rectas homélogas, se cortan en puntos del plano de homologia.

En consecuencia, los puntos de concurrencia de rectas-arista homologas
son coplanarias. De este modo quedan probados los apartados i a iii del
teorema 1.

Nota 2.6. La generalizacion natural a n dimensiones conduce al problema de
los dos n+1 vértices n-dimensionales en posicion perspectiva desde un punto,
O. La homologia de centro O en que se corresponden los vértices de ambos
posee un hiperplano de puntos invariantes que contiene a los puntos en que
se cortan las rectas homoélogas. En particular, los rectas-arista homologas
se cortan en (""2“) puntos, que determinan un (n + 1)-hiperlatero (n — 1)-
dimensional completo. Este problema ya aparece implicitamente esbozado

en textos cldsicos como [4] o incluso [6].

3 El problema inverso

El teorema clasico de Desargues 2D es inverso de si mismo: si los puntos
ABNA'B', BOCNB'C', CANC’A" son colineales, entonces las rectas-lados
AA’, BB',CC’ son concurrentes. jSerd también auto-dual el teorema 2.3 de
la secci’on anterior? Comencemos trascribiendolo a una versiéon apropiada
para ser analizado de modo similar a como se hizo en la anterior seccion 2.
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Sean ABCD y A’B'C’'D’ dos tetraedros tales que cada par de rectas-
aristas correspondientes, AB y A'B’, AC' y A'C’, ... sean secantes y sus
seis puntos de concurrencia sean vértices de un cuadrilatero completo. ;Son
entonces ABCD y A’B'C'D’ tetraedros homoldgicos?

Comenzaremos analizando experimentalmente dicho problema inverso,
para después enunciar el teorema descubierto y terminar mostrando dos de-
mostraciones elementales: una sintética y otra puramente proyectiva.

3.1 Analisis experimental del problema inverso

Partiendo de un cuadrilatero completo, se van a generar dos tetraedros y se va
a considerar una correspondencia biyectiva, ¢, entre los vértices de uno y los
del otro, tal que cada par de rectas-aristas homdlogas (es decir, incidentes con
vértices correspondientes en ¢) sean coplanarias y sus puntos de concurrencia
sean los vértices del cuadrilatero completo dado. Se concluird comprobando
los tetraedros asi generados son tetraedros homolégicos.

Para ello, en el plano, 7, del cuadrilatero completo, elegimos tres de sus
vértices que sean no colineales y en dos de los lados del cuadrilatero elegimos
otros dos vértices del cuadrilitero (no siendo preciso utilizar el sexto vértice
que queda determinado por los otros cinco).

Ahora, comenzamos a construir uno de los dos tetraedros, eligiendo una
de sus recta-arista de modo que no esté contenida en 7 y pase por uno de
los cinco vértices mencionados del cuadrilatero completo. Sobre dicha recta-
arista se eligen ahora dos puntos distintos que seran vértices del tetraedro.
Los demas vértices del tetraedro quedan determinados por las relaciones de
incidencia (1). El otro tetraedro se construye de modo analogo.

Los pasos a seguir se describen abreviadamente a continuacion.

PASO 1: Configuracion inicial del cuadrildtero completo

Puede suponerse, sin pérdida de generalidad, que 7 es el plano de ecuacion
x3 = 0 y tres de los vértices no colineales del cuadrilatero completo son
Py, =(1,0,0,0), Py = (0,1,0,0) y P,g = (0,0,1,0). Puesto que el punto Py,
ha de estar en la recta que pasa por P, y P,., dicho punto puede ser definido
como punto genérico colineal con aquellos, determinado por un parametro, A,
tal que: Py = Pyp + A(Pac — Pap). Del mismo modo, puesto que el punto P,y
ha de estar en la recta que pasa por P,. v P,4, dicho punto puede ser definido
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como punto genérico colineal con aquellos, determinado por un parametro,
w, tal que: P.g = P+ p1(P,q— Pae). No es preciso considerar el sexto vértice
del cuadrilatero completo, por quedar determinado por los otros cinco.

PASO 2: Determinacion del tetraedro ABCD.

Puesto que la recta-arista AB ha de pasar por P, esta recta queda determi-
nada por otro de sus puntos, F/, no incidente con el plano w. Puede suponerse,
sin pérdida de generalidad, que E' es el punto (1,1,1,1). Por ser A y B dos
puntos, distintos ente si, de la recta que pasa por Py, v E, puede suponerse
que esos dos puntos quedan determinados por dos parametros, o y tau, tales
que: A= Py +0(E— Py),B = P, + 7(E — Py). La recta-arista AC es la
recta que pasa por A y por P,., la recta-arista AD es la que pasa por Ay
por P,, v la recta-arista BC es la que pasa por B y por P,.. El vértice C' es
el punto interseccién de las rectas-arista AC'y BC. La recta-arista C'D es la
recta que pasa por C' y por P.;. El vértice D es el punto interseccién de las
rectas-arista AD y C'D.

PASO 8: Determinacion del tetraedro A'B'C'D’

Puesto que la recta-arista A’B’ ha de pasar por P, esta recta queda de-
terminada por otro de sus puntos, E’, no incidente con el plano w. Puede
suponerse, sin pérdida de generalidad, que E’ es el punto E' = (e, €1, €2, €3).
Por ser A’ y B’ dos puntos, distintos ente si, de la recta que pasa por P,
y E’, puede suponerse que esos dos puntos quedan determinados por dos
pardmetros, k and iota, tales que: A" = Py + k(E' — Py), B’ = Py + o(E' —
P,,). La recta-arista A'C’" esla recta que pasa por A’ y por P,., la recta-arista
A’'D’ es la que pasa por A’ y por P,q y a recta-arista B’C’ es la que pasa
por B' y por P,.. El vértice C’ es el punto interseccién de las rectas-arista
A'C’' y B'C'. La recta-arista C'D’ pasa por C' y por P.;. El vértice D’ es el
punto interseccién de las rectas-arista A’D" y C'D’.

PASO 4: Comprobacion de que son tetraedros homoldgicos

Comenzamos definiendo las rectas AA’, BB, CC’, DD’, que pasan por vértices
homoélogos de ambos tetraedros. Entonces, la intersection de las dos primeras,
AA" y BB’, resulta ser un punto, que denotamos por O. Dicho punto O re-
sulta ser incidente con las rectas CC' y DD’.

El resultado obtenido experimentalmente como acaba de describirse se
resume en el teorema siguiente.
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Teorema 3.1. Sean ABCD y A'B'C'D’ dos tetraedros tales que existe una
correspondencia biyectiva, ¢, entre los vértices de uno y los del otro, tal
que cada par de rectas-aristas homdlogas (es decir, incidentes con vértices
correspondientes en ¢) sean coplanarias y sus puntos de concurrencia sean
vértices de un cuadrilatero completo. FEntonces las rectas que pasan por
vértices homdlogos, AA', BB, CC', DD’, son concurrentes, es decir, ABC D
y A'B'C'D’ son tetraedros homoldgicos.

3.2 Demostracion sintética del teorema inverso

Sean ABCD y A'B'C’'D’ dos tetraedros tales que exista una correspondencia
biyectiva, ¢, que verifique la hipdtesis del anterior teorema 3.1. Para probar
este teorema por via sintética, vamos a aplicar el teorema directo (teorema
2.3) a dos tetraedros auxiliares, T'y T’, definidos del siguiente modo a partir
de los tetraedros dados, ABCD y A'B'C'D’ (Figura 3).

0

Tt Ped

Figura 3: Configuracion del teorema reciproco
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Dos de los vértices de T" van a ser dos vértices homoélogos de los tetraedros
dados, D y D’ por ejemplo. Dos de los vértices de T” van a ser otros dos
vértices homdlogos de los tetraedros dados, C' 'y C’ por ejemplo. Los otros
dos vértices de T" van a ser los puntos de concurrencia con sus homoélogas de
las rectas-arista de los tetraedros dados que pasan por D y D', pero que no
pasan por C' y C’, es decir, los puntos P,; vy Py. Anélogamente, los otros
dos vértices de T' van a ser los puntos de concurrencia con sus homdlogas de
las rectas-arista de los tetraedros dados que pasan por C'y C’, pero que no
pasan por D y D', es decir, los puntos Py y Ppe.

Comencemos comprobando que Ty T’ son dos tetraedros homoldgicos
(en el sentido de la definicién 1) con centro de perspectividad P4, en que se
corresponden los vértices D, D', Py, Poq de T con los vértices C,C’, P,., Py,
de T" (Figura 3). En efecto, de acuerdo con (1), los puntos C, D, P.; son
colineales y los puntos C’, D', P.; son también colineales. Y, por otra parte,
de acuerdo con la condicién iv del teorema 1, los puntos P,., P4, P.q son
colineales y los puntos Py, Py, P.q son también colineales. En consecuencia,
puede aplicarse el teorema 1 a los tetraedros auxiliares T y T".

Por ser DD’ y CC’ rectas-arista homdlogas de T'y T”, de acuerdo con el
apartado i del teorema 1, ambas son coplanarias y por tanto tienen un punto
de concurrencia, que denotamos O.

Por ser DD', DP,4, D' P,y las rectas-arista incidentes con un plano-cara
de T', sus respectivos puntos de concurrencia con las rectas-arista homologas
CC’', CP,., C'P,. de T', es decir, los puntos O, A, A’, son colineales, de
acuerdo con el apartado iv del teorema 1.

De modo andlogo, por ser DD’, DP,y, D' Py, las rectas-arista incidentes
con un plano-cara de T', sus respectivos puntos de concurrencia con las rectas-
aristas homodlogas CC’, CPy., C'Py. de T’, es decir, los puntos O, B, B’, son
colineales, de acuerdo con el apartado iv del teorema 1.

En consecuencia, las rectas AA’, BB',CC’, DD’ son concurrentes (en O),
luego ABCD y A’B'C’'D’ son dos tetraedros homoldgicos.

Nota 3.2. El modo en que se ha desarrollado esta demostracién permite
afirmar que el teorema reciproco del teorema 1 sigue del propio teorema 1,
esto es, que el teorema de los tetraedros homoldgicos es reciproco de si mismo
(como ocurre en dos dimensiones con el teorema de Desargues).
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3.3 Demostracion puramente proyectiva del teorema inverso

El teorema directo de los tetraedros homolégicos puede enunciarse del modo
indicado a continuacion.

En el espacio proyectivo de dimensién 3, se consideran dos tetraedros,
ABCD y A'B'C'D’, y la correspondencia biyectiva lexicografica usual entre
sus respectivos vértices.

Si son concurrentes las rectas AA’, BB',CC’, DD’, que pasan por vértices
homoélogos, entonces son coplanarias las rectas de interseccién de planos-cara
homologos, ABC'y A’B'C', ABD y A’B'D', ACDy A'C'D’', BCDy B'C'D’.

Ahora por dualidad del espacio proyectivo, si son coplanarias las rectas
de interseccion de planos-cara homélogos de ambos tetraedros, entonces son
concurrentes las rectas que pasan por vértices homologos.

De este modo, el teorema de los tetraedros homolégicos resulta ser auto-
dual.

3.4 Otra formulaciéon del problema inverso

El problema inverso puede expresarse con mas comodidad introduciendo un
nuevo concepto.

Definicion 3.3. Dados dos tetraedros, si existe una correspondencia biyec-
tiva, ¢, entre los vértices de uno y los del otro, tal que cada par de rectas-
aristas homologas (es decir, incidentes con vértices correspondientes en ¢)
sean coplanarias, diremos que son tetraedros acoplados.

Lema 3.4. Sean dos tetraedros acoplados, cuyos vértices no sean puntos de
concurrencia y cuyos planos-cara homologos no sean coincidentes. Entonces
sus puntos de concurrencia son coplanarios y vértices de un cuadrilatero
completo.

Demostracién. Sean ABCD y A’B'C'D’ los dos tetraedros acoplados, re-
specto de la correspondencia biyectiva ¢ entre sus vértices, tales que sus
vértices no sean puntos de concurrencia y sus planos-cara homologos no sean
coincidentes.

A los puntos comunes de rectas-aristas homologas los denotaremos del
modo indicado en (1).
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Consideremos los puntos de concurrencia procedentes de tres rectas-arista
incidentes con un vértice comun, A, por ejemplo, es decir, Py, Pyc, Puq- Estos
tres puntos son distintos del A (que, por hipétesis, no es punto de concurren-
cia) y son respectivamente incidentes con las rectas-arista que pasan por A,
es decir, con AB, AC, AD. Por ser no coplanarias estas tres rectas-arista, los
tres puntos P, P,., P,q seran no colineales y, en consecuencia, determinan
un plano, que denotaremos por 7.

Cualquier otro punto de concurrencia, P, proviene de una recta-arista
incidente con dos de aquellos tres puntos de concurrencia. Si tales dos puntos
fueran, por ejemplo, Py, v Py, entonces P seria el punto P,.. Como los tres
puntos Py, Py, Py estan contenidas en el plano-cara ABC'y en su homologo,
A'B’'C’ (no coincidentes, por hipdtesis), estardn contenidos en su interseccion,
luego son colineales y en consecuencia P € 7.

Repitiendo el mismo razonamiento para los restantes puntos de concur-
rencia de rectas-arista homoélogas, se concluye que estos son vértices de un
cuadrilatero completo. ]

Este lema permite enunciar el siguiente corolario del anterior teorema 3.1.

Corolario 3.5. Dos tetraedros acoplados, cuyos vértices no sean puntos de
concurrencia y cuyos planos-cara homologos no sean coincidentes son tetrae-
dros homoldgicos.

Conclusion

El teorema de los tetraedros homolégicos ha resultado ser reciproco de si
mismo y ha permitido probar la relacién entre tetraedros acoplados y tetrae-
dros homolégicos. El interés didactico de este estudio radica en la diversidad
de técnicas utilizadas para abordar el problema y en su simplicidad.
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Abstract

We present in this paper a new generalization of some of the inequalities
for the Euler's Gamma Function that I proposed as problems in several
Jjournals.

1. Introduccion

Existen muchos articulos en las que se prueban diversas desigualdades sobre la
funcién Gamma de Euler, que, como sabemos, es extension de la funcion factorial
de un nimero natural. En muchas de estas desigualdades se establece una doble
acotacion entre dos funciones, una como cota inferior, y otra como cota superior.
En dichas acotaciones intervienen distintas clases de funciones: en unas son de
tipo irracional, y en otras son de tipo trascendente: estas ultimas, suelen estar rela-
cionadas con la férmula asintética de Stirling para el factorial de un nimero natu-
ral. Hoy dia, es muy frecuente buscar nuevas desigualdades para la funcién gam-
ma de Euler. También existen acotaciones de la funcion Gamma de Euler, en cu-
yas cotas aparece la misma funcion Gamma.

En nuestro articulo [8] y problemas [9] y [10] aparecidos en las revistas que se
citan en la bibliografia, tenemos varios ejemplos.

2. Resultados

Si x es un nimero real positivo, la funcion gamma de Euler se define usualmente
como:

F(x)= [r*e "ar.
0
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En esta seccion vamos a presentar diversas desigualdades en las que intervie-
ne. Comenzamos dando una generalizacion del resultado probado en nuestro arti-
culo [8]

Para todas las demostraciones que siguen (aunque puede haber otras alternati-
vas mds elementales), utilizaremos la desigualdad Sarthe-Minc-Alzer, que presen-
tamos en forma de lema:

Lema (Sarthe-Minc-Alzer)

_ INx) 1
Si x>0, entonces, — < Lx— <— . (1)
2x I'x) x

Su demostracion puede verse en [1]

Teorema 1

Dados los niimeros reales a, b, ¢, con las condiciones

3
c>0, yb>21-c, aZC—E ,
para todo x=c >0, secumple la desigualdad:

R - .

La técnica de la demostracion es similar a la que utilicé en [8] Las dos des-
igualdades contenidas en (2) equivalen a

fx)=0, gx)=0,

siendo f'y g las funciones (obtenidas restando los logaritmos de dos de los miem-
bros):
f(x)=LT(x)-LT(c)—(x—c)(Lx—-1)+b(Lx— Lc), 3)

gx)=(x—c)(Lx-D+(a+D)(Lx—Le)—((LT'(x)=LI'(c)) . @)

Estas dos funciones estan definidas en el recinto I = [¢, +oo ) y son infinita-
mente diferenciables en su interior. Probaremos ahora la monotonia de ambas, por
medio de su derivada primera.
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En cuanto a la primera, es claro que f(c) =0 y que

1“(x)—(Lx—1+)C_C)+9:F—Lx+F(x)}+b+c_1 >0,
X

I'(x X X |x I'(x)

/()=

como se sigue aplicando el lema al primer sumando (entre corchetes), y teniendo
en cuenta, para el segundo, las hipotesis sobre b y ¢. De aqui, obtenemos que f es
mondtona estrictamente creciente en /. Esto es:

Si x2¢>0, 0=fc)<fx) (5)

con lo que queda probada la primera desigualdad de (2). Similarmente, tenemos
que g(c) =0,y que

g'(x)=Lx—1+x_C+a+1_F(x) _{Lx_r(x)}raﬂ—c.

X X I'(x) - I'(x) X

y aplicando el lema a la expresidon que esta entre corchetes, y teniendo en cuenta
las hipdtesis sobre los coeficientes a ,b y ¢, llegamos a que :

1 2a+2-2c¢c 2a-2c+3
Sixel, g'(x)>—+ a =4 >0,
2x 2x 2x
de lo que concluimos que g es una funcion monotona creciente en I, por lo que:
Si x=2c>0, 0=g(c) < g(x). (6)

con lo que queda probada también la segunda desigualdad de (2).
Ejemplos
1
i) Sien(2)ponemosc=1, b=20,y a= —E, las desigualdades (2), se convier-

ten en el enunciado del problema que propuse en [1 O]. Véanse, también [5]y [6],

en los que se prueba que este es un caso particular de los resultados que se esta-
blecen en estos dos articulos.

1
Si b=0, a= —5, para todo x = 1 se verifica la desigualdad:
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(fj _ x<T(x)< (f] _ xH! (7)
e e

| |

ii) Pongamos ahora, ¢ = 5 b= 5 a 2 —1 y en virtud de (2), para x 2 5 se
cumplirdn las desigualdades:

X ! X !

_ T -
e Jr \e
: . 1

A partir de (8), poniendo b = 5 , a=-1, tenemos que para x = 5’

1 1

X 51 I'(x) _(x 7y
U x Az U | “

Podemos deducir otras desigualdades que, se prueban también aplicando el men-
cionado lema.

Teorema 2

a) Para x 21, severifica :

X x—1 X x—1

b) Para x =2, severifica:

(31 <T(x)< Gjl (11)

1
¢) Si ay b son nimeros reales que satisfacen a=>1, 0 <b < 5 para todo

x 21, se cumple:
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x—1 x—1
(i] <T(x)< [ij (12)
e’ 2b

d) Si x=2c=142, y d=T(1.42)=0.88636, entonces se verifica :

d(f)x_c <T'(x)< d(fjx_c (13)

e c

Demostracion

a) Las desigualdades (10), son equivalentesa { f(x) 20 ,g(x) =0 },siendo fy
g las funciones definidas en el recinto J = [1 , + o0 ) (como diferencia de logarit-
mos de dos miembros de (7/0)) mediante

S(x)=LI(x)— (x—=D(Lx—=1); (14)
2(x) = (x = 1)(Lx —%) — LT(x). (15)

Estas funciones son infinitamente diferenciables en el interior del recinto J, sien-
do f(1) = g(1) = 0. Ademds son monotonas estrictamente crecientes en dicho re-
cinto, ya que sus derivadas son:

f'(x)z 1;((;)) —(Lx—l+x7_l) = %—Lx+ ?,((j:)) (16)
"oy 1 x-1 T'(x) x) 1) x-1
g(x)—L _E+ . _F(x)_(Lx_m_Z]_Z (17)

y ambas son positivas en J, segun se deduce del lema. Por tanto, f y g son mono-
tonas estrictamente crecientes en J, y como, f(1) =g(1) =0, para x > 1 sera
ftx) 20 y g(x) 20, como queriamos demostrar.

b) La demostracidn es parecida. (Véase [9]).

¢) Las desigualdades (72) son equivalentes alas { f(x) =20 ,g(x) =0 }, siendo
f(x)=(x-D(Lx—->bL2)—-LT'(x), (18)
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g(x)=LT(x)—(x=1)(Lx.—a) (19)

funciones definidas en I = [1 , + - ), infinitamente derivables en su interior, que
se anulan para x = 1 y cuya monotonia probaremos comprobando que sus deriva-
das son positivas, mediante la aplicacion del lema:

)= Lo—pras XL D0 (T o 1
f'(x)=Lx—bL2 T T0 (L F(x)] 1-bL2 .

>L+1—bL2—l>1—bL2—l=l—bL2>b—bL2=b(1—L2)>0
2x X 2 2
R PLIC) Ny P Jul AL B LI C O I
F(x) X X I'(x)

Nuevamente, de la monotonia probada y de su anulacién para x = 1 se deducen las
desigualdades { f{x) =20 ,g(x) =0 },y, en consecuencia, las (712).

Como corolario de estos resultados, podemos obtener otras muchas desigual-

dades para la funcion Gamma. Por ejemplo, poniendo a=1,y b=0; o bien, a
=1,b=1/2.

La demostracion de la parte d), se hace utilizando la misma técnica y la deja-
mos Como ejercicio.
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Abstract

The classic construction by Cayley and Klein, that associates the
euclidean plane with the R_algebra C or by stereographic projection with
the quadric of points (Sphere), allow us to represent the inversive group
as a matrix group.

In a sequence of three papers, that begins with this one, we are going
to translate this classic construction, to the three types of metrics in the
plane: euclidean, hyperbolic and degenerate. To do this we only have to
change the R_algebra and the quadric that we associate to the metric
plane.

This first paper, is devoted to the study of stereographic projection,
witch is the basic tool that connects the three geometrical objects: metric
plane, R_algebra and quadric.

a Elisa, mi madre

Introduccién Como es bien sabido, un plano euclideo es un par (A, Q)
donde A es un plano afin real de espacio vectorial asociado V' y @) es una
forma cuadratica definida positiva en V. Si elegimos una referencia métrica
en (A, Q) podemos identificar A con R? y Q con la forma cuadratica 22 + 32,
de direcciones isétropas (i,1) y (—i,1) i.e. Q(¢,1) = Q(—i,1) = 0.
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Por otra parte, en el plano, podemos considerar un grupo de transfor-
maciones geométricas conformes, que es el grupo inversivo, generado por los
movimientos, las homotecias y las inversiones. Clasicamente (Cayley o Klein),
se asocian al plano euclideo dos objetos geométricos que permiten representar
el grupo inversivo como un grupo de matrices:

= La R_algebra C = %, que en este caso es un cuerpo y sobre la cual
se puede considerar la recta proyectiva IP’%:. A se identifica a R?, R? a la
recta afin compleja C y de este modo A se sumerge en la recta proyectiva
compleja IP’}C. En esta inmersién y por continuidad las transformaciones
del grupo inversivo se corresponden con las transformaciones de Moe-
bius, es decir, en proyectividades continuas de ]P’}C, por lo que se pueden
representar con matrices complejas 2x2, con el inconveniente de que
las transformaciones que no conservan la orientacion, se corresponden
con proyectividades con automorfismo de conjugaciéon, con lo cual su

representacion no es estrictamente lineal.

» Cuddrica de puntos elipticos. Tomamos la esfera de R? sumergido en
P}, y proyectamos estereograficamente dicha esfera sobre R?, asi las
transformaciones del grupo inversivo se corresponden via proyeccion
estereografica a transformaciones de la esfera que son restricciones de
transformaciones proyectivas del espacio ambiente IP’%, teniendo asi una
representacion lineal (proyectiva) del grupo inversivo.

Las construcciones anteriores, se basan esencialmente en las analogias entre
la forma canénica de la métrica z? + y?, la de un generador del ideal que
define C en R[z], 22 + 1 y la ecuacién canénica de la esfera 22 + y? + 22 = 1.

Las preguntas que podemos plantearnos son:

1) Hasta que punto son intrinsecas esas construcciones.

2) iSe pueden repetir cuando @ no es definida positiva?.

3) ;Se pueden extender a dimensién mayor que dos?

Para responder a los dos primeras cuestiones, que es el objetivo de este
trabajo, debemos analizar, un poco mas, la relacién entre la forma candnica
de la métrica, el generador del ideal de R[z] que define C y la ecuacién de la
cuadrica que se proyecta sobre R2.

La forma cuadratica @), que define la métrica, es un polinomio homogéneo
de grado 2 en R|z, y|. Puede factorizar como:
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1) Caso definido positivo: dos rectas imaginarias (dos direcciones isétropas
imaginarias conjugadas).

2) Caso indefinido: dos rectas reales (dos direcciones isétropas reales).

3) Caso degenerado: una recta real doble (una direccién isétropa real
doble).

Este caracter no varia con la eleccién de la referencia métrica; y cada uno
de los tres casos se corresponden con cada uno de los tres tipos de geometrias
en el plano: euclidea, hiperbdlica y degenerada.

Desde el punto de vista de las algebras, existen 3 tipos de extensiones
de grado dos de los numeros reales K = %ﬂ“ segiin como factoriza el
polinomio az? + bx + ¢, es decir, segin como sean sus raices:

1) Dos raices imaginarias conjugadas: el anillo K es isomorfo a C.

2) Dos raices reales distintas: el anillo K es isomorfo a los nimeros para-
complejos P = %.

3) Una raiz real doble: el anillo K es isomorfo a los nimeros duales
D= Bl

De esta manera identificando el plano, con cada una de estas R_algebras,
obtenemos una representacion lineal del grupo inversivo, para cada uno de
los tres tipos de métricas.

Anélogamente, también existen tres tipos de cuddricas reales e irreduci-
bles en ]P)%, segiin como sea su interseccion con sus planos tangentes:

1) Dos rectas imaginarias: caso cuadrica de puntos elipticos.

2) Dos rectas reales distintas: caso cuadrica reglada.

3) Una recta real doble: cono real.

Asi, identificando ahora el plano con cada una de estas cuadricas, via pro-
yeccion estereografica, obtenemos la segunda representacion lineal del grupo
inversivo.

En esta serie de trabajos vamos a repetir la construcciéon clésica para la
geometria euclidea descrita anteriormente, que permite dar una representa-
cién matricial del grupo inversivo; para la geometria hiperbdlica (métrica

1 0 Yt 10
< 0 -1 )) y degenerada (métrica < 0 0 ))
Esta posibilidad ya fue propuesta por Klein en su articulo del Mathe-

matische Annalen [4] y posteriormente en su libro Vorlesungen iiber nicht
euklidische geometrie [5]. La idea de esta construccién es mas antigua y se
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debe a A. Cayley en [6] que no la desarrollé por falta de técnicas suficien-
tes. La herramienta fundamental que liga esos tres objetos geométricos es
la proyeccién estereogréfica y mas precisamente la familia de ciclos (familia
minima cerrada por la accién del grupo inversivo y que contiene a las rectas);
que en los tres casos podemos caracterizar de forma andloga, en cada uno de
los tres objetos, de la forma siguiente:

1. En (A, Q), los ciclos son las rectas y las conicas que pasan por los puntos
del infinito, dados por las direcciones isétropas de Q.

2. En IP’%Q, los ciclos son la familia de subconjuntos dados por la ecuacién
[, B,7,2] €R

con «, By v tres nimeros de K dados y los corchetes denotan razén
doble.

3. En las cuédricas, los ciclos son las familias de secciones hiperplanas no
degeneradas.

1. Proyecciones estereograficas

Normalmente se asocian las proyecciones estereograficas, con el caso par-
ticular, de la proyeccion de una esfera desde uno de sus puntos, sobre el plano
tangente en el punto diametralmente opuesto. En esta seccién vamos a dar
una definicién intrinseca y proyectiva de la proyeccién estereografica de una
cuadrica sobre un hiperplano en dimensién arbitraria, las razones de esta de-
finicién general son: primero que no requiere mayor trabajo que en dimension
tres y segundo que queda hecho para otro de nuestros objetivos, indicado en
la introduccién, que es generalizar estos resultados a dimension arbitraria.

Recordemos que una cuddrica [@)] no es mas que una clase de polino-
mios homogéneos de grado dos y que tiene asociada una cuadrica de puntos,
a la que representaremos con el mismo nombre (soluciones de la ecuacién
Q(zo,...,2,) = 0). Dado un punto P se puede construir su polar (P+) por
las ecuaciones (g—g) px; = 0 o equivalentemente como el hiperplano ortogonal
a P respecto a la forma bilineal F(y asociada a la cuddrica. Un punto de la
cuadrica se llama singular si su polar es todo el espacio o equivalentemente si
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(%) p = 0 Vi. Siguiendo la notacién clésica llamaremos vértice de la cuadrica

al conjunto de puntos singulares de la cuadrica.

Figura 1: Proyeccién estereografica

Proposicién 1 Sea Pg el espacio proyectivo real n_dimensional. [Q] una
cuddrica real e irreducible de Py. Sea P un punto de la cuddrica que no
esté en el vértice. II un hiperplano de Py que no contiene a P y X un punto
de 1I. Entonces:

P+ X)N[Q] = P siysélo si X € P\ [Q].

2)(P+X)N|[Q] ={P,R} con R# P, siy sélo si X ¢ P*.

3)(P+ X) Q] siy sdlosi X €P-n|qQ].
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Demostracién Sea P = [p], X = [x] Un punto Y estd en la recta P + X
siY =[yl,y=ap+ fx. Ahora Y € [Q] & Q(ap + 0x) =0 <

FQ(x) +2a8Fq(p,x) = 0 (*)

Basta con probar la suficiencia en las tres equivalencias ya que los tres
casos son mutuamente excluyentes y cubren todas las posibilidades.

1)Si X € P\ [Q] entonces F(p,x) =0 ¥ Q(x) # 0 y se cumple (x) si
=0&Y =P

2)Si X ¢ P+, Fo(p,x) # 0

Si #=0secumple (x) e Y =P

Si B # 0 se cumple (x) si BQ(x) + 2aFg(p,x) = 0 si

—Qx)

a_
3 2Fg(p,x)
entonces
y = 2Fo(p,x)x — Q(x)p
Sea R = [y] R # P porque Fg(p,x) # 0
3)Si X € Ptn [Q], Fo(p,x) =0y Q(x) = 0 entonces se cumple () Vo, 3
= P+X)ClQ N

Nota 1 Por el apartado 3) de la proposicion, si R € PN [Q] con R # P
= P+ RC[Q]

Asi pues para un P € [Q]\ Vg, P N[Q] se reduce a P o es un cono con
vértice P.

Definicién 1 Se llama proyeccion estereogrifica de [Q] sobre I1 con polo en

P a la correspondencia
a: Q] —1I

a(R)=(P+R)N1I
Proposicién 2 a\[Q]\Iu es biyectiva sobre su imagen que es I\ pt

Demostracién
Esta bien definida: Si R # P P 4+ R es una recta que no estd contenida
en II (P ¢ II) entonces (P + R) N1l es un unico punto.
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Es inyectiva: Sea Ry, Ry € [Q]\ P+ con Ry # Ry. Si a(R1) = o(Ro)
=R +P)NII=(R;+P)NII=X
=P+ X=P+R =P+Ry
entonces P + R; = P + Ry seria una recta con tres puntos distintos en [Q)]
= (P+ 1) = (P+ Ry) C[Q)]

= (P+ Ry)) = (P+ Ry) C P*
= Ri,Ry € Pt absurdo
Im(aligppr) =11\ Pt: como R ¢ P+
(P4 a(R))N[Q] = {P,R} & a(R) ¢ P+ (Proposicién 1)l

Corolario 1 [Q] es una compactificacion de R,
Demostracién [(Q)] es compacto porque es un cerrado dentro del compacto
Pg.

R ~ 11\ P+ ~ [Q]\ P
v [@Q] \ P+ es un abierto denso en [Q)].

Nota 2 La cuddrica [Q] es homeomorfa a R"™1 junto con el cono P+N[Q).

Q] ~R* 'L (P n[Q])

1.1. Ecuaciones en P}

Vamos a imponer que el plano II es tangente a la cuadrica simplemente
para que las ecuaciones sean mas simples.
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1.1.1. Eleccién de Referencia

Vamos a elegir una referencia R = { Py, P1, P2, P3; U} que sea conveniente
para la escritura de las ecuaciones de la proyeccién estereografica.

P N1l es una recta proyectiva ya que es la interseccién de dos planos
distintos (P ¢ II), (P NII)+ = II+ + P es una recta que pasa por P y corta
a [@] en tinico punto distinto de P, (II* ¢ P+ ya que P ¢ II), sea este punto
R = [w'] y el punto desde el que proyectamos P = [w].

Asi, sean:

Py =[w—w].

P, y P, una base autopolar de PLN1I

Py = [w+ w]

La eleccién de U equivale a la eleccion de representantes para los P;. Sea
P; = [vj], escojo los v; para que la matriz de [Q)] sea:

-1 0 0 0
|l 0 e 00
M=1"0 0 & o
0 0 0 1

donde ¢; € {1, —1,0},(en el caso del cono el vértice estd en P-N1II ya que he
elegido II tangente a la cuddrica).

Para la cuddrica de puntos elipticos [S] €1 = €3 = 1, para la cuddrica
reglada [H]| e1 = 1, e = —1 y para el cono real [C] €1 =1, g2 = 0. Ast:

[S] = {[x0, x1, 2, 23] € IP’3/ —IIZ% —i—a:% —i—:z:% +x§ =0}
[H] = {[x0, 1, x2, 23] € IP3/ — x% —i—x% — x% —i—x% =0}
[C] = {[x0, 1,22, 23] € ]P’3/ —x% —I—x% +x§ =0}

El punto P = [1,0,0, 1].
Los planos
II = {[120,33’1,33‘2,.’133] € ]P)g/.’li() +x3 = 0}

PJ‘ = {[xo,xl,xg,xg] - ]P)S/JIO — I3 = 0}

La recta

PJ' NIl = {[330,&71,332,&73] € PS/ZUO = I3 = 0}
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Las ecuaciones de la proyeccion
a: Q] — 11
s1 [y()v Y1, Y2, y3] 7é P

a([yo, y1,y2,y3]) = [(vo — v3), 2v1, 2y2, (y3 — vo)]
si [20,21,2’2,,23] ¢ PLNII

o ([20, 21, 22, 23]) = [(—422 — €123 — €923), 42321, 42329, 425 — €127 — £925]

Proposicién 3 Sea [Q] una cuddrica de Py, P € [Q]\ Vi), entonces:

1. P N[Q] = P (dos rectas imaginarias, Tgi) Y réi)), si [Q] es de tipo
eliptico.

2. PN[Q] = {r1,r2}, con 1 y ro rectas que se cortan en P, si [Q] es de
tipo hiperbolico.

3. P n[Q] = {ro}, con rq recta que pasa por P, si [Q] es el cono real.

Eligiendo la referencia anterior
= {[x()?xlax??x?)] € P?)/.Tl = X2,T0 = (133}
r2 = {[I05x17x27x3] € ]P)3/£U1 = —T2,T0 = 33'3}

Nota 3 Como r; C PL N [Q] entonces a(r;) = r; N1I es un punto que
llamaremos I;. De forma andloga llamaremos Ij(-z) a los puntos tmaginarios
(@) _ ()

Ij =T N II.

Es claro que IT\ P+ ~ R?, llamamos
ayt =a ppr i R —[Q)

2 €2y2]

como o (z,y) ¢ P N1l la 1% o la 4* coordenada de a;'(z,y) es distinta
de 0.

a;l(a:, y) = [~4 — e12? — e91?, —4x, —4y,4 — 12
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2. Compactificaciones de R?

Aplicando el Corolario 1 a dimension 2, cada uno de los tres tipos de
cuddricas [S], [H] ¥ [C] son tres compactificaciones distintas de R?

R? ¢ R? U Un punto ~ [S]

R? ¢ R? U Dos rectas ~ [H]
R? ¢ R? L Una recta ~ [C]

Mediante la proyeccion estereografica vamos a ver que significado tienen los
puntos que afiadimos a R2.

= Caso S, a i R? — [S]

Proposicién 4 Sea {(x(t),y(t) : —oo < t < 0o} la parametrizacion de una
recta en R?, entonces lim;_,oo ' (x(t), y(t)) = P

Asi pues al seguir cualquier direccién en el plano, en la esfera nos vamos
siempre al punto P.

= Caso H, ;' : R? — [H]

Proposicién 5 Sea {(z(t),y(t)} la parametrizacion de una recta en R?. En-
tonces limy_oo a3 (2(t), y(t)) € PN [H] = {r1,r2}, ademds:

Si la recta no tiene pendiente £1, lim;_,o o) (z(t),y(t)) = P

Si la recta tiene pendiente 1, limy oo a3 (2(t),y(t)) € r1 \ {P}

Si la recta tiene pendiente —1, limy_o o' (x(t),y(t)) € ro \ {P}

Asi, en este caso, al seguir en el plano una recta de pendiente +1 (resp. —1),
en el hiperboloide nos vamos a un punto de la recta r; (resp. 72), distinto
de P y determinado univocamente por la ordenada en el origen de la recta
del plano. Y si seguimos una direcciéon de pendiente distinta de +1, en el
hiperboloide nos vamos al punto P.
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= Caso C, a" : R? — [C]

Proposiciéon 6 Sea {(x(t),y(t)} la parametrizacion de una recta o de una

pardbola { ;Eg z )\22 en R?, entonces lim;_oo o' (x(t),y(t)) € P+ n
[Q] = 7o.

Ademds si es la parametrizacion
1) de una recta que no tiene pendiente co entonces

lim o (z(t),y(t)) = P

t—o0

2) de una recta de pendiente oo entonces

lim o, (2(t),y(t)) = Io € ro

t—o0

8) de una pardbola y = \x? entonces

lim a* (z(t), y(t)) € 70 \ {P, Lo}

t—o0

3. Secciones planas, ciclos

Vamos a realizar ahora un estudio sintético de las proyecciones de las
secciones de [Q)] por planos, que nos permitird dar una definiciéon geométrica
de los ciclos.

Proposicién 7 Sea [Q] una cuddrica de Py, P € [Q)] \ Vg, T y II dos planos
de P3 con P ¢ 11, Spr =T'N[Q] y a la proyeccion estereogrdfica de [Q] sobre
IT con polo en P . Entonces:

1. Si PeTl

a) SiT = Pt entonces

(1 1y si[Q) = 18]
a(St) =3 {I,L} SiQ=[H
Iy  SiQ=Ic]

b) Sir; CT, para un i entonces a(Sr) es una recta que pasa por I;.
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¢) Sir; € T' Vi entonces a(Sr) es una recta menos un punto que
estd en P+ N1I.

2. SiP¢r

a) SiI' es tangente a [Q] entonces

Un punto ([S)
a(Sr) = Dos rectas que pasan por I e Iz, resp. ([H])
Una recta que pasa por Iy (IC)

b) Si T pasa por el vértice de [Q] (caso cuddrica degenerada), enton-
ces a(St) es dos rectas (reales o imaginarias) que se cortan en el
vértice, que es un punto de P N1TI.

c) Si I no es tangente a [Q] entonces

Conica que corta a P+ NIl en Il(i) e IQ(i) (ptos. imag.) ([S])

a(Sr) = Cénica que corta a P-N1II en I e I ([H])
Conica que corta a P-N1TI en I (IC)
Demostracidén
1. SiPel

a) Si T = P, trivial ya que St se reduce a uno de los tres casos de
la proposicion 3.

b) sir; C T para un i entonces I' N [Q] = {r;, s} donde s es una recta
que no pasa por P (la intersecciéon de un plano con una cuddrica
es una coénica). Ahora «(s) es una recta porque las rectas que
pasan por Py por los puntos de s forman un plano (P ¢ s) cuya
interseccién con II es obviamente una recta. a(r;) = I; y I; € a(s)
porque I; = a(r; N's) € a(s), (r; N s # () porque s y r; estdn en el
mismo plano). Entonces a(Sr) = a(s) que es una recta.

¢) Sir; € T Vi entonces Sp es una cénica contenida en I' que pasa
por P, las rectas que unen P con los puntos de Sr son el plano I'
menos la recta tangente a Sr por P, esta recta esta contenida en
PL y entonces a(Sr) es una recta a la que le falta un punto que
estd en P+ NI
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2.SiP¢r

a) SiT es tangente a [Q] entonces por la proposicién 3:

» Si [@Q] = [S], Sr es un punto distinto de P y entonces «(Sr)
es un punto.

» Si [Q] = [H], Sr es dos rectas que no pasan por P. Asi,
las rectas que unen P con los puntos de St son dos planos,
entonces a(Sr) es dos rectas, ahora I;,Is € «a(Sr) porque
I = a(SrNr;) € a(Sr), (St Nr; # 0 porque T corta ary y a
ro ya que P ¢ T').

» Si [Q] = [C], Sr es una recta que no pasa por P. Por lo tanto,
a(Sr) es una recta que pasa por Iy, andlogamente al caso
anterior.

b) Trivial, ya que I' N [C] es dos rectas (reales o imaginarias) que se
cortan en el vértice.

c) Si I' no es tangente a [()] entonces Sr es una coénica. Las rectas
que unen P con St son una superficie de grado 2, entonces «(Sr)
es una cénica en II, que pasa por P+ N1II en los puntos proyeccién
de I' N P+ N[Q] (prop 2) M.

Proposiciéon 8 Reciprocamente:

» La contraimagen de un recta distinta de P+ N1II es la seccion por un
plano que pasa por P, no es tangente a la cuddrica y no pasa por el
vértice.

= La contraimagen de una conica no degenerada que corta a P+ N1I en:
1. I{i) e Iéi). (Proyeccion desde [S])
2. I e Is. (Proyeccidon desde [H])
3. Iy (punto doble). (Proyeccion desde [C])

es la seccion por un plano que no pasa por P, no es tangente a la
cuddrica y no pasa por el vértice.
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Demostracioén
s Trivial

= Una cénica no degenerada queda determinada univocamente por cinco
puntos. En el enunciado ya nos dan dos, sean R, Ro, R3 los otros tres.
Como Ry, Ry y Rs son puntos no alineados (la conica es no degenerada)
y que no estdn en Pt entonces a~(R1),a ' (Ry) y a1 (R3) no estén
alineados y por lo tanto determinan un plano que no pasa por P y por
la proposiciéon anterior la proyecciéon de la secciéon por ese plano es la
conica.

Nota 4 En el caso del cono la proyeccion de una seccion por un plano que
contenga a rg,de un plano tangente y de un plano que pasa por el vértice es
la misma recta que pasa por Iy; pero nosotros nos estamos fijando ahora solo
en las secciones por planos no tangentes a la cuddrica y que no pasen por el
vértice.

3.0.2. Definicion geométrica de ciclo

Definicion 2 Llamamos ciclos a las proyecciones de las secciones por pla-
nos no tangentes a la cuddrica y que no pasen por el vértice (caso cuddrica
degenerada,).

Sea Z un plano de IP’I3R que contenga a la recta P N1II y que no pase por P.
(Obsérvese que ese plano en el caso del cono contiene al vértice). Es claro
que P\ Z ~R?y que 1\ Z ~ R?.

Asi pues si nos restringimos a esta carta afin tenemos, la proyeccion es-
tereografica:

ay e R3 — R?

y la recta P N1I en la que sefialdbamos los puntos antes, va a ser la recta
del infinito para el plano afin.

3.1. Clasificaciéon de los ciclos

Sea E el plano euclideo usual sumergido en el plano proyectivo, en esta
seccion, vamos a ver que tipo de cénicas son los ciclos definidos anteriormente,
para cada uno de los tres casos. Vistos como cénicas en el plano euclideo [E.

50



Definicién 3 Dada una conica en E real no degenerada con centro (polo de
la recta del infinito), se llama didmetros a las rectas que pasan por el centro,
es decir a las polares de los puntos del infinito, dos didmetros se llaman
conjugados si cada uno de ellos pasa por el polo del otro. Asi, los ejes son
dos didmetros conjugados ortogonales.

Proposicion 9 Sea una conica en E, real no degerenerada y con centro. Sus
dos puntos de corte con la recta del infinito, reales o imaginarios, determinan
de forma univoca las direcciones de los ejes, asi como la excentricidad de la
conica.
Demostracién Tomando la referencia como en la seccién (1.1), sea M =
a0 a0 ) iz de la cénica. Dos rect I cent
al Mo a matriz de la cénica. Dos rectas que pasan por el centro
de la cénica con direcciones dadas por los puntos del infinito [0, a1, o] v
0, B1, B2], son ejes de la cénica si y sélo si:

G2
(a1, ) ( b ) =0 Ortogonales (2)

(a1, ag) Moo < b ) =0 Diametros conjugados (1)

2

Asi pues, sean A = [0,a1,a2] y B = [0, b1, b2] los dos puntos de corte de la
cénica con la recta del infinito. Puedo suponer que af+a3 = b3 +b3, escalando
los representantes. En ambos casos los puntos D1 = [0,a1 + b1, a2 + bo] v
Dy = [0, a1 — by, ag — ba] son puntos reales ya que en el caso de que los puntos
iniciales fueran complejos, estos son conjugados y en Do divido por 1.

Sean d; y do las rectas que pasan por el centro de la conica y que tienen
direcciones dadas por los puntos Dy y D2 respectivamente como:

al—bl

(a1 + b1, a2 + ba) Moo ( a4y — by

) = (a—|—b)M00(a-b)T =

aM()oaT — aMoobT + bM()oaT — b]\foob—r =0 (1)

porque My es simétrica y los puntos [0,a] y [0,b] son puntos de la cénica.
También

(a+b)(a-b)" =aa' —ab' +ba' —bb' =a? +a b -2 =0 (2)
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por lo tanto las rectas d; y ds son dos ejes de la coénica.

Veamos ahora que los dos puntos del infinito determinan también la ex-
centricidad de la cénica. Sea T el cambio de referencia a la referencia afin
formada por el centro y los dos vectores de modulo 1 v y vo de los dos ejes
anteriores; en esta referencia la ecuacion de la conica es

L2 Y2
() £(H)7 =1
(4 si la cénica corta a la recta del infinito en dos puntos imaginarios). Ahora
la cénica corta a la recta del infinito en los puntos [0, E,iF] y [0, E, —iF]
(+) o en los puntos [0, E, F| y [0, E, —F] que son los puntos T(A) y T(B).
Los puntos T(A) y T(B), que determinan el cociente %, que determina la
excentricidad, sea cual sea el centro de la coénica seran siempre puntos de
la recta del infinito (direcciones) y por lo tanto sélo dependen de los dos
vectores de la referencia (ejes) por lo tanto de A y B.

Reciprocamente es facil ver que dadas una excentricidad y un par de
direcciones, estas determinan de forma tnica los puntos de corte con la recta
del infinito, siguiendo un razonamiento inverso al anterior.

Nota 5 En las condiciones anteriores:

= Si la conica corta a la recta del infinito en los puntos complejos conju-
gados distintos A = [0,a1 + 61,0 +i02] y B = [0, 1 — i1, g — i32]
con (a1 +i61)? + (g +i32)% = (a1 — iB1)% + (g — if2)?. El cociente
% de la demostracion anterior, que determina la excentricidad de la

B3463
a%—}-a%

conica (elipse) es (eje y/eje x). Y las pendientes de los ejes

az , P2
son G2 y G

» S0 la conica corta a la recta del infinito en los puntos reales distintos
A =[0,71,22) y B=[0,y1,y2] con 23+ 23 = y? +y3 el cociente que de-
(z1—y1)?+(z2—y2)?

termina la excentricidad de la conica (hipérbola) es

(x1+y1)%+(z2+y2)?
; : T2+Y2 T2—Y2
Y las pendientes de los ejes son it Y Ty
Nota 6 En las condiciones anteriores, si la conica:
s Pasa por los puntos ciclicos Ifi) = [0,1,7] e 12(2') = [0,1,—i] es una

circunferencia.
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Figura 2: Ciclos que no son rectas, para cada tipo de geometria

» Pasa por los puntos P; = [0,1,1] y P, = [0,1,—1] es una hipérbola
equildtera.

Proposicién 10 Las proyecciones de secciones por planos no tangentes y
que no pasen por el vértice (ciclos):

» 5% el plano pasa por P son rectas.
= 5% el plano no pasa por P son conicas no degeneradas:

1. FElipses con ejes paralelos y misma excentricidad caso S.

2. Hipérbolas con asintotas paralelas (ejes paralelos y misma excen-
tricidad), caso H.

3. Pardbolas con ejes paralelos, caso C.

Proposicién 11 En las condiciones anteriores:
1. Caso S: Tres puntos distintos de R? determinan un tnico ciclo.

2. Caso H: Tres puntos distintos de R?, tales que si dos de ellos estdn en
una recta de pendiente dadas por Iy o Is, el tercero también. Determi-
nan un unico ciclo.
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3. Caso C: Tres puntos distintos de R?, tales que si dos de ellos estdn en
una recta de pendiente dada por Iy, el tercero también. Determinan un
unico ciclo.

Nota 7 Siademds las matrices de las cuddricas son como en la seccion (1.1),
en B3 las cuddricas son la esfera, el hiperboloide y el cilindro. Y los ciclos en

E2 son

s Caso §: rectas y circunferencias.

» Caso H: rectas y hipérbolas con asintotas de pendientes +1

s Caso C: rectas y pardabolas con eje de pendiente 0.
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Abstract

The outbreak of Spanish Civil War caused a collapse in the Nation’s
intellectual and scientific life. In this paper, some very special epi-
sodes in the lives and fates of such outstanding mathematicians as
José Barinaga, Pedro Pineda, Luis A. Santalo and Ricardo San Juan
between 1936 and 1939 will be shown. Through some of their never
published previously correspondence, an important part of the state
of the Spanish mathematical community during those years will be
known for the first time.

1. A modo de introduccion

En este trabajo se presenta parte de la correspondencia mantenida entre Jos¢ Bari-
naga, Pedro Pineda, Luis A. Santalé y Ricardo San Juan, conservada en el Archivo
de la Familia de Pedro Pineda'. Se trata de una documentacion que no habia visto

hasta ahora la luz, y que se completa con otras cartas y documentos, también inédi-
tos, encontrados en diferentes archivos oficiales. Con unos y otros se podran ilus-
trar algunos episodios especiales en la vida y la obra de unos matematicos que
mantuvieron vivo el cultivo de su disciplina durante los tragicos afios de nuestra
cruenta Guerra Civil.

I Agradecemos a la familia de Pedro Pineda, en especial a su nieta, Myriam Pérez de
Pineda, el habernos cedido esta documentacion para su estudio y publicacion.
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Al producirse el levantamiento militar, tanto Barinaga como Pineda se encon-
traban de vacaciones en El Escorial [7]. Alli serian recluidos en el Monasterio por
las milicias del Frente Popular hasta que se autoriz6 su traslado a Madrid el 18 de
agosto. La capital era en aquellos entonces un hervidero, con un Gobierno repu-
blicano “legitimo” practicamente inexistente desde que José Giral ordenara la
distribucion de armas al pueblo, y el poder real en manos de unos milicianos que
habian desactivado el intento de golpe de estado y se aprestaban a organizar la
defensa de Madrid.

José Barinaga Mata y Pedro Pineda Gutiérrez con sus medallas como Catedraticos?

La Universidad, en pleno periodo estival, permanecia practicamente cerrada y
no se vislumbraba la reapertura normal de la Facultad de Ciencias de la calle San

2 La fotografia de Pedro Pineda pertenece al Archivo de su familia, mientras que la
de José Barinaga pertenece a la Facultad de Quimicas de la UCM, por lo que debemos
hacer constar el agradecimiento a sus autoridades, especialmente a su Decano, el Dr. Re-
yes Jiménez Aparicio.
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Bernardo en septiembre, ni, desde luego, que pudieran continuar las clases en
octubre, con los jovenes en edad militar luchando en los dos bandos.

La otra institucidén en la que se realizaban tareas docentes e investigadoras en
el &mbito de la Matematica, el Laboratorio y Seminario Matemadtico de la Junta
para Ampliacion de Estudios e Investigaciones Cientificas [1], si parecia que po-
dria volver a sus actividades en la calle del Duque de Medinaceli (al menos con
los profesores no susceptibles de movilizacion), tras haberse superado un intento
de incautacién de toda la Junta por parte de la Asociacién de Catedraticos del
Frente Popular en ese mes de agosto®. Contaba para ello con la colaboracion de la

Sociedad Matematica Espariola, con la que compartia sede, direccion, biblioteca
y revistas publicadas.

A las puertas del invierno de 1936, trasladado el Gobierno a Valencia, estabi-
lizado el frente de Madrid, y encauzado el periodo de caos revolucionario en la
capital, el Laboratorio emprendia su reorganizacion: publicacion de los nimeros
pendientes de la Revista Matematica Hispano-Americana, y de Matematica Ele-
mental, intercambio de la misma con las publicaciones extranjeras para mantener
actualizada la Biblioteca, y planificacion de actividades matemadticas para editar
los numeros correspondientes al afio siguiente. El personal afecto al Laboratorio
estaba formado en esos momentos por José Barinaga (Director); Pedro Pineda,
José A. Sanchez Pérez y Ricardo San Juan (Profesores); y Sixto Rios, José Galle-
go y Francisco J. Herrero (Becarios). Otros matematicos, como el Profesor Auxi-
liar en la Facultad de Ciencias de Madrid Luis A. Santald [2], o el Catedratico
también en Madrid Tomés Rodriguez Bachiller seguirian colaborando durante la
Guerra sin estar adscritos al Centro [3].

Por otro lado, la Sociedad Matematica Espariola continuaba su vida institu-
cional celebrando su primera sesidén desde el estallido del conflicto fratricida el
dia 4 de enero de 1937, con José Barinaga presidiendo en funciones y poniendo
“de relieve la necesidad de que todos los socios que actualmente se hallan en Ma-
drid procuremos sostener la vida de nuestra Sociedad con la mayor normalidad
posible” [4]. Para lograr estos fines, la Asamblea acordd6 nombrar una Junta Pro-
visional que asumiera simultdneamente las obligaciones de la Junta Directiva y
del Comité de Redaccién de las dos revistas publicadas conjuntamente con el La-
boratorio.

3 Puede verse el Libro de Actas de la Junta para Ampliacion de Estudios, Sesion del
24 de agosto de 1936, conservado la Residencia de Estudiantes (Madrid).
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Esa Junta Provisional, nombrada por unanimidad de los asistentes, quedaba
constituida de la forma siguiente: José¢ Barinaga Mata (Presidente); Fernando Pe-
fla Serrano (Vice-Presidente), Sixto Céamara Tecedor, Pedro Pineda Gutiérrez,
Ricardo San Juan Llosa, Tomas Rodriguez Bachiller (Vocales); y José¢ Augusto
Sanchez Pérez (Secretario-Tesorero y Habilitado). En suma, practicamente con el
profesorado del Laboratorio y Seminario Matematico.

Realmente seria Barinaga quien mantendria viva la actividad matemadtica del
Laboratorio y la Sociedad a lo largo de 1937, en gran medida gracias a la colabo-
racion de Pineda, quien ejercia practicamente como Director-Editor de las revistas
(comunicacién con los autores, envio de colaboraciones, correccion de pruebas,
etc.).

Llegado el 2 de agosto de 1937, y requerido por una Orden ministerial de 29
de julio, Barinaga enviaba al Secretario de la “Comision Delegada” de la Junta
para Ampliacion de Estudios (Tomas Navarro Tomas) certificacion del personal
afecto al Laboratorio Matematico en esos momentos y de la indole de los trabajos
que realizaban [3]. Se completaba unos dias después con otra certificacion que el
propio Secretario de la JAE enviaba al Ministerio con el puesto que ocupaba cada
matematico y la remuneracion que recibia cada uno de ellos*:

José Barinaga (Director), Cuerpos cuadraticos reales no euclideos.

Pedro Pineda Gutiérrez (Profesor). Fundamentos de Geometria diferencial.

Ricardo San Juan Llosa (Profesor). Métodos de Carlemann en el estudio de
Funciones analiticas.

José Sanchez Pérez (Profesor). Catalogacidn bibliografica e Historia de la
Matematica en Espaiia.

José Gallego Diaz (Becario). Problemas de Biologia matematica.

Maria Mauriz Menéndez. Auxiliar de Catalogacion y mecanografia

El panorama cambiaria con la caida de las provincias del Norte en manos de
la Espafia Nacional. Las autoridades republicanas, a la espera de que Madrid fuese
a concentrar las iniciativas bélicas, decidian la evacuacién de todo el personal que
no resultara imprescindible para la defensa mediante 6rdenes de la Presidencia del
Gobierno y del Ministerio de Instruccidon Publica (de 6 y 23 de septiembre de
1937, respectivamente).

4 Archivo JAE, Legajo 155/36. Expediente “Certificados y relaciones del personal de
los Centros de la Junta”.
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José Barinaga eludia el traslado no tanto por su condicién de Director del La-
boratorio Matematico, sino tras su nombramiento como Profesor del Instituto
Obrero de Madrid. José Gallego Diaz recibia el nombramiento de Delegado Pro-
vincial en Madrid del Instituto de Reforma Agraria, por lo que garantizaba su
estancia en la capital. Pedro Pineda consiguid justificar su permanencia en la capi-
tal durante 1937 “para cuidar de la Biblioteca y material cientifico de la Seccion
de Ciencias Exactas”, mediante Orden del Subsecretario del Ministerio de Ins-
truccion Publica, segun certificaba el Vicerrector de la Universidad Central, Leon
Cardenal, el 20 de octubre de ese afio’, pero el 24 de octubre era dado de baja en

las nominas de la Habilitacion de Madrid y preparaba su traslado.

2. Una correspondencia inédita para nuestra Memoria matematica

Esta historia que se acaba de relatar es la que quedara ilustrada con documentos
de primera mano que, a modo de fotogramas, proporcionaran una pelicula de esos
dificiles afios.

Asi, desde Barcelona, escribe Luis A. Santalo a Pedro Pineda el 8 de marzo
de 1937.

Querido D. Pedro:

He recibido sus cartas. Me alegro mucho de que haya encontrado la co-
pia de mi trabajo. Recuerdo que en ella habia unas correcciones en ldpiz que
convendria tener en cuenta al corregir las pruebas.

Comparto su opinion de que seria muy conveniente que continuase sa-
liendo la “Revista” en la forma que sea y con las restricciones que fueran
necesarias, por ej. asignando a un numero del tamario ordinario 3 6 4 meses.
No creo que haga falta, pero si acaso, yo les podria mandar algunas cuestio-
nes resueltas que me parece quedaron pendientes.

Si se tira por fin, ya les decia que no hace falta manden las pruebas de mi
trabajo, pero si les agradeceria unas cuantas separatas.

Recuerdos afectuosos a D. José, a D. Sixto y en general a todos de su
alumno y amigo.

5 Archivo de la familia de Pedro Pineda.
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Unos dias después, 17 de marzo de 1937, Santald volvia a escribir, ahora a
Barinaga® y desde el Instituto Nacional de 2* Ensefianza “Salmerdn” de Barcelo-

na, sito en el nimero 267 de la calle Muntaner.

Querido maestro:

He estado en Gerona donde he recogido su carta. Ya me habia insinuado
D. Pedro ultimamente que las dificultades economicas del Laboratorio y de
la Revista aumentaban considerablemente. Por lo que a mi se refiere tiene
poca importancia ya que, si bien hasta ahora no he cobrado nada mas que lo
que me mandaban desde Madrid (Auxiliaria y Laboratorio) parece que desde
este mes me van a considerar reingresado en 2° Enseiianza como Cursillista
de 1933 en este Instituto Salmeron con 5.000 pts. anuales. Con esto ya, de
momento, resuelvo el problema economico.

Lo que ya sentiria mucho mas es que las dificultades llegaran a imposibi-
litar la salida de la “Revista”. Ya sé que intentaran Vdes. Todo lo posible pa-
ra que esto no sea. Por pocas que sean las pdginas siempre son suficientes
para que no se rompa la continuidad en el intercambio. No creo que lo que
falte sea origina pero si asi fuese yo podria mandar algunas cuestiones o al-
go para llenar; en estas circunstancias lo de menos es el contenido, lo princi-
pal es llenar la Revista para salvar su vida.

Por aqui de matemdaticas no hago naturalmente nada. He ido algun dia al
Laboratorio de esta Universidad pero es bastante pobre, sobre todo Revistas
hay pocas. Conoci al Sr. Orts que me encargo muchos saludos.

Recuerdos a todos los que vayan por el Laboratorio y muchos saludos de
su afmo.

¢ En tanto que responsable de las publicaciones de la Sociedad y el Laboratorio, Pe-
dro Pineda era quien recibia, tramitaba y conservaba estas comunicaciones entre los auto-
res y las Revistas, razon por la cual se han podido localizar en su Archivo familiar.
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Carta de Luis Santalo a José Barinaga, 17.3.1937

A modo de post-data, Santal6 escribe algunas lineas més que aportan algunas
referencias acerca de las relaciones internacionales que mantenia:

Hace tiempo que mando Gallego 6 ejemplares de mi Tesis. Como Blasch-
ke me ha escrito pidiéndome algunas para sus alumnos de Hamburgo, escribi
a Gallego pidiéndole unos 12 o 15 ejemplares mas. No sé si recibiria la pos-
tal. Por si acaso, podrian Vds. manddarmelas? Mejor si son con cubiertas de
“Publicaciones del Laboratorio” no como Tesis de la Facultad.

Unos dias después, el 24 de marzo de 1937, y también desde el Instituto “Sal-
meron” de Barcelona, Santalo escribia a Pedro Pineda
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Querido D. Pedro:

Le devuelvo las pruebas. Muchas gracias por el trabajo que se tomo en
corregirlas. No me extraiia el gran numero de erratas pues el borrador mio
debia ser muy poco claro y confuso, pero ahora me parece que quedara bien.
De todos modos si se hicieran unas 2°s pruebas y V. les diese una ojeada se
lo agradeceria. También les agradeceré mucho si pueden mandarme unas se-
paratas y el numero de la Revista cuando salga.

Ya procuraré mandar algunas cuestiones o alguna ampliacion de ellas
que pueda servir de articulo. Por aqui se va siguiendo relativamente bien, y
se piensa mucho en Madrid.

Recuerdos a D. José y disponga V. en todo de su afmo.

Dos meses mas tarde, el 12 de mayo, Santalé se dirigia de nuevo a Pineda
desde el Pabellon de Oficiales del Aerédromo de Los Alcazares (Murcia).

Querido Don Pedro:

He recibido su carta que me retransmiten desde mi casa. Yo ahora, desde
hace unos 20 dias estoy en este Aerodromo asistiendo a un cursillo para Pro-
fesores de Aviacion. Calculamos que terminara a 1°s de Junio y entonces ve-
remos donde nos destinan. Me ha hecho mucha gracia lo de la pretendida in-
cautacion de la Biblioteca del Laboratorio: otro servicio inmenso que tene-
mos todos que agradecer a Vdes. por su permanencia en Madrid.

Si hubiera habido mas facilidades le hubiese enviado algo mas, como era
mi deber, aunque ultimamente también en Barcelona escaseaban muchas co-
sas.

Muchas gracias por el interés que se toma por las pruebas de mi articu-
lo; por lo visto Bermejo sigue tan pesado como siempre.

Afectuosos saludos de un s.s.

El articulo de Santal6 apareceria finalmente abriendo el volumen 12, pags. 3 a
12 (1937), de la Revista Matemdtica Hispano-Americana, con el titulo “Curvas
sobre una superficie que cumplen la condicion dsf (k,t)ds = 0”. Los esfuerzos

de los matematicos espafioles durante 1937 mantenian viva la revista.
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Carta de Luis Santald a Pedro Pineda, 12-5-1937

3. De la clausura del Laboratorio Matematico al fin de 1a Guerra

Las ordenes de evacuacion de Madrid que mencionabamos en la Introduccion
tuvieron su continuacion en el ambito institucional. Asi, en la Sesion de la “Comi-
sion Delegada” de la Junta para Ampliacion de Estudios del 27 de noviembre,
primera celebrada tras su traslado a Barcelona, se ordenaba a Barinaga su adscrip-
cion a la Facultad de Ciencias de la Universidad de Valencia y la clausura del
Laboratorio. Con esa decision desaparecian las dotaciones econdmicas de la JAE
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para remunerar al Director y los profesores colaboradores y para sufragar las pu-
blicaciones, aunque Barinaga volvia a eludir la evacuacion por su pertenencia al
Claustro del Instituto Obrero de Madrid.

Recibidas las oportunas notificaciones, un disciplinado Barinaga, daba por
concluido un periodo muy singular en nuestra historia matemadtica, clausurando el
Laboratorio. Asi, evacuado Pineda a Valencia el 24 de noviembre de 1937, Bari-
naga le ponia al dia de la situacién aprovechando para felicitarle con motivo de su
46 cumpleafios (D. Pedro habia nacido el 2 de diciembre de 1891).

Querido Pineda: ante todo felicidades por tu casi semicentenario.

Te escribo desde tu casa, a donde tengo que acudir para saber de ti. ;Qué
os pasa? Nadie me escribe, nada me cuentan, y por tanto nada sé de vuestra
vida, ni de vuestras actividades. Dadme noticias de la Univ., de sus clases, de
sus Profs., del n° de sus alumnos. En fin, no me olvidéis en absoluto.

Ayer he clausurado “de orden superior” el Laboratorio de la Junta. Re-
cordaras que te comuniqué hace tiempo el temor que sentia por tal medida.
Llego. “No hay plazo que no se cumpla...”. Por cierto que el Sr. Santullano
me dice estan sin despachar las nominas de Octubre y noviembre ultimos.
Que para ello es preciso justificar la autorizacion para permanecer en Ma-
drid o en otro caso justificar también, el estar fuera de la Capital. Para mi n
hay problema, puesto que he disfrutado de la autorizacion correspondiente
hasta ayer. Pero tanto tu como San Juan, tenéis que solicitar de esa Univ. el
certificado de vuestra residencia en esa. Para ahorrar tiempo podéis remitir-
lo directamente a Barcelona (al Sr. Santullano) y decirle que lo hacéis por
indicacion mia. Y que os lo abonen en esa, o, si lo preferis, que lo remitan a
Madrid para que lo perciba la persona a quien designéis. Ya me diréis vues-
tra decision.

Que me escribas. Saludos de los colegas y para ti 46 abrazos de amigo y
compariero,

El 3 de enero de 1938 volvia Pineda a Madrid, utilizando para ello la certifi-
cacion que le expedia José Gallego Diaz (becario del Laboratorio ademas de De-
legado del Instituto de Reforma Agraria): “se traslada a esta Capital con el fin de
realizar trabajos de estadistica en esta Delegacidon provincial”’. En realidad el
viaje estaba concebido para reunirse con su familia y trasladarse todos el 29 de

7 Archivo de la familia de Pedro Pineda.
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enero de 1938 a su nueva residencia en la calle Heroicos Milicianos de Burjasot
(Valencia). Alli le escribia Barinaga el 10 de febrero.

Querido Pineda:

Os supongo acomodados después de corteses codazos en vuestra nueva
residencia. Nosotros, por aqui, a pufietazo limpio con los garbanzos y el pan.
He desarrollado, como ya te indiqué, el plan ofensivo para la reapertura del
Laboratorio, que culmina con el escrito de que te adjunto copia. Por una car-
ta del Sr. Santullano a San Juan, y por otra de Corpus Barga a mi, tengo muy
buenas impresiones sobre el asunto, aun cuando no confio demasiado en el
éxito completo. Dime si has cobrado tus haberes de la Junta correspondientes
a diciembre y enero.

Convendria que la copia que te remito se la entregues al Dr. Puche para
que esté informado con anterioridad a la reunion de la Comision Delegada
en la cual ha de tratarse. Si puedes hablar con él, mejor, y si no, déjasela en
un sobre con unas lineas tuyas diciéndole lo haces por encargo mio.

Ya adverti a Bustos lo de los fasciculos de la “Zentralblatt”. Informate si
hay alguno mas en las mismas condiciones.

Espero que, poco a poco, iras haciendo algo para la revista. Orts me ha en-
viado un trabajo. Ahora trato de apoderarme de un “stock” de papel que he des-
cubierto en los sotanos del Ministerio. Confio en que Miranda me ayudara.

Muchos recuerdos a Pena, saludos a los colegas, expresiones cariiiosas a
Anita, besos a las nifias y para ti el afecto sincero de tu buen amigo y comp®.$

Las circunstancias del conflicto y las incertidumbres acerca del futuro del La-
boratorio desaniman a Pineda, quien decide renunciar a colaborar, desde la dis-
tancia, en los esfuerzos de Barinaga para mantener vivo el centro. En todo caso,
¢ste le escribia el 4 de marzo de 1938 a Valencia.

Mi querido amigo:

A pesar de tu insistente negativa a participar por ahora en los trabajos
del Laboratorio, he propuesto a la Junta continues colaborando desde esa,
mientras dure en ella tu permanencia. Era para mi un deber hacerlo asi, tan-

8 Miranda era en esos momentos Secretario de la Universidad Central de Madrid y
Delegado en Madrid del Ministerio de Instruccion Publica; mientras que Pefia [Fernando
Pefia Serrano] era Catedratico en la Escuela de Ingenieros de Montes y vivia en la misma
Residencia que Pineda.
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to por el valor que para el Centro tiene tu concurso, como por mi condicion
de Director. El Sr. Navarro Tomds me comunica que para resolver la Comi-
sion Delegada sobre este punto, necesita saber “en qué ha de consistir tu la-
bor especifica en Valencia”. Te ruego, por tanto, me escribas en la forma que
creas conveniente para trasladar yo a Barcelona tu propia contestacion.

Recuerdos a todos y tu sabes cuentas siempre con tu buen amigo y com-
pariero.

Carta de José Barinaga (Madrid) a Pedro Pineda (Valencia), 4.3.1938

Mientras Pedro Pineda se desmarcaba de una tarea que podia reportarle una
importante ayuda econdmica en esos momentos del conflicto en cuanto se deci-
diese la reapertura del Laboratorio, Ricardo San Juan se mostraba deseoso de
colaborar y contribuia con un trabajo que tenia bastante avanzado. Lo hacia me-
diante una carta enviada a Barinaga el 6 de marzo de 1938°.

9 Archivo de la JAE, Legajo 109/32. Por razones que desconocemos, esta carta no se
conserva en el expediente institucional del Laboratorio Seminario Matematico, ni en el
personal de Barinaga o San Juan, sino en el de Julio Palacios, Catedratico de Termologia
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Respetable colega: Atendiendo sus indicaciones expongo a continuacion
los titulos y el estado actual de los trabajos de Andlisis matemdtico en que he
venido ocupdandome el curso actual.

1. Derivacion e integracion de series asintdticas y sus aplicaciones a la
teoria de la aproximacion asintdtica optima (Dispuesto para su publicacion y
cuya copia le remito a la mayor brevedad).

11. Definida una clase C, de funciones cuasiasintoticas mediante sus co-
tas A,, que cumplen la condicion de Carlemann, ;se pueden elegir otras cotas

B <A que cumplan la condicion mas restringida de Deujoy. Hemos de-

mostrado que esto es posible cuando las funciones son periodicas y estamos
estudiando qué acontece en el caso general.

III. Condiciones necesarias y suficientes para que coincidan dos clases
de funciones cuasiasintoticas C,y Cy- (Iniciado a propuesta de M. le Prof. S.
Mandelbrojt).

1V. Condiciones necesarias y suficientes que debe cumplir una sucesion

de numeros positivos M, para que exista una funcion real f (x) de variable
real indefinidamente derivable cuyas derivadas sucesivas f" (x) tengan co-

mo valores mdximos de sus modulos ‘ I (x)‘ en un intervalo (a, b) dichos

numeros M, esto es, sea

‘ i ( x) <M, para todo punto de (a, b)

‘f” (5)‘ =M, para un punto al menos de (a, b)

(Pendiente de una consulta hecha al Prof. M. S. Mandelbrojt de la Uni-
versidad de Clermont-Ferrand).
A su disposicion queda incondicionalmente su discipulo

Esa entrega “incondicional” del “discipulo” se transformaba profundamente

una vez llegado el infame proceso de depuracion al que fue sometido todo el pro-
fesorado tras la Guerra, entre ellos San Juan. Alli se verd obligado a poner por
escrito lo que los depuradores le exigian: “El unico trabajo que he publicado du-

en la Universidad Central, quien también permanecio en Madrid a lo largo de la Guerra y
que al terminar ésta jugard un papel decisivo en la readmision sin sancion de San Juan y el
retorno a Espafia de Esteban Terradas Illa y Julio Rey Pastor.
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rante el dominio rojo ha sido una nota en la RM.H.A. que firmé con iniciales
(cambiadas éstas por mi nombre) coaccionado por el director del Laboratorio”!?.

Es verdad que los conflictos bélicos, sobre todo si son fratricidas, también
permiten conocer lo mejor de cada persona. Asi, podemos comprobar la altura de
cientificos como Barinaga atendiendo algunas situaciones personales delicadas.
Asi, una vez reabierto el Laboratorio, en mayo de 1938 acogia en el mismo a
Emilio Pajares, tal como éste declararia el 17 de Agosto de1939 ante el Juez De-
purador de la Universidad Central'!.

Emilio Pajares Diaz, mayor de edad, domiciliado en la calle de la Santi-
sima Trinidad, 21, delineante-proyectista del Instituto Nacional de Fisica y
Quimica, declaro solemnemente:

Que a primeros de mayo de 1938 en que fui expulsado del centro de en-
seiianza de la C.N.T. denominado “Instituto Ferrer” por mi filiacion dere-
chista, me presenté a Don José Barinaga Mata, director del Laboratorio de
Matemaditica, sito en Medinaceli, n° 4, a quien expuse mi calidad de persegui-
do y mi apurada situacion economica por ser padre de cinco hijos de corta
edad y carecer de todo medio y de bienes.

Que dicho sefior D. José Barinaga se ofrecio incondicionalmente para
favorecerme en cuanto le fuera posible y a tal efecto me expidio un certifica-
do de trabajo como Auxiliar de la Biblioteca del Laboratorio Matematico y
de la Sociedad Matematica Espariola, encargandome de la “conservacion del
Material Cientifico” para poder presentarlo integro el dia de la liberacion.

Que economicamente también me favorecio en varias ocasiones y por tl-
timo alcanzome una Beca en el citado Laboratorio la cual cobré hasta el mes
de febrero de 1939.

Que estas manifestaciones quedan consignadas en declaracion jurada
presentada al Ministerio de Educacion Nacional fecha 15 de mazo de 1939, y
otra en el Instituto Nacional de Fisica y Quimica con fecha posterior y por fin
en instancia declaratoria pidiendo el percibo de haberes presentada el 23 de
septiembre ultimo.

10 Nota incluida en el Expediente de depuracién de José¢ Barinaga. AGA, Legajo
31/15047-4.

1T Declaracion incluida en el Expediente de depuracidon de José Barinaga. AGA, Le-
gajo 31/15047-4.
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Y para que conste donde convenga al interesado expido la preste decla-
racion en Madrid a diez y nueve de noviembre de mil novecientos treinta y
nueve. Afio de la Victoria.

Realmente, las actividades del Laboratorio continuaban a comienzos de 1939,
aunque para sus integrantes los temas cientificos debian pasar a un segundo plano
cuando de la propia supervivencia se trataba en unos momentos en los que la Gue-
rra parecia que podia llegar a su fin. Asi, Barinaga escribia a Pineda el 9 de enero
sobre temas bien prosaicos.

Querido Pineda. ayer recibi tu postal del 3. Llegaron las naranjas y los
albaricoques. A Rodriguez Sanz le envié un [;?] a tu nombre que creo con-
tiene dos cajas vacias. Ya buscaré mds, asi como las cuerdas y el lacre. El
[ ?] tiene que estar ahi, pues el cuiado de Rodriguez me asegura lo expidio.
Yo se lo entregué el 1 de diciembre.

Por aqui, puedes figurarte, en pleno invierno, sin fluido por el dia, sin
cristales, sin ... Yo no paro en casa. En el Labr’ nos han alfombrado la Di-
reccion y la Biblioteca y nos han autorizado a usar una estufa eléctrica; pero
ésta resulta inutil, pues las veces que hay corriente, no tiene tension. En la
Univ., por el estilo. Ahora que, eso si, funciona en varios aspectos. Hasta
hemos celebrado un Claustro ordinario la semana anterior. De modo que
aquello de que estaba incrustada en la de Valencia, fue pura fantasia 1937.
En todo caso habra habido ahi ciertas actividades pedagogicas, pero nada
mas.

Si ves a Victoriano recuérdale mi peticion de nabos, boniatos o raices de
arboles! ; No hay harina de soja?

Deberias decidirte a dar una vuelta por aqui. En cuanto quieras, te en-
cargamos algun cometido.

De Barcelona recibo bastantes cartas. La ultima de D. José A. Ude, que
debe estar también deshecho.

Mi mujer -que esta cada vez mas esbelta y marfileiia- me dice saludes en
su nombre a Anita y las nifias. Tu recibe un abrazo de tu buen amigo y comp®
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Carta de José Barinaga a Pedro Pineda, 9.1.1939.

Y es que, efectivamente, en esos momentos la situacion no era la mas adecua-
da para el cultivo de nuestra disciplina... claro que tampoco lo seria para muchos
de nuestros colegas en los meses siguientes con procesos de depuracion y exi-
lios... pero esa es otra parte de nuestra Memoria.

Bibliografia complementaria

Aunque el objeto de este trabajo consistia, basicamente, en presentar la corres-
pondencia inédita (debidamente contextualizada e interrelacionada), entre Barina-
ga, Pineda, Santalo y San Juan, existe hoy una importante coleccion de trabajos
publicados que permiten obtener una vision de conjunto mas completa acerca de
todo que lo que acaba de exponerse. Los mas proximos al tema que nos ocupa son
los siguientes:

[1]  Ausejo, E. y Millan, A. (1989): “La organizacion de la investigacion mate-
matica en Espafia en el primer tercio del siglo XX: el Laboratorio y Semi-
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[10]

nario Matemadtico de la Junta para Ampliacion de Estudios e Investigacio-
nes Cientificas™, Llull, Vol. 12, 261-308.

Duran, X. (2001): Lluis Santalo. Colleccio de Biografies de la Fundacié
Catalana per a la Recerca, num. 7.

Gonzélez Redondo, F. A. (2001): “La actividad del Laboratorio y Semina-
rio Matemadtico de la Junta para Ampliacién de Estudios durante la Guerra
Civil”. La Gaceta de la Real Sociedad Matemdtica Espaiiola, Vol. 4 (n° 3),
675-686, 2001.
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das y Julio Rey Pastor”. La Gaceta de la Real Sociedad Matematica Espa-
fiola, Vol. 5 (n° 2), 463-490.

Gonzalez Redondo, F. A. (2002c¢): “La Matematica en el panorama de la
Ciencia espafiola, 1852-1945”. La Gaceta de la Real Sociedad Matemadtica
Espaiiola Vol. 5 (n° 3), 779-809.
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Matematica Espariola Vol. 8 (n° 3), 837-868.

Gonzalez Roldan, G. (2001): El nacimiento de la Universidad franquista:
la depuracion republicana y franquista de los Catedraticos de Universidad.
Tesis Doctoral. Facultad de Geografia e Historia, UNED, Madrid.

Sanchez Ron, J. M. (coord.) (1988): La Junta para Ampliacion de Estudios
e Investigaciones cientificas 80 aios después. Madrid: CSIC.

Sanchez Ron, J. M. (1999): Cincel, martillo y piedra. Historia de la Cien-
cia en Espaiia (siglos XIX y XX). Madrid: Taurus.
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Abstract

The author has studied and developed software for the dynamic geo-
metry system (DGS) - computer algebra system (CAS) collaboration
problem. The state of the art of this collaboration is discussed in the
introduction. In 2006, an exciting new DGS, denoted “Geometry Ex-
pressions”, was presented by the company Saltire Software. It has the
usual capabilities of DGS plus a small algebraic engine (allowing to
internally perform algebraic computations) and the possibility to ex-
port data to some CAS. But its key capability is yet another one: for
the first time, as far as we know, the possibility to add constraints
(computed internally or externally to the DGS) that change the geo-
metric configuration after it has been drawn, is included. This new
DGS is also reviewed in the article.

Keywords: dynamic geometry systems, computer algebra systems.

1 Introduccion
1.1 Sobre los sistemas de computo algebraico

Los sistemas de computo algebraico (CAS), como Maple, Mathematica, Derive,
MuPad, Reduce, Axiom, Maxima..., tienen dos caracteristicas que los distinguen
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de los lenguajes informaticos habituales (C, Fortran, Pascal, Basic...) y hacen
que se clasifiquen en una clase propia:

e pueden trabajar en aritmética exacta (ademas de en coma flotante)

e pueden manejar variables sin asignacion.

El trabajar en aritmética exacta quiere decir que no se producen redondeos en
las cifras decimales (por ejemplo de los racionales periddicos y de los irraciona-
les), ni de los numeros muy grandes. Esto es, se trabaja como es habitual en ma-
tematicas, en lugar de considerar un cierto nimero de cifras fijo para representar
todos los nimeros (lo cual es mucho mas conveniente y rapido para el ordenador
o calculadora, aunque a costa de la exactitud e incluso veracidad de los célculos
[1]). Ejemplos de calculo en aritmética exacta son:

12+ 1/3=5/6
6- 3 2=0

70! =119785716699698917960727837216890987364589381425
46425857555362864628009582789845319680000000000000000

El poder manejar variables sin asignacion quiere decir que pueden realizar
computos con variables en el sentido matematico, en lugar de en el sentido habi-
tual en informatica. En cualquier lenguaje informatico se puede calcular x* + 7
para cualesquiera valores numéricos concretos de x e y, pero solo los CAS pueden
realizar una simplificacidon general como:

X+tx+tx=3xe°y
(xty)—(x-y)7=4ex°y

(sin asignar previamente valores numéricos a x € y). La posibilidad de realizar
manipulaciones simbolicas, de mayor nivel de abstraccion que realizar cuentas
numeéricas, es la clave para que los CAS ofrezcan posibilidades como: célculos
polindmicos, derivacion simbdlica, integracidn simbdlica (calculo de primitivas),
calculos con funciones trigonométricas, logica..., que hacen que el ordenador sea
una herramienta utilisima en areas como algebra conmutativa, geometria algebrai-
ca, légica, astronomia, fisica de altas energias... y, por supuesto, educacién ma-
tematica.
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1.2 Sobre los sistemas de geometria dinamica

Por otra parte, los sistemas de geometria dindmica (DGS) se desarrollaron con un
proposito didactico: permitir que el usuario explorara la geometria de regla y
compas. El adjetivo dinamica proviene del hecho de que, una vez se ha realizado
la construccion, los primeros objetos dibujados (puntos) pueden ser arrastrados
con el raton, cambiando subsecuentemente toda la construccion.

Existen ya muchos DGS: The Geometer's Sketchpad [2], Cabri Geometry II
[3], GeoGebra [4,5], Cinderella [6], Euklid Dynageo [7], Euklides [8], Dr. Geo
[9], WinGeom [10]...

Cinderella present6 la novedad de tratar geometrias no euclideas y de realizar
los calculos en  (lo que evita que parte de una construccidén se desvanezca en
casos excepcionales, algo habitual en los deméas DGS) [11,12].

Finalmente, existen DGS como Calques 3D [13] y Cabri 3D [14] que permiten
realizar algo similar en dimension 3 (representando la construccidn geométrica en
perspectiva en la pantalla).

Volviendo a los DGS habituales (2D), éstos pueden exportar:

e una construcciéon geométrica viva, en el sentido de que puede seguir comple-
tandose o alterandose, pero que solo puede ser interpretado por ese DGS con-
creto (el DGS es a veces accesible via Internet —tal es el caso de Java Geome-
try Expert o webDiscovery, comentados mas abajo—)

o c¢l algoritmo geométrico que ha permitido realizar la construccion (que seria el
equivalente al programa en programacioén tradicional), denotado script, macro,
construction text... y sélo interpretable por ese DGS en concreto

e una imagen grafica fija, en los estandares graficos habituales (EPS, JPG,
GIFF...).

Ademas, algin DGS como The Geometer’s Sketchpad v.4 también permite expor-
tar una construccion geomeétrica fija en formato HTML, que puede visualizarse
con cualquier explorador de Internet con algunos aditamentos (JavaSketchpad).
La construccion es fija en el sentido de que no puede completarse ni alterarse,
aunque sigue siendo dindmica pues se puede cambiar la posicion de los objetos
iniciales).
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2 Colaboracion de DGS y CAS
2.1 Necesidades

Desafortunadamente, aunque varios CAS ofrecen paquetes especificos para tratar
la geometria euclidea (por ejemplo Derive [15] o Maple [16]), ningin CAS ha
incorporado ni posibilidades de dibujo con el ratdn, ni capacidades dinamicas.

Por otra parte, ninguno de los “grandes” DGS mencionados al principio de la
Seccion 2 puede trabajar con variables sin asignacidon. En algunos de ellos se pue-
de exportar en formato de ciertos CAS, o en LaTeX, o en HTML... las ecuaciones
de un objeto geométrico concreto (por ejemplo las coordenadas del punto
A=(3,4), o la ecuacion de la recta r, y=2x). Pero ninguno devuelve como coorde-
nadas de un punto definido simplemente como yaciendo en el eje x, algo de la
forma (a,0), donde a es un pardmetro. Consecuentemente, tampoco pueden obte-
ner una ecuacion dependiente de un parametro, como la de la recta paralela a la
bisectriz del primer y tercer cuadrantes por (a,0), esto es, y=x-a.

Esta falta de colaboracion es sorprendente en casos como el de la calculadora
T1-92, TI-89 y Voyage 2000 [17], en las que ambas tecnologias estdn disponibles
simultdneamente.

2.2 Precedentes de la colaboracion de DGS y CAS

La necesidad de colaboracién de los DGS con los CAS fue ya subrayada hace
aflos por Tomdas Recio en el libro [18]. La idea de Tomas Recio fue desarrollada
en una comunicacion [19] y las diferentes formas en que se podria implementar
una colaboracién de este tipo se analizan en detalle en una conferencia plenaria
[20].

El software The Algebraic Geometer, de Saltire Software [21] fue anunciado
durante un tiempo como capaz de manejar parametros en la forma en que se indi-
ca en el parrafo precedente, pero parece ser que nunca llegd a comercializarse.

2.3 Posibles soluciones

Basicamente, existen tres distintas estrategias para solventar esta descoordinacidn,
que podriamos clasificar asi [20]:

e desarrollar un nuevo sistema que integra un nuevo DGS asi como un nuevo
CAS (ejemplo: Geometry Expert)
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e desarrollar un nuevo DGS disefiado para poder comunicarse con CAS existen-
tes (ejemplos: GEOTHER <& Epsilon, GDI/Lugares/Discovery/LXP/
GDI/webDiscovery)

e desarrollar un traductor externo que permita al DGS comunicarse con CAS
existentes (ejemplo: paramGeo).

Geometry Expert [22,23] estd orientado principalmente a la demostraciéon au-
tomatica de teoremas geométricos [24-29] y permite elegir entre distintos métodos
de demostracidn (bases de Grobner, metodo de Wu, del area, del &ngulo comple-
to...). Ahora existe una nueva versidn escrita en Java accesible por Internet, Java
Geometry Expert [30,31] (Figura 1).

File Examples Construct Action Prove Help
DR X c/ R ilQO008 AT raASOAC

B
e

G FEG I HTEt smp

Figura 1: La GUI de Java Geometry Expert.

Epsilon [32] es una libreria de funciones implementadas en Maple para elimi-
nacién y descomposicion polindomica, que extiende las posibilidades proporciona-
das por este CAS. GEOTHER [33,34] es un DGS orientado a la demostracion
automatica y disefiado para que pueda utilizar la libreria Epsilon.

Los DGS GDI, Lugares, Discovery, LXP, GDI, y webDiscovery [35-37] han
sido desarrollados en visual-Prolog y llaman a los CAS CoCoA y Mathematica
para determinar lugares geométricos, realizar demostracion automatica de teo-
remas geométricos y descubrimiento de teoremas geométricos (esto ultimo sig-
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nifica encontrar nuevas hipotesis que hagan que un teorema pase a ser cierto)
[38-39].

webDiscovery [40] es una aplicacion web desarrollada en webMathematica por
los mismos autores, que recurre al nicleo de Mathematica o a CoCoA para reali-
zar los célculos simbdlicos, y permite realizar demostracién y descubrimiento
automatico en geometria elemental (Figura 2). webDiscovery acepta construccio-
nes geométricas con regla y compas exportadas desde GDI/ y también desde un
importante subconjunto de JavaSketchpad. El cddigo estd siendo revisado para
que las construcciones geométricas descritas en OpenMath [41] sean aceptables
por webDiscovery, de forma que, en el futuro, cualquier DGS con capacidad de
exportar en formato OpenMath pueda acceder a webDiscovery.

- webDiscovery - Netscape

Archive  Edicion Yer 1 Communicator  Ayuda

|+

webDiscovery webMATHENAT ICA %

Given a construction with points

Clal1 12T BLOLADDD {1 12T ES 141,065 146D,

degeribed by

{Ilidpoint (D,B,&), Midpoint (E,C,4) , Perpendicular(Ba 0D , Perpendicular(CA OF) },
the necessary condition(z) for

{ligned(,0,C) }

is(are)

{Perpendicoular{C, & B, &1 {EqualiC, B}

Trv another Discovery?

=& == |Documento: Ejecutado =| 233

Figura 2: Descubrimiento con webDiscovery de las condiciones para que el
circuncentro de un tridngulo pertenezca a uno de sus lados.

En el caso de paramGeo la estrategia es diferente: tratamos de aprovechar
software ya existente y muy experimentado. Asi pues, construimos un puente [42]
entre los DGS The Geometer's Sketchpad (versiones 3y 4) [2,43,44] y los CAS
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Maple [16] y Derive [15] (Figura 3). Elegimos The Geometer's Sketchpad 3 por
ser un DGS muy amigable y porque sus scripts (descripciones en lenguaje natural
de las construcciones) eran susceptibles de ser facilmente traducidos a cddigo
para un CAS. En el caso de la version 4, los scripts han sido sustituidos por las
llamadas fools, que pueden ser mostradas en pantalla en modo legible (P » Show
Script View), pero que no pueden ser guardados en disco. Por ello en este caso
usamos la posibilidad que tiene esta version de guardar un sketch en un archivo
HTML para JavaSketchpad.

= DGS->CAS translator

File About

File ta be translated:

Open

Translate to:

Translate

" Derive

ik

E it

(@9 /|

Figura 3: GUI de paramGeo.

3 Sobre Geometry Expressions
3.1 Primeros pasos con Geometry Expressions

La introduccion de datos a Geometry Expressions es muy similar a la de otros
DGS como The Geometer’s Sketchpad, Cinderella. ..

Tanto en la barra gris de mentis como en el menu de iconos de la parte derecha
de la pantalla, se encuentra el submena Draw (Figura 4).

Con el icono de la flecha podemos seleccionar un objeto u objetos (en este ul-
timo caso manteniendo pulsada la tecla de mayusculas), y los demds permiten
dibujar un punto, segmento, recta, semirrecta, poligono, circunferencia, texto o
expresion matematica.
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) Tools

| 5, Draw =
] I [ [
Z1Q &=
| L} Constrain {Input) =i |
BN\,
| i Construct =i |
AR AN TAR
X e
| O Calculate (Output) 1
Symbolic | Real
8 O __l i 3 X

Figura 4: Subment Draw.

Una vez se han dibujado los objetos iniciales, podemos seleccionar algunos de
ellos, y, en el subment Construct de la barra gris de menus (Figura 5) o en el me-
nu de iconos de la parte derecha de la pantalla (Figura 4)!, podemos realizar las
operaciones geométricas mas usuales (estaran disponibles —apareceran resaltadas—
aquellas que tengan como entrada exactamente los objetos previamente seleccio-
nados).

Asi pues, es muy sencillo construir, por ejemplo, la circunferencia circunscrita
a un tridngulo (Figura 6), al igual que ocurre en The Geometer’s Sketchpad, Cin-
derella... Basta:

1) dibujar tres puntos

I Por brevedad, en lo sucesivo no explicitaremos si estan en la barra gris de menus y
también en el menu de la derecha de pantalla mostrado en la Figura 4.
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-------
i
....... 1

Figura 5: Menu Construct

i1) unirlos con segmentos

ii1)seleccionar cada segmento (uno a uno) y construir sus mediatrices (direc-
tamente con Construct/Perpendicular bisector o, paso a paso, con Cons-
truct/ Midpoint y Construct/Perpendicular)

iv)intersecar dos de las mediatrices (Construct/Intersection)

v) dibujar la circunferencia de centro el punto de interseccion de mediatrices y
que pasa por un veértice.

Es tipico de los DGS el poder explorar problemas geométricos. En la cons-
truccion anterior podemos, por ejemplo, arrastrar uno de los vértices hasta que el
circuncentro pertenezca a uno de los lados. Si medimos el dngulo opuesto a ese
lado, obtenemos que eso ocurre cuando el tridngulo es rectdngulo (Figura 7)%. En

este DGS se pasa de medir los dangulos en radianes (lo que hace por defecto) a
medirlos en grados en Edit / Settings... /Math /Math / Angle Mode.

2 Observemos que hay un pequefio error de redondeo al calcular una funcion trigo-
nométrica inversa.
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[® Geometry Expressions
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Figura 7: ;Cuando yace el circuncentro en un lado del triangulo?
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3.2 Introduccion de parametros en Geometry Expressions

Como se ha comentado en la seccion 2.1, ninguno de los “grandes” DGS ofrece la
posibilidad de manejar parametros no asignados (deducidos de la construccion
geométrica realizada).

En Geometry Expressions este tipo de pardmetros se pueden introducir y tam-
bién aparecen de modo natural.

BB OWH %% »BE QARER e # @R @

(0,a)

(0,0) (1,0)

Ready electn
% Inicio € © B ~ [® c\eometrybor... | B Geom Bxpression... | [& Geometry Express...

Figura 8: Un sencillo ejemplo con introduccidon de pardmetros

Consideremos la construccion de la Figura 8. Hemos dibujado un punto hacia
el centro de pantalla y, después de seleccionarlo, hemos elegido Constraint (In-
put) / Coordinate para imponer sus coordenadas: (0,0). Los ejes de coordenadas
se han movido consecuentemente (para mostrarlos u ocultarlos, seleccionar: View
/ Axes). A continuacion hemos hecho lo mismo con otro punto para que sea el
(1,0). Geometry Expressions lo desplaza de forma que quede a la derecha del
(0,0). Finalmente, dibujamos un punto al que imponemos que sus coordenadas
sean (0,a). Geometry Expressions lo desplaza de forma que quede en la vertical de
(0,0). Si ahora calculamos la medida de la diagonal del triangulo rectdngulo selec-
cionando el segmento y pidiendo Calculate(Output) / Distance, el sistema nos
devuelve el valor (jdependiente de a!).
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Notemos que, aunque el ejemplo es una trivial aplicacion del teorema de Pita-
goras, se ha podido comprobar como este DGS cuenta con un pequefio CAS in-
terno (algo imprescindible para poder realizar manipulaciones simbolicas).

Como se aprecia en la Figura 8, sefiala en pantalla qué distancia se estd mi-
diendo en la forma habitual en los planos.

3.3 Aparicion de parametros en Geometry Expressions

Consideremos ahora la construccion de la Figura 9. El punto 4 es el origen de
coordenadas, B es el punto (7,0) y E es un punto libre: el sistema le asigna las
coordenadas (u,v,). Si ahora construimos la perpendicular a la recta AB por E, y
elegimos Calculate(Output) / Implicit Equation, obtenemos la ecuacion de la re-
cta, que depende del pardmetro “abscisa de £”. Si movemos FE, la ecuacion de la
recta no cambia. Esto es sumamente interesante para realizar demostracion auto-
matica en geometria.

Gl Geometry Expressions E\@@

it View Draw Constrain (Input) Construct Calculate (Output) Help

U 2w +-20 vy aaEEE 0 |# 3¢ @

X O tods x
A
Q Draw

W@E@i
= Z2EEE
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E 4
- (1)

=

= X—UO:O

(O ) 0 ) ( 1 : 0 ) Maximum Size A\Is,\‘ed On Diagram
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o B ne

X o|n
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Figura 9: Un sencillo ejemplo en que aparecen parametros.
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3.4 Coordenadas dependientes de parametros y numéricas en Geome-
try Expressions

Por ejemplo, en el caso de que el objeto sea una recta dada por dos puntos li-
bres, si seleccionamos la recta, Calculate(Output) / Implicit Equation devuelve
algo como:

— [u0+do-cos[eoj,vo+do-sin[90]]

donde (u,v,) son las coordenadas del primer punto, d, es la distancia del primer al
segundo punto y , es el angulo que forma la recta con la horizontal. Si se arras-
tran los puntos, ni sus coordenadas, ni la ecuacion de la recta, cambiaran.

Sin embargo, si elegimos Calculate(Output) / Real Measurement / Implicit
Equation, entonces devuelve algo como

= -0.16070753+0.5547002-X-0.83205029-Y=0

pues a los puntos les asigna las coordenadas numéricas que tienen en ese instante.
Si se arrastran los puntos, tanto sus coordenadas, como la ecuacidén de la recta,
cambiaran.

3.5 Demostrando un teorema con Geometry Expressions

Como Geometry Expressions cuenta con un pequeiio CAS interno, podemos de-
mostrar (no sélo comprobar) teoremas geométricos con €l. Por ejemplo, podemos
demostrar que la distancia del baricentro a un vértice del triangulo correspondien-
te es doble que la distancia al punto medio del lado opuesto. Para ello podemos
simplemente obtener la expresion general de ambas distancias y resulta evidente
que una es doble que la otra... (Figura 10).

3.6 Restricciones en Geometry Expressions

La introduccion de restricciones permite realizar de modo muy diferente las cons-
trucciones geomeétricas.

Por ejemplo, para dibujar un triangulo equilatero en un DGS clésico, procede-
riamos como es habitual con regla y compas.
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® Geometry Expressions
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Figura 10: Distancias del baricentro de un tridngulo
a los extremos de una de sus medianas

Como Geometry Expressions admite imponer restricciones, podemos, alterna-
tivamente, hacer lo siguiente:
1) dibujar un tridngulo
i1) seleccionar uno de los segmentos lados
i11) medirlo (en modo simbolico)

1v) seleccionamos dicha medida y, después de pulsar el boton derecho del
raton, elegir la opcion Convert to Constraint (Inpui), con lo que la va-
riable medida pasa a ser a

v) seleccionar uno de los otros dos lados y elegir Constraint (Input) /
Distance-Length
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vi) poner a la variable de este otro lado el mismo nombre (a en nuestro
caso) y pulsar “Intro”; con ello el triangulo inicial se transforma en un
tridngulo isosceles

vii) repetir los dos pasos anteriores para el tercer lado: el tridngulo isdsce-
les se transforma entonces en un tridangulo equiléatero, que, por supues-
to, puede alterarse dindmicamente en la forma usual (ver Figura 11).
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Figura 11: Un tridngulo equilatero obtenido imponiendo restricciones.

3.7 Demostracion automatica y descubrimiento automatico con Geo-
metry Expressions

No todos los teoremas son tan sencillos de probar como el visto en la Seccién 3.5.
Pero este DGS permite seleccionar una medida y exportarla (con Edit / Copy As)
en formato MathML, como entrada para Maple o como entrada para Mathematica.
Asi pues, una vez planteado el teorema, es inmediato obtener las ecuaciones del
mismo para:
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e ser demostrado con uno de los métodos tipicos (por ejemplo bases de Grobner
o método de Wu) [24-29]
e ser completadas su condiciones de hipotesis [38-39]

usando Maple o Mathematica.

Ademas, un resultado obtenido en el CAS externo puede cortarse y pegarse
como se ha hecho en la seccion anterior como una nueva restriccion para un obje-
to geométrico. Asi por ejemplo, una nueva condicion de hipdtesis encontrada me-
diante descubrimiento automatico puede ser afiadida “a posteriori” a la configura-
cion geométrica realizada en el DGS (una vez realizados los célculos pertinentes
con el CAS).

3.8 Otras posibilidades de Geometry Expressions

Por supuesto, y como es habitual en los “grandes” DGS, es posible mostrar los
ejes y/o una cuadricula, hacer “zooms”, aplicar transformaciones del grupo equi-
forme, dibujar lugares geométricos, realizar animaciones...

Ademas, se puede elegir que los menus aparezcan en inglés, francés, alemén y
espafiol, aunque, por ahora, no hay ayuda en espafiol.

4 Conclusiones

En el momento actual, Geometry Expressions supone un punto y aparte en lo que
a sistemas de geometria dindmica se refiere: las posibilidades que tiene de mane-
jar pardmetros y el que se pueda comunicar con sistemas de computo algebraico
bidireccionalmente, de modo que las nuevas restricciones alteren la construccion
original, lo hacen unico.

El sistema puede adquirirse en la pagina web [45] o a través de cualquier re-
presentante de Maple o Mathematica (en el caso de Espafa, Addlink Software
Cientifico [46]). El precio de una licencia individual es, aproximadamente, doble
que el de The Geometer’s Sketchpad o Cabri Geometry II. Corre sobre un simple
P-III y se anuncia ya el proximo lanzamiento de las versiones para Linux y Mac
OS. De [45] puede descargarse una “demo” funcional durante 30 dias.
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Reseiia de libros

JOAQUIN HERNANDEZ, JUAN JESUS DONAIRE: Concurso Intercentros de
Matematicas. Problemas resueltos de los cinco primeros arios. Editorial NIVO-
LA. Madrid, 2006. ISBN 10:84-96566-22-6. Paginas: 175.

Una de las constantes de la Sociedad Puig Adam de Profesores de Matematicas
es su interés en proporcionar a todos los estudiantes y profesores de Matematicas
de Institutos y Colegios ocasiones en las que unos puedan disfrutar del sano ejer-
cicio de competir y otros tengan la satisfaccion de preparar a sus estudiantes para
que desarrollen ese ejercicio en las mejores condiciones posibles.

En esa linea, organizd hace ya cinco afios un concurso algo distinto a los que
ya organizaba o colaboraba hasta ese momento: un concurso en el que la partici-
pacion por equipos, representando a los Institutos y Colegios, fuera la caracteris-
tica predominante.

Los miembros de nuestra Sociedad en los que delegamos la responsabilidad de
organizarlo, Juan Jesus Donaire y Joaquin Herndndez, han recopilado en este pe-
quefo libro los enunciados y soluciones desarrolladas de los problemas que han
aparecido en las cinco primeras ediciones del Concurso.

Los autores, que tienen una gran experiencia en concursos y que llevan ya mas
de 30 afios en la Ensefianza Secundaria, en la que se nota que disfrutan, han escri-
to un libro para los estudiantes, para que éstos, cuando se atasquen en algin pro-
blema, miren la solucidn y la entiendan sin ninguna dificultad; con esa idea, en los
problemas destinados a estudiantes de primer ciclo de ESO, por ejemplo, huyen
de cualquier formalismo o técnicas impropias para esa edad.

Los problemas suelen ser féciles, pero con algun atractivo; en casi ningln
momento hay problemas puramente rutinarios. Por otra parte, abundan problemas
de Geometria; una geometria mas “amable” que la de demostrar que tales puntos
estan alineados o que tales rectas son concurrentes, pero en la que los estudiantes
tienen que pararse un poco a esbozar algtin tipo de razonamiento.

Quiero comentar, finalmente, que la estructura del libro, primero los enuncia-
dos, luego unas paginas centrales con las respuestas y finalmente el desarrollo de
las mismas, facilita extraordinariamente el fin que se han propuesto los autores

91



del mismo: hacer que los estudiantes intenten por si mismo resolver los problemas
y proporcionarles, en tltima instancia, una solucidon de los mismos.

Como matematico que soy, no me queda sino agradecer a la Editorial Nivola su
disposicion para que nuestros colegas y nuestros estudiantes disfruten de este libro y
animar a sus autores a que continuen en esta importante tarea de divulgacion.

E. Roanes Macias

BALDOMERO RUBIO: Numeros y Convergencia. Primeros pasos en el andlisis
matemdtico. Publicado por el autor: ¢/ Leopoldo Alas Clarin, 4, Madrid-20035.
Correo electronico: baldomero.rubio@gmail.com ISBN: 84-934918-0-2. Depdsito
Legal: M-9800-2006. Paginas: 277.

El autor es catedratico de analisis matematico en la Facultad de CC, Matemati-
cas de la Universidad Complutense de Madrid, de la que fue Decano. Ha publica-
do varios libros de andlisis, unos en colaboracion con el tan recordado Miguel de
Guzman y otros como autor unico. Al comienzo de su carrera profesional fue ca-
tedratico de Bachillerato y esa doble actividad justifica su interés por el propdsito
del presente libro.

El proposito de este libro es presentar de manera original los contenidos de un
primer curso de analisis matematico, poniendo especial interés en el aspecto di-
dactico, de forma que sirva de puente desde el Bachillerato, pero sin abandonar la
precision y el rigor.

El capitulo primero, partiendo de una breve definicion de las nociones elemen-
tales de teoria de conjuntos, introduce los nimeros naturales (con la axiomatica de
Peano), los enteros y los racionales, incluyendo la numerabilidad de estos ultimos.

En el capitulo segundo se introducen los nimeros reales, a partir de la repre-
sentacion decimal de los racionales, lo que es muy interesante desde un punto de
vista utilitario. Para ello se hace uso de las sucesiones de dichos nimeros y de la
nocion de convergencia (lo que justifica el titulo del libro).

En el capitulo tercero se profundiza en la idea de convergencia (construccion
de los reales a partir de las sucesiones de Cauchy) y se introducen los resultados
fundamentales de las sucesiones y series de numeros reales: teoremas de Bolzano-
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Weierstrass, de Borel, de Dirichlet y de Abel. Ello se completa con una buena
coleccidn de problemas con indicaciones que facilitan su resolucion.

En el capitulo cuarto se introducen los numeros complejos. Para ello se hace
uso de consideraciones de tipo geométrico, en aras del aspecto didactico, pero sin
abandonar la precision y el rigor. La notacion de Euler es usada para extender al
campo complejo las funciones exponencial y logaritmica. En realidad, se llegan a
introducir todas las funciones elementales.

Tiene especial interés la amplia resefia biografica de los matematicos mas in-
fluyentes en la generacion de las ideas desarrolladas en el libro. En orden alfabéti-
co: Abel, Arquimedes, Bolzano, Borel, Cantor, Cauchy, Dedekind, Dirichlet, Eu-
ler, Fibonacci, Peano, Raabe, Stolz, Tartaglia y Weierstrass. El conocimiento de
la faceta humana de los creadores incentiva el interés por el estudio de sus aporta-
ciones, lo que incrementa el interés didactico de la obra.

Finalmente, un indice alfabético muy completo ayuda a localizar cdmodamen-
te conceptos y resultados.

Como comentario personal, tuve la suerte de ser alumno de Baldomero Rubio
en la asignatura de Analisis I all4 por el curso 1979-80, aprendiendo de €l no so6lo
resultados y demostraciones (que pueden encontrarse en muchos buenos libros),
sino también la importancia que tiene presentar las ideas de modo que despierten
el interés de los alumnos. Recordar estos contenidos me ha traido muy gratos re-
cuerdos de mi etapa como alumno de la UCM.

Considero que el libro puede ser muy util, no solo a los alumnos que van a
incorporarse a carreras universitarias de Ciencias, sino también a profesores de
matematicas de Bachillerato que deseen actualizar la orientacion de sus cursos.

E. Roanes Lozano
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Instrucciones para el envio de originales
para su publicacion en el boletin

Los originales de articulos, problemas, resefias de libros, anuncios de congre-
sos, etc., deben enviarse en papel por duplicado y ademas también en formato
electronico, del modo especificado al final de estas instrucciones.

Formato

Para facilitar la impresion es preferible usar procesador Word o LaTex. El
formato de texto debe ser 17cm x 12.8cm. El tamafio de letra de texto 11 puntos.

Los articulos comenzaran con el titulo en mintsculas de 16 puntos, nombre de
autores en minusculas de 12 puntos en negrita, referencia de su departamento o
institucion de trabajo, direccion de correo electronico (si se tiene) y “abstract” de
unas lineas en inglés en letra italica (cursiva).

Los epigrafes de seccion numerados (excepto el de introduccion que ird sin
numerar), en minusculas negritas en 12 puntos, sin punto final. Las subsecciones
se numeraran con dos digitos separados por un punto.

La primera linea posterior al titulo de seccidn o subseccion no se indentara.
Después de cada punto y aparte no se dejard ninguna linea en blanco y la siguien-
te linea se indentara solo 5 espacios (tal como estan escritas estas instrucciones).

La bibliografia al final, sin palabras completas en mayusculas, con los titulos
de libros o articulos en italica, no incluyendo nada mas después de la bibliografia.

Las figuras deben ser de buena calidad (impresas desde ordenador, debiéndose
evitar los bosquejos a mano alzada). Serdn incluidas en el lugar apropiado del
texto y en el tamafio en que deban ser reproducidas.

Las soluciones de problemas propuestos en nimeros anteriores del Boletin de-
ben comenzar indicando: “Problema ntimero (Boletin nimero)”, tal como suelen
aparecer en el Boletin, y terminar con el nombre del autor de la solucidon de cada
problema.

Las resefias de libros, como suelen aparecer en el Boletin, terminando con el
nombre del autor de la resefia.

Si se usa Latex, en estilo “article” y si se usan paquetes especificos de Latex,
deberan incluirse los archivos correspondientes a esos paquetes.

Si se usa otro procesador, distinto de Word o LaTex, debera ajustarse exacta-
mente al tamafio de formato, pues habria de ser escaneado.
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Envio de las copias en papel

Enviar dos copias en papel por via postal a la sede de nuestra Sociedad, a la di-
reccion que figura en la pagina 2 de este nimero del Boletin. Las paginas sin nu-
merar, pero numeradas a lapiz al dorso.

Envio del fichero o ficheros en formato electronico

Se enviara por correo electrénico a la cuenta puigadam@mat.ucm.es 0 bien,
junto con las copias en papel, en un disquete formateado para PC compatible, con-
teniendo el/los archivo/s del documento en el procesador de texto utilizado.

Seleccion de originales

Seran revisados por profesionales del mundo académico, para decidir si se ajus-
tan a la linea general del Boletin. Si se considera oportuno, se pedird a los autores
que reduzcan su extension o hagan algunas modificaciones en su contenido.

Adquisicion de numeros atrasados de nuestro Boletin

Los numeros atrasados del Boletin, de los cuales existan ejemplares sobrantes,
podran ser adquiridos al precio de coste de seis euros ejemplar. Los numeros de
los que atn quedan algunos ejemplares sobrantes son los siguientes:

35, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55,
56, 57, 58, 60, 61, 62, 63, 64, 65,66, 67, 68, 69, 70, 71, 72,73, 74 y 75.

El importe puede ser abonado mediante cheque a nombre de /a "Sociedad Puig
Adam de Profesores de Matematicas", o mediante transferencia a la cuenta co-
rriente nimero 3025-0006-24-1400002948 al mismo nombre de la So-
ciedad, domiciliada en la entidad bancaria:

Caja de Ingenieros, c¢/. Carranza,S Madrid-28004

La carta de peticion se enviara a la sede de nuestra Sociedad, que figura en la
pagina 2 de este nimero del Boletin. En la carta se indicara el nimero o nimeros
a adquirir, incluyendo en ella la direccion a donde se han de enviar y el corres-
pondiente cheque nominativo o resguardo de transferencia.
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BOLETIN DE INSCRIPCION EN LA SOCIEDAD
«PUIG ADAM» DE PROFESORES DE MATEMATICAS

DD e B =] 1S SN
DITECCION: ..ottt e s e ee e e e s ee e s ese e es e eeeeesess e ssaeeseesesesaseeees
Ciudad: oo, Cod. Postal: ..o, E-mail: oo,
CeNIO A€ trADAJO: ....oooivoooee sttt

SOLICITA EL INGRESO COMO SOCIO DE NUMERO DE LA SOCIEDAD.

Con esta fecha autorizo al BaANCO: ...ttt
Direccion de 12 SUCUISAL: ...ttt
para que cargue en mi cuenta. ................... [ e [ e [ s /.
los recibos de las cuotas correspondientes al curso 2006-2007 y siguientes.

Fecha: ... de de 2007

La cuota anual esta actualmente establecida en 40 euros (de ellos, 21 euros como cuota de la Socie-
dad «Puig Adamy» y 19 euros como cuota de la Federacion de Sociedades de Profesores de Matema-
ticas, por la que se recibe la revista SUMA).

Quienes prefieran abonar la cuota mediante transferencia pueden hacerlo a la c.c. de nuestra Socie-
dad, domiciliada en la entidad bancaria:

CAJA DE INGENIEROS
c¢/. Carranza, 5 - 28004 Madrid
cc. 3025-0006-24-1400002948

ORDEN DE DOMICILIACION EN LA ENTIDAD BANCARIA

Fecha: ..o BANCO: oo
Sucursal 0 AGENCIA: ... CIL oo
DITECCION A@ ESTAT ..ottt est ettt
RUEGO ABONEN con cargo a mi cuenta: ............... [ e | e [ e /.

los recibos de mi cuota anual de la Sociedad “Puig Adam”, de profesores de Matematicas hasta
nueva orden. Les saluda atentamente:
Firma:

NOMDIE ¥ APCIIAOS: ..ot
DHTECCION: ...ooooooeeeet ettt sttt
Remitanse ambas partes (toda esta pagina) a nuestra sede:

Sociedad “Puig Adam” de Profesores de Matematicas
Facultad de Educacién (Dpto. de Algebra)
C/ Rector Royo Villanova, s/n. Ciudad Universitaria. 28040 Madrid.
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