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1 Valor en Riesgo: Definiciones

El Valor en Riesgo (VaR) es una de las medidas utilizadas para evaluar el riesgo
de una determinada posicién o cartera de activos financieros. La definicién del
VaR puede hacerse en términos de rentabilidades o en términos de Pérdidas
y Ganancias P&L (términos nominales); la definicién también depende de que
se aplique a una posicién larga (comprada), como es habitual, o a una posi-
ci6én corta (vendida) en un activo financiero. Consideremos la situacién de un
inversor que ha comprado un determinado activo o cartera. El VaR responde
entonces a la pregunta: dado un determinado horizonte de gestién (se denom-
ina horizonte de riesgo) y con una cierta probabilidad reducida, por ejemplo,
p =0,1% 6 1%, jcudl es la caida en el valor del activo que sera sobrepasada sélo
con una probabilidad del p%, o un porcentaje p% de los dias? Una interpretacion
equivalente es que con probabilidad 1 —p el propietario de dicha posiciéon exper-
imentard una pérdida no superior al VaR, o posiblemente un beneficio. Para
una posicién corta, el VaR seria el aumento en el precio de la cartera que serd
sobrepasado solo con una probabilidad del p%.

Por consiguiente, el VaR no es sino un determinado percentil de la distribu-
cién de probabilidad prevista para las variaciones en el valor de mercado de la
cartera en el horizonte de tiempo escogido. Puede estimarse asimismo en térmi-
nos del percentil correspondiente de la distribucién de probabilidad seguida por
la rentabilidad de la cartera, y es habitual hacerlo asi, pero se pierde informa-
cién acerca de la cuantia de la posible pérdida. Conviene, sin embargo, hablar
en términos nominales, lo que se consigue facilmente cuando se ha estimado un
VaR en términos de rentabilidades, sin mas que multiplicar su valor numeérico
por el valor de mercado de la cartera en el momento de estimacién del VaR.

El VaR puede calcularse para periodos de inversién de un dia o también
superiores, como una semana o un mes. De hecho, para el cdlculo del VaR
hay que especificar el nivel de significacion p o equivalentemente, el nivel de
confianza 1—p, y el horizonte de riesgo al cual se esta calculando la rentabilidad
en cuestiéon. El VaR dependerd del horizonte de riesgo y evolucionard en el
tiempo, segin cambie nuestra percepcién de la distribucién de rentabilidades al
ir recibiendo més informacion.

El horizonte debe estar asociado al tiempo durante el cual pensamos que
vamos a estar expuestos al riesgo con la posicién asumida por el activo o cartera.
Ese periodo de tiempo es menor en los activos muy liquidos, y mayor en los
activos poco liquidos. Por eso, al calcular el VaR en un banco, no es extrano
hablar del VaR a 1 anio. Esto es lo natural si estamos evaluando la posibilidad de
insolvencia de una compania, es decir, al evaluar riesgo de crédito, y tambien lo
es al estimar el nivel de riesgo operacional. En cambio, al hablar de activos que
cotizan en mercados liquidos como son las acciones, puede ser adecuado calcular
el VaR a un dia. Esto es mds habitual en mesas de Tesoreria. Cuando se fijan
limites de negociacién a los traders, se suele trabajar con el VaR a 1 dfa al nivel
de confianza del 95%, umbral que un trader no debe sobrepasar con excesiva
frecuencia (por ejemplo, méas del 5% de los dfas). Un nivel de confianza superior
daria excesiva libertad al trader. Otro ejemplo de utilizacién: supongamos que



una agencia de crédito tiene establecida la concesién a una empresa de una
calificacién AA solo si la empresa puede probar que la probabilidad de quiebra
en el horizonte de un ano es de 0,03% o inferior, o de 3,24% o inferior en un
horizonte de 10 anos. En ese caso, una empresa que aspire a dicha calificacién,
calculard su VaR a 1 afno a 99,97% de confianza, asi como su VaR a 10 afios al
96,76% de confianza.

Para fijar el capital regulatorio de los bancos, Basilea IT adopté como criterio
estdndar el célculo del VaR 1% para la rentabilidad a 10 dias (2 semanas de
mercado). Pero, en media, se deberfa obtener una pérdida superior al VaR 1%
en uno de cada 100 dias, es decir, una vez cada cuatro anos. Esto puede ser
inasumible para el supervisor bancario, de ahi que se multiplique el VaR por un
factor de 3 6 4 para obtener el capital regulatorio exigible a la entidad.

Sea AV (h) la variacién en el valor de los activos de una posicién financiera
entre t y t + h, medida en unidades monetarias. En ¢, el valor que la posicién
tenga en ¢+ h es aleatorio, y denotamos por F},(z) la funcién de distribucién de
AV (h). Definimos el VaR nominal de una posicién larga en el horizonte de h
dias, con probabilidad p, como la cantidad VaR que satisface:

p=P[AV(h) < VaR] = F,(VaR) (1)

Puesto que la probabilidad de los valores posibles de AV (h) estara repartida
de manera relativamente equilibrada entre valores positivos y negativos se tendrd
que, para valores reducidos de la probabilidad p, el VaR serd habitualmente
negativo, por lo que se proporciona cambiado de signo: —VaR. Puesto que V;
estd dado, la distribucién de probabilidad de AV (h) tiene asociada de modo
biunivoco una distribucién de probabilidad para Viy,, de modo que una vez
estimado el VaR AV/(h)*, tendremos asimismo un umbral V;% , para el propio
valor de la cartera: V', = Vi + AV(h)*.

Para posiciones cortas, la pérdida se producird ante una elevacién del precio
de la cartera de magnitud poco habitual, por lo que tendriamos:

p=P[AV(h) > VaR] =1— P[AV(h) < VaR] =1 — F,(VaR)

y para una p pequena, tal cantidad serd positiva. Por tanto, la cola izquierda
de la distribucién de Fj(x) es la relevante para posiciones largas, mientras que
la cola derecha es la relevante para las posiciones cortas.

Asimismo, la definicién (1) es vélida para posiciones cortas si utilizamos la
distribucién de —AV (h), porque el valor numérico AV* que deja a su derecha
un 1% de variaciones mayores, es asimismo el valor numérico —AV* que deja
por debajo un 1% de valores inferiores de —AV (h). Y algo similar puede decirse
si aplicamos la definicién relativa a la cola derecha para posiciones largas a la
distribucién de —AV'(h). Por tanto, es suficiente analizar los métodos de célculo
del VaR para posiciones largas o para posiciones cortas. Estas afirmaciones no
tienen nada que ver con la posible simetria de la distribucién de AV (h), que no
es preciso suponer para el cdlculo del VaR.



Salvo que se diga lo contrario, en lo sucesivo consideramos posiciones largas
en un activo o cartera.

Para una distribucién univariante, Fj,(z) y una probabilidad p, 0 < p < 1,
el cuantil p-ésimo de Fj,(x) es:

2, = inf {z | Fj(z) > p}

donde inf denota la menor de las cantidades que satisface la desigualdad
indicada. Si se conociese la distribucién Fp(z), entonces el VaR de la cartera
serfa simplemente el cuantil p-ésimo de F}(z). Sin embargo, esta distribucién
se desconoce en la practica, y el cdlculo del VaR requiere estimar Fj(x) o su
cuantil p-ésimo.

El VaR suele contabilizarse en términos de rentabilidades, aunque hemos
de tener en cuenta que si la cartera consta de posiciones largas y posiciones
cortas, el concepto de rentabilidad puede perder su sentido (por ej., el valor de
la posicién puede hacerse cero o ser muy reducido, dificultando la interpretacion
de los valores numéricos de las rentabilidades), y es preferible trabajar con las
Pérdidas y Ganancias (P&L).

Tenemos que la variacion en el valor de la cartera entre dos periodos es :

AV(h) =Vigp = Vi =Vi(1+ Repvn) — Vi = ViRegn

siendo R; ¢4 la rentabilidad alcanzada por la cartera entre t y ¢4 h. Puesto
que V; estd dado, la distribucién de probabilidad de AV(h) tiene asociada de
modo biunivoco distribuciones de probabilidad para el valor de la cartera Viyp y
para las rentabilidades, Rt ¢yp, y €l VaR en rentabilidades es el p-cuantil R}, ),
de dicha distribucién de probabilidad, que para valores reducidos de p serd un
nimero negativo, Ry, , <0.

El VaR nominal respecto al origen o VaR absoluto puede escribirse, por
tanto:

VaR(origen) = V; — th—h =V,—-(1+ Rr,t+h)‘/t = *VtRI,H-h

que serd generalmente positivo.

En ocasiones, es mds conveniente estimar el VaR relativo, que considera las
pérdidas que puedan producirse en la cartera, no con respecto a una rentabilidad
nula entre ¢t y ¢ + h, sino con respecto a la rentabilidad esperada de la misma.
Si denotamos por u la rentabilidad esperada, pp = E(Rtt4h), tenemos:

VaR(relativo) = E(Vien) =V = A+ERen))Vi—(1+R; 0)Ve = =Vi (B 1y — 1)

siendo generalmente positivo.

Cuando el horizonte de inversién es reducido (un dia, una semana), la
rentabilidad esperada serd practicamente nula, con lo que el VaR respecto al
origen y el VaR relativo practicamente coincidirdn. En general, el VaR relativo
es més apropiado, puesto que considera las desviaciones en el valor de la cartera
con respecto al escenario central. El VaR relativo es un enfoque mas conservador



si, como sucederd en la mayorfa de los casos, la cartera tiene una rentabilidad
esperada positiva, pues ello hard que el VaR relativo sea més elevado en valor
absoluto que el VaR calculado respecto al origen.

1.1 Metodologias para el cadlculo del Valor en Riesgo

Existen distintos enfoques para el cédlculo del VaR: i) el modelo lineal, i) el
VaR histérico, y 4ii) el método de simulacién de Monte Carlo, y sélo para el
primero de ellos es necesario establecer un supuesto acerca de la distribucién de
probabilidad de las rentabilidades, lo cual es bastante conveniente.

1. método paramétrico de VaR, en el que suponemos que la distribucién de
las rentabilidades de los factores sigue una distribucién Normal multivari-
ante y la cartera es funcién lineal de los factores. Su ventaja es que es
tratable analiticamente, pero solo se puede generalizar a una pocas for-
mas paramétricas, como la Normal, la t-Student, o mixturas de Normales
o de t-Student. Cuando se incluyen tipos de interés entre los factores las
relaciones son no lineales, pero la no linealidad ya estd incorporada en los
términos PVO1. El modelo no puede aplicarse, sin embargo, a carteras con
opciones. En este modelo no podemos predecir la matriz de covarianzas
utilizando un modelo GARCH, porque ello significa que las rentabilidades
no son i., i.d.. Como consecuencia, la regla de la raiz cuadrada en la ex-
trapolacién de la varianza no es vélida. Pero el mayor problema es que en
ese caso, desconocemos cual es la distribucién de las rentabilidades h dias
a partir de hoy.

2. método de simulacién histérica, que utiliza un gran cantidad de datos
histéricos para estimar el VaR pero hace el minimo de supuestos acerca
de la distribucién de probabilidad seguida por las rentabilidades de los
factores. Supone que todas las variaciones futuras posibles en los precios
de los activos ya se han observado en el pasado. Esto impone restricciones
no muy realistas en los datos.

3. método VaR Monte Carlo, que hace supuestos similares a los del modelo
lineal Normal. Se puede aplicar a carteras no lineales, activos con pagos
path-dependent, etc.. Pero es computacionalmente intensivo y los errores
de simulacién pueden ser considerables, por lo que conviene utilizar méto-
dos numéricos de cierto nivel de sofisticacion.

[Case Study: Calculo del VaR para el indice S&P500, IV.1.9.4]. La distribu-
cién del S&P500 es leptocirtica, lo que hace que el VaR histérico sea superior
al VaR Normal y, generalmente, también mayor que el VaR Monte Carlo.



1.2 Enfoque paramétrico: Estimacién del VaR bajo Nor-
malidad

Si denotamos por f(R) la funcién de densidad de la rentabilidad de una cartera
a lo largo de un periodo, el VaR R* al nivel de significacién p% es el p-cuantil
de la distribucién de rentabilidades, es decir, el nimero real R* que satisface la
igualdad:

b [ ' {(R)MR = P(R < B)

o, equivalentemente, el nimero real que deja a su derecha un (1 — p)% de prob-
abilidad: 1 —p = [0 f(R)dR = P(R > R*). Como p es un valor reducido:
5%, 1% o incluso 0,1%, entonces R* sera una rentabilidad negativa, y el VaR se
proporciona cambiando de signo a R* para que resulte un nimero positivo,

VaR = —-R"

que se interpretard como el peor resultado que puede producirse, dejando
aparte los p% casos peores, en el horizonte de inversién considerado en el calculo
del VaR.

Supongamos que estamos dispuestos a aceptar que la rentabilidad anual de
la cartera sigue una distribucién Normal: R ~ N(up, o), donde la rentabilidad
media y la varianza estdn en términos anualizados. Entonces: R;}’: 2~ N(0,1),
y tendremos :

R- R — R —
p:P(R<R*):P< Pr “R):é(“R)
OR OR OR

donde ® denota la funcién de distribucién de una N (0, 1).Por la simetria de
la distribucién Normal, tenemos también:

@(R —NR) :1_¢)<_R —NR)
OR OR

de modo que:

* *
) <—R“’R> leps TR g1 ) 5 R = —o (1 p)ontun
OR OR

por lo que si la rentabilidad esperada sobre el periodo de célculo del VaR es
positiva, el VaR del activo o cartera se reducird, sucediendo lo contrario si la
rentabilidad esperada fuese negativa.

y el Valor en Riesgo respecto al origen a horizonte 1 periodo y nivel de
significacion p, serd:

VaR=—-R*=®'(1—plog — pp = aop — g



Este serfa el denominado modelo lineal Normal del VaR de una cartera,
que surge cuando hacemos el supuesto de Normalidad sobre la distribucién de
probabilidad de rentabilidades de la cartera. Este es el enfoque paramétrico
para el cdlculo del VaR, frente a los enfoques Histérico o de Simulacién Monte
Carlo, que veremos més adelante.

Ejemplo: Supongamos que estamos interesados en calcular el VaR 1% de una
rentabilidad que sigue una distribucién N(up,or), con momentos anualizados.
La tabla de la distribucién N (0, 1) nos proporciona: p = 0,01 = ®=1(0,99) =
2,326, de modo que:

R* =2,3260R — [

Si la cartera tiene una rentabilidad positiva, el VaR 1% a 1 ano serd inferior
a 2,3260 g, siendo mayor que 2,3260 R si la rentabilidad esperada de la cartera
durante el horizonte de inversién es negativa.

Ejemplo 1V.1.4: ;Cuanto es el VaR al 10% sobre horizonte de un afio, de
2 millones de euros invertidos en un fondo cuya rentabilidad anual, en exceso
de la ofrecida por el activo sin riesgo se distribuye Normal, con esperanza 5% y
volatilidad 12%?

10 = <a)= < - 1. —
0.10=P(X <x) P<Z 012 012 1.2816 = = 0.1038

m—0.05> z—0.05

Luego con probabilidad 90%, el resultado de la inversién serd mejor de lo
que se obtiene descontando 10.38% de la rentabilidad del activo sin riesgo, lo
que generalmente dard un resultado negativo, denotando una pérdida. Como
10.38% de 2 millones es 207.572 euros, podemos decir que la cartera tendra
un resultado mejor que el obtenido al restar esta cantidad de la inversién en
el activo sin riesgo. Como veremos mds adelante, obtener la rentabilidad del
activo sin riesgo equivale a obtener una rentabilidad descontada nula, que es
la rentabilidad que nos debe interesar si tomamos en cuenta el valor temporal
del dinero. Por tanto, alternativamente diriamos que esperamos no perder, en
términos descontados al dia de hoy, mas de 207.572 euros.

1.3 Extrapolacién temporal del VaR

Correccion por autocorrelacion

Recordemos que la regla de extrapolacién temporal de la varianza debe apli-
carse con cuidado si las rentabilidades presentan autocorrelacién. Muy frecuente-
mente, se calcula el VaR bajo el supuesto de Normalidad sobre un horizonte tan
breve como 1 dia, y se extrapola el valor numérico obtenido al horizonte deseado.
Tal extrapolacién se basa en el supuesto de que trabajamos con rentabilidades
logaritmicas, y que éstas son independientes en el tiempo (carecen de autocor-
relacién).

Bajo tales condiciones, si hemos estimado una rentabilidad y volatilidad
diarias i, 01, tenemos:



Volatility 0.1%A0m®ay 0.1%ARay 1% 0lay 1%A&ay 5%F10ay S5%FARay

5% 3,1% 1,0% 2,3% 0,7% 1,6% 0,5%
10% 6,2% 2,0% 4,7% 1,5% 3,3% 1,0%
15% 9,3% 2,9% 7,0% 2,2% 4,9% 1,6%
20% 12,4% 3,9% 9,3% 2,9% 6,6% 2,1%
25% 15,5% 4,9% 11,6% 3,7% 8,2% 2,6%
30% 18,5% 5,9% 14,0% 4,4% 9,9% 3,1%
40% 24,7% 7,8% 18,6% 5,9% 13,2% 4,2%
50% 30,9% 9,8% 23,3% 7,4% 16,4% 5,2%
75% 46,4% 14,7% 34,9% 11,0% 24,7% 7,8%
100% 61,8% 19,5% 46,5% 14,7% 32,9% 10,4%

VaR = o1 Vh® (1 — p) — hy,

Si hemos trabajado con rentabilidades porcentuales, como suele ser habit-
ual, la expresién anterior serd una aproximacion, que dejard de ser exacta para
horizontes h largos.

La tabla muestra los valores que puede tomar el VaR segin este modelo, en
funcion del horizonte de riesgo, el nivel de significacién y la volatilidad de la
cartera. En ella podemos familiarizarnos con el valor numérico que puede tomar
el VaR en rentabilidad.

Por otra parte, si las rentabilidades no son independientes en el tiempo,
entonces

Op = \/20'1

para una cierta constante h. Por ejemplo, si las rentabilidades diarias siguen
un proceso autoregresivo de primer orden:

h=h+2p(1—p) *[(h—1)(1—p) = p(1 = p" ")

[Ver Ejercicios [EIV.1.5] [EIV.2.1] sobre la correccién por autocorrelacion]

VaR respecto al origen y VaR relativo

Si los pardmetros pp v o estdn expresados en términos anualizados, enla
estimacién del VaR debemos utilizar los valores numéricos de dichos momentos
para el periodo de célculo del VaR.

Teniendo esto encuenta, el VaR nominal respecto al origen sobre un hor-
izonte At serd el producto del VaR en rentabilidad y el valor nominal de la
cartera:

VaR(origen) =V}, = ViR, = Vi (<I>_1(1 —p)orV At — ,uRAt) =V (aonA - uRAt>

mientras que el VaR nominal respecto de la rentabilidad media es:
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VaR(relativo) = E(Vign) — Vi, = =Vi (Rf ;o — npAt) =
V,® (1 — p)orVAt = Viao gV AL

que se obtiene multiplicando la desviacién tipica de la rentabilidad por el
valor de la cartera, el cuantil de rentabilidad al nivel de confianza p escogido
y el horizonte de riesgo, At. Notemos que p serd reducido, por lo que o =
d~1(1—p)>0.

En estas expresiones, una rentabilidad media positiva reducird el VaR re-
specto del origen. Como ya vimos en el caso general (sin suponer Normalidad),
el VaR relativo (respecto de la rentabilidad esperada de la cartera) serd mads
elevado que el VaR respecto del origen.

El producto E = 04V , donde la desviacién tipica se refiere al horizonte de
riesgo, se conoce como ezposicion neta de la cartera.

Este método es vélido para otras distribuciones de probabilidad, siempre
que la incertidumbre esté resumida en el pardmetro oi. La distribucién Normal
puede resultar valida para carteras amplias, bien diversificadas, pero no cuando
existe una concentracién de riesgos.

En las versiones previas de las normas de Basilea se exigfa como capital
regulatorio un miltiplo de 3 6 4 veces el VaR, lo cual tiene una justificacién es-
tadistica: la desigualdad de Chebychev asegura que cualquier variable aleatoria,
en particular la rentabilidad r de la cartera, satisface: P (| r — u,. |> Aoy) < %
Por tanto, si la distribucién de rentabilidades es simétrica, se tendrd para
rentabilidades por debajo de la media :

P(r—p, <—=Xo,) < o\

Si para el cdlculo del VaR fijamos el miembro derecho de esta desigualdad
en 1%, tendremos: A = 7,071, y el estimador del VaR segun este argumento
serd: (7,071) o,. Supongamos que la entidad presenta al supervisor su VaR al
1% bajo el supuesto de Normalidad. Estard dando la cifra de (2,326)0,. Si
esta distribucién no es correcta, el factor de correccién sobre el VaR calculado
deberfa ser, aproximadamente: ;ggég: = 3.03 , muy préximo al factor definido
en Basilea II.

1.4 Descontando el valor futuro de la cartera

Un segundo aspecto que hemos de tener en cuenta cuando estimamos el VaR a
horizontes largos, es el de utilizar el valor presente de la cartera, pues solo asi
estaremos teniendo realmente en cuenta el valor temporal del dinero. Para ello
descontamos el valor final de la posicién V;p, utilizando el LIBOR, por ejemplo,
como tipo libre de riesgo. El resultado de Pérdidas y Ganancias (P&L) es:
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P&L(h) = BuVien — Vi

siendo By el precio de un bono cupén cero con vencimiento dentro de h dias
de negociacidn, el factor descuento habitualmente utilizado para actualizar flujos
de caja, que serd un factor inferior a 100, que utilizamos en porcentaje. Si Rp
es la tasa anual libre de riesgo y el plazo es inferior a un ano, B = ﬁ < 1.
Cuando hablemos de Pérdidas y Ganancias, lo haremos en términos descontados,
salvo que el horizonte de riesgo sea tan corto que no sea necesario considerar el
descuento.
Como ejemplo, observemos los factores descuento:
Rr lano 6meses 4meses 3meses 1mes 10dias bdias
5% 0,951 0,975 0,983 0,987 0,996 0,998 0,999
3% 0,971 0,985 0,990 0,993 0,998 0,999 0,999

por lo que el trabajo con rentabilidades descontadas serd necesario tnica-
mente para tipos de interés relativamente elevados y horizontes largos, pudiendo
evitarse, como aproximacion, en los deméds casos.

En lo sucesivo, denotamos este factor descuento por d : d = Bpyy.

La rentabilidad descontada de un activo o cartera es:

_ dVn = Vi

R
¢ v,

Respecto de la rentabilidad habitual, R = Vt%;v‘ tenemos la relacién:

1+R
1+ Ry=(1+R)d= 2
i = (4 R = T @
de modo que si denotamos por g, 04, 4,0 la esperanza y desviacion tipica

de las rentabilidades descontada y sin descontar, respectivamente, tendremos:

pa = E(Rq) =dE(R) - (1—d),
Var(Ry) Var(R)d?

por lo que: La rentabilidad descontada es menor que la rentabilidad calculada
sin descontar el valor futuro de la cartera y tiene una varianza inferior.
La diferencia entre ambas rentabilidades es:

Rp
1+ Rp

Vi =Ve dVign =V Vign = dVign _ Viga (1—d) = (1+R)

fi-fa =" v, Via < v,

Aunque no solemos tenerlo en cuenta, realmente sufrimos una pérdida cuando
obtenemos una rentabilidad descontada negativa en el valor de nuestra cartera.
Equivalentemente, teniendo en cuenta el valor temporal del dinero, una pérdida
significa que nuestra cartera ha obtenido una rentabilidad inferior a la del activo
sin riesgo. En efecto: dViyp — Vi < 0, significa: ﬁVHh — Vi <0, es decir:
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Vien < Vi(l+hRp),y V"‘Zh < 1+ hRp, por lo que si tenemos una rentabilidad
descontada negativa, se debe a que nuestra cartera ha generado una rentabilidad
inferior a la del activo sin riesgo, es decir, un rendimiento en exceso de signo
negativo. Una ganancia, es decir, una rentabilidad descontada positiva, equivale
a una rentabilidad superior a la ofrecida por el activo sin riesgo. Una cartera
ofrece una rentabilidad igual a la del activo sin riesgo, R = Rp, si y sélo si su
rentabilidad descontada es igual a cero, Rq = 0, como puede verse en (2).

Cdlculo correcto del VaR con rentabilidades descontadas

Si nuestra cartera ofrece una rentabilidad esperada igual a la del activo sin
riesgo, entonces la distribucién de P& L descontadas estard centrada en torno
al origen. Si la distribucién es Normal, serd simétrica en torno a dicho punto,
que serd ademds el valor mds probable. El VaR,(h) nominal es el p-cuantil de
la distribucién de Pérdidas& Ganancias (P&L) descontadas. Su estimacion es
la, cantidad Xp:,, que resuelve la ecuacion:

p=PldVin — Vi < Xpep (3)

Si calculamos el VaR,(h) en términos de rentabilidades, el VaR es entonces
el valor numérico xp¢,), que satisface:

AVign — Vi
Vi

Si, pr el contrario, utilizamos la rentabilidad no descontada, como suele ser
habitual en el cdlculo del VaR, yns,p,, tenemos:

p=2Pr { < mht,p] = P(Rg < The,p)

Vigen = Vi
Vi

Qué relacién existe entre ambas estimaciones del VaR, segin que descon-
temos o no descontemos las valoraciones futuras? Tenemos:

p:P|: :R<yht,p:|

1
p=P[Rs<apyp]=Pl1+R)d—1<ap,] =P {RS %—1
Por tanto:

1+ .
Yntp = # — 1, es decir, Tpt,p = (1 + Ynt,p)d — 1

y es lo que determina la diferencia entre ambas estimaciones del VaR por-
centual (en rentabilidades). Recordemos que, cambiados de signo, Tpi, es el
VaR de las rentabilidades descontadas, e yxt, es el VaR de las rentabilidades
sin descontar, por lo que:

VaR con descuento = d.VaR sin descuento + (1 - d)
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En el caso paramétrico (Normal) que antes analizamos se debe cumplir tam-
bién esta relacién. En efecto, en tal contexto, el VaR correctamente calculado
sobre rentabilidades descontadas serfa:

VaRg =& (1 —p)og —

donde p4, 04 son la esperanza matemadtica y varianza de la rentabilidad de-
scontada. Como py = (1+p)d — 1,y 04 = do, tenemos:

VaRy = &~ (1=p)do—[(1 + p)d — 1] = d[&~" (1—p).o—pl+(1—d) = d.VaR+(1—d)
como acabamos de probar en el caso general.

Remark 1 En el caso particular de que la rentabilidad descontada esperada
Wy fuese igual a cero, es decir, que p = Rp, calculariamos el VaR mediante
VaRg = ® (1 —p)og, y entonces tendriamos:

VaRZdZO =® 11 -plog=d.d (1 -p)o=d.VaR*°

que es correcto como igualdad algebraica, pero carece de interpretacién,
puesto que compara dos situaciones diferentes: una con rentabilidad descon-
tada igual a cero, y otra con rentabilidad sin descontar igual a cero. Seria
erroneo, por tanto, concluir de esta expresién que cuando la rentabilidad de-
scontada es igual a cero, el VaR se puede obtener descontando el VaR estimado
con las rentabilidades sin descontar. En dicha situacién de mercado, con una
rentabilidad descontada igual a cero, el VaR estimado con rentabilidades sin
descontar serfa el VaR correspondiente a una rentabilidad igual a la del activo
sin riesgo:

VaRF=1r =& (1 -p)o —p=d (1 —p)o — Rp

y la relacién correcta serfa:

VaRh™" = 711 — p)og = d [VaR*=F* + Rp|

como se comprueba al final de la hoja de cédlculo del ejercicio EIV.1.6.

En los ejercicios [EIV.1.6] y [EIV.2.11] analizamos el impacto numérico del
descuento sobre el célculo del VaR en el caso de una distribucién Normal.

Ejemplos:

e Si la rentabilidad descontada tiene una esperanza matemadtica nula, p,; =
0 y una volatilidad: o4 = 9%, tendriamos para p = 1%, y un hori-
zonte anual: VaRy = (0,09)(2,33) = 0,21 6 21,00%. Supongamos
que el tipo de interés sin riesgo es 4%, lo que implica un factor de des-
cuento: d = 1/1,04. La volatilidad de la rentabilidad si no tenemos en
cuenta el descuento es: d~loy = (1.04)(0.09), y la rentabilidad sin de-
scontar, 4%. Por tanto, para p = 1%, y un horizonte anual, utilizando
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las rentabilidades sin descontar habrfamos calculado (incorrectamente) :
VaR = (0.09)(1.04)(2.33) — 0.04 = 0.1781 6 17,81%, frente al 21,00%

correcto.

e Si la rentabilidad descontada esperada fuese del 3,5%, entonces: VaRy =
(0.09)(2.33) — 0.035 = 0.1747 6 17,47%. La rentabilidad anual sin de-
scontar habria sido: pu = H% —1 = (1.035)(1.04) — 1 = 0.0764, o
7,64%, por lo que (incorrectamente) habrfamos calculado el VaR: VaR =
(1.04)(0.09)(2.33) —0.0764 = 0.141 69 6 14,17%, frente al 17,47% correcto.

e En una cartera de 1 millén de euros cuya rentabilidad descontada tuviese
un valor esperado de 3.5% anual y una volatilidad de 9%, tendriamos a 3
meses un VaR nominal al 1% respecto a la rentabilidad media de: VaRg =
106 ((0.09)(2.33)4/0.25 — (0.035) (0.25)) = 96100 euros. Con rentabili-
dades sin descontar, habrfamos observado una volatilidad d~!o y una
rentabilidad anual: H?% —1=0.0764, por lo que habriamos estimado (in-
correctamente) un VaR a 3 meses: VaR = 10° ((1.04)(0.09)(2.33)1/0.25 — (0.0764) (0.25)) =
8161.0 euros.

e En el ejemplo anterior, el VaR (correcto) respecto al origen serfa: VaRy =
109(0.09)(2.33)1/0.25 = 104850 euros, siempre mds conservador que el
VaR respecto a la media, mientras que el (incorrecto) VaR respecto al
origen, sin descontar, serfa: VaR = 10°(1.04)(0.09)(2.33)1/0.25 = 109040

euros.

Debe observarse que en este enfoque paramétrico estamos suponiendo que la
distribucién de rentabilidades y los pardmetros que en ella aparecen permanecen
invariantes en el tiempo. En muchos b casos, querremos evitar tal supuesto,
y deberemos utilizar momentos cambiantes en el tiempo.

1.5 Limitaciones del VaR

e El célculo del VaR no entra en consideraciones sobre cudl pueda ser la pér-
dida esperada en caso de que la rentabilidad del activo o cartera caigan por
encima del nivel indicado por el VaR. Este es el objetivo de otras medidas
de riesgo, como el Expected Shortfall, o la Pérdida Esperada en la cola de
la distribucién, que analizamos m&s adelante.También proporcionan in-
formacion 1til sobre el riesgo de pérdidas los Lower Partial Moments que
vimos en la primera seccién.

e Es necesario siempre pensar acerca del tipo de pregunta a la que se quiere
responder con la estimacién de una medida de riesgo. Por ejemplo, en
ocasiones interesa estimar la magnitud de la pérdida esperada en relacién a
un benchmark, lo que da lugar al uso del denominado Benchmark VaR. En
tales casos, también es interesante estimar el Fxpected Shortfall respecto
del benchmark, o pérdida esperada en caso de que la rentabilidad de la
cartera esté por debajo de la rentabilidad del benchmark en una cuantia
superior al Benchmark VaR.
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e Cuando el VaR se calcula a un horizonte determinado, por ejemplo, en
un mes, se estd suponiendo que la composicién de la cartera va a quedar
inalterada durante dicho periodo, lo cual no es muy razonable.

e Asimismo, se supone que la estructura de la matriz de covarianzas de
los activos que componen la cartera es invariante a lo largo del horizonte
temporal de cédlculo del VaR. Cuando no es asi, es preciso reconstruir
histéricamente el precio de la cartera cada vez que se cambia su com-
posicién, para modelizar su varianza. Alternativamente, hemos de mod-
elizar la volatilidad de los activos individuales que pueden entrar a formar
parte de nuestra cartera. Sin embargo, precisamente en periodos de crisis
pueden incrementar drésticamente las correlaciones entre activos, incluso
cambiando de signo si eran negativas en periodos normales de mercado.

e Disponer de un buen modelo de prediccién de la varianza es crucial para
el cdlculo del VaR. Si, por no disponer de tal modelo, se utiliza en el
cédlculo del VaR una varianza histérica, puede ser conveniente no utilizar
la expresién habitual que pondera todas las observaciones por igual y
estd contaminada por valores extremos, extendiendo hacia el futuro dicho
efecto. La utilizacién de un esquema EWMA para el cdlculo de la varianza
puede ser preferible.

e No es muy evidente en algunos casos como seleccionar el horizonte de
cdlculo o el umbral de probabilidad para el cédlculo del VaR.

e No tiene en cuenta el riesgo de liquidez, que puede ser importante en
alguns mercados

1.6 Benchmark VaR

A un gestor que sigue una estrategia activa se le exige habitualmente un bench-
mark no solo para sus rentabilidades, sino también para sus riesgos. El bench-
mark podria ser el bono soberano, o el indice de bolsa, dependiendo de la
naturaleza de la cartera cuyo benchmark VaR estamos interesados en medir.
La gestion activa requiere medir las rentabilidades obtenidas por la cartera en
relacién con las obtenidas por un activo benchmark. Se define como Rentabil-
idad Activa la diferencia entre la rentabilidad de la cartera y la rentabilidad
del benchmark. El Tracking Error es la volatilidad de la rentabilidad activa,
es decir, la volatilidad de las diferencias de rentabilidad entre la cartera y su
objetivo.

En términos porcentuales, el Benchmark VaR es el p-cuantil de la distribu-
cién de la rentabilidad activa a h dias, descontada hasta hoy, ¢. En términos
nominales el Benchmark VaR, BVaR, se estima:

[ h h
BVaR=|® (1 - — — W
a ( ( P)URA 950 HRra 250)
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donde o r4 denota el tracking error anual (desviacién tipica de la discrepan-
cia entre la rentabilidad del fondo y su objetivo de gestién) y up 4 es la Rentabil-
idad Activa anual (rentabilidad esperada o rentabilidad objetivo), siendo W la
cantidad invertida, y h el horizonte de gestién, en dias. Esta expresién es la
habitual para el cdlculo del VaR, sélo que utilizando ahora el tracking error
como medida de volatilidad.

Notese que las fluctuaciones de rentabilidad de la cartera alrededor del obje-
tivo entran en el cdlculo del BVaR a través del tracking error, pero el Benchmark
VaR no depende del nivel de rentabilidad que se toma como objetivo o bench-
mark, sino solo de las diferencias alrededor del mismo.

En comparacion con el tracking error, el Benchmark VaR tiene dos ventajas:
1) el tracking error mide las desviaciones respecto del benchmark, no importa
si es con una rentabilidad superior o inferior al mismo; por el contrario, el
benchmark VaR mide el riesgo de tener un resultado peor que el benchmark,
2) la rentabilidad activa esperada afecta al benchmark VaR, mientras que el
tracking error no guarda relacién con la rentabilidad activa esperada del fondo
(por ejemplo, si la cartera generase una rentabilidad sistemdticamente inferior
a la del activo benchmark en 3 puntos, su tracking error seria cero).

Ejemplo [EIV.1.9] : Supongamos un fondo de 10 millones de euros que tiene
una rentabilidad activa esperada igual al tipo de interés sin riesgo, y un track-
ing error del 83%. Calcule su Benchmark VaR al 1% sobre un horizonte de 1
ano, suponiendo que las rentabilidades de dicho fondo siguen una distribucion
Normal.

R: Como la Rentabilidad Activa esperada es igual al tipo de interés sin riesgo,
la rentabilidad activa descontada tiene en este caso esperanza matemdtica igual
a cero: = 0. El VaR solicitado es: BVaR = [®71(0,99)(0,03)v/1] = 6.98%, y
multiplicada por el valor de la cartera, proporciona un Benchmark VaR nominal
de 697.904 euros. FEs decir, en el horizonte de gestion de 1 ano, con proba-
bilidad del 99%, la rentabilidad del fondo no serd inferior a la rentabilidad del
benchmark en mds de 697.904 euros.

La hoja de célculo del ejercicio [EIV.1.9] muestra, ademéds, que la rentabil-
idad activa esperada tiene un efecto lineal sobre el benchmark VaR. A mayor
rentabilidad objetivo o rentabilidad esperada g, menor Benchmark VaR. Si se
espera que la cartera ofrezca mejor resultado que el activo benchmark, el VaR
de la cartera serd relativamente pequeno, ocurriendo lo contrario si se espera
que la cartera proporcione una rentabilidad inferior a la del activo benchmark.

1.7 VaR condicional: Expected Tail Loss y Expected Short-
fall

El VaR proporciona informacién acerca del nimero de pérdidas que puede ex-
ceder de dicho nivel, pero no acerca de su cuantia. Sin embargo, dicha magnitud
es muy importante en la gestién de riesgos, pues es la que, en definitiva, puede
determinar el resultado de la gestién de cartera. De hecho, un mismo VaR al
1%, por ejemplo, puede ser compatible con perfiles muy diferentes en la cola de
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la densidad. En realidad, querriamos tener informacién acerca de toda la cola
de la distribucién, pero eso tampoco serfa 1til.

Como solucién intermedia, existen dos medidas de VaR condicional, depen-
diendo de que midamos el VaR, en relacién con un benchmark o no. La Pérdida
Esperada en la Cola de la Distribucion (Expected Tail Loss, ETL, o también
TailVaR) al 100 p% es el VaR condicional definido por:

ETL% =-F (Rh | Ry < —VCLR%) w

donde Ry, denota la rentabilidad descontada de la cartera a h dias 'y W es
su valor actual.
Tomando como referencia el horizonte de un dia, tenemos:

ESY | = —Ey [Ri1 | Rey1 < —VaR}, ]

medido en términos de rentabilidades logaritmicas, no en términos nomi-
nales.
El Ezxpected Shortfall (ES) es el benchmark VaR condicional definido por:

ESZ =—FE(RA, | RA, < —BVG,RIZ) w

donde RA denota ahora la rentabilidad activa de la cartera, y BVaR}, p es
el benchmark VaR.

Ejercicio [EIV.1.10] Supongamos que tenemos una cartera de 1000 valores
diarios de P& L obtenidos por una determinada cartera que pretende replicar el
indice Dow Jones. El VaR 1% serd la décima mayor pérdida absoluta, el ETL
1% es la media de las 10 mayores pérdidas absolutas, el 1% benchmark VaR es
la décima perdida relativa mds grande, es decir, el décimo mayor valor de las
diferencias de rentabilidad entre el fondo y el indice Dow Jones, y el 1% ES es
el promedio de las 10 mayores pérdidas relativas.

Veamos algunas propiedades de la Pérdida Esperada.

1.7.1 VaR condicional en el modelo Normal

La ETL es una esperanza matematica condicional, es decir, es la esperanza
matemadtica respecto de una distribucién condicional. Dicha distribucién es la
que sigue la rentabilidad R;y; condicional en que este a la izquierda del VaR, es
decir, condicional en R;; < —VaR}, ;. En este caso, la distribucién condicional
es una distribucién truncada en el punto —VaRy ;. La funcién de densidad de
Ryy1 truncada en —VaR{, | , f*(Ri41), es igual a la funcién de densidad ordi-
naria de Ryy1, f(Ry41), dividida por la probabilidad de que: Ry < —VaRy,,,
es decir: f*(Ryy1) = f(Riy1)/P (Riy1 < =VaR{,,)
Por tanto:

B f__o‘:aRf“ Rip1 f(Rey1)d Rty

ETLY ,=—-E;|R Ry < —VaRY, || =
t+1 t [ t+1 ‘ t+1 a t+1] P (Rt+1 < _VaRerl)
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En el caso de una distribucién Normal,! tenemos:

¢(=VaR{ 1/0t11)

ETLY, = =By [Rpa | Ry < =VaRiy,] =
i ¢ [Res1 | Rigr < —VaRy ] 0t+1(1)(—VaRf+1/0't+1)

donde ¢ denota la funcién de densidad y ® la funcién de distribucién de una
N(0,1). Pero en el caso de la Normal sabemos que: VaRy, | = —o¢1®1(p),
por lo que:

¢(=VaR] i /ov+1) Y o (@ 1(p))
(—VaRy /o)

La ratio entre Pérdida Fsperada y VaR bajo Normalidad es:

ETLY,, ¢ (27 (p)

VaR} p®~1(p)

ETI?, | = 0441

Si, por ejemplo, p = 0.01, tenemos: @;1 ~ —2,33, por lo que:

ETLyy, _ 0(®0) _ (2m) VPexp-(-233)%/2) | .
VaR}, p®,t (0.01)(—2.33) ’

por lo que la Pérdida Esperada seria superior al VaR en un 14,5%. En la
distribucién Normal, esta ratio converge a 1 segiin converge p a cero.

TL
VaR
al valor de la Normal. En la distribucién de EVT (Extreme Value Theory), que
veremos més adelante, cuando p tiende a 0, dicha ratio converge a:

C . ETL? . .
En general, para distribuciones con cola gruesa, la ratio ———=#* serd superior
t+1

ETLY,, 1

VaRY),,  1-¢
donde ¢ es un pardmetro de dicha distribucién que mide el grosor de las
colas de la distribucién de rentabilidades de modo que, cuanto més gruesa sea
la cola en esta distribucién EVT, mayor serd & y, por tanto, mayor serd la ratio
de Pérdida Esperada a VaR.

1.8 Medidas coherentes de riesgo

Artzner et al. (1999), "Coherent Measures of Risk", Mathematical Finance,
9, 203-228, expusieron cuatro propiedades que es conveniente que cumpla toda
medida de riesgo p(V):

a a pe 22 a o _a2 _
IN(0,1) : [ xf(@)de = ﬁfﬁwaze /2dg = \/% [—e /2]700 = —ﬁe /2 =
—¢(a)

2 . a _ 1 a —z2 /202 — 1 2 —z?/202 @ _
N(,0%) : [* _af(x)de = Py S e /2 dy = s7=C [ e~/ }_oo =
—\/%0'670’2/202 = —o¢(a/o)
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e Monotonfa: si V; < V3, entonces p(Vy) < p(V3)

e Invarianza por traslacién. Si k es determinista: p(V + k) = p(V) — k. Si
anadimos liquidez (cash) a una cartera, su riesgo debe reducirse

e Homogeneidad: p(kV') = k.p(V). Siincrementamos el tamafo de la cartera
por un factor k, su riesgo aumenta proporcionalmente

e Subaditividad: p(Vi+V2) < p(V1)+ p(V2). Fusionar dos carteras no puede
aumentar el riesgo conjunto.

El VaR incumple la ultima condicién, mientras que el Ezpected Shortfall
satisface las cuatro condiciones mencionadas.

1.9 Varianzas cambiantes en el tiempo

Las expresiones que hemos visto hasta ahora suponen que la varianza de las
rentabilidades permanece constante en el tiempo, pero el anélisis se extiende sin
ninguna dificultad a la consideracién de varianzas cambiantes en el tiempo.

Para ello, deberemos utilizar un procedimiento que permita estimar una var-
ianza cambiante en el tiempo, ya sea mediante un esquema de ventanas maéviles
muestrales, o mediante modelos como el suavizado exponencial (EWMA) de
RiskMetrics, o un enfoque GARCH. El VaR es el percentil de la distribucién
de probabilidad al término del horizonte de gestién, en T + h, distribucién que
hoy (en T') desconocemos. La estimacién del VaR requiere, en definitiva, prever
la evolucién de la distribucién de probabilidad de la rentabilidad del activo o
cartera a lo largo del horizonte de inversion, entre 7'y T+ h. Se necesita una
prediccién porque como tantos otros conceptos financieros, el VaR se refiere a
la distribucién prevista para las rentabilidades de la cartera durante el horizonte
de inversién fijado, no al dia en que se calcula el VaR.

En el caso de rentabilidades Normales, para el cdlculo del Valor en Riesgo
necesitamos, ademds de la rentabilidad esperada en exceso, una prediccién de
la volatilidad de la rentabilidad del activo en el horizonte para el cual se quiere
calcular el VaR. El célculo del VaR es, precisamente, una de las razones por las
que conviene disponer de un buen modelo de prediccién de volatilidad. Para ello,
hay varias posibilidades: una consistirfa en tomar la serie temporal de varianzas
estimada mediante EWMA o GARCH, y predecir entre T' (hoy) y T + h (el
final del horizonte de gestién), y tomar el promedio de dichas predicciones;
otra consistirfa en tomar la tltima varianza observada, o2, como prediccién.
Una vez estimada una serie temporal de varianzas a partir de cualquiera de los
procedimientos ya vistos (ventanas méviles, RiskMetrics, suavizado exponencial,
GARCH) el VaR se calcularia utilizando la prediccién de la varianza que surge
de dicho modelo sobre el horizonte de célculo del VaR.

Por ejemplo, recordemos que el modelo RiskMetrics, que supone que la
rentabilidad diaria continua de la cartera sigue una distribucién Normal: 7, |
F,_1 ~ N(py,0%), con:
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e = 0
o7 = aoi +(1—-a)ri;;0<a<l1

o, equivalentemente, que el logaritmo del precio: p; = In(P;), obedece un
proceso IGARCH(1,1) sin constante: p; — ps—1 = a¢, CON G = O, ¥ €t ~
N(0,1). El valor de « suele tomarse en el intervalo (0.90;1), siendo 0,94 un
valor bastante habitual, con el objeto de proyectar la varianza hacia el futuro
y aplicar la expresién del VaR para el caso lineal bajo distribucién Normal. En
este caso, calculamos el VaR utilizando para el horizonte de riesgo (¢,t + h) la
varianza estimada para el dltimo dia de la muestra. Si la rentabilidad no es
ruido blanco, como por ejemplo, en:

re = Bo+ Biri—1 +w

entonces el modelo deberfa ajustarse: o7 = ao7_; + (1 — a)u?_;, si bien

RiskMetrics no considera esta posibilidad.

En otros modelos, obtener la prediccién de la varianza sobre el horizonte de-
seado para el VaR es algo mds complejo, pero se dispone de expresiones analiti-
cas, como es el caso de los modelos de la familia GARCH. Pero este modelo
implica que las rentabilidades presentan dependencia temporal, a través de sus
segundos momentos, lo que no permite aplicar la regla de la raiz cuadrada para
la extrapolacién temporal.

Una gran ventaja del modelo EWMA es que no se precisan series tempo-
rales largas para su cédlculo. Otra ventaja es el mayor peso que otorga a las
observaciones més recientes. La correlacién lineal puede calcularse dividiendo
covarianzas por la raiz cuadrada del producto de varianzas, si los tres momentos
se han estimado mediante una especificaciéon EWMA.

[Figure IV.2.15]. [EIV.2.25]

Riskmetrics utiliza esta metodologfa. Riskmetrics calcula tres tipos de ma-
trices de covarianzas:

e Regulatoria: una matriz de covarianzas con iguales ponderaciones, basada
en los iltimos 250 dfas,

o Matriz diaria: una matriz de covarianzas EWMA calculada utilizando
datos diarios con A = 0.94

e Matriz mensual: una matriz de covarianzas EWMA calculada utilizando
datos diarios con A = 0.97 para todos sus elementos, y multiplicando el
resultado por 25.

En el gjercicio [EIV.2.26] se comparan los VaR resultantes de las dos primeras
opciones.

21



2 El VaR de una cartera: diversificaciéon de ries-
gos

Sea w el vector de pesos relativos de una cartera: w = (wy,wa,...,w,), ¥y & la
matriz simétrica naxn de varianzas y covarianzas de las rentabilidades de los
n activos que componen la cartera. Si denotamos por z = (z1,z2,...,z,) las
cantidades invertidas en cada activo y por W la cuantfa total, W = Y | x;,
de modo que w; = z;/W, la varianza de una unidad monetaria invertida en la
cartera es: 02 = w'Sw.

Hacer un supuesto para la distribucién de probabilidad de las rentabilidades,
como la Normal, nos permite traducir el nivel de significacién del VaR p de modo
sencillo en un umbral « tal que la probabilidad de observar una pérdida superior
a —a sea igual a p. En el resto de esta seccién suponemos que la rentabilidad
de cada activo de la cartera sigue una distribucién Normal, lo que puede ser
un supuesto vélido en el caso de carteras bien diversificadas. Esto hace que la
rentabilidad de la cartera, al ser una combinacién lineal de las rentabilidades de
los activos que la componen, siga asimismo una distribucién Normal.

Suponemos asimismo un horizonte de riesgo corto, con una rentabilidad es-
perada igual a cero, por lo que el VaR de la cartera en términos de rentabilidades
es:

VaR, =& (1 - p)o. = aVw'Sw (4)

donde a = ®71(1 — p), es tal que la probabilidad de tener una pérdida
méas elevada que —a es igual a p. Como se ve, tratamos la volatilidad de la
rentabilidad de la cartera de igual modo a como tratariamos la volatilidad de
un activo individual.

En términos monetarios, la varianza de la inversién es el producto o2W? que
puede expresarse:?

o*W? =2/

por lo que el VaR de la cartera en términos nominales,

VaR. = oW & (1 —p) = aVa'Sx

Estas expresiones proporcionan el VaR diversificado de la cartera, que tiene en
cuenta los efectos de la diversificacién a través de la presencia de la matriz de
covarianzas en su célculo.

En el caso de una cartera, tiene sentido calcular el VaR de la misma uni-
camente si la composicién de la cartera va a mantenerse invariante durante el
horizonte temporal para el cual se calcula el VaR. No tendrfa mucho sentido
calcular en T (hoy) el VaR a horizonte h si en T + h la actual cartera no va a
existir porque ya hayamos cambiado la composicién de nuestras inversiones.

i
2Puesto que: Ug’t+1 =w'lipiw = (%I) S+ (%x) = ﬁx’EH_lx
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El VaR individual del activo i-ésimo de la cartera, se define por analogia con
la expresion del VaR para una cartera:

VaR;, = ao; | W; |=ao; |w; | W (5)

donde admitimos posiciones cortas y largas en dicho activo. El factor ao; |
w; | serfa el VaR individual en rentabilidad, mientras que la expresion anterior
nos da el VaR nominal.

El VaR no diversificado es la suma de los VaR individuales, que serd siempre
superior, por ignorar los efectos de la diversificacién sobre el riesgo. De hecho,
los beneficios de la diversificacién se observan comparando el VaR diversificado
y el VaR no diversificado de una misma cartera.

Ejemplo (Jorion). Consideremos una cartera invertida en dos divisas frente
al euro: dolar y yen, que suponemos incorrelacionadas. Las cantidades inver-
tidas son 2 millones y 1 millén, respectivamente, por lo que el vector de pondera-
ciones es w = (2/3,1/3). Las volatilidades de ambas divisas son 5% y 12%. La

2
varianza de la cartera es, por tanto: 02 = w'Sw = ' ( 0’85 0 (1)22 )w =
2
(2/3, 1/3)( 0'(())5 0 ?22 ) ( %g ) = (27.111)107*, y su volatilidad: o, =

VRTII10-% =5,21%.

En términos monetarios: ='Sr = (W'Xw)W? = (27,11)107%9(10'%) =
244(108), con una volatilidad de 156.205 euros. El VaR 95% a 1 anio es (1,65)(156.205)=257.738
euros (suponemos que las rentabilidades diarias tienen media cero). Los VaR in-
dividuales (VaR no diversificado) en cada divisa son VaR; = (1.65)(0.05)2.10° =165.000
y VaRy = (1.65)(0.12)10% =198.000 euros, respectivamente, que suman 363.000
euros, un 26% mdas que el VaR diversificado.

Para el cdlculo del VaR 95% a 1 dia tendriamos: x'Sx = (w'Sw)W? =
27.11x1074x9x 102 /250 = 9. 7596 x 107, con una volatilidad de /9.7596 x 107 =
9879.1 euros. El VaR a 1 dia seria: 1.65 x 9879.1 = 16301 euros. Los VaR
individuales a 1 dia en cada divisa son: VaR; = 1.65 x 0.05 x 2 x 106/\/f =
10435.5 y VaRy = 1.65x 0.12x 2 x 10% /1/250 = 12522.6 euros, respectivamente,
que suman 22958.1 euros, un 40,8% mds que el VaR diversificado.

El célculo del VaR de una cartera requiere disponer de estimaciones de las
covarianzas o de las correlaciones entre las rentabilidades de los activos que la
integran, lo que ha suscitado la necesidad de generar métodos que simplifiquen
la alta dimensionalidad de este problema, dado que en carteras como las de los
fondos de inversién, el nimero de activos que pueden incluirse es excesivamente
grande como para estimar todas sus varianzas y covarianzas. Los métodos
factoriales que hemos examinado en un capitulo previo son muy 1tiles a tales
efectos.

En el caso de dos activos, con wy =1 — wq :
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VaR. = ®7'(1 —p)\/wfVar(Rl) +w2Var(Rs) + 2wiwaCov(Ry, Re) =

= 71— p)yfuwdo} + w03+ 2orwaoiapy,

donde es fécil relacionar cada uno de los sumandos con la expresién (5) del
VaR individual.

En el caso particular en que los dos activos estén incorrelacionados:

VaR, = & '(1 - p)\/w?0? + wio? = (VaR.)’ = (VaR,)* + (VaR,)?

por lo que, cuando contamos con activos que se mueven independientemente,
podemos constituir carteras de menor riesgo que cualquiera de los activos que
la componen. En efecto, dados dos activos con rentabilidades independientes,
supongamos, sin pérdida de generalidad, que 07 < o3. Sobre perfodos cortos,
el VaR de la cartera serd inferior al VaR del activo 1 si la volatilidad de la
cartera también lo es: \/w?o? + w3o3 = /w202 + (1 — w)20?% < 01, es decir, si:

w?0? + (1 — w)?02 < 02, para lo que necesitamos: (1 — w)?02 < (1 — w?)o?,

27 2 . . .
o (1 -w)oi < (1+woi, esdecir: w > 7271 Si los dos activos tuvieran
2 1
una volatilidad similar, esto se conseguiria casi para cualquier valor positivo del
peso w . Si 03 fuese mucho mayor que o7 se lograrfa con valores numéricos de

w proximos a 1.

Si los dos activos estuviesen perfectamente y positivamente correlacionados,
y los pesos son todos positivos,? tendriamos:

VaR. = @ '(1 —p)\/wfof + w303 + 2wiwao10 = (1 — p)y/ (w01 + w202)2 =

= & Y1 —p) (w101 +we0s) = VaRy + VaRy,

siendo este el dnico caso en que el VaR de la cartera es igual a la suma
de los VaR individuales de los dos activos, lo que muestra la imposibilidad de
diversificar el riesgo con activos perfectamente correlacionados.

En general, dado que:

\/wfaf + wio? + 2wiwep 0102 < W10 +wa0s = \/w%a% + w202 + 2wiwa0109
tendremos que:

VaR. < VaR; +VaRs

3De modo que |w;| = w;,i = 1,2, ...,n. [Jorion]
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por lo que el VaR de una cartera serd menor que la suma de los VaR indi-
viduales, lo que ilustra las ventajas de la diversificacién.

Ejemplo (Pena): Consideremos una cartera que mantiene una posicion corta
de -767% en dolar canadiense, y posiciones largas de 1178 en délares USA y 1088
en yen japonés, con matriz de correlaciones:

1 -0,21 -0,21
M= —021 1 0,79
0,21 0,79 1
Las volatilidades de los 3 activos son: 5,564%, 12,82% y 16,63%. Calcule los
VaR mensuales de las posiciones individuales (R: 20,248, 7,143, 8,558) y el VaR
95% de la cartera (R: 27,63), que es inferior a la suma de los VaR individuales,

debido a las ganancias que se producen por la diversificacion de la inversion.
VaR individuales:

VaR(Canada) : 767 x 0.0554 x 1.65/v/12 = 20. 239
VaR(USS) : 117 x 0.1282 x 1.65/v/12 = 7.144 4
VaR(yenes) : 108 x 0.1663 x 1.65/1/12 = 8.5548

Matriz de covarianzas:

0.0554 0 0 1 -0.21 -0.21 0.0554 0 0
0 0.1282 0 —0.21 1 0.79 0 0.1282 0
0 0 0.1663 —-0.21 0.79 1 0 0 0.1663

3.0602 x 1072 —1.4915x 1072 —1.9347 x 10~3
—1.4915x 1073  1.6435x 1072  1.6843 x 1072
—1.9347x 1072 1.6843 x 1072  2.7656 x 102

Varianza de la cartera:

3.0692 x 1073  —1.4915x 1073 —1.9347 x 1073 —767
(=767 117 108 )| —1.4915x 1073 1.6435x 1072  1.6843 x 1072 117 = 3367.0
—1.9347x 1073  1.6843x 1072  2.7656 x 1072 108

VaR de la cartera a 1 mes:

VaR = 1.65v3367.0/v/12 = 27.639

2.1 Descomposicién del VaR

Inicialmente, el VaR fue concebido como un indicador del nivel de riesgo asum-
ido en una determinada posicién. Pero gradualmente, resulté evidente que
era asimismo un instrumento que podia utilizarse para la gestién del riesgo
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en carteras de activos financieros. Para ello, resulta fundamental la capacidad
de agregar y desagregar el VaR en distintos componentes. La agregacién de
VaR es la herramienta fundamental en el llamado capital budgeting, que con-
siste en asignar el capital econémico entre actividades, la asignacién de limites
de VaR para los traders, o la estimacién del requisito de capital regulatorio. La
desagregacién de VaR ayuda al analista de riesgos a entender cudles son las pric-
ipales fuentes de riesgo en su cartera, determinar que elementos deben cubrirse,
qué limites imponer a los traders, o qué riesgos pueden derivarse de una nueva
inversion.

En las secciones que siguen, utilizaremos en ocasiones distintos procedimien-
tos estadisticos para tratar de caracterizar las principales fuentes de riesgo que
pueden afectar al valor de una cartera. Se trata de una estrategia de reduccion
de dimensionalidad porque, en general, toda cartera se ve sometida a muchas
més influencias de las que un gestor puede controlar, por lo que es importante
poder seleccionar un nimero reducido de ellas que expliquen un alto porcentaje
de las fluctuaciones posibles en el valor de la cartera. Segin el método de selec-
cién de factores utilizado, llegaremos a un modelo factorial de uno u otro tipo
(método de regresion, componentes principales, etc,...).

Tengamos en cuenta que el VaR total de una cartera podria calcularse a par-
tir de una serie temporal de rentabilidades de la misma. Tendriamos que tener
en cuenta, sin embargo, si al generar dichos datos se ha mantenido constante la
composicién de la cartera o no.

o VaR sistematico y VaR especifico: Una vez que se dispone de un modelo
factorial, que explica el riesgo de una cartera en funcion de un conjunto
de factores previamente seleccionados, el VaR total puede descomponerse
entre un componente de VaR sistemdtico, el componente del VaR total que
estd explicado por los factores de riesgo previamente identificados, y un
VaR especifico o idiosincratico, que es el no explicado por ellos, es decir, el
residual en la estimacion del modelo factorial. En el modelo lineal Normal,
el VaR total es igual a la raiz cuadrada de la suma del VaR sistematico,
al cuadrado, y el VaR especifico, también al cuadrado. Es decir, incluso si
el modelo de factores es lineal, el VaR total no serd igual a la suma de los
VaR sistemadtico y especifico; ello sélo sucede cuando ambos componentes,
VaR sistemdtico y VaR especifico, estdn perfectamente correlacionados.
El componente de VaR sistemédtico a un determinado horizonte puede
calcularse a partir de la extrapolacién temporal de la matriz de varianzas
y covarianzas de los factores si las rentabilidades de todos los factores son
i., i.d. y son condicionalmente homocedasticos. Sila rentabilidad esperada
en exceso es nula, el propio VaR puede extrapolarse utilizando el factor
habitualmente usado para las varianzas.

o VaR individual o Stand-alone VaR: Una desagregacién alternativa del VaR
total es la que vimos en la seccién anterior, a través del VaR asociado a
cada uno de los activos que integran la cartera o de cada una de las clases
de factores considerados (componentes stand-alone). Asi, tendriamos el
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VaR equity de una cartera, el VaR de tipos de interés, el VaR de tipo de
cambio o forez, el VaR commodity, etc. (El oro se trata habitualmente
como riesgo Forex, no como riesgo commodity). Para calcular el compo-
nente stand-alone de un determinado factor de riesgo en el VaR total, se
fijan las sensibilidades de todos los demas factores a cero. Esto es impor-
tante cuando se negocia en distintas mesas, pues ninguna de ellas deberia
verse beneficiada ni perjudicada por las posibles correlaciones entre los
factores que afectan a la cartera global. Es como si nos preguntamos qué
impacto tiene sobre la rentabilidad del activo la variacién en un factor,
dejando los otros factores inalterados. La suma de los VaR stand-alone no
es igual al VaR sistemético total, excepto si las carteras son lineales, las
rentabilidades siguen una distribucién Normal y los distintos componentes
estdn perfectamente correlacionados lo cual, por otra parte, indicaria una
mala eleccién de los factores de riesgo. Este es el resultado que vimos al
final de la seccién anterior. En general, el VaR total es inferior a la suma
de los VaR individuales (stand-alone), lo que se conoce como propiedad
de sub-aditividad del VaR. Matemédticamente, la razén es que la varianza
no es un operador lineal. La subaditividad genera un problema para el
risk budgeting, pues las carteras individuales podrian estar dentro de los
limites de riesgo asumibles, y sin embargo la suma de los componentes
VaR podria exceder el umbral trazado para el VaR en términos de riesgo
admisible, haciendo que la cartera global no fuese admisible.

e VaR marginal y VaR incremental: El VaR marginal mide la sensibilidad
del VaR total a los pardmetros del modelo de riesgo factorial. El VaR
marginal de cada activo mide el cambio que se produce en el VaR de
la cartera cuando varfan las sensibilidades a los factores de riesgo. En
general, el VaR es funcién de un vector de pardmetros 6 :

VaR = f(6)
cuyo vector gradiente es:
_(of of oy
g(a) - <8017 8927"'7 aen)

por lo que la aproximaciéon de primer orden del VaR en serie de Taylor
alrededor del vector 6y conduce a:

- 0
f(01) = f(00) + (61 — 00)'g(0) = f(Bo) + Z(9i1 — 9i0)/65 (6)
i=1 ¢
En el caso particular en que 6y = 0, tendremos:
/ —, 0
£(0) = 6'g(6) :Zeiag} (7)
i=1 ’
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una expresién que descompone el VaR total en suma de las contribuciones
de los VaR marginales de cada factor.

Si consideramos la composicién de una cartera invertida en un conjunto de
activos, una posibilidad es considerar el vector de ponderaciones w como vector
0. Esto es lo que hacemos en la seccién siguiente. En este caso, el vector gradiente
del VaR, interpretado como funcién dependiente de un vector de pardmetros,
puede utilizarse para aproximar el impacto sobre el VaR de un pequeno trade, asi
como el efecto que tendria el cambio en el limite méximo de VaR permisible para
un trader. Estariamos entonces pensando en pasar de una cartera, caracterizada
por un vector 6y a otra, caracterizada por el vector 61, como se hace en (6). El
cambio en VaR, f(01) — f(6o), se conoce como VaR incremental.

Cuando la expresién (7) es aplicable, el producto 6;f;(6) nos proporciona
los componentes del VaR, que constituyen una descomposicién aditiva del VaR,
que es exacta en modelos lineales del VaR. No es una descomposicién exacta
en carteras con pagos no lineales (por ejemplo, cuando se incluyen opciones),
o cuando se calcula el VaR por otros procedimientos. Por ejemplo, cuando se
estima el VaR por simulacién, la suma de los VaR marginales es sélo aproxi-
madamente igual al VaR total.

Mads generalmente, cuando consideremos carteras con un amplio nimero de
activos, el vector 0 estard formado por las sensibilidades del valor de la cartera a
los diferentes factores de riesgo, como veremos exhaustivamente en los ejemplos
que siguen.

2.2 VaR marginal y VaR por componentes en una cartera

Cada una de las descomposiciones del VaR que hemos descrito trata de re-
sponder a diferentes cuestiones, y es importante entender bien estas diferen-
cias. Aunque el VaR fue introducido como indicador del nivel de riesgo de una
posicién, pronto resulté evidente que podia asimismo utilizarse para gestionar
eficientemente el riesgo de una cartera. Asi, una pregunta que cabe hacerse es:
lqué posicién de nuestra cartera deberiamos modificar para reducir el VaR de
la cartera de modo més eficaz?

En la estimacion del VaR marginal hemos de tener en cuenta que la variacién
en una posicién determinada tiene un efecto directo sobre el VaR de la cartera,
pero también efectos indirectos, a través de las correlaciones entre la rentabilidad
de dicho activo y las rentabilidades de los demads activos de la cartera.

En lo sucesivo, en ocasiones consideraremos el VaR marginal en términos
porcentuales, y en otras ocasiones, en términos nominales, es decir, en unidades
monetarias. La diferencia entre ambos estriba en que el VaR nominal es igual al
VaR porcentual multiplicado por el valor absoluto de la cuantia de la posicién
tomada en dicho activo, si el intervalo de tiempo es breve y podemos suponer
una rentabilidad igual a cero.?

4 Algnos autores (como Jorion, "Value at Risk") reservan la denominacién de VaR marginal
para su expresién porcentual, denominando Componente VaR al VaR marginal expresado en
términos nominales.
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Una posible interpretaciéon del VaR marginal surge al considerar como vector
de parametros 6 el vector de ponderaciones w, que es el caso que consideramos en
esta seccién. Diferenciando en la ecuacién de la varianza de la cartera, tenemos:

P 2 n n
Ie = 20.}7;0? +2 Z W;oi; = 2Cov Ri,wiRi + ZUJ]'R]' = QCOU(RZ‘, RC)

Ow;
’ j=1.j#i i#i

donde R;, R. denotan las rentabilidades del activo i — ésimo y de la cartera,
respectivamente.

2
La derivada de la volatilidad se obtiene utilizando: ag%’ = 206%, por lo
Ow; Ow;
que tenemos:

do.  Cov(Ry, R.)

Ow; Oc
Para transformar esta medida en un VaR, definimos el VaR marginal del
activo ¢ como el cambio en el VaR de la cartera cuando cambia la ponderacion
del activo. Si el VaR de la cartera estd en términos nominales habra que dividir
dicha derivada por el nominal invertido en la cartera:

1 0VaR.  0Oo.  Cov(R; R.)
AVaR; = Voo, a@wi = aiac (8)

que carece de unidades, al ser un cociente de cantidades nominales.

Proposition 2 Tenemos la relacion entre VaR marginal y betas:

VaR
2,
por lo que el valor relativo de los VaR marginales de dos activos de la cartera
es igual al cociente de sus betas.
Proof. Recordemos que la beta del activo i respecto de la cartera se define: =

AVaR; = af,0. =

- CO’U(RZ',RC) o ag;
i o2 - o,

y mide el riesgo sistemético del activo ¢ en relacién con la cartera, siendo
el resto del riesgo del activo debido a otros componentes no incluidos en la
composiciéon de la cartera. Por otra parte, el vaR de la cartera es: VaR, =
ao W. Sustituyendo en (8) se obtiene el resultado.

Proposition 3 El VaR marginal de cada activo es igual al VaR de dicho activo
multiplicado por el coeficiente de correlacion entre las rentabilidades de dicho
activo y la cartera.
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Proof. La beta del activo ¢ respecto de la cartera tambien puede expresarse:

Bi = pic2-, de modo que, en términos porcentuales: m

oi
- )
AVaR; = af;0. = ap;.0, = VaR,p,.

Si un inversor quiere reducir el VaR de su cartera, reduciendo el importe
invertido en una cierta cuantfa, debe calcular el VaR marginal de cada activo y
reducir la posicién en la cuantia deseada en aquel activo de la cartera que tenga
el mayor VaR marginal.

Para la gestion del riesgo, es 1til tener una descomposicién del VaR que nos
permita conocer la contribucién al riesgo de cada activo de la cartera. Para esto
no sirve el VaR individual, pues su suma no coincide con el VaR de la cartera,
por ignorar la diversificacién. En cambio, consideremos el VaR marginal en
términos nominales, que algunos autores (Jorion, Value at Risk, McGraw-Hill)
denominan VaR por componentes:

CVaR; = (AVaR;) w;W = VaR.B,w;

cuya relacién con el VaR individual es:

CVaR; = (VaR.)p,w;= (ac W) pw; = (acWV) Pigi w; =

c

= aWp,ow; = VaR;p;,

Si agregamos los VaR por componentes, tenemos:

N N
> CVaR; =VaR. [ Y wif; | =VaR.
i=1 i=1

ya que la suma que aparece dentro del paréntesis no es sino la beta de la
cartera con respecto a si misma, que es légicamente, igual a uno.?

2.3 VaR incremental

También podemos estar interesados en el impacto total que tendrd una deter-
minada operacién financiera sobre el riesgo de nuestra cartera. Representamos
dicha operacién por un vector b que recoge los cambios que se producirfan con
dicha operacién en las exposiciones a cada activo. El vector b puede representar
un cambio en la posicién en un sélo activo o en varios, quizd todos, de los activos
de la cartera. En este caso estamos considerando cambios en las posiciones que
pueden ser de cuantia importante, lo que hace que el VaR marginal no pueda
utilizarse para responder a esta pregunta, por ser una aproximacién valida solo
para variaciones muy pequenas.

=

562 = wicov(R1, Re)+...+wncov(Ry, Re) = w1(B102)+..+wn(Bno2) = JE(EiI\LIwi,Bi),
por lo que, necesariamente: Eﬁvzleﬂi.
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La idea serfa calcular el VaR.;; que se tendria con la nueva posicién y
compararlo con el VaR de la posicién antigua para tener el VaR incremental:

VaR incremental = VaRcyp — VaR,

Si el VaR se reduce, decimos que la operacién representa una cobertura. Fl
problema con este enfoque es que requiere una nueva evaluacién del VaR con
cada nueva operacion, lo que puede resultar impracticable por el elevado nimero
de activos o por el alto nimero de operaciones realizadas a lo largo del dia. Se
puede utilizar una aproximacién mediante un desarrollo en serie alrededor de la
cartera original:

VaReiy = VaR.+ (AVaR) b+ ...

de modo que el VaR incremental, siempre que la operacion propuesta sea
relativamente pequefia (b pequeno) se aproximaria, utilizando (8) por:

ACou(Ri, ROV,

VaR incremental = (AVaR)' b =
Oc
donde debemos observar que tanto {Cov(R;, R.)}!_, como b son vectores de
dimensién igual al nimero de activos de la cartera

Best hedge

Supongamos ahora que la nueva operaciéon implica variar la posicién tnica-
mente en uno de los activos ¢ que configuran la cartera. El valor de la cartera es
ahora Wy = W + b, siendo b la cantidad invertida en dicho activo. La varianza
nominal de la nueva cartera puede escribirse:

oAWE = ?W?2 +b%0? + 20W oy,

y un gestor de cartera puede plantearse cudl sera el cambio en la posicién
de su cartera que genere una mayor reduccién del nivel de riesgo. Para ello,
derivamos o4 W3 respecto de b , igualamos a cero y resolvemos, obteniendo:

oj o2
* wc C
b'=-W—5=-Wg,—
o; o

3 3
una operacién que se conoce como el best hedge y que nos proporciona la
cuantia en que debemos reducir la exposicién en el activo ¢ para lograr la mayor
reduccién posible en el VaR. Comparando el resultado obtenido con distintos
activos podemos saber cudl de las posiciones deberiamos variar.
En el siguiente ejercicio vamos a utilizar el hecho de que en notacién matri-
cial, el vector de betas de los n activos que configuran la cartera puede obtenerse:

Yw
w'Yw

8=
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Example 4 (Jorion): Con los datos de las dos divisas del ejemplo anterior,
consideramos aumentar la posicion en dolares en 10.000 euros. Las betas sonS

S — 0.052 0 2/3\ [ 1.6667 x 1073
B 0 0.122 1/3 ) 0.004 8

s e 1.6667 x 1073 \ 3
o = WJYw=(2/3 1/3)( 00048 =2.7111x 10
g — [ 16667 103 1 (061477

- 0.0048 27111 x 1073\ 1.7705

por lo que el VaR marginal de ambas divisas, en términos porcentuales, es:

B e 061477 \ (=T 07)
AVaR = —aflo. = —a—0, = (L65) < o > ( 2.7111 x 10 ) = <

y el VaR marginal en términos nominales, o VaR por componentes:

CVaRy \ _ ( (0,0528)2.105 \ [ 105.630 euros
( CVaRy ) a < (0,1521)10° ) n ( 152.108 euros )
cuya suma es igual al VaR total de la cartera. E1 41% del riesgo, medido por
el VaR, se debe a la primera divisa, y el 59% se deba a la posicién en la segunda
divisa.
Por tanto, si aumentamos la posicién en $US en 10.000 euros, tenemos un

VaR incremental: (AVaR)' b= (0.0528 0.1521) 10800 > = 528 euros

Calculemos ahora exactamente el aumento que se produciria en el VaR de
la cartera, a partir de la completa evaluacion del riesgo de la cartera, tenemos:

2
o (201 1) ( M e ) ( 2! ) —0.0245

= VaReiq = (1.65)1/0.024510° = 258.267 euros

6La misma estimacién del VaR marginal puede hacerse trabajando con el vector z de
posiciones nominales en los distintos activos, en vez del vector w (ponderaciones de la cartera).
Notese, sin embargo, que las betas son diferentes:
b b

/BiCov(Ri,Rc)i 1 0.052 0 2\ [ 0,205
B o2 "~ 0.1562 0  0.12? 1 )~ \ 0,592

por lo que el VaR marginal:

0.205 5.2767 x 102
AVaR; = —afo. = (1.65) ( 0.592 ) (0.156) = ( 0.152 38 )
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Si comparamos con el VaR inicial, que era de 257.738 euros, tenemos un
mcremento de 529 euros, similar al calculado por el método aproximado.

Un incremento de la posicion en yenes en 10.000 euros el VaR aumentaria
en:

0

! —
(AVaR) b= (0.0528 0.1521) ( 10000

) = 1.521 euros

FEl VaR seria ahora:
9 0.052 0 2 9
Oirg = ( 2 1.01 ) < 0 0.122 101 )= 2.4689 x 10

= VaReiq = (1.65)1/2.4689 x 10-210° = 259.260 curos

con un aumento en VaR de la cartera de: 259.260 euros—257.738 euros = 1.422
euros, muy similar a la estimacidn obtenida con el VaR marginal.

Si elimindsemos la posicién en yenes, ya que es el activo que més riesgo
genera, tendriamos unicamente el VaR de la posiciéon en délares, VaR; =
165.000 euros. Por tanto, el VaR incremental de tomar la posicién en yen es
igual a: 257.738 euros-165.000 euros = 92.738 euros. El VaR marginal (152.108
euros) es, sin embargo, significativamente menor. El error de aproximacién al
utilizar el componente VaR se debe a que con solo dos activos, eliminar uno de
ellos implica una variacién muy notable en la composicién de la cartera.

Si eliminasemos la posicién en $US tendriamos el VaR de la posicién en
yenes, VaRs = 198.000 euros, por lo que el VaR incremental de la posicién
en $US es: 257.738-198.000=59.738 euros, de nuevo bastante inferior a su VaR
marginal, que es 105.630 euros.

El best hedge respecto de cada uno de los dos activos serfa:

2 2 6
. o2 6 ( 0.61477/0.05 3 [ 2.0x10
br=—Whiog =300 ( 1.7705/0.122 ) 2 THIXI05= {11 g 5 108

K3
es decir, consistiria en deshacer toda la posicién ;Por qué se obtiene este
resultado tan dréstico?

Descomposicién del VaR de la cartera del ejemplo
VaR VaR Componente | Contribucién
Posicion individual marginal VaR porcentual
euros euros euros
Divisa, x; 6 w;W —<I>1__1pa,-wiW AVaR; = CVaR; = CVaR;/VaR
=VaRg | = AVaRz;
US $ 2.10° 165.000 0,0528 105.630
Yen 100 198.000 0,1521 152.108
Total 3.10°
VaR no
diversificado 363.000
VaR
diversificado 257.738
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Example 5 ySupongamos ahora que los dos activos tienen una correlacion p =
0.65. Su covarianza serd: o12 = (0.05)(0.12)(0.65) = +0.003 9.

La varianza de la cartera es ahora:

0.052  0.0039 2/3
2 _ 7 =
07 = w'Sw = (2/3,1/3) ( 0.0039 0.122 ) ( 1/3

su volatilidad: 0. = v/4.4444 x 1073 = 6.66%

En términos monetarios: z'Yr = (W'Xw)W? = (4.4444)10739(10'?) =
4.0 x 10'°, con una volatilidad de 200.000 euros. El VaR 95% a 1 afio es
(1.65)(200000) = 330.000 euros (suponemos que las rentabilidades diarias tienen
media cero). Los VaR individuales (VaR no diversificado) en cada divisa son
VaR, = (1.65)(0.05)2.10 =165.000 y VaRs = (1.65)(0.12)10° = 198.000 euros,
respectivamente, que suman 363.000 euros, un 10% mds que el VaR diversifi-

cado.
S — 0.05% 0.0039 2/3\ [ 2.9667 x 10-3
- 0.0039 0.122 1/3 | 0.0074
3 = 2.9667 x 1073 1 _( 0.66750
- 0.0074 4.4445 x 10-3 1.6650

por lo que el VaR marginal de ambas divisas es:

) =4.4444 x 1073, y

1 2.9667 x 1073 7.3425 x 1072
AVaR = —afioe = (1.65) s < 0.007 4 > = < 0.18315

de modo que un incremento de 10.000 euros en la posicidn en ddlares gener-
arta un incremento aproximado de 734,25 euros, mientras que un incremento de
10.000 euros en la posicion en yenes produciria un aumento de 1.831,50 euros.
Calculemos ahora exactamente el aumento que se produciria en el VaR de
la cartera, a partir de la completa evaluacion del riesgo de la cartera, tenemos:

2 _ 0.052  0.0039 \ [ 2.01\ _ s
o2, = (201 1)(0_0039 0122 L) =4.0178x 10

= VaRe o = (1.65)v/4.0178 x 10-210° = 330.730 euros

Si comparamos con el VaR inicial, que era de 330.000 euros, tenemos un
icremento de 730 euros, similar al calculado por el método aproximado.

Con un incremento de la posicion en yenes en 10.000 euros el VaR aumen-
taria en:

o 0 _
(AVaR) b= (0.073425 0.18315) ( 10000 ) = 1.831,5 euros
FEl VaR seria ahora:
9 _ 0.052  0.0039 2 B _9
Oorg = ( 2 1.01 ) < 00039  0.122 1ol )= 4.0445 x 10

= VaR o = (1.65)v/4.0445 x 10-210° = 331.830 euros
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con un aumento en VaR de la cartera de: 331.830 euros—330.000 euros = 1.830
euros, muy similar a la estimacion obtenida con el VaR marginal.
El best hedge respecto de cada uno de los dos activos seria:

2 2 6
e e T g [ 0.6675/0.05 s [ 3.56x10
bT=-WBi 25 = 3107 ( 1.6650/0.122 ) 444451075 = {1y 5yy7 100

Example 6 Supongamos, por ultimo que los dos activos tienen una correlacion
p = —0.25. Su covarianza serd: o123 = —(0.05)(0.12)(0.25) = —0.001 5.

La varianza de la cartera es ahora:

0.05°  —0.0015 2/3
2 !/ —
0 =w'¥w=(2/3,1/3) < —~0.0015  0.122 ) ( 1/3

y su volatilidad: o, = +/2.0444 x 10—3 = 4.52%.

En términos monetarios: 'Yz = (w'Xw) W2 = (2.0444 x 1073)9(10'?) =
1.8400 x 10'°, con una volatilidad de +/1.8400 x 1010 = 135650 euros. FEl
VaR 95% a 1 ario es (1.65)(135650) = 223.820 euros (suponemos que las
rentabilidades diarias tienen media cero). Los VaR individuales (VaR no di-
versificado) en cada divisa son VaR; = (1.65)(0.05)2.10 =165.000 y VaRy =
(1.65)(0.12)2.10° =198.000 euros, respectivamente, que suman 363.000 euros,
un 62% mds que el VaR diversificado, ya que ignora los beneficios de la diver-
sificacion que son ahora importantes, dada la correlacion negativa.

S — 0.052  —0.0015 2/3\ ([ 1.1667 x 1073
o —0.0015  0.122 1/3 ) 0.0038

5 = 1.1667 x 1073 1 (057068
- 0.0038 2.0444 x 10-3 ~ \ 1.8587

por lo que el VaR marginal de ambas divisas es:

) =2.0444 %1073,

1 1.1667 x 103 0.042578
AVaR = —afioe = (1.65) —pmmeres ( 0.0038 > = < 0.13867 )

de modo que un incremento de 10.000 euros en la posicidn en ddlares gener-
arta un incremento aproximado de 425,78 euros, mientras que un incremento de
10.000 euros en la posicion en yenes produciria un aumento de 1.386,70 euros.
Calculemos ahora exactamente el aumento que se produciria en el VaR de
la cartera, a partir de la completa evaluacion del riesgo de la cartera, tenemos:

_— 0.052  —0.0015 \ [ 2.01 \ _
2. = (20 1)(_0.0015 o0 1) 001847

= VaReiq = (1.65)v0.0184710° = 224.240 euros

Si comparamos con el VaR inicial, que era de 223.820 euros, tenemos un
incremento de 420 euros, similar al calculado por el método aproximado.
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Un incremento de la posicion en yenes en 10.000 euros el VaR aumentaria
en 1.386,7 euros. El VaR seria ahora:

s 0.05>  —0.0015 2 _ 2
ol = (2 1.01)(_0.0015 0.192 Lol )= 1:8629x10

= VaReiq = (1.65)y/1.8629 x 10-210° = 225.210 euros

con un aumento en VaR de la cartera de: 225.210 euros—223.820 euros = 1.390
euros, muy similar de nuevo a la estimacion obtenida con el VaR marginal.
El best hedge respecto de cada uno de los dos activos seria:

2 2 6
e a0t o 0.57068/0.05 s [ L4x10
b= Wi e =310 )< 1.8587/0.122 ) 200 = 17 9165 % 108

3

que en ningun caso agota las posiciones en los mismos.

3 Enfoques alternativos para el cdlculo del VaR

Los enfoques para el cdlculo del VaR pueden clasificarse en dos grupos: méto-
dos de valoracién local y métodos de valoracién global. Los métodos locales
requieren valorar la cartera una sola vez, en los precios observados, y utiliza
derivadas en ese punto para inferir los posibles cambios en el nivel de riesgo.
Dentro de estos, el método delta-Normal utiliza primeras derivadas ("deltas") y
supone Normalidad de las rentabilidades. Es sencillo de aplicar, y una variante
suya "el método de las Griegas" utiliza aproximaciones a las derivadas de primer
y segundo orden.

Los métodos de valoracion global valoran la cartera en el punto inicial y
tambien bajo distintos escenarios, para medir los posibles cambios en riesgo.
Entre estos se encuentran el método de Monte Carlo de cédlculo del VaR. Los
métodos de simulacién histérica generan directamente una valoracién global.
Consisten en generar hacia el pasado una serie temporal de rentabilidades de
la actual cartera, aplicando a los precios de los activos que la componen las
ponderaciones con que entran actualmente en la cartera. Esta serie de datos
no representa a ninguna cartera real. A continuacién, se construyen precios
futuros hipotéticos bajo cada escenario, aplicando variaciones en precio obser-
vadas histéricamente. Por eso es que a este procedimiento se le conoce también
como bootstrapping. Una ventaja del metodo es que, puesto que solo necesita
la serie temporal de rentabilidades de la cartera, no precisa estimar la matriz
de varianzas y covarianzas de los activos que componen la cartera. No nece-
sita hacer ningun supuesto sobre el tipo de distribucién de probabilidad seguida
por los precios de mercado. Incorpora de modo natural ademds la existencia
de colas pesadas en las rentabilidades. Su mayor limitacién es el supuesto de
que el pasado representa fielmente lo que cabe esperar del futuro. Pondera por
igual las observaciones maés recientes que las més alejadas en el tiempo. Puede
calcularse a distintos horizontes de inversién.
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El método de Monte Carlo incorpora supuestos acerca de la distribucién de
probabilidad conjunta de los factores, y utiliza dichos supuestos para simular
trayectorias futuras. La diferencia con el método histérico es que utiliza varia-
ciones en precios no necesariamente observadas en la muestra. Las correlaciones
entre factores estan totalmente incorporadas a través del modelo supuesto para
los factores. Es un método muy potente, pero tiene un alto riesgo de modelo.
Puede incorporar facilmente distintos tipos de no linealidad, y cualquier hori-
zonte de inversion. Si el modelo se establece correctamente, este es el método
de céalculo del VaR mads potente.

3.1 Valoracion local: el método Delta-Normal

El primer paso consiste en evaluar la cartera en el punto inicial:

Vo =V (So)

donde suponemos la existencia de un unico factor de riesgo, representado por
el precio S del activo subyacente a la cartera que se estd valorando. Denotamos
por Ag la primera derivada parcial, la sensibilidad de la cartera al precio del
subyacente, evaluado en la posicién inicial, V. En el caso de un activo de renta
fija, se trataria de su duracion modificada, mientras que en el caso de una opcién
seria su Delta.

La pérdida potencial en el valor de la cartera es:

oV
dV == <as |5’0> dS = AQdS

Si la distribucién es Normal, el VaR de la cartera sera:

VCLRC = |A0| VG,RS = —(I)l__lp ‘A0| Udg/sso

siendo 0 45/5 la desviacién tipica de las variaciones porcentuales en el precio
del subyacente. Vemos que solo precisamos evaluar la cartera en la posicién
inicial, para obtener V.

En una cartera de renta fija, el factor de riesgo seria su TIR, y, siendo la
relacién precio-TIR :

dV = —D*V dy

donde D* denota la duracién modificada. En este caso, el VaR de la cartera
sera:

VaR = —®! (D*V)oq

donde o4, denota ahora la volatilidad de cambios en el nivel de la TIR.
En el caso de una opcién call comprada, la mayor pérdida que puede pro-
ducirse a un nivel de confianza dado surge cuando S* = Sy — <I>1__1p050 :
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VaR, =V(So) — V(So — ®11,050)

En su aplicacién prictica, el método Delta-Normal sigue los pasos:
1. especificacién de un conjunto de factores de riesgo

2. mapear la exposicién lineal de los activos incluidos en la cartera con re-
specto a tales factores

3. agregar las exposiciones con respecto a un mismo factor
4. estimar la matriz de covarianzas de los factores de riesgo

5. calculo del riesgo total de la cartera

3.2 Aproximaciones Delta-Gamma ("las Griegas")

Podemos mejorar la aproximacién lineal del método Delta-Normal anadiendo
términos en el desarrollo en serie de Taylor:

ov 1 0%V ov 1
dV = ——dS + = ——=dS* + ——dt + ... = AdS + ~T'dS* + Odt + ...
a5 T aas ™ T T PR
donde I' es la segunda derivada del valor de la cartera respecto del factor de
riesgo, y © es la tendencia temporal (time drift).
En un contexto multivariante (varias fuentes de riesgo), tendriamos:

dVs = A'dS + % (dS)'T(dS) + ...

siendo ahora dS un vector de variaciones en los factores, A un vector de
Deltas, y I una matriz simétrica de Gammas con respecto a los distintos fac-
tores de riesgo. Los elementos fuera de la diagonal serfan cross-gammas: I';; =
02V /0S;05;. Esto tendrfa en cuenta, por ejemplo, que en una opcién, la delta
depende también de la volatilidad implicita. Cuando hay muchas fuentes de
riesgo, este método se hace impracticable.

En una cartera de renta fija, tendriamos:

1
dV = —D*V dy + 5Cvczgﬁ

donde C' denota la convexidad de la cartera, y es similar a I'.
Para calcular el VaR de una opcién call comprada podemos utilizar:

VaR. V(So) = V(S0 — @7 ,05) =
V(So) = [V(So) + A (=1 ,08) + 1/2T (- 05%)] =
= |A] @705 —1/2T (91! 05%)
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que puede utilizarse en realidad para posiciones cortas y largas.

Para funciones V més complejas, esto nos seria suficiente y habria que tra-
bajar con términos cuadréticos en la expansién de Taylor, lo que nos fuerza a
considerar las variables aleatorias dS y dS?. Describamos primero el método
Delta-Gamma-Delta: Tomando varianzas en el desarrollo de Taylor de segundo
orden, tendrifamos:

o2y = A%03g + (1/21)20% 2 + 2A(1/2T)cov(dS, dS?)

Bajo Normalidad de dS, el ultimo termino es cero, y 0352 =2 (035)2, de
modo que:

J?ZV = AQUZS +1/2 (F035)2

Si las variables dS'y (dS )2 se distribuyesen conjuntamente como una Normal
bivariante, entonces:

VaR = —<I>1__1p\/A2035 +1/2(To2)

aunque esto no puede suceder, pues si dS fuese Normal, su cuadrado seguiria
una distribucién x2.

Tambien puede lograrse una mejor aproximacion al VaR si tenemos en cuenta
la existencia de asimetria £ en rentabilidades, lo que podemos hacer mediante la
expansién de Cornish-Fisher. El VaR se obtiene entonces reemplazando f<I>1__1p
en la expresién anterior por:

1 2
—or!, — o [(-et)" —1f¢

de modo que si existe asimetria negativa, el VaR aumentard con esta correc-
cion.

Como alternativa, el método Delta-Gamma-Monte Carlo genera simula-
ciones aleatorias de los factores de riesgo S, y utiliza la aproximacién de Taylor
para generar movimientos simulados en el valor de la opcién. Este método se
conoce como un enfoque parcial de simulacion.

3.3 Algunas aplicaciones del método Delta-Normal

La aplicacion préctica del método Delta-Normal se basa en el proceso de "mapeo"

o proyeccién de las exposiciones de la cartera sobre los factores de riesgo selec-
cionados, generalmente un conjunto reducido dentro del amplio conjunto de
factores de riesgo que inciden sobre toda cartera de activos financieros. El otro
elemento importante es la matriz de covarianzas 3 de los factores de riesgo sobre
el horizonte de cédlculo del VaR. El VaR es:

VaR = —®! Va'Sa
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Dicha matriz puede expresarse: ¥ = S’RS donde R es la matriz de correla-
ciones de los factores y S es la matriz diagonal de sus desviaciones tipicas (por
lo que S’ = S). El VaR es entonces:

VaR — 7\/1;/(@1—71175/]35@1—711)” =/ (z'V)R(2'V)

donde V' es el factor de riesgo: V = <I>1__1pS.

4 Caélculo del VaR a partir de un modelo facto-
rial lineal

Una estrategia habitual que facilita la gestién de riesgos, dada la enorme can-
tidad de posibles fuentes de riesgo, consiste en establecer un nimero reducido
de factores que explique las correlaciones entre todos los activos que configu-
ran una cartera o un fondo. Habitualmente, se dispone de un mapping de la
rentabilidad de la cartera sobre un conjunto de factores, que habremos identifi-
cado previamente. Habremos estimado asimismo las sensibilidades de la cartera
con respecto a cada factor, y las propiedades estadisticas de cada uno de los fac-
tores. Esencialmente, querriamos conocer su distribucién de probabilidad mul-
tivariante: esperanzas matemdticas, varianzas y covarianzas y correlaciones. La
proyeccién de la rentabilidad de la cartera sobre las rentabilidades de los fac-
tores:

ret =+ By fie + Bofor + Bsfae + Byfar +ug, t =1,2,...,T

nos proporcionard una descomposicién del VaR total en VaR sistemético, debido
a los factores, y VaR especifico, idiosincratico o residual.

Los modelos factoriales nos ayudan a reducir mucho la dimension del espacio
de activos que tendriamos que considerar para la gestién de nuestra cartera. Su
eleccion genera riesgo de modelo a partir de: a) la eleccién de los factores, b)
la estimacién de las sensibilidades, ¢) que ignoramos el riesgo especifico en tal
caracterizacion.

Un supuesto habitual es que las rentabilidades de cada factor son independi-
entes en el tiempo y tienen una distribucién, generalmente de tipo Normal. Las
rentabilidades de los factores pueden estar correlacionadas entre si. Algunos
procedimientos de seleccién de factores generan factores incorrelacionados, y
ello simplifica todavia més los cdlculos, como veremos. Una generalizacion per-
mitirfa que las varianzas fueseen cambiantes en el tiempo. Otra generalizacién
de méds impacto eliminaria el supuesto de Normalidad. El método paramétrico
genera expresiones analiticas para el célculo del VaR cuando las rentabilidades
tienen distribucién Normal, t-Student, o mixturas de Normales o de t-Student.
Ello no impide que utilicemos otras distribuciones, aunque sin disponer de ex-
presiones analiticas para el VaR.

Los factores pueden ser tipos de interés, tipos de cambio (en carteras inter-
nacionales), indices de renta variable (en carteras con un componente de bolsa),
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indicadores macroeconémicos, etc.. Las sensibilidades son habitualmente co-
eficientes estimados en regresiones lineales, en cuyo casos suelen denominarse
betas de la cartera respecto de cada factor. En carteras de activos sensibles a
variaciones en los tipos de interés, los factores son generalmente tipos de interés
a distintos vencimientos, como los que se utilizan para descontar los flujos de
caja de la cartera. Si se descuentan flujos de caja entre bancos, se utilizard una
estructura temporal del LIBOR como factores de riesgo; si tratamos con una
contraparte que tiene un rating inferior a AA, afiadiremos en ese caso el spread
de crédito BBB a algunos vencimientos relevantes como factores de riesgo. En
el caso de tener un tipo de interés como factor de riesgo, la sensibilidad respecto
del mismo es el PV01 (valor presente de un punto basico). Como veremos, el
componente de riesgo producido por los factores de tipos de interés suele ser de
importancia menor.

El precio de un bono o de un swap es una funcién no lineal de los tipos
de interés. Esta no linealidad queda recogida en el concepto de Valor Presente
de 1 punto bésico, como sensibilidad a los distintos factores de riesgo, por lo
que su uso nos permitird utilizar el método paramétrico lineal del VaR en estas
carteras. Para carteras de acciones se establecen modelos lineales de factores de
riesgo, de naturaleza macroeconémica o financiera.” Las tnicas carteras para
las cuales no puede aplicarse el método paramétrico del VaR es para carteras
de opciones, o en cualquier caso en que las P&L de la cartera son funcién no
lineal de los factores de riesgo.

Pueden darse dos situaciones: que estemos interesados en estimar el VaR de
una tnica cartera, o en estimar el VaR de un amplio nimero de activos. En
el primer caso, el modelo de factores nos puede servir para elaborar escenarios
de evolucién temporal de la cartera. Un escenario consiste en un determinado
supuesto acerca de la evolucion de cada factor durante el horizonte de gestion.
Estos escenarios pueden elaborarse mediante técnicas de predicciéon para cada
factor (mediante modelos ARIMA, por ejemplo) o simultdneamente (mediante
un modelo VAR, por ejemplo) para todos los factores. Alternativamente, los
escenarios pueden responder a la creencia del analista. Por ejemplo, en el mo-
mento actual llevamos un tiempo con tipos de interés muy reducidos de modo
estable, por lo cual, cualquier prediccién econométrica del tipo a corto plazo, si
este es un factor, tenderd a reproducir tal comportamiento. Sin embargo, po-
driamos estar en una situacion en que se han recibido indicaciones de que la
economia de la zona euro estd repuntando, y que una subida de tipos, incluso
quiza notable, estd proxima. Prefeririamos entonces escribir directamente el
escenario previsto del tipo a corto que confiarlo a un modelo econométrico.

Es importante, finalmente, asignar a cada escenario una verosimilitud, en
la forma de una probabilidad. La suma de las probabilidades asignadas a los
distintos escenarios debe ser igual a uno. El modelo factorial puede servirnos
para simular trayectorias posibles para la rentabilidad de la cartera durante
el horizonte de gestién, de las cuales podriamos deducir, si queremos, trayec-

"Las carteras de commodities se mapean como cash-flows sobre estructuras temporales de
forwards o tipos de interés a vencimientos constantes.
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torias para el valor de mercado de la cartera. Para ello, bastaria especificar
una trayectoria para cada factor durante el horizonte de gestion (T,T + h), y
extraer aleatoriamente h observaciones para u;,t =T + 1,...,T 4+ h. Con ello
tendriamos una trayectoria para r,t = T+ 1,... T+ h. Repitiendo este ejercicio
un nimero amplio de veces (5.000, por ejemplo) tendriamos una distribucién de
probabilidad para r¢ 7.

Pero, ademds, podriamos considerar que la propia trayectoria de cada factor
es aleatoria, extrayendo aleatoriamente sus valores numeéricos en el intervalo
T+1,..,T+h de una distribucién de probabilidad alrededor de una senda central.
En un caso sencillo, podriamos fijar el valor final de un factor, por ejemplo,
en fipyp desde su valor inicial fip, y suponer una senda central consistente
en seguir una trayectoria uniformemente creciente (o decreciente, segun que
el valor final sea superior o inferior a su valor incial) desde fir hasta firis.
Si suponemos adicionalmente que la trayectoria observada se desviard de esta
senda central con una varianza determinada y de acuerdo con una distribucién
Normal, podriamos incorporar esta informacién en la generacién de las 5.000
trayectorias que antes mencionamos. En este caso, en cada trayectoria, no solo la
senda de uy, sino tambien la senda seguida por los factores, serian diferentes. En
ambos casos, terminamos con 5.000 realizaciones de la rentabilidad o del valor
de mercado a vencimiento de nuestra cartera, con las que podriamos construir
la distribucién empirica de frecuencias, y tomar de ella el percentil adecuado
como Valor en Riesgo. Este es un posible enfoque del método Monte Carlo de
célculo del Valor en Riesgo

La segunda situacién en que podemos considerar un modelo factorial es
cuando tratamos de modelizar el comportamiento de un amplio nimero de ac-
tivos. El modelo de factores puede simplificar entonces el problema de modo
importante, pues nos bastarfa con tener previsiones o escenarios de evolucién
temporal de unos pocos factores, para deducir escenarios para los activos indi-
viduales, que quizd sean muchos, para hacer un seguimiento individualizado.

Para el cédlculo del Valor en Riesgo precisamos estimar la varianza de la
cartera.

Para un solo activo, tenemos:

Var(rit) = B;Var(f:)B;

En el caso de tratar con un amplio nimero de activos, el modelo factorial nos
permitirfa obtener la matriz de covarianzas de las rentabilidades de los activos
mediante:

Var(r.) = B'Var(f)B

donde ahora, la matriz de betas B contiene en cada una de sus filas las
betas de un activo. Serd por tanto una matriz nzk, siento n el nimero de
activos y k el nimero de factores de riesgo. El resultado seria una estimacién
de la matriz nzn de varianzas y covarianzas de los activos. Nétese que incluso
si los factores estuviesen incorrelacionados, como sucede cuando se utiliza la
técnica de Componentes Principales para su estimacion, los activos individuales
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tendrfan correlacién no nula. Si con estos activos configuramos una cartera con
ponderaciones recogidas en el vector w, entonces la varianza de dicha cartera se
estimarfa:

Var(r.) = (wB)/ Var(f)(wB)

Dicho de otro modo, las sensibilidades de la cartera respecto de cada factor
vendrian estimadas por el n-vector wB. Denotando por:

B, =wB

el vector de betas de la cartera, tendrfamos:

Var(ret) = BLVar(f:)B.

Este cédlculo permite desglosar la relevancia de cada factor por si solo, a través
de su varianza, asi como la importancia de las correlaciones entre factores, para
determinar la varianza de la rentabilidad de la cartera.

En un caso extremo, si se cuenta con una cartera de activos de renta variable
bien diversificada dentro de un mismo mercado, podemos utilizar la varianza del
indice de mercado como factor,

Jg,tJrl = 550?\u+1
donde a?\“ 4 1denota la prediccién de la varianza de la rentabilidad del indice
de mercado, y 3. es la beta de la cartera.
Para calcular el VaR en unidades monetarias, es decir, el VaR de la dis-
tribucién P& L, multiplicamos el VaR de la distribucién de rentabilidades por
el valor de la posicién:

VaR = 0., (1 —p) — p] W,

Cuando contamos con las exposiciones E (E = o.W) a los distintos ac-
tivos de la cartera, podemos estimar su VaR nominal (por tanto, en unidades
monetarias) mediante:

VaR=® (1 -p)VE'ME

siendo M la matriz de correlaciones de las rentabilidades de los distintos activos
que entran en la cartera (en esta dltima expresion hemos supuesto rentabilidades
nulas).®

8En ocasiones se utiliza la aproximacién:

~

VaR (Valor cartera) . [VaR (rentabilidades log aritmicas)] =2

1%

(Valor cartera) . (exp [VaR (rentabilidades log aritmicas)] — 1)
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4.1

4.2

Etapas en la construccién de un modelo factorial de
VaR

Definir la cartera e identificar sus factores de riesgo

Fijar los pardmetros bésicos del modelo: nivel de confianza y horizonte de
riesgo

Proyectar (mapping) la cartera sobre sus factores de riesgo

Modelizar la evolucién de los factores de riesgo a lo largo del horizonte de
riesgo. Cada uno de los tres enfoques sigue aqui una estrategia diferente

Revaluar la cartera para cada realizacién de los factores de riesgo. Ha-
bitualmente se supone que las sensibilidades permanecen constantes a lo
largo del horizonte de riesgo, lo que equivale al supuesto de rebalanceo
continuo de la cartera, que logicamente, no siempre se sigue.

Construir una distribucién para la rentabilidad o para la P&L de la
cartera. Con tipos de interés o con carteras que contemplan posiciones
cortas y largas, es mejor lo segundo. La rentabilidad o el P&L sobre los
h dias debe expresarse en términos de valor presente. Si la rentabilidad
esperada de la cartera es muy distinta de la tasa de descuento, entonces la
distribucién de rentabilidades debe modificarse para ajustar esta diferen-
cia. Cuando el VaR se mide sobre un ano, este ajuste puede ser notable,
por lo que es importante para hacer un seguimiento de dichos fondos, pero
no es tan importante en el caso de fondos de gestién activa, en los que
puede no estar tan justificado que la rentabilidad activa vaya a tener una
media positiva.

Calcular el VaR y el ETL

Descomposiciéon del VaR en el modelo factorial lineal
Normal

Vamos a analizar en esta seccién las desagregaciones del VaR que antes vimos,
en un contexto particular, muy utilizado, como es el del modelo factorial bajo
supuestos de distribucién Normal para los factores de riesgo que se hayan iden-
tificado para el modelo.

4.2.1 VaR sistematico en el modelo lineal Normal

Para calcular el VaR de una cartera a horizonte de h dias, necesitamos cono-
cer las predicciones de su valor esperado y su varianza, E(Ry),Var(Ry,). Si
disponemos de un modelo de m factores, tendremos:

E(Ry) = 0w,
Var(Rh) = GIQ}LG



siendo p;, el vector ma1 de rentabilidades esperadas para los factores, €2y, la
prediccién de la matriz de covarianzas maxm de los factores sobre el horizonte
de inversién, y 6 el vector de sensibilidades de la rentabilidad de la cartera con
respecto a los distintos factores. Tendremos:

VaRy, o sistematico = (1 — a)\/m — 0,

por lo que el VaR sistemdtico puede calcularse a partir de la representacién
factorial de la cartera. S6lo necesitamos las sensibilidades 6 y la prediccién de
la matriz de covarianzas, (2. Bajo los supuestos de independencia temporal de
las rentabilidades y de ausencia de heterocedasticidad condicional, tendremos:

Q) = hQ

por lo que, bajo tales supuestos:
VaRy, o sistemdtico = \/E.VaRLa sistematico

4.2.2 VaR individuales (Stand-alone VaR)

Supongamos que tenemos una cartera por importe W con sensibilidades: 6 =
(0,0%,0.), cada uno de los cuales es un vector de sensibilidades a equity,
tipos de interés y forex. Por simplicidad, de momento consideramos que la
sensibilidad de tipos de interés es con respecto a una tnica curva cupoén cero.
Los tres vectores de sensibilidades pueden estar en términos porcentuales o en
términos nominales.

e En términos porcentuales, las sensibilidades serian: las betas (respecto al
equity), los PVO1 respecto de los tipos de interés divididos por W1, y un
vector de unos (respecto de los tipos de cambio).

e En términos nominales, las sensibilidades serian W multiplicado por las
betas (equity), los PVO01 (tipos), y las cuantias de las posiciones en divisas
(forex).

Particionamos la matriz de varianzas y covarianzas de los factores:

Qen Qern QExH
Q= | Qgr, Qrrn  Qrxn
! !
Doxn Prxn  Oxn
cada bloque tiene una dimensién (filas y columnas) en funcién del nimero de
factores de cada tipo. Ignorando los posibles ajustes en las rentabilidades medias

(por ejemplo, porque el horizonte del VaR sea corto), tenemos tres medidas de
VaR stand-alone:
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fr = 0,0x =0= FEquity VaRh,p:q)_l(l—p)\/G’EQEé'E
0 = 0,0x =0= Interest rate VaRy,, = ® (1 — p)\/0zQr0r
0r = 0,0p =0= Forex VaRy,, =® (1 —p)\/0xQx0x

incluso si todas las matrices de covarianzas fuesen igual a cero, la suma de
los VaR stand-alone no coincidirfa con el VaR total (por ser raiz cuadrada de
sumandos que si serfan aditivos).

4.2.3 VaR marginal y VaR incremental

Para ambas medidas, VaR marginal y VaR incremental, necesitamos el vector
gradiente del VaR. Recordemos que: VaR = f (0) = ®~ (1 — a)v/ ' Q,0, donde
0 es el vector de sensibilidades de la rentabilidad de la cartera con respecto
de cada factor de riesgo, y €, es la matriz kxk de covarianzas de los factores
en el horizonte de h periodos. Suponiendo un horizonte corto, de modo que
los valores esperados de los factores de riesgo puedan suponerse igual a cero, y
derivando en la expresién del VaR, tenemos:

~ OVaR

9(0) = 5= = @7 (1= p) () (0'200)

Nétese que ®~1(1—p) y (H/Qhﬁ)_l/Q son escalares 1x1, mientras que (Q2,0)
es un vector columna kx1, siendo k el nimero de factores de riesgo. Si denotamos
por m al producto de ambos escalares, tenemos:

OVaR

() = (m) 0 = (6VaR OVaR 6VaR>

90, 7 00y T 06

y el producto: €'g() es en este caso:

0'g(0) = 0" (M) 0 = > (1 —p) (0'20) "% (0/00) = & 1(1 — p)V I 0

de modo que la aproximacién habitual a una funcién:
.9
FO)~09(0) = > 0.7
i=1 ¢

es en esta caso una igualdad exacta que descompone el VaR en funcién de

los VaR marginales de cada factor, % = %.

Otra descomposicién alternativas:

AF(0) ~ (A0) g(0) = (A0)) ggi

i=1
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permite calcular el 4+ VaR incremental.
Con esperanzas matemaéticas no nulas para los factores de riesgo, tendriamos:

VaR = & 1 —-a)VOQuo—0p, =
= g(0) = (1 —p) (W) (0'240) " —

En las secciones 6 y 7 examinamos distintas aplicaciones de los conceptos
anteriores a carteras de renta fija, en primer lugar, y a carteras de renta variable,
posteriormente.

En los ejemplos EIV.2.4, EIV.2.5, EIV.2.6 se descompone el VaR para carteras
de renta fija, IV.2.14 a IV.2.17 para carteras de acciones, y el Caso IV.2.7 para
commodities. En el caso del VaR histérico, los Casos IV.3.5.3 descomponen el
VaR para acciones y divisas, IV.3.5.4 para tipos de interés y forex, y IV.3.5.5
para commodities. En estos ejemplos calculamos asimismo los VaR marginales.

5 Medicion del riesgo en carteras de renta fija

5.1 Algunos conceptos basicos

Un bono es una secuencia de flujos de caja de igual cuantia, un porcentajel00c
del nominal N, seguida de un tltimo cash flow de cuantia 100(1 + ¢)N. La
constante c es el cupén del bono, cuyo nominal se toma en unidades de 100. Si,
por ejemplo, el nominal de un bono es de 100.000 euros, el precio del bono en
cada instante, en base 100, por ejemplo 98,76, se multiplicaria por 1.000 para
obtener su valor de mercado.

Con descuento de tipo discreto, el valor presente de un bono de nominal N
es:

n

py = Y oa, %

100 P 1+ R)"
donde n es el numero de pagos pendientes de realizarse, C, la cuantia de los
mismos, que serd 100cN excepto a vencimiento, que serd 100(1 + ¢)N. El valor
presente de un bono se conoce como Fair Value del bono, que es un concepto
tedrico, mientras que el precio de mercado de dicho bono es el resultado de las
interacciones de oferta y demanda. Los tipos de interés R;, a que se descuentan
los flujos de caja con serdn constantes, y su representacién, en funcién de su
vencimiento, se conoce como estructura temnporal de los tipos de interés.Los
factores de descuento son los términos ﬁ. Podemos pensar en un tipo de
interés constante que generase un valor preselnte igual al precio de mercado del

bono:

N & 1
lezi 07
100 ; "1yt
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este tipo constante y se denomina tasa interna de rentabilidad (TIR) del
bono. La TIR es la rentabilidad que obtendria el tenedor del bono si lo man-
tuviese hasta su vencimiento. El cupdn apenas tiene efecto sobre la TIR del
bono. Claramente, la TIR del bono estd inversamente relacionada con su precio.
Cuando el precio del bono sube, la TIR disminuye. Por eso es que una elevacién
de los tipos de interés de mercado conduce a una caida en los precios de la renta
fija.

Con descuento continuo, el valor presente y la TIR del bono vendrian definidos
por:

N n
PV = 100 ; Cy, exp (=1, t;)
N n
M _ ,
PY = o ; Ci, exp (~yt;)

Dadas las caracteristicas de un bono, es instructivo variar su TIR y repre-
sentar la relacién entre el precio del bono y la TIR. Ejercicio: Dibuje las curvas
Precio-TIR para a) un bono cupén 5%, vencimiento a 3 arios, b) un bono cupén
10%, vencimiento a 8 anos, c¢) un bono cupdn 10%, vencimiento a 5 anos, y
observe:

e un aumento en el cupon eleva el precio del bono, para cada TIR
e cuando la TIR es igual al cupén del bono, su precio es igual a 100

e un alargamiento del vencimiento aumenta la pendiente y la convexidad de
la relacién precio-TIR del bono.

Ejercicio: Considere dos bonos. FEl primero paga cupdén anual del 5% y
tiene un vencimiento de 3 anos. El segundo bono paga cupén del 10% y tiene
vencimiento 5 anos. Los tipos de interés de mercado a 1, 2, 3, 4 y 5 anos son:
4,0%, 4,25%, 4,50%, 4,25% 4,20%. Calcule el valor presente de cada bono y su
TIR ;Que efecto tiene el cupén sobre la TIR del bono?: R: 101,42 y 125,59.
TIRes: 4,48% vy 4,22%.

Un bono cupén cero tiene un tnico pago, a su vencimiento. Tales bonos se
venden generalmente a descuento. Es decir, el comprador paga N(1 4+ Rp)~7T,
siendo T el tiempo a vencimiento y Ry el tipo cupén cero anual correspondiente
a dicho vencimiento. En realidad, no existen tales tipos cupén cero, sino que
se deducen de los precios de mercado observados para productos cupén cero,
resolviendo:

PM = NQA+Rp) 7T
PM = N(+TRy)

segin que el vencimiento sea superior a un afio (arriba) o inferior a un afo

(abajo).
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Como verd en el siguiente ejercicio:

e los bonos con cupon por encima de los tipos de mercado cotizan por encima
de la par (100), y lo contrario sucede con los bonos con cupén por debajo
de los tipos de mercado,

e ¢l precio de un bono aumenta con el vencimiento si el cupén estd por
encima de los tipos de mercado, y lo contrario sucede si el cupén e sinferior
a los tipos de mercado,

Ejercicio: Considere tres conjuntos de bonos, cada uno de ellos con bonos
de vencimientos desde 1 ano a 20 anos. Los cupones del primer conjunto de
bonos son 0%, los del sequndo son 5% y los del tercero son 10%. Los tipos
de interés de mercado a vencimientos anuales desde 1 a 20 anos son: 6,00%,
6,50%, 7,00%, 7,20%, 7,20%, 6,60%, 6,00%, 5,60%, 540%, 525%, 525%,
5,20%, 5,20%, 5,00%, 5,10%, 5,00%, 4,90%, 4,90%, 4,80%, 4,80%. Represente
grdficamente los Precios Justos (Fair Value) de cada bono mediante una curva

para cada clase, representando precio contra vencimiento. Haga lo mismo con
las Yield (TIR).

5.1.1 Duracién y convexidad

La duracion de Macaulay de un bono es el promedio del valor presente de los
distintos flujos, ponderados por vencimiento:

T tP
DM — Zz_}D t;

con:

Gt p, = Cyexp (-t
(1+y)"

Un bono cupén cero tiene duracién de Macaulay igual a su vencimiento.
Todo bono que paga cupén tienen duracién inferior a su vencimiento. La du-
racién representa el tiempo medio sobre el que se reciben los flujos de caja. Si se
desplaza la curva de rentabilidades (yield curve), la duracién de Maculay es el
punto "break-even" en que la renta que se pierde por reinversién de los cupones
queda compensada exactamente por la ganancia en el valor del bono. [EIIL.1.7],
[EITI.1.8]

La duraciéon modificada es, cambiada de signo, la aproximaciéon de primer
orden al porcentaje de variacién en el precio por unidad de cambio en la TIR
(yvield). En un bono anual, la duracién modificada es la duracién de Macaulay
dividida por 1 + y.

Bajo descuento continuo tenemos:

t; —

%:—Z(ﬁtexp( yt;) ZCttexp —yt;) ZPt
— =1
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de modo que:

1dP
Dy = duracion de Macaulay = ———
P dy
mientras que bajo descuento discreto,
1dP D
D = duracién modificada = —— — = —
Pdy 1+y

Puesto que en mercados se utiliza el descuento discreto es la duracién mod-
ificada, y no la duracién de Macaulay, la que se utiliza como aproximacién a
la variacién porcentual en el precio del bono ante cambio de una unidad en la
TIR.

La duracién es la aproximacion de primer orden al cambio porcentual en
el precio del bono por cambio unitario en la TIR, pero ya hemos visto que la
relacién entre precio y TIR no es lineal, por lo que tiene sentido considerar la
curvatura de dicha relacién a través del concepto de Converidad:

2
Convezidad = Ldp
P dy?

En el caso de un bono con cupén anual y vencimiento en un nimero entero

T de anos, tenemos:

T T
Ct _ dP tC, 2P tt+1)C,
P = e N
N R R e
zpP 20 N 6C, 12C5 T(T +1)Cr
dy? 1+’ Q+y)' Q+y)’ 7 1+y"T?

Un bono cupén cero tiene convexidad: T(T + 1)(1 + Y)~2.La convexidad
es una variacién de segundo orden: es, aproximadamente, la variacién en la
duracién modificada ante cambios de una unidad en la TIR.

Cuando se disponde carteras de bonos, hay que tener en cuenta que la du-
racion modificada no es aditiva para distitos bonos. Tiene interés considerar la
duracién en valor: D% = dP y la convexidad en valor: C® = ZZI; , que estdn
medidas en la misma umdad y la misma divisa que el propio bono. La Value
Duration es la Duracion modificada, multiplicada por el precio del bono, mien-
tras que la Value Convexity es la Convexidad multiplicada por el precio del
bono. Estas medidas si que son aditivas para posiciones en distintos bonos, sin
mas que tener en cuenta sus magnitudes y el signo de la posicién. Sin embargo,
los distintos bonos tendrdn TIRes diferentes, por lo que la interpretacién de la
duracién y convexidad en valor que resulten no es la misma de antes. Deben
interpretarse como la variacién en el valor de la cartera ante un desplazamiento
paralelo de la curva de TIRes, es decir, una variacién igula en las TIRes a todos
los vencimientos.
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5.1.2 Aproximacién en duracién y convexidad al precio de un bono

La aproximacién de segundo orden al precio de un bono es:

ap 1d2P
P(y) ~ P(yo) + a ly=yo (¥ — ¥0) + 3 A ly=yo (¥ — 10)?

denotando: Ay = y — yp, y por: AP = P(y) — P(yop), es decir, el cambio
en el precio cuando la TIR pasa de yo a y, la aproximacién de segundo orden
puede escribirse:

dP 1 d2P 2 1 2
AP~ —Ay+ -—— (Ay)* = —D¥Ay + -C% (A 9
a y+2dy2(y) y+ 50 (Ay) 9)
Supongamos que las TIRes de todos los bonos en la cartera cambian en la
misma magnitud, Ay. Podemos agregar entonces las variaciones en los precios

de los distintos bonos para obtener, para toda la cartera:

AP~ —D8Ay + %cf (Ay)?

Para un unico bono, si dividimos (9) por P, tenemos:

2
% = %%Ay+%%% (Ay)? = —Duracién modi ficada. (Ay)+(0,5) Convexidad (Ay)”
Los signos de duracion y convexidad son opuestos. Por tanto, dados dos
cash flows con la misma duracién modificada, aquel que tenga mayor convexidad
tendrd un valor menos sensible a cambios en los tipos de interés. Es decir, el
valor del cash-flow disminuye menos si suben los tipos, y aumenta mas si los tipos
de interés descienden. Por tanto, conviene tener una posicién con convexidad
positiva y elevada.

Inmunizacién Si prevemos un desplazamiento paralelo en la curva de tipos y
queremos que nuestra cartera no experimente variaciones en precio, deberemos
configurar la cartera de modo que tenga duracién cero y convexidad igual a cero.

Ejercicio: Consideremos de nuevo los dos bonos de los ejemplos anteriores, y
supongamos que hemos invertido 1,5 millones de euros en el primero y 1 millén
de euros en el segundo. La Value Duration del primer bono es 416,41 euros, y
la del segundo bono es igual a 514,00 euros. La Value Convexitiy del primero es
15.678.184 euros y la del segundo bono es 27.938.173 euros. Un cartera que estd
larga en una unidad en el primer bono y corta en le segundo tendrfa una Value
Duration de -97,59 euros y una Value Convexity de -12.250.989. Supongamos
que queremos inmunizar esta cartera utilizando dos bonos, By y By. El primero
tiene un principal de 1.000 euros, Fair Value de 1.200 euros, Value Duration igual
a 5y Convexity igual a 20.000. El bono B tiene un principal de 10.000 euros,
Fair Value de 10.780 euros, Value Duration igual a 2 y Convexity igual a 100.000.
La inmunizacién se consigue comprando 32,05 unidades de B; y vendiendo -
128,92 unidades de Bs. Por tanto, hemos de invertir (32,05).(1.200) = 38.459
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euros en el primer bono, y (128,92)(10.0780) = 1.389.755 euros en el segundo,
Como sus precios son 120,0 euros y 107,80 euros, respectivamente, ello equivale
a comprar cantidades nominales de 32.049 euros y 1.289.198 euros, respectiva-
mente.

5.2 Meétodos de proyeccién de cash-flows

Una cartera de deuda tiene un alto nimero de exposiciones de riesgo, tantas
como cash-flows pendientes de pago en la misma. Se hace preciso reducir di-
cho nimero, para lo que una posibilidad es la proyeccién de los cash-flows en
unos cuantos vencimientos, que se denominan vértices de la proyecciéon. Cuanto
mayor sea el nimero de vértices, méds aproximada serd la proyeccién de los cash-
flows, pero por otra parte, se necesita que los vértices dispongan de suficiente
liquidez, lo que generalmente conducird a reducir su niimero.

La idea es asociar cada cash-flow a los vértices mas préximos, como veremos
més abajo. El objetivo es sustituir nuestra cartera, que tiene posiblemente mu-
chos vencimienots a plazos no esténdar, y que ademds van cambiando con el paso
del tiempo, en otra cartera a plazos estandar que ademds, se mantienen fijos.
Cada cash-flow se proyecta sobre los dos vértices adyacentes a su vencimiento,
para posteriormente consolidar todos los cash-flows que se han proyectado en
cada vértice.

Como los vértices se mantienen constantes, no es preciso estimar sus propiedades
estadisticas sino al cabo de un tiempo. Lo que se va haciendo es actualizar la
proyeccién cada cierto tiempo. Las proyecciones deben compararse en términos
de Valor Presente, pues se refieren a distintos instantes de tiempo.

Veremos primero dos proyecciones muy simples que transforman la cartera
en un tunico flujo, la proyeccién Principal y la proyeccion por Duracién

e La proyeccion Principal, que asocia el riesgo de un bono con el vencimiento
del principal, inicamente. Para aplicarlo, se calcula el vencimiento medio
de los bonos de la cartera, y se toma el VaR del bono cupon cero que tenga
dicho vencimiento. Es un método simple, pero ignora el pago de cupones,
sobreestimando el riesgo de la cartera.

Ejemplo: Con los tipos de interés de la hoja PCA _Short Spot new, esti-
mamos las correlaciones entre rentabilidades”:

9Se trata de correlaciones entre rentabilidades diarias, calculadas como variacién porcentual
del precio diario implicito en los tipos de interés de los que partimos.
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Correlaciones de rentabilidades diarias

1m 3m 6m 12m 24m 36m 48m 60m
1,000 0,737 0,451 0,269 0,117 0,074 0,058 0,051
0,737 1,000 0,854 0,562 0,322 0,257 0,232 0,217
0,451 0,854 1,000 0,854 0,609 0,526 0,488 0,462
0,269 0,562 0,854 1,000 0,899 0,827 0,783 0,746
0,117 0,322 0,609 0,899 1,000 0,985 0,959 0,928
0,074 0,257 0,526 0,827 0,985 1,000 0,992 0,974
0,058 0,232 0,488 0,783 0,959 0,992 1,000 0,994
0,051 0,217 0,462 0,746 0,928 0,974 0,994 1,000

Bajo desplazamientos paralelos de la curva de rentabilidades, las volatili-
dades de todos los vencimientos deberfan ser iguales, y las correlaciones entre
vencimientos deberfan ser igual a uno lo que, como vemos, no es el caso. Bajo el
supuesto de Normalidad, el VaR a un horizonte de tiempo reducido serd propor-
cional al vencimiento: VaR, = @f_lpah = <I>1__1pha. La tabla siguiente muestra
que tampoco sucede asi: El VaR a 2, 3, 4 y 5 anos excede del multiplo corre-
spondiente del VaR a 1 ano. Esto se debe, por supuesto, a que la volatilidad
aumenta mds que proporcionalmente, reflejando autocorrelacién positiva entre
rentabilidades.

1m 3m 6m 12m 24m 36m 48m 60m

Tipos'deinterésiiltimoldiamuestra 5,49 5,41 5,23 4775 434 4,31 4,36 4,41
Volatilidad(% 0,003% 0,006% 0,014% 0,034% 0,078% 0,120% 0,159% 0,197%

Volatilidad puntosibisicos 0,015 =~ 0,035 0,074 0,160 0,337 = 0,515 0,693 0,871
VaR Normal 95%[1lmes 0,021% 0,049% 0,107% 0,255% 0,587% 0,905% 1,202% 1,492%

Consideremos una cartera que consta de dos bonos. El primer bono tiene
nominal 100 millones de euros, con vencimiento a 5 afios y cupén 6%, mientras
que el segundo bono tiene vencimiento a un afio, cupén 4% y nominal 100
millones. Con la actual estructura de tipos de interés (tltimo dia de la muestra)
el Valor Presente de la cartera es 206, 277millones de euros.

El vencimiento medio es 3 anos, por lo que la proyeccién Principal asocia 200
millones de euros al vencimiento de 3 anos. Bajo esta proyeccién Principal, el
VaR de la cartera a 1 dia, y al 5% se estima en 206, 277millones x (0,905%) =
1,867millones. Este enfoque sobreestima el riesgo, ya que ignora el pago de
cupones.

Cash flows Proyeccion(PV)

Plazo Bono 1 Bono 2 Tipos Principal Duracion Cash Flow

1 6 104 4,75 0 0 105,01

2 6 0 4,34 0 0 5,51
2,808 206,28

3 6 0 4,31 206,28 0 5,29

4 6 0 4,36 0 0 5,06

5 106 0 4,41 0 0 85,41
Total 206,28 m. 206,28 . 206,28 .

e La proyeccion por Duracidn asocia el riesgo al de un bono cupén cero con
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vencimiento igual a la duracién del bono. Se sustituye la cartera de bonos
por un unico bono cupén cero, con vencimiento igual a la duracién de la
cartera. Dicha duracién no serd, generalmente, un nimero entero de anos,
por lo que habrd que calcular su VaR por interpolacién de los VaR de
los dos bonos cupén cero con vencimientos adyacentes a la duracién de la
cartera de bonos. Este VaR serd generalmente inferior al anterior.

La duracién es 2,808 anos, por lo que la proyeccién por Duracién sustituye
la cartera por un bono cupdén cero con vencimiento igual a la Duracién. Por
tanto, esta proyeccién asocia 206,277 millones de euros al vencimiento de 2,808
anos. Interpolando linealmente los VaR a 2 y 3 anos, tenemos una estimacién
del VaR : 0.587 + (0.905 — 0.587)(2.808 — 2) = 0.844 % y, por tanto, del VaR de
la cartera: 206, 277millones x (0.844) = 1, 741millones de euros, algo inferior a
la anterior estimacién, precisamente por incorporar el pago de cupones.

e En [a proyeccion de Cash-flows se descompone el riesgo de los instrumentos
de renta fija en el componente de riesgo asociado a cada uno de los cash-
flows. Los cash-flows, en valor presente, descontados con el tipo de interés
cupén cero apropiado, se agrupan en los vértices correspondientes de la
estructura temporal. En este caso, no se construye otra distinta, tan solo
se distribuye por vencimientos la estimacién del riesgo.

VP Cash flows VaR VaR
Plazo (x) plazo (V) individual : 2V
1 105,01 0,255% 26,78
2 5,51 0,587% 3,23
3 5,29 0,905% 4,78
4 5,06 1,202% 6,08
5 85,41 1,492% 127, 44
Total 206, 28 168, 32
VaR No diversificado 1,68
VaR Diversificado 1,62

Una vez calculado el valor presente del cash flow = a un determinado vencimiento,

se multiplica por el VaR de dicho vértice, que serd V; = @ffpoj. Si los tipos
cup6n cero a los distintos vencimientos tuvieran correlacién perfecta (lo que
justificarfa el uso de un solo factor, asi como el uso de la duracién Macaulay),
el VaR no diversificado de la cartera seria:

N N
VaR=3" ;| V; = 7, Y layl oy
Jj=1 Jj=1

que es el que aparece como la suma de los VaR individuales, 1,68 millones de
euros. Esta serfa la maxima cantidad que esperariamos perder en el horizonte
de 1 mes con una confianza del 95%.

Cuando, como es habitual, las correlaciones no son perfectas, se premultiplica
y postmultiplica dicha matriz de correlaciones por el vector de riesgos monetarios
x;V; de cada vértice:
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VaR = +/(2V)T(zV)

donde zV = (x1 V1,22V, ...,x,V;,). La raiz cuadrada de dicho producto es
el VaR, que resulta ser 1,624 millones de euros para esta cartera de bonos.

La diferencia entre esta cantidad y el VaR Duracién, 1,741 millones de euros,
es igual a 117.000 euros. Esta diferencia se debe a dos factores. Por un lado,
que los movimientos en la curva de tipos no son paralelos, lo que hace que la
medida de riesgo no sea lineal en el vencimiento y la volatilidad anualizada no
sea constante con el vencimiento. Este factor explica una diferencia de 1,741-
1,683=58.000 euros. En segundo lugar, que las correlaciones no son perfectas,
lo que explica una diferencia de 1,683-1,624=59.000 euros, similar a la anterior.

La siguiente tabla recoge otro modo de estimar el VaR de la cartera utilizando
las variaciones en el valor de los bonos cupén cero, como se hace habitualmente
en un ejercicio de stress testing. Si todos los bonos cupén cero estuviesen perfec-
tamente correlacionados, podriamos reducir su valor de acuerdo con el VaR de
cada plazo. Por ejemplo, el bono a 5 aflos vale inicialmente 0,80577 (ver tabla
siguiente) y su VaR es 1,492%, por lo que tras un descenso igual al VaR, el
nuevo precio del bono serfa: 0,80577(1—0,01492) = 0, 79375. El nuevo valor de
la cartera seria 204,595 millones de euros. El descenso respecto a su valor inicial
seria: 206,277 — 204,595 = 1,682 millones de euros, que es aproximadamente
igual al VaR no diversificado que antes encontramos. Sin embargo, el cdlculo
utilizando la matriz de correlaciones, que nos generé una estimacién de 1,741
millones de euros, es méas exacto.

Cash flow Valor inicial PV inicial VaR  Precio final

Plazo  millones bono c.cero  cash flows plazo bono

1 110 0,95462 105,009  0,255% 0,95219

2 6 0,91857 5,511 0,587% 0,91318

3 6 0,88112 5,287 0,905% 0,87315

4 6 0,84310 5,059 1,202% 0, 83297

5 106 0,80577 85,412 1,492% 0,79375
Total 206, 278

A continuacion, pasamos a analizar los distintos procedimientos de proyec-
cién de un cash flow en varios vértices. Hay distintos criterios que pueden uti-
lizarse para comparar el cash-flow inicial con la proyeccién. Un criterio bésico es
que se mantenga el Valor Presente del cash-flow inicial. Otros criterios podrian
ser: mantener la volatilidad del cash-flow, mantener su PVO01, etc.. Para tener
una solucién dnica al problema de proyecciéon deben utilizarse en ella tantos
vértices como criterios queremos que se cumplan.

5.2.1 Proyeccién con valor presente y duracién constantes
Supongamos un cash flow en el periodo T, con un valor presente de 1 euro,

donde T7 < T < 15, donde T y T5 son dos vértices previamente seleccionados.
Denotemos por x1 y z2 la parte del capital de 1 euro inicial que asociaremos

%)

nuevo PV
cash flows
104,741
5,479
5,239
4,998
84,138
204,595



a los vértices T7 y T».Todos los cash-flows en este punto estdn en términos de
valor presente.'?

Aunque no es imprescindible que la suma del valor presente de las proyec-
ciones coincida con el valor presente de la cantidad proyectada, es habitual
imponer tal condicién, que significa:

T+ 20 =1

La duracién Macaulay del cash-flow original es T, mientras que la duracién
Macaulay de la secuencia formada por las proyecciones es: (z1T1 + x2T5)/(z1 +
x2), por lo que la proyeccién mantendra invariante la duracién Macaulay si y
solo si,

1Ty + x2To = (21 + x2)T
Resolviendo el sistema formado por estas dos ecuaciones:

DT
T T, —T

Las dos condiciones conducen en este caso a una tinica solucién, mientras que
por si solas, cada una de ellas serfa compatible con un continuo de proyecciones
(si bien no con cualquier proyeccién) .

En el ejercicio anterior, la cartera tiene duracién 2,808, y si proyectamos un
valor presente de 1 euros entre los vertices de 2 y 3 anos, tendriamos:

1

3 —2,808
T1I= g =0,192

por lo que asignamos al plazo de 2 aflos una cantidad: (206, 28) (0,192) =
39, 65 millones, asignando el resto, 166,63 millones al plazo de 3 anos. En este
ejemplo, hemos trabajado con bonos cupon cero, de modo que vencimiento y du-
racién coinciden. Posteriormente, podriamos calcular las cantidades nominales
equivalentes a estos valores presentes.

El VaR de la proyeccion serfa: (39,65) (,587) + (166, 63)(,905) = 1, 74 mil-
lones de euros.

Ejercicio [EIIL5.1]: La proyeccion de un cash-flow con vencimiento 1 atio y
65 dias con valor presente de 1 millon de euros en vértices de 12 y 18 meses,
que mantenga invariante la duracion y el valor presente es: 638.889 euros en
12 meses y 361.111 en el vértice de 18 meses, ambos en valor presente. Utilice
la convencidn de 360 dias por afio.

10 Alternativamente, sin descuento, podriamos considerar que un cash flow de e™? euros se

estd proyectando en 1€ 71 euros y z2e"272 euros, respectivamente. Con descuento discreto,
y considerando pr simplicidad vencimientos en un nimero entero de afios, pensarfamos en
proyectar (1 + R)T en z1(1 + R1)™t y x2(1 + R2)™2 euros.
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5.2.2 Proyecién con invarianza del PV01

El modo de imponer esta condicién depende de que trabajemos con descuento
continuo o discreto. Con descuento continuo, un cash-flow con valor presente
de 1 euro tiene un valor no descontado de e"” euros, con un PV01 aproximado
de: Te'Te "7 10~* = T .10 *euros. Si este capital de 1 euro se proyecta un
cash-flow con valor presente de = euros en el vértice 7, con vencimiento T;, su
valor no descontado serd e"’¢ siendo r; el tipo de interés cupén cero a dicho
vencimiento, y su PV01 aproximado es z;T; (Recordemos que el PV01 se calcula
utilizando cantidades en valor presente).
Por tanto, bajo descuento continuo, la invarianza del PV01 requiere,

Xn: .Z‘iTi =T
i=1

Con descuento discreto, un cash-flow en 7' con valor presente de 1 euro,
tiene un valor no descontado de (1 + R;)%¢, y un PVO01 aproximado: T;(1 +
R)T(1 + R;)"Ti71 = T;(1 + R;)~! (suponiendo que los vencimientos son un
nimero entero de afnos). En este caso, la invarianza de PV01 requiere:

n

Podemos ver que, bajo descuento continuo, una proyeccién que mantenga
inalterados el valor presente y la duracién, mantendrd asimismo invariante el
PV01, ya que la condicién que hemos encontrado también debe ser satisfecha
por la proyeccién que mantiene invariantes valor presente y duracién. Esto no
sucede bajo descuento discreto.

Adem3s de esto, otra ventaja del descuento continuo es que para mantener
la invarianza del PV01 en la proyeccién, no necesitamos conocer los tipos cupén
cero en los vértices, al contrario de lo que sucederia con descuento discreto.

5.2.3 Proyeccién con invarianza en volatilidad

Denotemos por o, 01, 02 las volatilidades de las variaciones en los tipos de interés
en los tres vencimientos 7', 71,75 y por p la correlacién entre las variaciones en
tipos de interés en los vértices. En ocasiones, se desconoce la volatilidad en
T,y se aproxima mediante interpolacién de las volatilidades en los dos vértices
adyacentes.

Si queremos que la proyecciéon mantenga invariante la volatilidad, tendremos
que imponer:

2 2 2 2 2
T10] + 2505 + 221220102p =0

que no tiene una solucién unica, pero que puede combinarse con alguna de
las condiciones que antes vimos para generar una unica solucién. En general,
con mas de dos vértices, la condicién seria:
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'V =o?

donde V es la matriz de covarianzas de las variaciones en los tipos de interés
en los vértices seleccionados.

En el ejemplo de la seccién anterior, podemos interpolar las volatilidades de
los plazos de 2 y 3 anos para obtener una volatilidad estimada para el plazo de
2,808 anos igual a: 0,112%. Para mantener la volatilidad de la cartera, queremos
resolver la ecuacién:

230? + 2303 4 211390109p = 02 = 0,1122

y si mantenemos la condicién z1 4+ 25 = 1(manteniendo con ello la duracién)

tendremos:

(a% +o02— 2p0102) 42 (—a% +p0102)$+ (Ug *‘73) =0

donde o1 = 0,078%,02 = 0,120%. La unica solucion entre 0 y 1 es: = =
0,177, similar al resultado que mantuvimos para la proyeccién que preserva la
duracién. Esto conduce a asociar (206.28) (0.177) = 36. 51 millones al vencimiento
de 2 anos y el resto, 169,77 millones al plazo de 3 anos.

Puede probarse que si la correlacién entre vértices es igual a 1 y la volatil-
idad de cada vértice es proporcional a su duracién, entonces la proyeccién con
Duracién invariante y la proyeccién con Volatilidad constante, coinciden.

Ejercicio: Considere las mismas condiciones del ejemplo anterior, con volatil-
tdades de 75 pb. para las variaciones en el tipo a 12 meses, y de 90 pb. para las
vartaciones en el tipo a 18 meses, con correlacion de 0,75 entre ambas varia-
ciones. La proyecion que mantiene invariante la volatilidad y el valor presente
es de 321.56/ euros en el tipo a 12 meses y 678.436 euros en el tipo a 18 meses,
ambos en wvalor presente. FEuxiste otra solucién con un cash-flow negativo. La
proyecidn que mantiene invartante la volatilidad y la duracion es de 683.944
euros en el tipo a 12 meses y 386.577 euros en el tipo a 18 meses, ambos en
valor presente. Esta proyeccion es muy diferente de la anterior. El valor pre-
sente de esta proyeccion es de 1.070.521 euros. Finalmente, la proyecidn que
mantiene invariante la volatilidad y el PV01 es de 893.542 euros en el tipo a 12
meses y 191.342 euros en el tipo a 18 meses, ambos en valor presente. El valor
presente de esta proyeccion es de 1.084.884 euros.

5.2.4 Proyeccién sobre varios vértices

Como hemos visto, si proyectamos sobre dos vértices, no podemos mantener in-
variantes simultdaneamente muchas caracteristicas del cash-flow original. Podemos
conseguirlo si proyectamos sobre un conjunto suficientemente amplio de vértices.

Ejercicio: [EIIL5.3] Supongamos un cash-flow a 1 atio y 65 dias, con valor
presente de 1 millon de euros, sobre vértices de 6, 12 y 18 meses, con las volatil-
idades y correlaciones que aparecen en la tabla:
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Correlaciones 6 meses 12 meses 18 meses Volatilidades (bp.)

6 meses 1 60
12 meses 0,8 1 75
18 meses 0,7 0,75 1 980

Considere 360 dias por ano, y construya una cartera que tenga el mismo
valor presente, PV01 y volatilidad que la cartera original. Solucion: (xg,x12,%18) =
(—227.054 euros; 1.092.997 euros; 134.057 euros), estando estas cantidades en
valor presente.

Indicacién: Utilizar Solver con funcién objetivo: z'Vz — o
célculo).

2 (ver hoja de

5.2.5 Benchmarking un fondo

Utilizamos en esta seccién la misma idea de las proyecciones para construir
fondos réplica de un determinado fondo de renta fija. Supongamos un fondo de
renta fija con la estructura de cash-flows que aparece en la tabla siguiente, en
millones de euros. Se trata de un fondo excesivamente simple. Logicamente un
fondo real tendria posiciones en vencimientos mads largos que los indicados. La
duracién de este fondo es de 3,237 afios y su Valor Presente es 59.385.000 euros.

Teniendo en cuenta que la duracién essuperior a 3 anos, para encontrar una
cartera que replicara el fondo podriamos adoptar el criterio de reproducir su
duracién tomando posiciones en los vencimientos de 3 y 4 anos. Para ello,
tomamos:

T —-T

B 43,237
T TL-T

4-3

1 (59.385) = (59.385) = (0.763) (59.385) = 45,333

en el plazo de 3 anos y 14,052 en el plazo de 4 anos. En términos de valores
nominales, se trata de 51,449 millones de euros en el plazo de 3 anos y 16,667 en
el plazo de 4 anos. El VaR no diversificado de esta cartera es: (45.333) (0.905) +
(14.052)(1.202) = 579.170 euros, en valor presente.

Si construimos una cartera en los vencimientos extremos, 1 y 5 anos, tendri-
amos:

T, -T 5 —3.237
= 59.385) = ————
T, -1 ( ) 5—-1

en el plazo de 1 anos y 59,385 — 26,179 = 33,205 en el plazo de 5 anos. En

R : : 26.179 _ ~ 33.205 _
términos nominales, se trataria de ggz505 = 29,712 a 1 ano y 5502 = 39.385 a

5 afios. El VaR no diversificado es: (26.179) (0.255) + (33.205)(1.492) = 562.180
euros, en valor presente.

1 (59.385) = 26,179
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Cash flows(10°) Cash — flow VaR VaR individual
Plazo (x) Descuento  descontado  plazo (V) (VaR)(PV)
1 2,49 0, 95462 2,38 0,255% 0,0061
2 13,96 0,91857 12,82 0,587% 0,0752
3 24,83 0,88112 21,88 0,905% 0,1979
4 15,40 0,84310 12,98 1,202% 0,1560
5 11,57 0,80577 9,32 1,492% 0,1391
Total 68,25 59,38 0,574
VaR No diversificado 0,574
VaR Diversificado 0,569
VaR VaR individual Cartera 1 Cartera 2 Cartera 1 Cartera 2
Plazo plazo (V) (VaR)(PV) (PV) (PV)
1 0,255% 0,0061 26,179 0,067
P 0,587% 0,0752
3 0,905% 0,1979 45,333 0,410
4 1,202% 0,1560 14,052 0,169
5 1,492% 0,1391 33,205 0,495
Total 0,574
VaR no diversificado 0,574 0,579 0,562
VaR diversificado 0,569 0,578 0,547
VaR Relativo 0,0051 0,0149

El VaR relativo se mide:

VaR Relativo = @f_lp\/(m —20)'Zp(z —x9) = ‘IJI__lp\/h(x — 29)'DCD(x — x0)

donde, en nuestro ejemplo, h = 1, <I)1__1p = 1,65, D es la matriz diagonal de
desviaciones tipicas, y C es la matriz de correlaciones de las rentabilidades a los
vencimientos de 1 a 5 anos.

Como puede apreciarse, la cartera que invierte a 3 y 4 afios tiene un VaR
diversificado algo mayor que el fondo, y su VaR relativo es de 5.900 euros. Esta
es la cantidad en la que, con confianza del 95%, el fondo que hemos constituido
puede dar un peor resultado sobre un periodo de 10 dias que el fondo que
queremos replicar. Por su parte, la cartera que invierte a 1 y 5 anos tiene
un VaR diversificado menor que el VaR del fondo, pero tiene un VaR relativo
mayor, estimado en 16.600 euros. El VaR relativo suele presentarse en la forma
de un R2, mediante:

0.0578

0.0149°
2 @ 1- =0.
Cartera <0.0547> 0.933

2
0.0051
Carteral : 1-— < ) = 0.992
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La primera cartera tiene un menor tracking error. Dado que las correla-
ciones se debilitan para vencimientos lejanos, cabe esperar que una cartera que
replica Duracién tenga el menor riesgo absoluto cuando combina venccimientos
distantes, como resulta de combinar Liquidez y el plazo a 5 anos, en este ejem-
plo. Pero conviene recordar que reducir el riesgo en términos absolutos no es lo
mismo que reducirlo en térrminos relativos y que podemos encontrar carteras
réplica que tengan un riesgo absoluto menor pero un riesgo relativo mayor que
el fondo que quiere replicarse.

6 El modelo lineal Normal de VaR en carteras
de renta fija

Vamos a considerar el calculo del VaR de una cartera caracterizada por una
secuencia de cash-flows. La cartera puede constar de préstamos, bonos, swaps,
etc.. Los factores de riesgo son tipos de interés a determinados vencimientos
fijos. Cada uno de tales tipos puede descomponerse entre el tipo LIBOR a
ese vencimiento més un spread de crédito. En tal caso, ademds de tener como
factores de riesgo la curva LIBOR, hay que anadir una o mds estructuras tempo-
rales de crédito para diferentes ratings, como verems en un ejercicio. El exceso
de rentabilidad de tal cartera sobre la tasa de descuento serd significativamente
distinto de cero solo si la cartera tiene exposiciones a contrapartidas de baja
calidad crediticia y el horizonte de riesgo sea largo.

Suponemos que la secuencia de cash-flows ha sido previamente proyectada
a tipos de interés a determinados vencimientos en términos de valor presente y
manteniendo invariante la volatilidad. Puesto que el vector PV01 se expresa en
términos de valor presente, y no hay constante en el mapping de la secuencia
de cash-flows a los factores de riesgo, la rentabilidad esperada descontada de la
cartera es cero, por lo que solo necesitamos la volatilidad para la determinacion
del VaR.

Recordemos que si §01; denota la sensibilidad del factor descuento aplicable
al vencimiento ¢ ante una variacién de un punto bésico en el tipo cupén cero a
dicho plazo, §01; = (1+Rt17.01)t — (Hh)“ El valor presente de un punto bésico
de un cash flow C; a dicho plazo es: PV01(C;) = C;.601; , que depende, por
supuesto, del volumen del flujo de caja. En consecuencia, PV01(C}) mide el

cambio que se produce en el valor presente del flujo C; cuando desciende en un
punto bdsico el tipo de interés que se utiliza para calcular el factor descuento.

Puesto que el precio tedrico de un cash-flow es el valor presente del mismo,
la variacion en el precio de una secuencia de cash-flows an periodos t1, 1o, ..., t,
puede escribrise:

P—P,_1= th 0014, (Rit—Ris1) ZPVOl Cii)(Rit—Riz1) ZPVOl AR

=1 =1 =1

donde en lo sucesivo, PV 01; denota el PV01 de un cash flow Cy,.
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El P& L descontado de una cartera es la variacion en el valor presente de la
secuencia de cash-flows de la misma:

n
APV ~ =Y (PVO0L;) (AR:) = —0'AR (10)
i=1

donde donde § = (PV 01y, PV0ly, ..., PV01,,) denota el vector de sensibili-
dades del cash-flow respecto de los factores, y AR es el vector de variaciones, en
puntos bésicos, en los vértices del mapping (la proyeccién) que hayamos apli-
cado a cada cash-flow. Ambos vectores, § y AR, tienen una dimensién igual al
numero de cash-flows que se consideran, n. Por tanto, hay un tipo de interés
asociado a cada cash-flow. Nétese que un bono de dicha cartera puede generar
un cierto nimero de cash-flows antes de su vencimiento. La unidad de anélisis
del riesgo en la cartera de renta fija es el cash-flow, no el bono.

Puesto que el PVO01 es el valor presente de un cambio en un punto bésico,
el cambio (10) en el valor de la cartera ya viene medido en términos de valor
presente.

Si AR tiene una distribucién multivariante Normal con esperanza p y matriz
de varianzas y covarianzas {2, entonces el P& L descontado tendrd una distribu-
cién aproximada N (—6'u, 0'Q0). Por el razonamiento habitual en el cdlculo del
VaR, tenemos:

VaR, =& (1 -p)VOQ0+6'n

Los tipos utilizados para descontar los flujos de caja tendrédn una repre-
sentacién en funcién de los factores de riesgo. Aunque las variaciones en estos
ultimos fuesen cero, las variaciones en los primeros podrian no serlo y apare-
cerian en la expresién anterior, pues p y €2 sn momentos de AR. Pero fre-
cuentemente tomamos como factores de riesgo los mismos tipos de interés que
se usan para descontar los flujos de caja, en cuyo caso es natural tomar el cambio
esperado como igual a cero, 'y = 0.1

Si Qp denota la matriz de covarianzas calculada sobre h dias, tenemos en
este caso:

VaR, =& (1 —p)VO'Qu0 (11)

En el ejercicio [EIV.1.8] la matriz de covarianzas viene dada en puntos bési-
cos, siendo sus elementos las varianzas y covarianzas de las variaciones en los
tipos de interés. Esto se debe a que el vector PV01 contiene las sensibilidades a
variaciones absolutas, nominales, de 1 p.b., en los factores de riesgo, no a varia-
ciones relativas en los mismos. Por tanto, es preferible tratar con variaciones
absolutas, en puntos béasicos, en los tipos de interés. Ademas, la variacién en un

1S los tipos de interés utilizados como factores no coinciden con los de descuento pero uti-
lizamos un modelo de representacién de estos en funcién de los factores, sin incluir constantes,
de nuevo serd natural suponer 8’y = 0. En definitiva, trabajando con variacioens diarias en
tipos de interés, como es habitual, es natural hacer este supuesto.
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tipo de interés puede interpretarse como aproximadamente igual a la rentabili-
dad porcentual del bono cupén cero correspondiente.'? Las volatilidades anuales
de dichas variaciones diarias son a menudo del orden de 100 puntos bédsicos, pero
en mercados emergente spueden ser incluso bastante més elevadas.

Ejercicio [EIV.1.8]: Encuentre el VaR 1% a 10 dias de un cash flow que se
ha proyectado sobre vértices a 1 y 2 anos, con PVOI1 de 50 y 75 euros. Suponga
que los cambios en términos absolutos de los tipos a dichos vencimientos en el
horizonte de 10 dias sigue una distribucion Normal bivariante con esperanza
nula p = (0;0), correlacion 0,9 y volatilidades anuales de 100 puntos basicos
para la variacion a 10 dias en el tipo a 1 ano y de 80 puntos bdsicos para la
variacion en el tipo a 2 anos. R: 4.989 euros.

En mercados desarrollados la rentabilidad de una cartera de renta fija se
mide en términos de variaciones de tipos, en puntos bésicos, no en términos rel-
ativos. En mercados emergentes los tipos de interés pueden ser extremadamente
altos y voldtiles, y sus volatilidades son tan elevadas que se citan en términos
porcentuales. Trabajando con datos de dichos mercados, o bien se ajustan las
estimaciones de las PV01 para que reflejen sensibilidades ante variaciones por-
centuales en los tipos de interés, o hay que ajustar la matriz de covarianzas
para expresarla en puntos bdsicos. En el Ejercicio [EIV.2.2] se propone esta
transformacion.

Ejercicio [EIV.2.2] Considere dos tipos de interés con correlacion de 0,9.
Uno de ellos estd en el 10% con volatilidad del 30%, mientras el sequndo esta
en 8% con wvolatilidad de 25% scudl es su matriz de covarianzas en puntos
basicos? Respuesta: Una volatilidad 30% en un tipo de interés del 10% equivale
a una volatilidad de (0,1)(0,3) = 300 puntos bdsicos, y la varianza anual serta
90.000. La varianza diaria seria 90.000/250 = 360.Siguiendo un argumento
similar llegamos a una matriz de covarianzas anual: »_, = ( 90.000°54.000 >

54.000 40.000
o0, en términos diarios: Yy, = ( ;?g ?ég > .

6.1 Descomposicién del VaR en carteras de renta fija

Los ejercicios [EIV.2.3] y [EIV.2.4] proporcionan aspectos de la gestion de riesgos
en un contexto general. En EIV.2.3, la cartera consta de dos cash-flows y
se utilizan los tipos de interés a ambos vencimientos como factores de riesgo.
Conociendo las volatilidades de los tipos de interés en los vértices, hemos de
calcular la volatilidad de la cartera, 6'Q0 y, con ella, calcular el VaR
Ejercicio [EIV.2.4] Consider a cash flow with sensitivities: PV01(1-year)=3$1000,

PV01(2-year)=$1500, PV01(3-year)=%$2000. Suppose the interest rates at ma-
turities 1, 2 and 3 years have daily volatilities of 75, 60 and 50 basis points,
and correlations of 0.95 (lyr,2yr), 0.9 (1yr,3yr) and 0.975 (2yr,3yr). Find the

12Por ejemplo, un bono cupén cero a un afio, nominal 100, con tipo de interés 6,15% tendria
precio 94,2063. Un bono similar con tipo de interés 6,17% tendria precio 94,1886. El tipo de
interés habria variado en 2 p.b., mientras que el precio del bono habria descendido 0,0177, un
0,0188%, aproximadamente 0,02%.
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1% 10-day normal linear VaR. Now assume that interest rates are 4.0%, 4.5%
and 5.0% at the 1-year, 2-year and 3-year vertices and suppose that a trader
considers entering into a swap with the following cash flow: ($3million at 1-
year, -$3million at 2-year, -$0.25 at 3-year). What is the incremental VaR of
the trade? R: $120.970; -$6.693.

Este ejercicio requiere el cdlculo del VaR incremental si se entra en una
inversién en un swap. Algunos de los vencimientos de la nueva inversién pueden
coincidir con los ya comprendidos en la cartera actualmente existente. El VaR
incremental se obtiene multiplicando el vector PV01 de la nueva inversién, por
el vector gradiente del VaR de la inversién ya existente, que pretendemos modi-
ficar. Cada elemento de dicho producto es un VaR incremental, correspondiente
a cada uno de los vencimientos.

En este ejercicio se considera esa tnica inversién alternativa a la ya existente,
es decir, una modificacién de nuestra cartera. Si se quiere comparar varias de
tales inversiones posibles entre si, conviene normalizar los VaR incrementales,
pues su valor numérico depende de la magnitud de los cash flow de cada op-
eracién, con lo que hablariamos del VaR incremental por unidad de cash-flow
invertida. Para ello, podemos dividir cada PV01 por la suma de los valores de
todos los PV01 que aparecen en el vector de sensibilidades de la inversién, o
dividir cada PVO01 por la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de todos
los PVOL1.

El ejercicio [EIV.2.5] analiza el VaR Normal lineal en una exposicién a dos
curvas de tipos, y calcula el VaR marginal de cada curva. Se trata de una
cartera de deuda invertida en Estados Unidos y el Reino Unido.

El ejercicio [EIV.2.6] considera una cartera de deuda corporativa de rating
A. Se descompone cada tipo de interés utilizado como factor (vértice del map-
ping) en dos componentes: un tipo LIBOR y el spread de crédito, y descompone
el VaR en los componentes debidos al riesgo LIBOR y al riesgo de crédito. Las
posiciones, en términos del PV01 en cada vértice, son iguales para el LIBOR y
para el spread de crédito. Se supone que sélo se conocen varianzas y correla-
ciones para los spread de crédito a 1 y 5 anos, por ser los mds negociados, asi que
para los restantes vencimientos (vértices) hay que calcularlos por interpolacion:

S (i—1)o%+ (5—1i)o?
’ 5—1

Como conocemos las correlaciones entre los spread de crédito a 1y 5 anos y
cada tipo LIBOR, podemos interpolar las restantes correlaciones entre spreads
de crédito y tipos LIBOR mediante:

P D)pg, + (5 — i)pi,
ik 5 _ 1

donde p;;, denota la correlacién entre el spread de crédito a vencimiento ¢
anos, y el tipo LIBOR a k anos. Utilizamos interpolacion lineal de las correla-
ciones al cuadrado, bajo el supuesto de que las correlaciones que interpolamos
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tienen el mismo signo. Nétese que la interpolacion lineal generaria una matriz
de correlaciones singular.

Para estimar las correlaciones entre los spread de crédito a distinto vencimiento,
primero interpolamos para obtener las correlaciones con el spread de crédito a
1 afio, p,;, sabiendo que ps; = 0, 90.

Y [V RV Ny (Y. )
& 51 5-1
luego, interpolamos para calcular las correlaciones entre el spread de crédito
a 5 anos y los restantes vencimientos de esta misma variable (la correlacién con
el spread a 1 afno es conocida: 0,90):

oo = (i — 1)p3s + (5 — )3, _ (i—1)+ (5 —i)p}
o 5—1 5—1

y, posteriormente, interpolamos para estimar las correlaciones con los restantes
vencimientos:

: i —k)p3; + (5 —9)p3; i—k)p2, + (5 —1i
Z>k$&k:¢< L RYCRLE :¢< ERYED

A partir de aqui, podemos calcular el gradiente del VaR y los stand-alone
VaR (respecto del LIBOR y respecto del riesgo de crédito), asi como los VaR
marginales respecto de ambos factores.

Si descomponemos el tipo de interés en cada vértice:

Tq(t, T)=r(tT)+ Sq(ta T)

donde r, denota el tipo correspondiente a un credit rating g, 7(¢,T) es el
tipo LIBOR en t a vencimiento T, y s, es el spread de crédito a ese nivel de
rating. En términos de varianzas:

Virg@,T) =V (r@t,T)) +V (s4(¢t,T)) +2Cov (r(t,T), s4(t,T))

El ejercicio [EIV.2.7], en el archivo Case Study PC VaR.xls, explica como
utilizar un mapping the cash-flows para disenar escenarios de tipos de interés.
Se quiere estimar el efecto que sobre el valor de una cartera tendria una elevacion
paralela de la curva de tipos, asf como un cambio de pendiente, lo cual se puede
calcular utilizando los PV01 de cada vencimiento y aplicando las supuestas
variaciones en cada uno de dichos vencimientos.

En el ejercicio [EIV.2.8], en Case Study PC VaR.xls, se calcula el VaR de una
cartera de renta fija, mapeada (proyectada) sobre unos determinados vértices.
Se resuelve mediante la forma cuadritica que tiene el vector de PV01 a los
distintos vértices y la matriz de varianzas y covarianzas de los tipos de interés
a dichos vértices. Posteriormente, en EIV.2.10 se examina la bondad de la
aproximacion por CPs, que pasamos a describir a continuacién.
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6.2 Combinando cash-flow mapping con anilisis de Com-
ponentes Principales

Si adoptamos la estrategia de utilizar componentes principales de la estructura
temporal como factores de riesgo, una vez seleccionado el nimero k de los mis-
mos que vamos a utilizar, la representacién de las variaciones ARy en los n
tipos de interés que afectan a una cartera, puede expresarse:

!
AR; =~ CPs;(W™)
Txn Txk nzk
donde C'Ps; es el vector columna formado por los k primeros componentes
principales, y W* es la matriz nzk de pesos (loadings).
La varianza de las variaciones diarias en tipos de interés cupén cero se aprox-
ima entonces:

Var(ARy) = Var(CPs*W*) = W*Var(CPs* )W* = W*A*W*

donde A* denota la matriz diagonal formada con los autovalores asociados
a los componentes principales seleccionados (recordemos que dichos autovalores
son las varianzas de cada componente principal). W* es una matriz que tiene
por columnas los autovectores corespondientes, ordenados con el mismo criterio
que los autovalores.

Para cada tipo de interés tendriamos:

3
Var(ARy) =Y B3

J=1

siendo (8,1, B2, 8;3) €l vector que permite aproximar R;; en funcién de
los tres componentes principales escogidos (suponiendo que hayamos decidido
tomar los tres primeros componentes principales).

Por tanto, si PV 01 es el vector nzl formado por el Valor Presente de 1 p.b.
de cada uno de los tipos de interés, tendriamos para el valor de mercado de la
cartera:

Var(AP,) = (PV01)'Var(AR,)(PVO01) = (W*’@)’k/gﬁ\k*(kzlr/;:fl) =S'A*S

donde 6 denota el vector PV01,nxzl, y S = W*0, kx1, son las sensibilidades
que habitualmente calculamos para una secuencia de flujos de caja respecto de
los k factores.

Dada la estructura diagonal de la matriz A* tenemos finalmente, en el caso
de utilizar Componentes Principales como factores:

3
Var(AP) =Y S7)
j=1

66



siendo S; la sensibilidad de la secuencia de flujos de caja respecto de cada
componente principal. Nétese que hemos reducido un vector de sensibilidades
[ de dimensién n a un vector de sensibilidades de dimensién k, donde n puede
ser del orden de 50, mientras que k se reduce generalmente tan sélo a 3 6 4.
Esta es una expresién similar a la que obtuvimos para Var(AR;;) pero ahora la
sensibilidad a cada factor, S;, es el producto de una matriz nxk de pesos (W*)
por el vector nzl formado por los PV 01 de cada tipo de interés.

El VaR de la cartera de renta fija basado en el anilisis de Componentes
Principales es:

PCVaRy,=®"'(1-p)VS'AS =0 (1 —p)VIW*AW*0

El ejercicio [EIV.2.9], en Case Study PC VaR.xls, describe el uso de los
componentes principales obtenidos para la estructura temporal de tipos de in-
terés, como factores de riesgo. Primero se estiman las sensibilidades de la
secuencia de cash-flows respecto de los tres componentes principales escogi-
dos, y luego se calcula la varianza de la secuencia de cash-flows mediante
E?Zl BiVar(pl) = 2?21 B2X; y, posteriormente, se calcula el VaR de la cartera
en el ejercicio [EIV.2.10], en Case Study PC VaR.xls. El resultado se compara
con el célculo exacto de [EIV.2.8 |.

Otra de las grandes ventajas del uso de los componentes principales como
factores de riesgo es su simplicidad en el disefio de escenarios de tipos de interés
que permitan llevar a cabo un anélisis de stress testing, entre otras cosas.

6.3 Gestion de un fondo de renta fija

Una situacién en la que el uso de factores es especialmente titil, es cuando
gestionamos un fondo de renta fija. Para ello, hemos de formar predicciones del
precio de cada bono que negocia en el mercado para el término del horizonte de
gestion, T'+ h. De este modo, podriamos tomar posiciones largas en T' (hoy) en
aquellos bonos cuyo precio esperamos que en T' + h sea més elevado que hoy, y
posiciones cortas en caso contrario. O podriamos elaborar una regla de trading
que consistiese en tomar posiciones largas cuando esperamos que el bono se
revalorice mas de un a%, y posiciones cortas cuando esperamos que su precio
descienda en méas de un $%. El procedimiento que proponemos es una extension
del método descrito al final del ejercicio empirico de la seccién 5.

Para predecir en T el precio de un bono en 7"+ h necesitamos predecir los
factores descuento aplicables a los flujos de caja que en T+ h estardan pendientes
de pago. Estos pueden ser un nimero muy elevado, por lo que en general
serd impracticable mantener modelos predictivos para cada uno de dichos tipos
de interés y se hard conveniente utilizar modelos factoriales. Si optamos por
aplicar un modelo factorial a este cdlculo, deberemos comenzar por identificar
los factores.

Para ello, en una primera etapa, a partir de una estructura temporal, iden-
tificamos los factores a utilizar. La estructura temporal viene dada por un
conjunto de tipos de interés cupén cero a vencimento estdndar. Podria tratarse
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de tipos cupdn cero, mes a mes, desde un mes a 60 meses (5 aflos), si nuestros
activos tienen todos los flujos de caja por debajo de ese plazo, o de tipos cupén
cero ano a ano, desde 1 ano hasta 30 anos, o incluos més lejanos. Estas series
estan disponibles en las Web del Bank of England y del Federal Reserve Sys-
tem. Para caracterizar los factores podemos seguir un método de Componentes
Principales, o un método de regresién. El primero nos vendra a decir que con
3 componentes principales, interpretables como el nivel general de tipos de in-
terés, la pendiente y la curvatura de la estructura temporal, podemos explicar
un porcentaje muy elevado de la fluctuacién a lo largo de toda la curva. Ademads,
tendriamos la representacién de los tipos cupén cero en funcién de los factores,
que son componentes principales en este caso:

Tit = ,601‘ + 51iCP1t + IBQiCP% + 53iCP3t + Ut (12)

estimando de esta forma una matriz B , nxz3, de sensibilidades, siendo n el
nimero de tipos cupén cero de los que partimos.

En una segunda etapa, estimamos un modelo polinémico para explicar el
n-vector de sensibilidades respecto de un determinado factor, por ejemplo, los
Biist=1,2,...,n, en funcién del plazo,m;. Hariamos lo mismo con los términos
constantes, ;. Asf tendriamos por ejemplo:

B = 06 + 01 (Inmy) + 63(Inm;)? + 53 (Inm;)® + 64 (Inm,)* +
Una vez estimados estos coeficientes, tendriamos con ellos una matriz 4x5 :
R
IR I
09 % 3
op 01 03 O3 0y

A:

En la tercera etapa, dado un factor descuento dy,, a un plazo h, dy, = (1+7op),
siendo rgp, el tipo cup6n cero a plazo h, llevamos a cabo la interpolacién:

1

Inh Bon

an=A| mn? | = P
(h’l h)3 BZh

(ln h)4 BSh

que llevados a la ecuacién (12) nos permiten generar un escenario para el
tipo cupon cero:

ron = Bon + B1nCPit + Bop,CPat + B3,CPst + ups, t =T +1,...,T +h

y, finalmente, para el factor descuento:
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1

dpy = ———
M W ron)®

si el plazo es superior a un ano, o:

1

dp = ———
ht 1+ hrop,

si es inferior a un ano.

Una alternativa a la puesta en préctica de un procedimiento no lineal de
interpolacién como el descrito consistiria en "mapear" o proyectar la secuencia
de flujos de caja cuyo riesgo estamos tratando de valorar en unos vencimientos
estandar, denominados "vértices". Estos se pueden hacer por distintos proced-
imientos. Cada uno de ellos tratard de cambiar la secuencia de flujos de caja,
cuyas fechas de ingreso o pago estardan en T 4 h a distancias temporales gen-
eralmente atipicas (382 dias, 1423 dfas, etc.), en una secuencia de flujos de caja
en cuantias distintas, pero todos ellos a pagar o cobrar en fechas estdndar, co-
incidentes con los vencimientos para los que disponemos de tipos cupén cero en
la estructura temporal de la que hemos partido. Este cambio de flujos de caja
se hace de modo que determinadas propiedades de la secuencia de flujos de caja
permanezcan inalteradas, como su duracién, su valor presente, etc.. [ver seccion
sobre Métodos de proyeccion de Cash-flows]

7 El modelo lineal Normal de VaR para carteras
de renta variable

Si tenemos una cartera construida con n valores de renta variable, con pesos w,
la volatilidad de la rentabilidad de la cartera es: ¢ = vw'Vw donde V' denota
la matriz de varianzas y covarianzas del conjunto de rentabilidades de las n
acciones.

Para horizontes de riesgo cortos, como suele ser el caso en este contexto,
podemos ignorar la diferencia entre la rentabilidad esperada de la cartera y la
tasa de descuento, y calcular el VaR:

h
VaRy, =® (1 -p)o 557

expresion a la que, para horizontes largos, puede incorporarse la correccién
debida a la diferencia entre la rentabilidad de la cartera y el tipo de interés sin
riesgo, restando del cdlculo anterior la rentabilidad esperada.

Asi, en el caso general, para aplicar la expresién del VaR Normal bajo lin-
ealidad a un horizonte de h periodos, suponiendo que el vector de rentabilidades
de los factores de riesgo sigue una distribucién Normal multivariante y dichas
rentabilidades son i.,i.d., tenemos que predecir tanto el vector de rentabilidades
xp, en exceso, como su matriz de covarianzas Vj, y calcular:

69



VaRy, = (1 —p)Vw' Viw — w' E(xn)

Ejercicio: El Ejercicio [EIV.2.11] hace este tipo de célculos incluyendo y
omitiendo la rentabilidad esperada de la cartera. Se observa que si se calcula el
VaR teniendo en cuenta el ajuste por rentabilidad esperada (como debe hacerse),
se obtiene un VaR 1% a 10 dias que es inferior en un 5% al que se obtendria
ignorando este ajuste (259.765 euros frente a 273.738 euros). La diferencia no es
demasiado importante por el reducido horizonte de inversién. Por el contrario,
en el calculo del VaR 1% a 1 afio la diferencia entre ambas estimaciones del
VaR es de un 24% (1.051.530,5 euros frente a 1.384.864 euros). Tan elevada
diferencia se debe a que la rentabilidad esperada de la cartera es apreciable, de
un 5,5% (calcularla con los datos del ejercicio).

Si, incorrectamente, ignorasemos el valor temporal del dinero y calculdsemos
el VaR sobre rentabilidades no descontadas, tendriamos un VaR 1% a 10 dias de
260.272,4 euros, frente a los 259.765 mencionados, una diferencia poco relevante.
Por el contrario, sin el descuento tendriamos un VaR a 1 ano de 1.104.107 euros,
frente a los 1.051.530,5 euros mencionados, sobreestimando el VaR en un 5%,
una cantidad muy relevante.

Vemos por tanto, una vez mas, que tanto la rentabilidad esperada como el
valor temporal del dinero juegan un papel muy importante en el cdlclulo del VaR
sobre horizontes largos, mientras que sobre horizontes cortos, pueden ignorarse
como aproximacion sin incurrir en un error apreciable.

Ejercicio: El ejercicio [EIV.2.12] descompone el VaR de una cartera domés-
tica de acciones enVaR sistemdtico y VaR especifico. Por un lado, se calcula
la volatilidad de la cartera y, por otro, la volatilidad explicada por los factores:
B'Y3, siendo ¥ la matriz de covarianzas de los factores. Con ellos, se puede
calcular el VaR total y el VaR debido a los factores, respectivamente. El VaR
residual es la raiz cuadrada de la diferencia de los cuadrados de ambos VaR.

Para este tipo de cédlculos, puede ser preferible la estimacién de unas sensi-
bilidades (betas) mediante EWMA, de modo que sean sensibles a la situacién
actual de riesgo, en vez del cédlculo habitual de las betas por MCO.

7.1 VaR factorial para carteras de acciones, bajo Normal-
idad

Supongamos un unico factor, cuya rentabilidad en exceso se distribuye en el
horizonte de los préximos h dias segtin una N(u,,,0%). Si el modelo factorial de
nuestra cartera es:

Yt:a—FﬂXt+st (13)

La rentabilidad en exceso de la cartera tendra tambien distribucién Normal,
con esperanza: a+ By, v desviacion tipica Sop,.Como el alfa de la cartera es un
elemento idiosincratico del mismo, no entra en el cdlculo del riesgo sistemaético;
por el contrario, se contabiliza como riesgo especifico de la cartera. El riesgo
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sistemadtico de la cartera, que es el debido al factor equity, tendrd tambien
distribucién Normal, con esperanza: B, v desviacién tipica Sop, v tenemos:

BX: — By, < Y — By,

p [ < yhp] [ﬂ t < yhp] /BU}L /BU}L

de modo que:

Ynp — Bl
Bon
(Nétese que hemos hecho la transformacion habitual al pasar del percentil p
al VaR).

Ejercicio: [EIV.1.7]). A portfolio contains cash positions on two stocks: $1
million is invested in a stock with a beta of 1.2, and $2 million is invested in
a stock with a beta of 0.8 with respect to a broad market index. If the excess
returns on the index are i., i.d., and normally distributed with expectation 5%
and volatility 20% per annum, what is the 1% 10-day VaR of the portfolio? La
beta nominal de la cartera es: $1(1,2)+$2(0,8)=%$2,8 m. La volatilidad de la
rentabilidad en exceso sobre el horizonte de 10 dias es: ¢ = 0,24/10/250 = 0,04
6 4%, y la rentabilidad en exceso: p = (0,05)(10/250)=0,02 6 2%. El VaR es:
($2,8m.)[(2,326)(0,04)-0,02] = $254.951.

Ejemplo (Peria): Considere una cartera de 100 millones de euros invertida a
partes iguales en BBVA, Santander y Telefonica. Sus volatilidades anualizadas
son 29,41%, 28,16% vy 32,94%, respectivamente. La matriz de correlaciones
entre las rentabilidades es:

=07 (p) = VaRy, = B (2@~ (1 —p) — 1)

1 064 033
M=1 064 1 0.57
0.33 057 1

Calcule los VaR 95% a un mes de cada accion (R:4,66%, 4,47%, 5,23%) y el
VaR de la cartera (R:11,77%). Calcule el VaR de la cartera utilizando las betas
de las acciones, que son 0,81, 1,18 y 1,86, respectivamente, y la volatilidad
del indice, que es 11,85% (R:7,31%). sPor qué es inferior al VaR calculado
directamente? Indicacion: Para resolver la iultima parte debe calcular la beta
de la cartera, como promedio ponderado de las betas de las acciones que la
componen, utilizando como pesos las posiciones relativas de la cartera en cada
accion.

VaR de acciones individuales:

1/3 x 0.2941 x 1.65/V12 = 4.6695 x 1072
1/3 x 0.2816 x 1.65/V12 = 0.04471
1/3 % 0.3294 x 1.65/V12 = 5.2299 x 1072

Varianza de la cartera:
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0.2941 0 0 1 064 0.33

(1/3 1/3 1/3) 0 02816 0 064 1 057
0 0 0.3294 0.33 057 1
02941 0 0 1/3
0 02816 0 1/3 | =6.1110x 1072
0 0 0.3294 1/3

VaR de la cartera:
1.654/6.1110 x 10-2/v/12 = 0.11775

A partir del modelo unifactorial (13), tenemos:

V(Y;) B2V (Xy) + V(er) + 2Cov(Xy,60) = 0% = BPo% + 02 4 2pfoxo. =
0'2Y = (Box + 05)2 —2(1—p)Boxo.

donde p denota la correlacién entre el factor y la rentabilidad residual. Por
tanto:

[Volatilidad total]* = [Volatilidad debida al mercado + volatilidad residual)?® —
2(1 — p)[Volatilidad debida al mercado|[V olatilidad residual)

pero como en el modelo Normal lineal, sin ajuste en media, el VaR se com-
porta como lo hace la volatilidad, tenemos una descomposicién similar para el
VaR, que es védlida para horizontes de inversién cortos:

[VaR total]> = [VaR sistematico+ VaR especifico]® — (14)
—2(1 — p)[VaR sistemdtico|[VaR especifico]  (15)

Esta expresiéon muestra que el VaR total es igual a la suma de los VaR es-
pecifico y sistemético unicamente si ambos componentes del VaR estan perfecta
y positivamente correlacionados, lo que no deberia suceder. Al contrario, si los
factores estdn bien elegidos, se deberia tener p = 0. En este caso, el VaR to-
tal, al cuadrado. serfa igual a la suma de cuadrados de los VaR sistemédtico y
especifico.

Salvo en dichos casos, el VaR total serd inferior a la suma de los VaR sis-
temédtico y especifico,’® lo que se debe a la sub-aditividad del modelo lineal
paramétrico, que es una condicién necesaria para que una medida de riesgo sea

138i hacemos p = 0 en: VaR total? = (VaR sistemdtico + VaR especifico)? — 2(1 —
p)(VaR sistematico)(VaR especifico), tenemos:

VaR total? = (VaR sistematico> 4+ VaR especifico®) +
2(VaR sistemdtico)(VaR especifico) — 2(VaR sistemdtico)(VaR especifico) =

=VaR sistemdtico® + VaR especifico?.
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coherente. Esto implica que el riesgo de invertir en una cartera no es superior
al riesgo que resulta de una inversién de tamano equivalente en cada uno de los
valores que integran la cartera, lo que estd relacionado con el efecto de diver-
sificaciéon de una cartera. La volatilidad de una cartera no es nunca superior a
la volatilidad de una inversién andloga en uno de los activos de la cartera, y la
volatilidad de la cartera disminuye segin aumentan las correlaciones entre los
activos constituyentes. Por tanto, para reducir el riesgo (medido por la volatili-
dad) los inversores tienen incentivo a diversificar su cartera. La subaditividad es
un aspecto similar a la diversificacién, desagregando la volatilidad de la cartera
en sus componentes sistemético y especifico.

El riesgo especifico Normal lineal de una cartera de accciones puede calcu-
larse de tres modos distintos:

e utilizando los residuos de la estimacién del modelo factorial y calcular el
VaR especifico directamente con la varianza residual

e calculando el VaR Normal lineal utilizando la varianza de la rentabilidad
de la cartera. Calcular el VaR sisteméatico mediante VaRgistematico =
O~ 1(1 —p)\/B'QB y, posteriormente, calcular el VaR especifico utilizando
14 [EIV.2.13]

e utilizando una regla estandarizada, como por ejemplo, fijando el riesgo
especifico en el 8% del valor de la cartera.

Si se utiliza MCO para estimar la matriz de covarianzas y las betas, los
dos primeros procedimientos proporcionan el mismo resultado. Pero MCO no
es necesariamente el mejor método, al representar estimaciones promedio sobre
todo el horizonte temporal considerado. Si se utiliza EWMA para estimar las
betas, entonces deberia utilizarse el segundo procedimiento. No es conveniente
mezclar metodologias, por ejemplo utilizando MCO para estimar la matriz de
covarianzas, y EWMA para estimar las betas. El enfoque EWMA genera esti-
maciones mds sensibles al riesgo actual y a variaciones en el mismo, lo que serd
generalmente preferible.

El ejercicio [EIV.2.13] desagrega el VaR de una cartera de acciones en sus
componentes sistemdtico y especifico. La Figura IV.2.5 representa la estimacion
del VaR especifico utilizando betas calculadas mediante un esquema EWMA.

En los demds casos,

VaR total? = (VaR sistemadtico + VaR especifico)® — 2(1 —
p)(VaR sistemdatico)(VaR especifico)<

<(VaR sistematico + VaR especifico)?, por lo que VaR total < VaR sistematico +
VaR especifico
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7.2 Componentes sistematico e idiosincratico del VaR de
una cartera de acciones

En esta secion describimos, en una serie de ejemplos, como descomponer el riesgo
sistemdtico en los VaR, Componentes (stand-alone VaR) y los VaR marginales.
A lo largo de los ejemplos, consideraremos diversas fuentes de riesgo.

Supongamos que tenemos una cartera de acciones en un mercado extranjero,
en el que consideramos un unico factor de riesgo, que pudiera ser el indice de
dicho mercado. Tenemos ademds el tipo de cambio como un factor de riesgo
adicional, con una sensibilidad exactamente igual a la posicién que tengamos
en la divisa extranjera. Queremos descomponer el VaR sistemdtico en sus com-
ponentes de Equity(acciones) y Forex (tipos de cambio). Suponemos por sim-
plicidad que: 1) tanto el tipo de interés doméstico como el extranjero son cero,
2) la rentabilidad esperada descontada de la cartera sobre el horizonte de riesgo
es despreciable, y unicamente necesitamos considerar en el cdlculo del VaR sis-
temdtico la matriz de covarianzas de los factores de riesgo. Denotamos por Ry,
la rentabilidad en divisa doméstica, Ry, la rentabilidad de la cartera en la divisa,
y X, la rentabilidad del tipo de cambio en el perfodo de h dias. La rentabilidad
en divisa doméstica es:

Rh = Rh + Xh = B}/}L + Xh

donde Y}, denota la rentabilidad logaritmica del factor extranjero (indice de
mercado) durante h dias. Por tanto,
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de donde podemos obtener el VaR sistemético:

VaR sistematicoy, , = (1 — p)oy,

y sus componentes:

Equity VaRy, = & '(1—p)\/B°0}, =& '(1-p)boy,
Forex VaR = & (1 —-ph/ok, = o1 -p)ox,

por lo que la expresién enterior nos permite escribir:

U}ZL = (BUYh + UXh)2 - Qﬂ(l - p)UYhUXh

es decir, multiplicando por el cuadrado de ®~1(1 — p):

[VaR sistematico total]* = [VaR equity+VaR forex]*—2(1—p)[VaR equity][VaR forex]

una relacién similar a la que obtuvimos para la descomposicién de 1 VaR de
una cartera de renta variable en riesgo sistemadtico e idiosincratico.
Siguiendo un razonamiento similar al que hicimos en aquél caso:

VaR sistematico total < VaR equity + VaR forex

con igualdad si y solo si p = 1. Si la correlacién quanto (correlacién entre
acciones y tipo de cambio) es negativa y elevada, el VaR sistemdtico podria ser
menor que ambos componentes, el VaR equity y el VaR forex, como sucede en
[EIV.2.14] para correlaciones negativas elevadas. En dicho ejercicio se desarrolla
un ejemplo llevando a cabo los célculos aqui explicados.

7.3 Descomposicién en componentes marginales

Ya vimos que en el modelo paramétrico lineal, el vector gradiente del VaR puede
escribirse:

> '(1-p)

VO0'Q0

9(0) = Qr0

()



por lo que a partir de la descomposicién en VaR marginales se obtiene ex-
actamente el VaR agregado:

0'g(0) =21 (1 —p)V/O'Q0

En [EIV.2.14] se realiza este ejercicio. Hay dos factores de riesgo: Equity
y Forex. La varianza de la cartera se calcula utilizando las betas respecto de
los dos factores y las volatilidades de estos, lo que nos permite calcular el VaR
total de los factores, o VaR sistemadtico total. Se dice "total" porque es el
VaR de ambos factores, utilizados simultdneamente, no sumando sus efectos
individuales. Si utilizamos la desviacién tipica de cada factor y la beta de la
cartera, calculamos el VaR sistemdtico de cada factor. Para el calculo de los
VaR marginales, el gradiente se calcula por la expresién que hemos dado arriba,
donde el vector # son las betas sobre los dos factores. Si se utiliza cada elemento
del gradiente con la beta correspondiente, se obtiene el VaR marginal de cada
factor. Como siempre, la suma de los VaR marginales es el VaR total de la
cartera.

En [EIV.2.15] se analiza el VaR cuando una cartera estd expuesta a varias
divisas y se utiliza un indice general de mercado como factor de riesgo en cada
pais, teniendo en cuenta que:

G/th = QIEQE}LQE + el)(QthX + QQIEQEX}LQX

donde 6 = (0, 0y ), siendo estas los vectores de sensibilidades de la cartera
a los factores de riesgo en Equity y Forex, mientras que Qgxp es la matriz de
covarianzas quanto, que serfa generalmente negativa en este ejemplo. Se trata de
la cartera de un fondo estadounidense, con posiciones en los mercados de renta
variable de Reino Unido, Francia y Alemania. En cada uno de ellos mantiene
una cartera, para las que considera un unico factor de riesgo, representado por
los indices del mercado respectivo: FTSE100, CAC40 y DAX30. Hay 6 factores
de riesgo, siendo 4 de mercado y 2 de divisa (libra esterlina y euro). Primero
calculamos las betas netas de la cartera multiplicando la beta respecto de cada
factor por el nominal invertido en el mismo. Dadas las betas netas de la cartera,
y tomando distintas submatrices de la matriz de covarianzas de los 6 factores,
estimamos la varianza de la PéL debida a los 4 factores Equity, la debida a los
2 factores Forex, y la covarianza Quanto, que contiene las covarianzas entre un
indice de renta variable y una divisa. La suma de ambas varianzas, més dos
veces la covarianza nos da la varianza total de la P& L. Al mismo resultado se
llega utilizando los 6 betas y la matriz completa de covarianzas de los factores.
Para el cédlculo de los VaR marginales, primero obtenemos el producto de la
matriz de covarianzas por el vector de betas. Luego, este vector se multiplica
por ®71(1—p) y se divide por la varianza total de la P&L. Los VaR marginales
se estiman multiplicando los componentes respectivos del vector gradiente por
las betas correspondientes.
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7.4 VaR cuando hay exposicién a tipos de interés extran-
jeros

En el ejercicio [EIV.2.16] se calcula el VaR de la posicién de un inversor esta-
dounidense que compra por 2 millones de US$ una posicién forward a 10 dias
en libras esterlinas, cuando el tipo de interés del Tesoro a 10 dias es 5% y el tipo
de contado a 10 dias en UK es 4,5%. Estos tipos de interés tienen volatilidades
de 100 puntos bésicos (el tipo del Tesoro) y 80 puntos bésicos (el tipo UK) con
correlacién 0,90.

El inversor soporta un riesgo de tipos de interés debido a los cash flows de
+2 millones de US$ en el tipo UK y de -2 millones de US$ en el tipo de interés
de EEUU. Debe comenzarse calculando el valor presente de 1 pb. de cada cash
flow, para lo que se multiplica el valor nominal de cada cash-flow por el cambio
que se produce en el factor descuento ante un descenso de 1 pb. en el tipo de
interés correspondiente. Asf se obtiene el vector: PV01=(5,47; -5,46) en US$,
que se multiplica por la matriz de covarianzas a 10 dias, obteniendo un VaR de
tipos de interés de $114, que es sin duda muy reducido, como es habitualmente
el riesgo de tipos de interés. Sélo se tendria un riesgo de cuantia apreciable si
el diferencial de tipos de interés fuese elevado y el plazo de la inversién fuese
largo.

7.5 Cobertura de una cartera en acciones extranjeras

En [EIV.2.17] se considera un inversor europeo que ha invertido 5 millones de
USS$ en una cartera en S&P500, con una beta de 1,5 respecto del indice de mer-
cado. Su horizonte de gestién es de 3 meses. Para cubrir esa posicién comprada
en délares vende 5 millones de délares invirtiendo el importe y asumiendo el
riesgo del tipo de interés del euro a 3 meses. Para cubrir el riesgo Equity, vende
futuros sobre S&P500 con vencimiento a 3 meses, por 7,5 millones de délares,
asumiendo el riesgo de dividendo correspondiente. Tiene, por tanto, una posi-
cién vendida global por 12,5 millones de USS$, sobre la que asume riesgo de tipo
de interés en délares, a 3 meses.

8 VaR paramétrico bajo distribuciones de rentabil-
idad no Gaussianas

8.1 Contrastes de Normalidad: Jarque-Bera, Kolmogorov,

QQ-plots

Analizamos en esta seccién distintos procedimientos para tratar situaciones en
que no podemos suponer que la distribucién de probabilidad de la variable
aleatoria que estamos analizando sea Normal. Un caso importante es aquél
en que las innovaciones de un proceso estimado se consideran no Normales.
Una situacién en que esto tendria importancia decisiva serfa cuando queremos
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simular dicho proceso para valorar un derivado que tenga como subyacente el
activo cuya rentabilidad se ha modelizado.

En tal situacién, la primera fase del problema es analizar, ya sea mediante
contrastes estadisticos formales o por procedimientos informales, si la variable
en cuestiéon tiene una distribucién Normal. Para ello, junto a los contrastes
de Normalidad habituales, del tipo Jarque-Bera, o contrastes no-paramétricos,
del tipo Kolmogorov-Smirnov o de Fisher, existen los graficos QQ (quantile-
quantile), en el que se representa los cuantiles de la muestra de una variable,
contra los cuantiles que se obtendrian de una distribucién Normal. Para ello, se
ordena en orden creciente la muestra y se establece la red de valores i ,0 <¢ < T
. A continuacion, el grafico QQ se obtiene representando el cuantil i_T'5 de la
L—5), en abscisas,
siendo ® la funcién de distribucién de una Normal estdndar, o contra T}, 1 ( i}"r’ ),
en abscisas, siendo T, la funcién de distribucién de una t-Student con v grados
de libertad.

Si se trabaja con rentabilidades, el contraste se aplicard generalmente a las
rentabilidades estandarizadas mediante un modelo de volatilidad previamente
estimado, siendo éstas las que se comparan con una Normal(0,1). Dado que
la heterocedasticidad es tan habitual en series temporales de rentabilidades fi-
nancieras, se supone inicialmente la existencia de heterocedasticidad, estimando
un modelo para la misma y corrigendo de dicho efecto, pues el QQ-plot con-
trasta el ajuste con una distribucién Normal de varianza constante (de hecho,
de varianza unitaria).

distribucién de rentabilidades!?, en ordenadas, contra ®~1(

8.2 VaR lineal bajo supuestos de t-Student.

La distribucién t-Student se utiliza para intentar recoger la leptocurtosis de
los datos de rentabilidades diarios. En rentabilidades observadas menos fre-
cuentemente ésta tiende a desaparecer. Esto se debe a que si trabajamos con
rentabilidades logaritmicas, la rentabilidad mensual es la suma de las rentabil-
idades diarias de ese mes, y el Teorema Central del Limite, nos dice que si las
rentabilidades diarias son i.i.d., su agregado tenderd a comportarse como una
Normal.

Debemos distinguir entre tres versiones de la distribucién t-Student. La
densidad t-Student estdndar o habitual, que es la que generalmente se estudia
en cursos de Estadistica, tiene esperanza matemdtica igual a cero y varianza
v/(v — 2), siendo v el nimero de grados de libertad. La distribucién t-Student
habitual tiene funcién de densidad:

t,(z) = \/%F <%>_1F (u;ﬂ) <1+ f)_ugl

ME] cuantil a% de una distribucién de probabilidad es el valor numérico del soporte de
dicha distribucién que deja a su izquierda una probabilidad menor o igual a a%. En vari-
ables aleatorias que toman valores numeéricos discretos, tal definicién puede estar sujerta a
ambiguedades.
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con esperanza igual a 0, varianza igual a v/(v — 2), y asimetria igual a cero.
Su varianza no estd definida si v < 2. Su exceso de curtosis es finito para v > 4:
K= ﬁ. Denotamos: X ~ t,.

La distribucion t-Student estandarizada, cuyas funciones de densidad y dis-
tribucién denotaremos £, T, tiene esperanza 0 y varianza 1. Se obtiene a partir
de una distribucién ¢-Student habitual mediante la estandarizacién: Y = X/o =

\/7 "T_QX . Recordando que ante un cambio de variable, la nueva funcién de den-

sidad es: g(y) = f(z(y)).(dy/dx)™", y como en este caso: dy/dr = /%2,

v
tenemos la funcién de densidad de la t-Student estandarizada:

() = (Vl_mr (%)*lr (I/—2|—1> <1+ Vy_z2>”;1

que debe utilizarse con rentabilidades estandarizadas, al tener varianza igual
a 1. Denotamos en este caso: Y ~ {,. Nétese que existe toda una familia de
distribuciones t-Student estandarizadas, que difieren en su nimero de grados
de libertad v, y que se aproximan a la distribucién N(0, 1) al aumentar v. En
esta distribucién no existe conexién entre la varianza y el niimero de grados de
libertad.

Si se utiliza este modelo para calcular el VaR de una distribucién de rentabilil-
dades estandarizadas, una vez estimado el VaR, se deshace la estandarizacion
multiplicando el VaR por la desviacién tipica de las rentabilidades (o la media
de las volatilidades condicionales) y sumando su valor medio en la muestra.

Por dltimo, la distribucién t-Student generalizada, tiene esperanza iy var-
ianza o2. Podemos pensar acerca de esta distribucién como la resultante de
hacer un cambio de variable sobre una distribucién t-Student estandarizada Y
del tipo: W = oY + pu, o sobre una distribucién t-Student habitual X mediante:

W =04/ ”—ZQX + 1, por lo que su funcién de densidad resulta:

v+1

ot O (F) (o 5 () )

2

con esperanza p, varianza o<, asimetria 0 y exceso de curtosis: 6/(v—4) (ver
pestana Ex_I1.4.5 en Exzamples I1.4, de Alexander, donde se estima un modelo
GARCH con innovaciones t-Student). Al igual que sucede con la distribucién
t de Student habitual, al aumentar el nimero de grados de libertad, d , la
distribucién converge a una Normal(0,1). Denotaremos: t,(u,0)y T, (u, o) sus
funciones de densidad y distribucién.

Los cuantiles de una distribucién se trasladan correctamente al aplicar trans-
formaciones estrictamente monétonas: Si x;, es el p-cuantil de X, y aplicamos
la transformacién Y = F(X), con F’ > 0, entonces el p-cuantil de Y es:
yp = F(xp). Por tanto, si t;!(p) denota el p-cuantil de la distribucién t-
Student habitual, el p-cuantil de la distribucién t-Student estandarizada es:

t, (p) = /v—t(v —2)t,  (p).
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Remark 7 Al calcular el VaR de una rentabilidad t-Student, debemos olvidar
la conexion entre grados de libertad y varianza que existe en la distribucion t-
Student habitual. Por ello, si para estimar el VaR comenzamos invirtiendo la
distribucion t-Student habitual en el nivel de probabilidad p, entonces debemos
transformar el cuantil resultante en el cuantil correspondiente de la distribucion
t-Student estandarizada, para luego multiplicar por la desviacion tipica muestral
de la rentabilidad.

Por otra parte, por simetria, los cuantiles de la distribucién estandar satis-
facen: —t;;1(p) = t,;1(1 — p) por lo que, aplicando un razonamiento similar al
del caso Normal, tenemos:

VaRy,, tStudent = o\/v=1(v — 2)t; 1 (1 —p) — u

Agregacion temporal

La distribucién t-Student no es una distribucién estable, de modo que la
suma de variables i., i.d., con esta distribucion no se distribuye t-Student. De
hecho, por el teorema central del limite, dicha suma tenderia a comportarse
como una Normal. Si el horizonte de riesgo, h, es reducido, podemos utilizar en
el cédlculo del VaR una expresién aproximada:

VaRy,, tStudent = o\/v=1(v — 2)ht, (1 — p) — hu
pero a partir de 10 dias, o incluso menos, si v es relativamente alto, la
aproximacién Normal puede ser suficiente.
Si tenemos una cartera proyectada sobre un conjunto reducido de factores
de riesgo, con vector de sensibilidades 6, tenemos el VaR sistematico:

VaRy,, t — Student sistemdtico = \/v=1(v —2)t; (1 — p)VO' Q0 — ' p

donde 2}, denota la matriz de covarianzas de las rentabilidades de los factores
de riesgo y p es su rentabilidad esperada.

8.2.1 La distribucién t-Student en EXCEL

EXCEL no tiene programado los valores numéricos de las funciones de densidad
y de distribucién t-Student en un punto ¢, (z). Dispone de una funcién DISTR.T
que no es dicha funcién de distribucién T, (), a pesar de su nombre. La instruc-
cién tiene la estructura: DISTR.T(x, v, colas’), donde v es el nimero de grados
de libertad. Si ’colas’=1, dicha instruccién devuelve: P(X > z), siendo X una
variable con distribucién T, mientras que si ’colas’=2, la instruccién propor-
ciona: P(|X| > z). Por tanto, para calcular el valor numérico de la funcién de
distribucién t-Student en un punto, operamos del siguiente modo:

siz > 0, T,(z)=1—-DISTR.T(z,v,1)
siz < 0, Ty(x) = DISTRT(~x,v,1)
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de modo que si queremos calcular el valor numérico de la funcién de dis-
tribucién T, (x) en el punto & = 2,356, calcularemos 1 — DISTR.T(2, 356; v, 1),
lo que nos proporciona la probabilidad 1 — P(X > 2,356), que es,efectivamente,
por simetria, igual a: P(X < 2,356) = T,(2, 356).

Por otra parte, si queremos calcular el valor numeérico de la funcién de dis-
tribucién T, (x) en el punto x = —2,356, calcularemos DISTR.T(2,356;v,1),
que proporciona P(X > 2,356) que, nuevamente por simetria, es igual a P(X <
—2,356) = T,,(—2, 356).

Para calcular la inversa de la funcién de distribucién t-Student, lo que uti-
lizaremos frecuentemente tanto en el cédlculo del VaR como en el trabajo con
Cépulas, utilizamos la funcién EXCEL: DISTR.T.INV (u,v) con 0 < u < 1
y donde v es un numero entero positivo. Si no es entero, EXCEL lo trunca al
nimero entero mas préximo. Esta funcién proporciona el valor numérico t,:
DISTR.T.INV (u,v) = t, tal que: P(|X| > t,) = u. Por tanto, esta no es
realmente la inversa de la funcién de distribucién t-Student que, sin embargo,
se puede obtener del siguiente modo:

(habitual) siv < 1/2, T, *(u) = —DISTR.T.INV (2u,v)
siu > 1/2, T, (u) = DISTRT.INV(2(1 — u),v)

Por ejemplo, si queremos calcular el percentil 0,95 de la distribucién, que serd
positivo, buscaremos DISTR.T.INV (0, 10;v), mientras que si queremos calcu-
lar el percentil 0,05, que serd negativo, buscaremos tambien DISTR.T.INV (0, 10;v)
y lo cambiaremos de signo.

8.2.2 Estimacién de la densidad ¢t de Student

Estimacién por Méaxima Verosimilitud Si modelizamos las rentabilidades
como,

Tt = 012t

con zy ~ f('u), e ignoramos el hecho de que la serie temporal de varianzas
es una estimacion sujeta a error estadistico, podemos tratar el rendimiento es-
tandarizado como una tnica variable aleatoria. Comenzariamos con un modelo
de volatilidad para generar estimaciones de o;, y generar a partir de dicha se-
rie temporal la rentabilidad estandarizada: z; = 7;/o¢. Al tener z; una varianza
unitaria, podemos utilizar la distribucién ¢ de Student estandarizada, y tenemos
la verosimilitud,

Inl, = iln(ﬂ,(z)):T[lnF(V;l)—lnf(g>_m_;ln(y—2) _
=1

2
T
1+v 22
E
2 H“( +y—2>
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Este seria un procedimiento de Quasi-méxima Verosimilitud, al estimar
por separado los pardmetros del modelo de varianza, que se utilizan para es-
tandarizar las rentabilidades, estimando luego el pardmetro de grados de libertad
de la funcién de densidad estandarizada utilizando la verosimilitud anterior.

Si, por el contrario, queremos estimar el pardmetro v simultdneamente con
los pardmetros de los modelos de varianza, debemos ajustar la distribucién para
tener en cuenta la varianza. Para ello, suponiendo que las rentabilidades tienen
esperanza nula, utilizariamos la distribucién ¢ de Student generalizada, ya que
la varianza no es unitaria, teniendo, para un valor v > 2:

1+v

T (vt 1 2\ =

ty(re,0%) = - () = (1 + t2> , V> 2,
I (%) Vr(v—2)o; v—2o0;

y, por tanto, la funcién de verosimilitud,

T 1 2
1nL2_Zln J(re, 02)) Zln =L -y n;t

t=1

Por ejemplo, supongamos que tratamos con un unico activo (quizd una
cartera de activos, cuyas ponderaciones se han mantenido constantes durante el
periodo muestral), cuya rentabilidad sigue un proceso GARCH(1,1) con asimetria,
del tipo:

U?H =w+ar; — Qot)Q + ﬁof =w+ aaf(zt — 9)2 + Baf

El logaritmo de la funcién de verosimilitud, que se trataria de maximizar,
serfa entonces:

InL; = Zln ?“t,at)ZT{IHF(V—;—l)—lnF(;)—IHQW—1( 2)| —

T
—.521 (w+ao]_i(ri—1—0)*+ Boj_y) — .5(1+v).

t=2

T 2
SIICE : )
—2w+aat 1(rim1 — 0)2 + Bo?_,

t=2

ignorando, en todo caso, la primera observacién. El algoritmo numeérico de
calculo de la funcién de verosimilitud debe inicializarse con una eleccién para
o1, para lo que puede utilizarse la varianza incondicional a lo largo del perfodo
muestral, aunque esta puede ser una opcién discutible en algunos casos. Alter-
nativamente, puede estimarse o utilizando un nimero inicial de observaciones,
que luego no se utilizan en la estimacién del modelo. [ver Christoffersen Chap-
ter4Results.Question 5]
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Estimacién por el Método de Momentos Teniendo en cuenta la expre-
sién de la curtosis que antes vimos para la distribucién ¢ de Student de una
serie de rentabilidades estandarizadas, podemos utilizar la légica del método de
momentos para estimar el nimero de grados de libertad de dicha distribucién
mediante,

6
V=7 c +4
siendo EC el exceso de curtosis muestral.
Si trabajamos con rentabilidades sin estandarizar, podemos utilizar la ex-
presién anterior del exceso de curtosis, pero también la expresién de la varianza,

que conduce a:

202
o2 —1
y podria plantearse alguna estrategia para encontrar el valor de v que satis-

face con mayor aproximacién ambas ecuaciones.
[EIV.2.18], [EIV.2.19].

UV =

8.2.3 QQ plots para distribuciones t de Student

Es frecuente disponer de cuantiles para la distribucién t-Student habitual, pero
no para la distribucién t-Student estandarizada, la cual es frecuente utilizar
cuando se trabaja con rentabilidades estandarizadas.

En esa situacién, conviene recordar que la funcién de densidad %, de la
distribucién t-Student estandarizada puede obtenerse a partir de la funcién de
densidad t, de la distribucién t-Student habitual mediante el cambio de variable:

- v—2
y=1y )
v

donde y sigue una distribucién ¢, habitual, e §j sigue una distribucién £, es-
tandarizada, con %, (j) = t,(y),/-%5. La relacién entre sus cuantiles es sencilla.

El p-cuantil de la distribucién ¢ de Student estandarizada es el valor numérico ¢

definido mediante: p = P (§ < §) o, lo que es lo mismo, ¢ = T, ! (p). Por tanto:

p=P(§<d)=P<y\/?<d>=P<y<d VVQE>

de modo que:

v
v—2

q=T,'(p)=q =T, (p)

Por tanto, los cuantiles de la distribucién estandarizada ¢, pueden calcularse,
en funcién de los cuantiles andlogos de la distribucién t-Student habitual, ¢,
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utilizando la relacién: Ty_l(p) = "V;QTV_l(p), y el QQ-plot para juzgar la
adecuacién del ajuste proporcionado por una densidad £, puede construirse
tomando en abscisas los valores numéricos ”T_QT;},J (p) , siendo n el tamafio

muestral y tomando en ordenadas las rentabilidades gstaundarizadas7 Zi.
Tambien vimos que la distribucién t-Student estandarizada puede obtenerse
a partir de la distribucién t-Student generalizada mediante el cambio de variable:

. Z2—p jv—=2
y= )
o v

donde z sigue una distribucién generalizada T}, (p, o), e § sigue una distribu-
cién T, estandarizada, con ,(§) = t,(z;p,0)0 5. El p-cuantil de la dis-

tribucién ¢ de Student estandarizada es el valor numérico ¢ definido mediante:

q="1T,"(p)
~ ~ ~ 14
p=PH<d)=Ply<go/——5+np
Por tanto, tenemos:

q="T," (n,0:p) =T, (p)o

A
v—2 K

Por tanto, los cuantiles de la distribucién estandarizada £, (d) pueden calcu-

larse, en funcién de los cuantiles andlogos de la distribucién t-Student habitual,

t,(d) utilizando la relacion: T, (p) = 2,/%=2 [T;7 1 (p) — 1], y el QQ-plot para
juzgar la adecuacién del ajuste proporcionado por una densidad £(d) puede

1

construirse tomando en abscisas los valores numéricos o~ ”D;2T;},,5 y, en
ST

ordenadas, las rentabilidades estandarizadas, z;.

8.3 VaR lineal bajo mixturas de distribuciones

Las mixturas tratan de recoger diferentes regimenes de mercado, y son distribu-
ciones que pueden generar asimetrias y curtosis importantes, lo que permite
ajustar rentabilidades cuyo nivel de curtosis no podria explicarse utilizando una
distribucién t-Student. Una mixtura de dos distribuciones Normales @1, ®o
viene definida por:

G(J?) = ﬂ-(bl(x;:ulaa%) + (1 - W)q)g(l‘;/,LQ,U%),O <7< 1

y diferenciando, tenemos una relacién similar entre sus funciones de densi-
dad:

g(x) = 7r<p1(a:;,u1,0§) +(1- 7T)<p2(a:;u2,a§),0 <mt<l1

84



Para distribuciones Fi, F> no Normales basta que sustituyamos enlas expre-
siones anteriores (ul, a%) por el vector de pardmetros relevantes en cada caso y
®, ¢ por las funciones de distribucién y de densidad de cada caso.

En el caso de una mixtura de distribuciones Normales, sus momentos son:

po= mpp+ (1= mpy
o? = 7o+ (1—m)os
sk = 0

ot + (1 —7)os

[ro% + (1 - m)o3)?

Si X denota la variable cuya distribucién es la mixtura, tenemos:

P(X <xp) = G(zy) = TF1(wp; p11,01) + (1= 1) Fa(wpi pip, 03),0 < m < 1

por lo que fijado un nivel de significacién p, el VaR es el nivel de rentabilidad
x, que satisface esta ecuacion.

En el caso de una mixtura de dos distribuciones Normales X7, X5, el VaR
de una mixtura es el valor numérico x,, que resuelve la ecuacion:

p:WP(Y1 < %—m) +(1—7T)P<Y2<M>
o1 02

. . Xi—p, - . )
cambiado de signo, donde Y; = i 4 = 1,2, son variables Normales estan-

dar. Si F, F5 fuesen distribuciones t—étudent, las variables Y;,7 = 1, 2 tendrian
una distribucién ¢ estandarizada.

El razonamiento se extiende sin dificultad a mixturas de mds de dos dis-
tribuciones, aunque es raramente necesario utilizar més de dos distribuciones.
Como es habitual, el VaR se expresa en porcentaje del valor de la cartera si u
y o son la esperanza y desviacién tipica de la distribucién de rentabilidades, y
se expresa en términos nominales si dichos momentos se refieren a la esperanza
y desviacién tipica de la variable de Pérdidas y Ganancias.

La estimacién del modelo de mixturas puede hacerse por el algoritmo EM, o
por el Método Generalizado de Momentos (GMM). Para aplicar este tltimo en el
caso de una mixtura de distribuciones Normales, hay que utilizar las expresiones
analiticas de los cuatro primeros momentos no centrales de la mixtura:
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My = E(X)=) mpu
=1

My = BE(X*)=) mi(of+ui)
1=1
My = E(X%)=> m (3uo0] + 1)
=1
My = BE(X')=) m(30] +6pjo] +u})

i=1

y la esperanza, varianza, asimetria y curtosis, en funcién de los mismos
resultan:

po= E(X)=2M
o> = E[(X-p?]=M—M
T = 0 E[(X - p)?’] =07 (M5 — 3M M + 2M7)
K = o 'E[(X —p)'] =07 (My— 4M M3 + 6 M7 My — 3MY)

El procedimiento GMM consiste en este caso en igualar los valores numeéri-
cos de los cuatro momentos muestrales (u,02,7,k) a las expresiones que ar-
riba se muestran, buscando los valores paramétricos que minimicen la distancia
entre ambos vectores. Primero se calculan los momentos respecto del origen
My, Ms, M3, M, en funcion de pre-estimaciones de los pardmetros de la mixtura:
(m, q, 01, pha, 02). Luego, se calculan los momentos poblacionales en funcién de
los momentos respecto del origen, y se minimiza su distancia respecto de los mo-
mentos andlogos muestrales. Las esperanzas y desviaciones tipicas estimadas se
elevan al horizonte de riesgo que se desea, y se calcula el VaR resolviendo la
ecuacién implicita que antes vimos. [EIV.2.20] parte de una mixtura de Nor-
males estimada para calcular el VaR de cada factor (stand-alone) bajo dicha
mixtura. [Case Study 1.5.4.4] [EIV.2.21] estima una mixtura por el Método
de Momentos y calcula el VaR resultante, comparandolo con el obtenido bajo
supuestos de t-Student y de Normal. [EIV.2.22] compara el VaR obtenido bajos
supuestos de mixtura de Normales y mixtura de t-Student.[EIV.2.23] analiza el
efecto sobre el VaR del ajuste por autocorrelacién de ls rentabilidades.

Supongamos ahora una situacién en la que tenemos una secuencia de cash-
flows proyectada sobre dos factores, cada uno de los cuales sigue una mixtura
de Normales, posiblemente con un régimen frecuente, de cierta estabilidad, en
el que se encuentra con probabilidad 1 — 7; y un régimen, menos frecuente, de
inestabilidad, en el que se encuentra con probabilidad 7; :

fi(ze) = mf(@aipy,001) + (1= m1) f (@15 19, 055),0 < 71 < 1
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fo(ws) = maf (x5 p112,051) + (1 = 72) f (25 122, 05,),0 < w1 < 1

La densidad conjunta es una mixtura Normal bivariante de la forma:

f(xla sz2) = 7T17T2F(x17x2;ﬂlv Ql) + (1 - 7T1)7T2F(x17x2;ﬂ27 QQ)+

+m1(1 — m2)F(x1, 225 pig, 3) + (1 — m1) (1 — w2) F(x1, 225 iy, ), 0 < 71,3 < 1

con:

o M., M2 )., o 1 ). [ Hi2
i <u21)’”2 <u21>’“3 (,m)’“‘* <u22)

2 2
011 £1011021 Q= 079 P2012021 ' |
2 ’ - 2 )
P1011021 021 P2012021 021

O — < 0-%1 P3011022 ) 0o — < 0'%2 £4012022 >
3 = 2 ; o = 2
P3011022 022 P4012022 032

donde € representa las volatilidades y correlaciones en las colas de las dos
distribuciones, y €4 las volatilidades y correlaciones en la parte central (estable)
de ambas distribuciones. Las otras dos matrices representan volatilidades y cor-
relaciones cuando un factor de riesgo estd en la cola y el otro estd en la parte
central de su distribucién. Los pardmetros p;,7 = 1,...,4 denotan las correla-
ciones en funcion de las regiones en que se encuentren ambas rentabilidades.

La cartera tiene como distribucién una mixtura de Normales con cuatro
componentes, y probabilidades de mezcla: © = (w17a, (1—71)ma, 1 (1—m2), (1—
71)(1 —72)).Los componentes tienen medias: {6y, 60 p1y,0'115, 6 114} y matrices
de covarianzas: {9/910,9/920,9/930,0/946}. Esta mixtura se puede estimar
tratdndola como una mixtura de cuatro distribuciones Normales.

[El ejercicio [EIV.2.24] parte de una mixtura de este tipo, ya estimada, para
calcular el VaR. Andlisis VaR Normal lineal para carteras de futuros en com-
modities (Case Study)].

0

8.4 Expected Tail Loss (conditional VaR) bajo diferentes
distribuciones de probabilidad

La Expected Tail Loss (ETL) se define:

ETL,(X)=-E(X | X <zp) = —p_l/ zf(x)dz
Como se trata de una probabilidad condicional, hemos dividido el promedio
ponderado de los valores inferiores a x,, por la probabilidad de que un valor de
X sea inferior a xp,.
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En el modelo normal lineal, sea X la rentabilidad aleatoria de una cartera
sobre un horizonte de h dfas. Si X ~ N(u,0%), :

ETL,(X)=p "o (27 (p)) on — i,

donde ¢ y ® denotan las funciones de densidad y distribucién de una variable
N(0,1).[ver ejemplo de calculo en EIV.2.27]

Remark 8 Ndtese que la expresion anterior estd escrita para generar una ETL
positiva, y el cuantil p seria 0.001, 0.01, 0.05. Lo mismo sucede en las expre-
siones que se proporcionan para otras distribuciones. Si la ETS se calculara
como una pérdida, con signo negativo, u; deberia entrar con signo +.

Este resultado ya se prob¢ en la seccion 1.9.1 de estas notas. Otra manera de
probarlo es, para el caso h = 1: supongamos una variable Z ~ N(0, 1). Tenemos
que el VaR(p) es la rentabilidad z, = ®~!(p) que satisface:

= (p) 1 > (p) 1
ETL(Z) = _p—l / Zf(Z)dZ - _ - / 26_22/2d2 _ |:€_22/2j|
-

—00 p\/i %) p\/ﬂ
= ple (@ '(p)

Si consideramos una variable X ~ N (u,0?), tenemos: X = 0Z + 1, de modo
que:

o1 (p) @ (p)
ETL(X) = —p_l/ (cz+p)f(z)dz = —O'p_l\/%/ z2f(z)dz — p_lu/
2 1(p)
= —op e (2 (p)) — , ya que: [ f(z)dz=p

En el modelo t-Student, puede probarse que:

BTL,(X) = oo = 2+ a0 oy () = .

p(v—1

donde f, (x,(v)) denota la densidad de una t-Student estandarizada (esper-
anza=0, varianza=1) con v grados de libertad y z,(v) es el p—cuantil de la
distribucién t-Student estandarizada. [EIV.2.28].

Supongamos que la rentabilidad descontada de una cartera a lo largo de
h dias sigue una mixtura Normal Gy de distribuciones de probabilidad todas
ellas con esperanza matemadtica igual a cero. La funcién de densidad de la mix-
tura es: Y., m; fi(z) donde cada f;(z) es una densidad Normal con esperanza
matemadtica igual a cero y desviacién tipica o;p,.Tenemos: z, = Gal(p), de
modo que —z, es el VaR 100p% a h dias, y:
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n

ETL,(X) = —p! Zm/ ’ zfi(z)dz = p 1 Z [m—aihgo (O’;hll'p)]
i=1 —o0

i=1

Si la rentabilidad descontada siguiera una mixtura X ~ NM (m, 0% ), donde
T, fiy,, 0 denotan el vector de probabilidades de mezcla y los vectores de esper-
anzas matemadticas (no nulas) y varianzas de cada componente de la mixtura.
En este caso, el valor esperado de la mixtura es Y .| m;u;, y tenemos:

n Tp n n
ETL,(X) = —p! Z m-/ zfi(x)dr =p? Z [moihgp (a;hlxp)] — Zmuih
i=1 - i=1 i=1

donde x,, es el VaR 100p% a h dias obtenido bajo la mixtura Normal andloga
con esperanza cero. [EIV.2.29] [EIV.2.30].

Cuando la distribucién de rentabilidades es una mixtura de distribuciones
t-Student, puede probarse que

1
Vi—l

ETL,(X) = P! Z (7"1‘ [vi—2+ tip(’/)ﬂfw (tip(V))Uih> - Z Tifbip,
i=1 i=1

donde v denota el vector compuesto por los grados de libertad de cada
componente de la mixtura, t;,(v) = z,(v)v;  (vi — 2)o;,!, ¥ (V) es el VaR de
la mixtura Student, cambiado de signo.

8.5 VaR paramétrico lineal y ETL para spreads de crédito
[Case Study IV.2.12]

Este caso muestra el enorme riesgo de modelo que puede existir en el cal-
culo del VaR, incluso si utilizamos una misma metodologia (VaR Normal lineal
parameétrico, la misma muestra, y el mismo modelo de riesgo (un unico factor,
el spread de crédito).

El factor de riesgo que utilizamos es el indice iTraxx a 5 anos, un indice
equiponderado de spreads de CDS, medido en puntos bésicos y construido sobre
125 empresas the rating investment grade. Cada 6 meses se cambia el indice,
sustituyendo las empresas que han hecho default, se han fusionado con otras,
han cambiado de sector o han sido bajadas de rating, por las més liquidas que
no formaban parte del indice, cumpliendo sus condiciones. En el periodo 21
de junio de 2004 a 10 de abril de 2008, la desviacién tipica de las variaciones
diarias del indice fue 2.4037, lo que significa una volatilidad anual de 38 puntos
bésicos por ano. Sin embargo, si se tiene en cuenta que el indice tiene una
autocorrelacién positiva y significativa, de 0.1079, la volatilidad anual es 41.5
puntos bdsicos. Como muestra la Tabla IV.2.39, el VaR estimado para una
exposicién de 1000 euros puede oscilar entre 17.683 y 43.784 euros, mientras el
ETL oscila entre 20.250 y 47.522 euros.
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9 C(Calculo del VaR histérico

Este es el segundo de los procedimientos para el cédlculo del VaR. El tercer
método serfa el de simulacién Monte Carlo que se ha estado viendo a lo largo
del curso, y que requiere la estimacién de un modelo de series temporales, ya
sea univariante (como ARIMA) o multivariante (como VAR).

Las ventajas del método histérico para la estimacién del VaR:

e No precisa hacer supuestos acerca de la forma paramétrica de la distribu-
ci6én de rentabilidades de los factores de riesgo o de la cartera,

e A diferencia del modelo paramétrico, que es de una sola etapa (calcula
el VaR al horizonte deseado tinicamente), el método de simulacién puede
utilizarse para el cdlculo del VaR en activos cuya rentabilidad es path-
dependent. Puede asimismo acomodar wvolatility clustering, a diferencia
del método paramétrico, que precisa independencia de las rentabilidades
diarias. El método Monte Carlo también puede incorporar volatility clus-
tering, pero necesita hacer algiin supuesto acerca de la evolucién temporal
de los factores de riesgo (un modelo VAR-GARCH, por ejemplo).

e No estd limitado a carteras en las que los pagos tienen una estructura
lineal, por lo que puede utilizarse en carteras que contengan opciones u
otro activos con estructuras de pagos no lineales. Tambien el método
Monte Carlo puede hacerlo, pero sus resultados estdn condicionados por
el modelo que se establezca para las rentabilidades de los factores.

e El célculo del VaR debe utilizar periodos de h dias no solapados, por
lo que si h es largo, las necesidades de datos pueden ser enormes. En
este caso es conveniente poder disponer de datos intradia. Por eso es
que el método histérico debe utilizarse solo para el cdlculo del VaR a un
horizonte de muy pocos dias. Para intervalos méds amplios se aplica un
factor de escala para transformar el VaR a 1 dia en un VaR a h dias, por lo
que deben cumplirse los supuestos que justifican tal extension. Ademads, la
aplicacién del factor de escala supone que la cartera se rebalancea durante
el horizonte de riesgo de modo que la sensibilidad a los factores de riesgo
sea la misma que cuando se estima el VaR.

e Supone que la cartera que hoy se ha escogido es la misma cartera que
se habria escogido en cualquier momento en el pasado. Esto se debe
a que para su cdlculo hemos de utilizar series temporales histéricas de
rentabilidades para el cdlculo de momentos de la cartera, utilizando su
composicién actual. Tambien el método paramétrico y el Monte Carlo
necesitan matrices de correlaciones y otros momentos, y pueden utilizar
datos historicos para su estimacion, pero tambien pueden hacer hipotesis
(escenarios) al respecto.

e En general, parece que deberia preferirse el método de Monte Carlo, que
permite simular el comportamiento de la cartera sobre distintos escenarios.
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Por el contrario, el enfoque histérico supone que el escenario futuro serd
el mismo escenario que en el pasado.

El VaR 100p% sobre h dias es el p-cuantil de la distribucién empirica de
P& L descontadas, si se expresa en términos nominales, o el p-cuantil de la
distribucién empirica de rentabilidades, si se expresa como un porcentaje del
valor de la cartera. Con carteras que pueden tener posiciones cortas, hemos
de trabajar en términos nominales con las P&L, puesto que el concepto de
rentabilidad no estd entonces muy bien definido.

9.1 Extrapolaciéon temporal de la varianza: Escalado ex-
ponencial

Dadas las dificultades que presenta el trabajo con muestras no solapadas, con-
viene considerar la alternativa de extrapolar el comportamiento de las rentabil-
idades hacia el futuro.

La regla de la raiz cuadrada en la extrapolacién temporal de la varianza no es
valida si las rentabilidades no son independientes e identicamente distribuidas.
Cuando lo son, si ademds siguen una distribucién Normal, entonces el VaR sigue
la misma regla de extrapolacién temporal que la desviacién tipica (suponiendo
rentabilidades esperadas nulas). En el método histérico, no trabajamos con
distribuciones de probabilidad paramétricas, por lo que hay que cuestionarse
la validez de la extrapolacién temporal de la varianza. Supongamos que la
rentabilidad X sigue una distribucién estable.

9.1.1 Distribuciones estables

Definition 9 Sean X; y X5 copias independientes de una variable aleatoria X.
Se dice que X es estable si para cualquier par de constantes a > 0 y b > 0
la variable aleatoria aX; + bXs tiene la misma distribucion que cX + d para
determinadas constantes ¢ > 0y d. La distribucion de X es estrictamente estable
st lo anterior sucede con d = 0.

Las distribuciones Normal, Cauchy y la distribucién de Lévy satisfacen esta
condicién, por lo que son estables. La distribucién de Levy tiene funcién de
densidad y funcién de distribucién:

donde erf ¢ denota la funcién de error complementaria:!® erf ¢ = % [ e~ dt.La
distribucién de Levy estandarizada (esperanza=0,varianza=1), es: f(y;0,1),

cony = £

15Se denomina funcion de error complementaria porque se relacion con la funcién de error

erf mediante: erf c(zz) = 1 — erf(x), siendo erf = % Jo e—tdt.
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La funcién caracteristica de la distribucion de Levy es: ¢(t; u, ¢) = et#t—v=2ict —
eint=letl'*(1=i-sign(t)) i X ~ N(0,02), entonces: (X — p)~2 ~ Levy(0,1/02).

Una distribucidn estable es invariante por un factor de escala 1/£. Por ejem-
plo, para el p-cuantil a h dias, tenemos:

Thp = hl/ga?lp

Toda la distribucién, no solo los cuantiles quedan afectados de una escala
como la indicada. La distribucién Normal es una distribucién estable con £ =
2. Conocer el valor adecuado del escalado exponencial es importante en dos
casos en que la estimacién del VaR se enfrenta a dificultades: una es cuando
la muestra es corta: con 1000 datos, el VaR 0,1% es el valor minimo muestral,
por lo que dicho VaR se estimard con poca precision; asimismo, si queremos
calcular un VaR a 10 dias (y seria peor para el VaR a 3 meses) necesitamos
calcular el percentil de rentabilidades sobre periodos de 10 dias. Puesto que
no conviene utilizar periodos solapados, con 1000 datos, dispondriamos tan solo
de 100 rentabilidades sobre periodos de 10 dias. Ahora, el VaR 1% seria el
minimo de dichas rentabilidades sobre 10 dias mientras que el VaR 0,1% no
podria calcularse. En estos casos, suele estimarse el VaR de rentabilidades
diarias, y utilizar su extrapolacién temporal. En esta seccion indagamos cual es
el parametro de escalado adecuado.

Para tratar de estimar el pardmetro de estabilidad, tomamos logaritmos en
la expresién anterior,

In(h)

" In(zn,) — In(a1,)

por lo que el escalado exponencial £ puede estimarse en una regresiéon del
numerador sobre el denominador. En carpeta Case Study IV.3.2 [dentro de Case
Study IV.3] se lleva a cabo este andlisis para activos de distinta naturaleza. Para
ello, se toma la serie temporal de rentabilidades logaritmicas (variaciones diarias
en el caso de tipos de interés) y se agregan a lo largo de distintos valores de h
, por ejemplo: h = 2,5,10,21, 63,126, 250, utilizando muestras no solapadas. A
continuacién, se toma para cada una de dicha serie de rentabilidades agregadas
en el tiempo, el percentil al nivel deseado, y se resta de él (en logaritmos) el
percentil andlogo para las rentabilidades a 1 dia [In(xp,) — In(z1,)]. La esti-
macién de £ dependerd de los plazos de h escogidos, pero, sobre todo, del nivel
de significacién.

El gréfico siguiente representa In(h) en funcién de In(zpp,) — In(z1,) para el
tipo de interés sobre Treasury Bills a 3 meses, al 5%, siendo el pardmetro ¢ la
pendiente de dicha recta. Tales ejercicios sugieren un valor algo inferior a 0,5
para la extrapolacién temporal de la varianza en el caso del S&P500, e inferiores
atin, en torno a 0,43 para los indices de volatilidad VIX y VDAX. Para los tipos
de interés, el factor de escala es mayor que 0,5 lo que sugiere que si hay reversién
a la media, se produce sobre periodos de tiempo muy largos.
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En el caso de una cartera, no hay forma de agregar las posibles constantes de
escala de los activos individuales para lograr una constante de escala aplicable
a la cartera. Ademads, las rentabilidades de la cartera seguirdn una distribucién
estable solo si la siguen todos los activos de la cartera, pero con el mismo
exponente. En ese caso, a veces se utiliza el promedio de las constantes de
escala, o se estima directamente la constante de escala de la rentabilidad de
la cartera, ignorando las constantes de los activos individuales. El primero,
que es una aproximacién peor, tiene la ventaja de que no hay que estimar una
constante para cada una de las carteras que podamos formar a partir de los
mismos activos.

Los errores cometidos al ignorar este aspecto pueden ser importantes. En
negrilla aparece el factor que extrapolaria el VaR a 1 dia a VaR a periodos més
largos, siguiendo el criterio de la raiz cuadrada. Todos los demas factores estdn
expresados como porcentaje de éste.

[Tabla 1V.3.2]
Scale@xponent 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5 0,55 0,6
Holding@eriod
2 87,1% 90,1% 93,3% 96,6% I 1,41 103,5% 107,2%
5 72,5% 78,6% 85,1% 92,3% r 2,24 108,4% 117,5%
10 63,1% 70,8% 79,4% 89,1% I 3,16 112,2% 125,9%
30 50,6% 60,0% 71,2% 84,4% r 5,48 118,5% 140,5%
100 39,8% 50,1% 63,1% 79,4% r 10,00 125,9% 158,5%
250 33,1% 43,7% 57,6% 75,9% I 15,81 131,8% 173,7%

Imaginemos una muestra de 1000 datos diarios entre las que hay un resultado
negativo enorme, de 1 millon, y los siguientes son del orden de 10.000. El VaR
0,1% a 1 dia seria 1 millon, y el VaR 1% a un dia seria 100 veces inferior. ;Qué
podriamos decir sobre los VaR a 10 dias, si son los que nos interesan?

Si tomamos las 100 muestras de 10 dias no solapadas, tendriamos un peor
resultado préximo a una pérdida de 1 millon, de modo que el VaR 1% seria
ahora 1 millon, y el VaR 0,1% no podria calcularse por falta de datos. Si, para
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resolver el problema, estimdsemos con muestras solapadas, tendriamos de nuevo
1000 datos, y 10 de ellos serfan una pérdida aproximada de 1 millon, de modo que
ahora, tanto el VaR 0,1% como el VaR, 1% serfan igual a 1 millon, distorsionando
claramente la realidad. Por el contrario, siguiendo la regla de extrapolacién,
diriamos que VaRg,19 = \/EVQRM% y que VaRig,0.1% = \/EVaRl;O_l%. Es
decir, que el VaR 0,1% a 10 dias serfa de nuevo 100 veces superior al VaR 1% a
10 dias: el peor resultado que pueda darse 1 vez cada 4 anos'® seria 100 veces
peor que el peor resultado que pueda darse una vez cada 40 anios. Esta solucién
es razonable, suponiendo una distribucién estable con & = 2. La conclusién es
que puede no convenir trabajar con muestras no solapadas y pude ser preferible
extrapolar el comportamiento de las rentabilidades.

Para una cartera dada, las estimaciones del VaR por los métodos histérico
(percentil) y Normal lineal (parametrico estimando la varianza mediante ven-
tanas moviles) suelen estar mas proximas que las que se obtengan por el método
histérico en dos muestras muy distintas. [Case Study IV.3.3.1, S&P500] Las var-
ianzas que ponderan por igual todas las observaciones, tienen el problema de
que extrapolan cualquier dato extremo por un periodo de tiempo aproximada-
mente igual a la amplitud de la ventana. Esto es lo que explica que los métodos
histérico y Normal sean mas similares entre si que cuando aplicamos cualquiera
de ellos a dos ventanas de amplitudes muestrales diferentes.

De este ejercicio deducimos tres conclusiones: i) bajo igual ponderacion, la
amplitud de la ventana determina el error de estimacién del VaR, mds que el
propio método de estimacién del VaR, i1) hay efectos duraderos sobre el VaR de
un shock transitorio, iii) el VaR es poco sensible al riesgo (es decir, a condiciones
adversas de mercado).

9.1.2 Distribucién de probabilidad de rentabilidades ajustadas con
pesos exponenciales

[Case Study IV.3.3., S&P500]

Por tanto, en el célculo del VaR histérico puede ser conveniente aplicar pon-
deraciones EWMA a las rentabilidades, con objeto de ponderar més el pasado
mds reciente. [Case Study 1V.3.3.1, S&P500, en carpeta Case Study IV.3.3 ]

16Si en 1 afio hay 250 observaciones, hay 25 periodos de 10 dias. El VaR 1% a 10 dias mide
la perdida que cabe esperar cada 100 periodos de 10 dias, es decir, cada 4 anos. El VaR 0,1%
a 10 dias mide la perdida que cabe esperar cada 1000 periodos de 10 dias, es decir, cada 40
anos.
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Funciones de distribucién con ponderaciones EWMA

——lambda = 0,999
------ lambda = 0,99

lambda = 0,95

El problema es que la estimacién del VaR depende del valor numérico es-
cogido para eel pardmetro A, que es arbitrario.

9.2 Ajustes de volatilidad

Este procedimiento se utiliza para reflejar mejor en la estimacién del VaR las
condiciones de mercado actuales. Al utilizar una muestra larga en el analisis
histérico, podemos encontrarnos con que la evolucién media a lo largo de la
muestra no sea representativa de la situacién de volatilidad actual, bien porque
esta sea excesivamente alta o baja para los estdndares histéricos. Pero para
nuestros cdlculos de riesgo, queremos trabajar bajo el supuesto de rentabili-
dades que se distribuyen igual e independientemente. Para aproximarnos a una
distribucién constante a lo largo de la muestra, en ocasiones se ajusta la series
histérica de rentabilidades mediante:

_ or
Tt = Tt
Ot

donde {&t}z;l denota una estimacién temporal de la volatilidad para la serie
histérica utilizando un esquema EWMA o GARCH,'” y 67 es la estimacién para
el dltimo dato de la muestra.

Lo que se hace es generar una serie temporal de volatilidades EWMA, oy,
para la rentabilidad del SP500 y luego se estima el factor de escala sobre las
rentabilidades r:0/0¢, siendo o la volatilidad deseada. Dicha o puede ser la
ultima observada en la muestra, o una volatilidad de largo plazo que creemos
que puede prevalecer durante el periodo de evaluacién del riesgo. Este ajuste
permite estimar con bastante precisién el VaR para cuantiles muy elevados.

Ejercicio: [EIV.3.1]. Se ajustan modelos GARCH y AGARCH a rentabili-
dades diarias del S&P500 bajo el supuesto de Normalidad. El modelo GARCH
ignora la asimetria en volatilidad, por lo que subestima la volatilidad a largo
plazo, que sitia préxima al 20%, frente a mas del 36% del modelo AGARCH.
El Ratio de Verosimilitudes favorece al modelo AGARCH. Ver ambos grificos

17E] uso de un modelo GARCH para estimar la volatilidad evita la eleccién arbitraria de la
constante X\ en el esquema EWMA.
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en hoja de cdlculo. Al estimar el VaR tanto con rentabilidades no ajustadas,
como con rentabilidades ajustadas con ambos modelos GARCH, se observa una
clara subestimacién del riesgo cuando no se ajustan las volatilidades. Esto se
debe a que el periodo final de la muestra fue volatil, por lo que el ajuste %Tt
amplifica la distribucién de rentabilidades. Si el final de la muestra se refiriese
a un periodo tranquilo en el mercado, el resultado serfa el opuesto.

3 ES ES xR R ES ES S ES
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El ajuste de volatilidad puede utilizarse asimismo para estimar el factor de
escala al que antes nos referimos para convertir un VaR a 1-dia en un VaR a h
dias. Para ello debe estimarse una serie temporal de volatilidades (por ejemplo,
EWMA o GARCH), y luego aplicar a cada dato el factor o/o; . Asi se genera
la tabla siguiente (Tabla IV.3.7 de Alexander), cuyo contenido se calcula cam-
biando los valores de A y o en Case Study IV.3.3. Scale Index S&P500 Volatility
Adjusted. Cuando se efectiia el ejercicio puede apreciarse que la estimacién del

exponente de escala £ no varfa con el nivel de volatilidad al cual se ajusta la
serie de rentabilidades.

Valores estimados del exponente de escala para S&P500
Constante ‘ ‘ ‘
suavizado Cuantiles
A 0.1% 1% 5% 10%
0.98 0.4848 | 0.5402 | 0.5368 0.5192
0.95 0.4527 | 0.5236 | 0.5366 0.5250
0.90 0.3972 | 0.5057 | 0.5334 0.5335
1 0.4662 | 0.5186 | 0.5001 0.4853
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9.3 Simulacién histérica filtrada: horizonte > 1 dia

Una alternativa para el cdlculo del VaR a h dias consiste en la simulacion
histérica filtrada, que utiliza elementos del VaR histérico y del VaR Monte Carlo.
En la simulacién histérica filtrada, se utiliza un modelo de volatilidad como el
GARCH para las rentabilidades logaritmicas, y se estandarizan utilizando las
desviaciones tipicas {&t}fzz estimadas. Entonces, se simula el modelo GARCH
extrayendo en la simulacién las innovaciones de la distribucién de innovaciones
estandarizadas: uy = €;/6.
Supongamos que las rentabilidades no tienen estructura estocdstica:

r = p+e, Ble) =0,Var(e,) = o2,
0'? = 0o+ 516,52_1 + 520’?_1

Una vez estimado el modelo, guardamos las innovaciones estandarizadas:

&t Ti—
ut = - = —_—
Ot Ot
Utilizando la rentabilidad del dltimo dia en la muestra, rp, asi como su

. . ~2 . ., .
varianza estimada 67, la simulacién comienza con:

N N N AN2 NS

6741 = 0o+ 01(rr — 1) + 0267
fre1 = [p+Udr416741

674y = 00401 (Fror — 1)° + 0267,
Trya = b+ Ure20T42

siendo Ur41,Ur4e,... extracciones aleatorias de la muestra de innovaciones
. T AT
estandarizadas {u¢},_o = {€¢/6+},_5 -

Finalmente, se agregan las rentabilidades logaritmicas sobre el horizonte
de riesgo de h dias para obtener las rentabilidades logaritmicas simuladas sobre
dicho periodo de tiempo, y se calcula el VaR como el p-cuantil de la distribucién
de rentabilidades a h dias:

Prr+n = Pre1 + Pryo + o+ Py
Si efectuamos un amplio nimero (por ejemplo, 5.000) de estas realizaciones,
podremos calcular su distribucién empirica y el cuantil deseado, como esti-
macién del VaR.
Si las rentabilidades logaritmicas tiene estructura estocdstica, habria que
simular a partir de la distribucién de innovaciones de r; obtenidas en la esti-
macién del modelo, y una vez estandarizadas:

re = p+Pri1te, Ele) =0,Var(e) = O’?,

O'? do + (518?_1 + (520’?_1
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trabajarfamos con las rentabilidades estandarizadas:

€t N Ty — = fria
Ot gt

Ut

simulando posteriormente:

1 = i+ Bro + dr 1674
y asi sucesivamente.
Aunque hemos utilizado en esta descripcién un modelo GARCH simétrico,
pueden utilizarse otros esquemas. En [EIV.3.2] se utiliza un modelo AGARCH.
[ver tambien Christoffersen Chapter5Results.Question 3 and Question 4]

9.4 Precisién del VaR histérico para cuantiles extremos

Cuando se trabaja con cuantiles no mds extremos del 1%, basta con utilizar
el ajuste de volatilidad y la simulacién histérica filtrada. Cuando utilizamos
cuantiles més extremos, como 0,01%, en general no tendremos muchas obser-
vaciones para estimar, por lo que la precisién en la estimacién del VaR y de
la pérdida esperada se reduce mucho. Para resolver el problema necesitamos
ajustar distribuciones continuas a las escasas observaciones discretas con que
contamos.

9.4.1 Kernel fitting

En algunos casos no tenemos suficiente informacién como para especificar de
antemano la relacién no lineal que pueda existir entre dos variables, Y y X.
En tal situacién pueden ser itiles los métodos no paramétricos. Su principal
limmitacién es que dependen totalmente de los datos observados en la muestra
y que es facil que puedan resultar en overfitting. Esta es la situacion que se
produce cuando una funcién altamente no lineal permite un buen ajuste a los
datos muestrales, pero es tan especifica de dichas observaciones, que predice mal
los datos que puedan observarse en el futuro.

La esencia de estos métodos es el smoothing. Supongamos dos variables
relacionadas por la funcién no lineal:

Y = m(Xy) + &

siendo m(.) una funcién no lineal suave, desconocida, y &; un ruido blanco. Si
para X = z tenemos observaciones repetidas y1, ¥2, ..., y7 formando un conjunto
), tendriamos:

Yt = m(x) + Et, t = 27 7T

y tomando promedios: § = m(z) + €.Por la ley de los grandes nimeros,
el promedio de las innovaciones converge en probabilidad a cero, por lo que la
media de las observaciones de Y para X = x seria un estimador consistente de
m(x) :
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Pero lo habitual en Finanzas es que no tengamos observaciones repetidas. En
ese caso podemos utilizar los valores observados de Y; para valores de X; prox-
imos a z. Pero parece natural dar mayor peso a las observaciones de Y; cuanto
mds cercano estd el correspondiente X; a x. Para ello utilizamos un promedio
ponderado:

)= Y wi(z;, ).y (16)
(yj 7wj)eﬂ
siendo Q = {(y, ) | |z — x| < €} . Permitimos que el peso que recibe cada
observacién de y pueda ser mayor para observaciones asociadas a valores de x;
proximos a x. Esto es un promedio ponderado local.

Kernel regression En la regresion kernel se utilizan todas las observaciones
muestrales para calcular el valor numérico que debe tomar cada ¢;. Los pesos
se determinan a partir de una funcién kernel, que debe satisfacer:

w) >0, /O:o K(u)du = 1

En ocasiones tambien se exige una condicién de simetria: K(—u) = K(u) Vu.
Para ganar flexibilidad, se aplica un factor de escala a la funcién kermel:

Kp(u) = %K (%) L K (u) >0, /Z Kp(u)du =1

siendo h un pardmetro que se conoce como amplitud de banda (bandwidth).
El ancho de banda es equivalente a la amplitud de los intervalos de un histograma
de frecuencias, y el objeto de estimar un kernel es precisamente encontrar el
ancho de banda 6ptimo para esta representacion.

La funcién de pesos se define entonces:

Kp(xz — ;)
23:1 Kp(zr — xj)

Llevando esta expresién a (16) tenemos el estimador de Nadaraya-Watson:

wj(xjax) =

T T
_ _ Zt:l Kh(x_xj)-yj
—ij(a:j,x).yj_ =
Et:l Kp(z — mj)
La eleccién més frecuente de funciones kernel es:
El kernel Gaussiano:
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consiste en aproximar la densidad por una mixtura de n densidades Normales
con esperanza matemdtica x; = x; e igual varianza, h2.

Zg

El kernel de Epanechnikov, denotando por u = #5%, se define:

K(u) = Z(lfu2), si —1<u<l
= 0en otro caso

que conduce a:

1 3« T — x; 2
wﬂ'(%’x)m42[1< D >]1{’xﬁ

El kernel logistico:

T et 424 v (e +1)2

conduce a:

1 n T—x, T—x, -1
w;(zj,x) = — Z (eT +2+ e*T)
i=1

Cuando el bandwidth tiende a cero, la funcién m(x) tiende a reproducir los
datos, es decir, devuelve las observaciones de y;. Cuando el bandwidth tiende
a infinito, la funcién r(z) tiende a asignar a todas las observaciones de z; la
media muestral de y . Es decir, el suavizado es claramente excesivo. A veces
se propone obtener un bandwidth optimo minimizando el error cuadrdtico en
media:

pero se trata de un problema computacional complicado. Una sugerencia
mas sencilla consiste en utilizar:

hopt = 1.06azT_1/ 5 para el kernel Gaussiano

hopt = 2.340mT*1/ 5 para el kernel de Epanechnikov

Cuando hay varias variables explicativas, puede tomarse como kernel una
funcién de densidad multivariante, como la Normal.

Para el cédlculo del VaR, las funciones kernel pueden utilizarse para estimar
la funcién de densidad de las rentabilidades a partir de una muestra relativa-
mente reducida que no nos permitiria construir un histograma de frecuencias
suficientemente suavizado. En tal aplicacién, la eleccion de kernel no es exce-
sivamente importante. Puede comenzarse aplicando un ajuste de volatilidad
como se ha explicado, a partir de varianzas que pueden estimarse por EWMA
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o GARCH. Posteriormente, las rentabilidades se estandarizan para tener esper-
anza 0 y varianza 1 antes de ajustar el Kernel, y luego habria que deshacer
la transformacion, ya sea de acuerdo con valores medios muestrales o con los
valores de final de muestra. Por 1ltimo, se calculan los cuantiles de las distribu-
ciones continuas estimadas. El ejercicio se repite con las iltimas 500, 1000, 2000
y 3000 observaciones muestrales.

. Sample Size 500 Sample Size 1000

Gaussian Kemel
0.45 Epanechnikov Kemnel 0.45 Epanechaikov Kemel
Lognormal Kernel

Lognormal Kernel
0.4} —==Nomal Density L 0.4}{ —=—Nommal Density
\

Gavssian Kermel

Sample Size 2000 Sample Size 3000

——— Gaussian Kemel Gaussian Kernel
045 Epanechnikov Kemel 045 Epancchnikov Kemel /\ "
Lognormal Kernel ~ =~ Lognormal Kemel A

0.4f| —==Normal Density

0.4} == —Nommal Density

17N
N
035 {1\

N/ AN
e s
Otros kernel:
2 1
Si ide: K(u) ==
igmoide (u) P —
1
Uniforme: K(u) = 3 si —1<u<1
Triangular: Ku)=1—|u] si —1<u<1
Coseno: K(u) = %cos (gu) si —1<u<l1
L. 15 2 2 .
Cuartico: K(u):ﬁ(lfu) si —1<u<l1

Regresion local lineal La regresion lineal local es la solucién al problema:

T
{nig)lL(a, )= [y —a—blx— )] Kn(a — ) (17)
“ t=1
siendo K, (u) una funcién kernel y h su bandwidth. El estimador de m(x) es
el pardmetro a mientras que b es un estimador de la derivada de m(z) evaluada
en X =zx.
La solucién puede expresarse:
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. 2321 WYt
@) = - — 1~ (18)
D1 (wt + W)

donde los pesos se definen:

wy = Kp(z — 1) [s72 — (x — @) s7,1]
con sy, = Zthl(x — x4)".Kp(z — x4). Dichos pesos satisfacen la condicién:

T

Z(w —z)wy =0

t=1

La funcién (18) se conoce como local linear regression smoother.
El estimador de Nadaraya-Watson surge como solucién al problema:

T
L b —a)’K —
glnbn (a, tz:; yr —a)” Kp(z — x4)

bajo el supuesto de que la funcién m(z) tiene primera derivada. En general,
si m(z) admite k derivadas, entonces podemos sustituir el polinomio lineal de
(17) por un polinomio de grado k — 1.

9.4.2 Aproximacion de Cornish-Fisher

Una limitacién importante de la distribucién t-Student en la modelizaciéon de
las rentabilidades condicionales estd originada por su dependencia de un sélo
pardmetro, el nimero de grados de libertad, d. No permite asimetrias ni tampoco
puede reproducir el elevado grado de curtosis que se observa a menudo en las
rentabilidades estandarizadas empiricas. Una alternativa consiste en utilizar la
aproximacion de Cornish-Fisher, que proporciona aproximaciones a los cuantiles
de una distribucién de probabilidad de rentabilidades utilizando los momentos
de orden superior (en particular, la asimetria y curtosis) de la misma.

La aproximacién de Cornish-Fisher se basa en un desarrollo en serie de Tay-
lor de cuarto orden alrededor de la distribucién N(0, 1). Es una aproximacién
a la inversa de la funcién de distribucién seguida por las rentabilidades, es de-
cir, es una aproximacién al valor numeérico del cuantil Z, de la distribucién de
rentabilidades para un nivel de probabilidad p. La expresién de Cornish-Fisher
es:

- 72
jpzf(zp):'zp""(s( _1) 24 (2_3) 36 (Z —5)

donde z, = ®~!(p) es el p cuantil de la distribucién N(0,1), y 7, denotan
la asimetria y exceso de curtosis de la distribucién original de rentabilidades.
Noétese que cuando ambos coeficientes (asimetria y curtosis) son cero, tenemos
el cuantil N(0,1).
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En la estimacién del cuantil Z, hemos ignorado la esperanza y varianza de la
distribucién muestral de rentabilidades. Por tanto, Z,, puede interpretarse como
una aproximacién al p-cuantil de una distribucién empirica con esperanza 0 y
varianza 1. Si p y o denotan la esperanza y desviacién tipica de la distribucién
de rentabilidades observadas, sus cuantiles vienen dados por:

Tp =6y + [

Por tanto, una vez obtenida la aproximacién Cornish-Fisher, el VaR puede
calcularse (notemos que &, < 0) ,

p _ A~ ~ A~
VaR; = =Gt11%p — [l

y la ETL (calculada como valor numeérico positivo, como habitualmente se pre-
senta):

ETL, = —f(ETLa,)) 6 —jii=f(p~o (® ())& — it

donde f(.) es la funcién que define el cuantil CF, y ETLg, es la ETL de
una distribucién N(0,1). Recordemos de la seccién 1.7 que si X ~ N(uy,0%)
, entonces: ETLy,;(X) = p~t¢ (27 *(p)) o1 — py,, donde ¢ y @ denotan las
funciones de densidad y distribucién de una variable N(0,1).

Una limitacién de este enfoque es que puede verse influido numéricamente
por una alta frecuencia de rentabilidades estandarizadas en el entorno de cero
(es decir, no extremas), lo cual puede resolverse mediante la Teoria de Valores
Extremos, que examinamos mds adelante, ya que se concentra en la modelizaciéon
de las rentabilidades en la cola de la distribucién.

La aproximacién es buena para el cdlculo del VaR cuando las rentabilidades
no tienen mucha asimetria o curtosis. Para una rentabilidad con distribucién
t-Student con 50 grados de libertad, la aproximacién puede ser buena, subesti-
mando el VaR ligeramente, pero para una distribucién con 10 grados de libertad,
que tiene exceso de curtosis igual a 1, la subestimacién sera importante, en torno
al 10%.

Ejercicio [ver también EIV.3.4]

Consideremos, por ejemplo, el VaR 1%. Bajo Normalidad, tenemos: QDB} =
—2.33. Alternativamente, la aproximacién de Cornish-Fisher del cuantil 1% es:

ip =—2,33+ 0,747 — 0,245 — 0,387

Supongamos que la asimetria es: 7 = —1 y el exceso de curtosis: k = 4.
Tendriamos entonces,

F,=—2,33-0,74 —4(0,24) — 0,38 = —4,41

y tenemos el VaR:

VGJRtp+1 = —4, 410t+1
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casi el doble de lo que habriamos obtenido suponiendo la Normalidad de los
rendimientos estandarizados.

Cuando la distribucién de rentabilidades se separa de la Normal la aproxi-
macién Cornish-Fisher puede no dar buenos resultados. A modo de ejemplo, el
siguiente gréfico muestra el error porcentual de estimacién del cuantil cuando
las rentabilidades siguen una distribucién t-Student con distintos grados de lib-
ertad. Puee verse que con v = 50, Cornish-Fisher subestima el VaR alrededor
de un 2%, pero para v = 6 el error de estimacién del VaR puede ser muy alto.

10% Error (th0)
w——F rror (£10)
T rror (HG)

5% 4

= 0%
T

sl

o -5%
2

5]
2-10%

-15%

rdees

g -20%
=

0% 1% 2% 3% 4% 5% 6% T% 8% 9% 10%
Nivel de significacion

9.4.3 Distribuciones de valor extremo

La aproximacién de Cornish-Fisher proporciona estimaciones de los cuantiles
de la distribucién de rendimientos estandarizados a partir de estimaciones de
los coeficientes de asimetria y de exceso de curtosis de dicha distribucién. Pero
las estimaciones de estos estadisticos pueden estar excesivamente condicionadas
por el amplio conjunto de rentabilidades en el entorno de cero, lo que enten-
derfamos por rentabilidades "esténdar". Por esta razén puede ser conveniente
un enfoque basado unicamente en los rendimientos més extremos. Ademds, el
mayor riesgo al que se enfrenta una cartera es la ocurrencia repentina de una
rentabilidad negativa extremadamente grande, por lo que estimar con precisién
la probabilidad de tales sucesos es la esencia de la gestién de riesgos.

El resultado bésico sobre el que se basa la EVT es que la cola extrema de una
amplia familia de distribuciones F' puede describirse aproximadamente por una
distribucién relativamente sencilla, la llamada distribucién de Pareto. La teoria
se basa en el supuesto de independencia e idéntica distribucién de los rendimien-
tos. Como la dependencia temporal surge en muchos casos debido a la persis-
tencia en volatilidades, es conveniente trabajar con rendimientos estandarizados
mediante un modelo de volatilidad condicional previamente estimado:

Zt41 = Tt+1/0t+1
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que, generalmente, ya podemos suponer i., i.d., con esperanza nula y varianza
unitaria.

Por otra parte, los rendimientos en periodos de tiempo relativamente largos
se aproximan a la distribucién Normal, por lo que la EVT tiene mayor interés
para rendimientos observados en datos de alta frecuencia, una vez estandariza-
dos.

Una alternativa es ajustar a los datos disponibles una distribucién que se sabe
que tiene colas gruesas, como la distribucién Generalizada de Valor Extremo
(GVE). La distribucién GVE se ajusta a la muestra completa, mientras que
la distribucién generalizada de Pareto (GPD), que veremos luego, se ajusta a
las rentabilidades que exceden de cierto umbral predefinido u. Pero necesitamos
tener un cierto nimero de datos por encima de dicho umbral (minimo 20) para
ajustar con precision la distribucién.

La distribucién Generalizada de Valor Extremo (GVE) depende de pardamet-
ros de posicion (u) y de escala (3), asi como de un pardmetro £ que se conoce
como indice de cola (tail index). Su inverso, 1/£, se conoce como shape (perfil)
de la distribucién. La funcién de distribucion es:

F(z) = GM)Cﬂﬂp(—Z;u>>,f=0,

-] YE zZ— I

siendo su funcién de densidad:

671 exp (_Z—ﬂﬂ) exp (— exp (—7)) , €=0,

—-1/¢6-1 -1/¢
f@) = 7 [Hfz_} exp< [Hg’z‘} >,57éo, L

By

~
8

~—
I

B B B

z—

7
B

La condicién & > —1 es una condicién sobre el rango de valores de x,

z > p—pEtsi BE>0
z < ,u—ﬁfflsiﬂ§<0

Hay tres tipos de distribucién GVE, segin el valor del indice de cola € :

e para ¢ = 0 tenemos la distribucién de Gumbel, cuya densidad tiene moda
en 0, asimetria positiva y disminuye exponencialmente en las colas

e para ¢ < 0 tenemos la distribucién de Weibull, cuya densidad tiende a
degenerar en el punto p segun tiende £ a —oo. La cola inferior permanece
finita.
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e para ¢ > 0 tenemos la distribucién de Fréchet, que también tiende a
degenerar en el punto u, pero esta vez segin tiende & a oo. Converge
mads lentamente que la distribucién de Weibull, puesto que en las colas
disminuye de acuerdo con la potencia de los valores de la variable. Este
resultado aplica a la mayoria de las distribuciones con colas pesadas, como
la ¢t de Student.

Para distribuciones con colas ligeras, no muy ttiles en Finanzas, el pardmetro
& serfa negativo. En series financieras, tendremos habitualmente: £ > 0, una
distribucién de Fréchet.

9.4.4 Distribucion en las colas: La distribucién Generalizada de
Pareto

Consideremos ahora la distribucién de Pareto, que se utiliza para represen-
tar valores extremos por encima de un cierto umbral. Supongamos que los
rendimientos estandarizados z siguen la distribucién incondicional F(z), y con-
sideremos la probabilidad de que el rendimiento observado un determinado in-
stante, excediendo de un cierto umbral u, lo haga en menos de una cuantia x.
Esto define una funcién de distribucién diferente sobre el conjunto de valores
de z superiores a u, que denotamos por F, y que tiene como argumento a x,
el exceso de z sobre u. La funcién F,, es la distribucién de probabilidad de z
truncada a la izquierda de u, que podemos calcular:'®

2>0= F,(z) =Plz<utz|u<z = P(u;(j§5)+ x) _ F(ulJr_z;?(uf(u)

Como vemos, F, es una funcién paramétrica del umbral fijado, u, y puede
escribirse en funcién de la distribucién de rendimientos estandarizados F'.

Para un umbral dado u, suficientemente alto, y para muchas distribuciones
de probabilidad F, la distribucién F,, pertenece a la familia de distribuciones
Generalizada de Pareto (GPD), que estd definida por (nétese que el argumento
es x, el exceso de z sobre u):

N
P(z—u<xz>u)%1—(1+) E#0 (19)

B
lexp(2>,£0

donde 5 > 0 es el pardmetro de escala y £ es el tail index.
La distribucién de probabilidad de Pareto habitual tiene funciones de dis-
tribucién y densidad:

&3
8
~—
I

<
&
2

18Ge dice truncadaa la izquierda porque es la densidad de probabilidad a la derecha del
umbral wu.
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o = ()

flz) = #, para a > 0,k > 0,2 > 0

Cuando £ > 0, la distribucién Generalizada de Pareto tiene colas pesadas y
se reduce entonces a la distribucién de Pareto con o = 1/&, k = 8/€, como facil-
mente puede comprobarse a partir de las expresiones anteriores. La distribucién
Exponencial es otro caso particular, cuando £ = 0. Cuando ¢ < 0 tenemos la
"Short-tailed" distribucién de Pareto de tipo II.

Su funcién de densidad es:

—1/¢-1
fulz) ~ Bl(uf;) €40
fu(x) ~ 6_1exp(_z>a§:0

El rango de valores admisibles de x en esta funcién de densidad esta definido
por la condicién: 1+ & % > 0, similar a la que vimos en la distribucién GVE.
Por tanto, si £ > 0, entonces el rango admisible es z > —3/£. Si £ < 0, como
debe cumplirse £ > —1, es decir 2§ > —f, ello implica: 0 < z < —f/¢.
Cuando £ < 0,el rango de valores efectivos para la funcién de densidad aumenta
al aumentar el pardmetro de escala 8 . Al aumentar el indice de cola £ aumenta
la probabilidad en las colas. En series financieras, £ suele estar entre 0.1 y 0.4.
Esta distribucion tiene momentos finitos de orden k solo para k < 1/£. Ademads:
B(X) = B/(1—¢).

Como la distribucién DGP se utiliza sobre rentabilidades estandarizadas, una
vez estimado el VaR, hay que deshacer tal normalizacion multiplicando el VaR
paramétrico estimado por la desviacién tipica de las rentabilidades originales y
sumando su media.

Para estimar sus pardmetros por maxima verosimilitud, seleccionamos las
observaciones z; superiores al umbral escogido u, y maximizamos:

N 1 Zi — U —1/e-1 N 1 T; —1/e-1
f‘%,%%%l“[ﬁ(”ﬁ ) 1 - Em[ﬁ(”%) 1‘

1Y) 2w i . i .
—nulnﬁ—<1+>z<1+§x), sujeto a  : 6>O,1—|—§x—20, Vi

£/ iz B B

F(utz)—F(u)

Estimacién sencilla de la GPD Si en la expresién: Fy(x) = T a)

tenemos en cuenta que: z = x + u, tenemos:
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. F(z)—F(u) 1-F(z)
e T T R Y ()

Si T denota el tamafio muestral total, y T;, denota el niimero de observaciones
que exceden del umbral u, el término [1 — F(u)] puede estimarse mediante el
cociente T, /T. Utilizando la aproximacién (19) para sustituir en la expresion
anterior Fy,(z—u), tenemos, para las rentabilidades estandarizadas z que exceden
del umbral u, la distribucién:

T, (,  &z—w\
Fz)=1-— (14 >—— 20
@=1-7 (1+ 52 (20)
que es la estimacién de la cola superior de la distribucién de rentabilidades.
Notese que aunque la GPD es una distribucién sobre los excesos de rentabil-
idad a partir de un determinado umbral, de ella deducimos una distribucién
sobre rentabilidades z.

Example 10 (Hull) Supongamos que & = 0.3232,5 = 0.0055, que elegimos
un umbral u = 0.02, y que entre las T = 2256 observaciones muestrales, hay
T, = 28 rentabilidades menores que —2%. Si quisiéramos estimar la probabilidad
de que la rentabilidad z sea inferior a -0,04, tendriamos:

28

0.04 — 0.02) /¥ 0,000
22556 -

F(0.04)=1- 0.0055

(1 + 0.3232
por lo que: P(z < —0.04) = 1 — 0.9989 = 0.0011, un estimador que, sequ-
ramente, serd mas preciso que el resultado que hubiesemos obtenido contando

observaciones. Del mismo modo, se obtendria que la probabilidad de obtener una
rentabilidad inferior a -6% seria 0.0003.

Vamos a utilizar este resultado para estimar el pardmetro ¢ , que determina
el grosor de la cola de la distribucién F, por maxima verosimilitud. Para ello,
suponemos que para valores de z superiores al umbral u, es decir, para z > u,
la funcién anterior puede aproximarse por:?

F(z2)=1—L(z)z V¢~ 1—cz7 /¢

con funcién de densidad:

f(z) = dFdiz) = %cz‘l/g_1

= F(z) = 1-[1 — F(u)][1 - Fu(z — u)]

donde puede observarse que en la aproximacién hemos prescindido del pardmetro

8.

1/¢ —u\ /¢
19En esta aproximacion, la funcién L(z) es: L(z) = TT” (g) <1 + M%)
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La aproximacion se basa en el hecho de que la funcién L(z) varfa lentamente
con z para la mayorfa de las distribuciones F, por lo que podemos suponerla
constante. De este modo, tenemos en F(z) ~ 1 — ¢z~ Y€ una expresién que
nos permite aproximar el valor numérico de un amplio conjunto de funciones de
distribucién en su cola superior.

Utilizando la definicién de distribucién condicional tenemos la funcién de
densidad de rendimientos a la derecha del umbral wu:

f(z)
P(z>u)

Recordemos que, esencialmente, una funcién de densidad truncada se obtiene
normalizando la funcién de densidad original por la probabilidad existente en la
regién que se considera tras el truncamiento (en este caso, la regién a la derecha
del umbral ).

Suponiendo independencia de los rendimientos, tenemos la verosimilitud:

o S T (1 02;1/571
L_HlfF(u) _H (f cu—1/¢

i=1 i=1

f(2/z>u) =

para las observaciones z; > u. Por tanto, el logaritmo de dicha funcién es:

&t 1 1
InL = Z [—lng — ( + 1) Inz; + lnu}
P £ 3

Derivando respecto de £ e igualando a cero, tenemos el estimador de Hill del
pardmetro de grosor de cola:

1 & Z
e
¢ T, Z u
=1
Ya solo nos falta estimar el pardmetro ¢ de la aproximacion a la distribucién
F. Para ello, notamos que:

T, _1
Flu)=1-=2=1—cu /¢
(u) T cu
¥y, puesto que F'(u) estd estimado mediante Ty, /T, esto nos lleva al estimador:
o Tu, 1/
c=—u

por lo que la estimacion de la funcién de distribucién para observaciones que
exceden del umbral u puede aproximarse por:

w 2\ /¢
F(z) = 1—cx=1- T? ) "= (21)
1 -1/
= f(2)= é%z’(zﬂ) = % (%) ' i (22)
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Por tanto, bajo el supuesto que antes hicimos acerca del comportamiento
de la funcién F(z), tenemos estimadores sencillos, sin tener que recurrir a la
optimizaciéon numérica de la funcién de verosimilitud que antes vimos.

Noétese que la GPD es una distribucién definida para los excesos de rentabil-
idad sobre un determinado umbral u, y de ella hemos deducido una distribucién
sobre las propias rentabilidades enla cola, z.

Remark 11 FEs muy importante observar que hemos desarrollado la EV'T para

la cola derecha de la distribucion, al considerar la probabilidad de que el rendimiento
z observado un determinado instante, excediendo de un cierto umbral u, lo haga
en menos de una cuantia x. Por tanto, para aplicar la teoria de EVT que hemos
desarrollado al andlisis de la cola 1zquierda de una distribucion de rendimientos,
hemos de trabajar con pérdidas estandarizadas:

Tt
2y = ——
Ot

no con las rentabilidades estandarizadas.

Ejercicio [EIV.3.3] Utilizando las rentabilidades del S&P500 ajustadas de
volatilidad que se incluyen en la hoja de cédlculo para enero 1950 a marzo 2007,
se estiman los pardmetros de la distribucién GPD y se calcula el VaR bajo esta
distribucién, compardndolo con el estimado mediante el percentil adecuado de
la distribucién de rentabilidades ajustadas de volatilidad.

Threshold nu u 13 B
20% 1000 0,693 ,1194 2,2280
10% 500 F1,1708 ,1776 3,3405
5% 250 Fl,536 ,2305 4,4352
1% 50 (2,5292 ,4036 8,2127

Standardized: Ajustado de volatilidad
VaR{Standardized) GPDMaR |
8,8421 5,94%
10,2978 6,91%
11,0486 7,41%
11,7463 7,88%
Empirical@aR " 4,86%

Eleccién del umbral u La eleccion del umbral u es siempre delicada. Si es-
cogemos un umbral excesivamente pequeno, entonces estaremos trabajando con
algunos rendimientos no excesivamente atipicos, y la aproximacién funcional a
la cola de la distribucién en que nos hemos basado puede no ser suficientemente
buena para dichos valores numéricos. Si, por el contrario, escogemos un um-
bral excesivamente elevado, tendremos muy pocas observaciones para estimar
los pardmetros de la distribucién, por lo que tendremos baja precisién en la es-
timacién de dichos pardmetros y, consecuentemente, en los célculos posteriores
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de Valor en Riesgo, Pérdida Esperada y otros, que veremos a continuacién. Una
regla relativamente habitual es elegir un umbral que deje un 5% de los datos
en la cola de la distribucién, aunque en funcién del niimero de observaciones de
que dispongamos podriamos variar dicho criterio.

VaR y ETL en la teoria de valores extremos Supongamos que hemos
ajustado una distribucién GPD a las pérdidas en exceso de un umbral u. Dado
un nivel de significacién p (por €j., 1%), el cuantil ¢ de orden 1 — p (99%),
definido por: F(q) =1 — p, debe satisfacer (20):

oy = pg=1 D (1 S )T T () e m )T

T 5
= VaRi_, = AN 1
alti—p =¢qp=u+ ¢ (Tp) (p)
donde T es el tamano muestral y T, es el nimero de observaciones por
debajo del umbral u. Como puede verse: a) utilizamos la probabilidad 1 — p
en el cédlculo del cuantil, ya que estamos aplicando una teorfa desarrollada para
valores a la derecha de un determinado umbral u, asf que cambiamos signo a las
rentabilidades r; para trabajar con pérdidas y caracterizar la probabilidad de
obtener pérdidas a la derecha (es decir, mayores) de un umbral u . El cuantil
q para el que 100(1 — p)% (con p = 0,01, por ejemplo) de las observaciones
muestrales son pérdidas inferiores a ¢ es, cambiado de signo, el cuantil para el
que el 100p% de las rentabilidades estandarizadas (no pérdidas) son inferiores
(mds negativas que —gq). La estimacién del VaR resultante tendrd ya signo
positivo.

B

Example 12 En el ejemplo anterior de Hull, si queremos calcular el VaR 99%
a 1 dia (que interpretamos como VaR 1% cambiado de signo) de una cartera de
1 millon de euros invertida en este activo, tendriamos:

—0.3232

0.0055 2256
—y (1 -0. —1| =0.0212
0.3232 28 (w) 00

VaRgy g9 = 0.02 +

p
es decir, 21.200 euros, 02,12% del valor de la cartera.

Si no disponemos de estimaciones del pardmetro 3, podemos aplicar la ex-
presion aproximada (21):

T,

o= r1- ()

por lo que dicho cuantil serfa entonces:

. 7.\
g=VaR,_,=F ' (1-p)=u <Tp> =0.0214
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Definition 13 La pérdida media en exceso sobre un umbral u se define:

e(u)=E(z—u|z>u)

y si la distribucién en exceso del umbral sigue una distribucién GPD, su
expresion es:

e(u) =

conu > OsiO§§y0§u§—§Si§<O

De hecho, puede probarse que la distribucién de los excesos sobre otro umbral
més elevado que u, el umbral elegido para definir la "cola" de la distribucién
tienen asimismo una distribucién GPD con el mismo pardmetro ¢ pero con un
parametro de escala 8 que crece linealmente con el umbral escogido, v, v > wu.
Supuesto que £ < 1, puede probarse que el exceso medio es:

_ft+Ev—u) v B-Cu
e(v) = ¢ —1_§+1_§ (23)

El Expected Tail Loss o VaR condicional puede estimarse como el promedio
I I
ES = —— pdr = —— (u—l—ﬂ
P

de los cuantiles desde p hasta 1:
T,\* 1
— | ——1| |dx =
1-pJ, 1—p 3 (T> ¢ D :

1i {u B <T5 p—E+1 m)}l _VaRi,  B—¢u

Tte 1-¢ T1-¢

TE1—¢

donde u es el umbral que se haya elegido para definir lo que se entiende
por la "cola" de la distribucién de rentabilidades. A esta misma expresién se
llegaria agregando al VaR;_, el exceso medio (23) parav = VaRi_, : VaRi_,+
e VaRy , + 55 = Yfher 4GS

[Christoffersen Chapter4Results.xls, question 6 compara los valores numéri-
cos del VaR estimado en un modelo Normal, un modelo t-Student, la aproxi-
macién Cornish-Fisher, y el modelo EVT].

Construccién del Q@Q-plot bajo la EVT. El Q@-plot se construye uti-
lizando los pares de puntos formados por el cuantil teérico ¢ que acabamos de
caracterizar y el cuantil empirico ¢; (el cuantil empirico es ¢; es la i-ésima
pérdida estandarizada, en orden descendente desde la més elevada):

R RYERN




ya que p se estima mediante: p = i7£’5. Las coordenadas y; del Q@Q-plot son

las (T,,/T) mayores pérdidas realmente observadas en la muestra.
[ver Christoffersen Chapter4Results.xls, question 7]

Aplicacién préactica de los procedimientos de EVT

1. Comenzamos estimando un modelo de volatilidad para las rentabilidades,
que utilizaremos para convertirlas en rentabilidades estandarizadas, divi-
diendo por o;.

2. Fijado un umbral g, para la definicién de cola de la distribucién (99% 6
95%, por ejemplo) calculamos el umbral « como el percentil 1 — g, en las
rentabilidades estandarizadas. El umbral serd una rentabilidad negativa.

3. Consideramos ahora la distribucién de pérdidas estandarizadas, obtenidas
cambiando de signo las rentabilidades estandarizadas.

4. Estimamos el pardmetro £ de grosor de cola a partir de las pérdidas es-
tandarizadas.

5. Fijado un nivel de significacién p para la estimacién del VaR, calcu-

§
lamos Flilp =u (%%) [denotado como EVT en Christoffersen Chap-

ter4 Results. Question 6] y multiplicamos por la volatilidad de cada dia
para obtener el VaR. Hemos de utilizar el umbral v cambiado de signo,
positivo, puesto que estamos trabajando ahora con la distribucién de las
pérdidas.

6. Para generar un QQ-plot, representamos las T, rentabilidades estandarizadas
menores (las méds negativas, recordemos que estamos modelizando la cola
izquierda de la distribucién de rentabilidades) frente a los cuantiles de
las distribucién que queremos utilizar como referencia en el QQ-plot. En

3
el caso de la EVT, los cuantiles estdn dados por Ff_lp =u (TT%) =
19
Ty
u (i—.50>
Ejemplo: En Chapter4Results.xls, de Christoffersen, se estima un GARCH(1,1)
bajo una distribucién t-Student para la innovacién del proceso, y se dibuja el

QQ-plot para los residuos del modelo estimado (Question 4 y Question 5). En
Question 6 se utiliza el estimador de Hill para la GPD.

9.4.5 Distribuciones de Johnson

Johnson (1949) introdujo una familia de distribuciones mediante una traslacién
de la distribucién N(0,1).Si Z ~ N(0,1), la variable aleatoria Y definida medi-

ante la transformacion:
Y —
Z=7v+0.yg <)\§>
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donde: &, A > 0,7,0 > 0 son pardmetros. La distribucién resultante depende
de la funcién g que se utilice. Si g(u) = u, tenemos la distribucién Normal
con E(Y) = & —yN\§,Var(Y) = (A\§)? (de modo que si 6 = Ay vy =&Y
seria N(0,1)); si g(u) = log 1~ tenemos una distribucién acotada, conocida
como distribucién Johnson Sp : Y ~ JSp(&, A, 7,0); si g(u) = In(u) tenemos
la distribucién log-normal; si g(u) = senh~'(u) obtenemos una distribucién
de probabilidad no acotada, conocida como la distribucién Johnson Sy : Y ~
JSU(& /\7 s 6) .

Por tanto, una variable aleatoria Y sigue una distribucidn Sy de Johnson

no acotada si:
Y —¢ L Z —~
— =senh | ———
e 5

donde Z ~ N(0,1). Los pardmetros (£, A,7,0) determinan, respectivamente,
la localizacién, la escala, la asimetria, y la curtosis de la distribucién. Con cuatro
pardmetros, la distribucién es muy flexible y puede recoger comportamientos

muy variados.
SiY ~ JSu(& A, 7,9):

Fy(y)=P(Y<y)=P [N(O, 1) <y +d.senh™! (y;ﬁ)} =0 (’y + §.senh™?

donde ® denota la funcién de distribucién de una variable N (0, 1). La funcién
de densidad es:

= s e (59

donde ¢ denota la funcién de densidad de una variable N(0,1). Su media y
varianza son:

poo= &+ Mwsenh (Q)
2
o? = %(w — 1) (w.cosh(22) + 1)

donde w = exp(6~2), y Q = /4.
Cada cuantil =, de la distribucién de Johnson no acotada estd relacionado
con el cuantil andlogo z, de la distribucién N(0,1) :

q=Fy(z,) = ® '(q) = 2, = y+d.senh™* (mp)\5> =z, = \.senh (Zp (; 7)—!—{

por lo que dado el VaR z, de una N(0,1) a un determinado nivel de signifi-
cacién y para un horizonte dado, tenemos:
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VaR, (JSy) = — <>\.senh <zp (; 7) + f)

que serd un valor numeérico de signo positivo.

Es posible estimar los pardmetros de la distribucién de Johnson a partir de
los cuatro primeros momentos muestrales de la distribucién de rentabilidades
utilizando el Método de Momentos, del siguiente modo (algoritmo de Tuenter
(2001)):

Calculamos una cota superior y una inferior para w :

1/2
WP — (—1 20+ 2))
W = max(wy,ws)

donde w; es la tinica raiz positiva de w* +2w3 +3w? —k—6 = 0, donde & es el
exceso de curtosis muestral, y wo es la tinica raiz positiva de (w—1)(w+2)? = 72
siendo 7 el coeficiente muestral de asimetria.

A continuacién, denotando por m(w) la funcién:

1/2
K+6

hallamos el valor numérico w*, comprendido entre w™ y WS tal que

(@ =1 —m(w") <w*+2+m<‘;*>>2 _

Finalmente, las estimaciones paramétricas son:

1

In w*

v = 06, siendo § = —sgn(7)senh™* <\/

(w* + 1) (w* — 1 —m(w*)))

2w*m
N = 202
- w* — 1)(w*cosh26 + 1
(
w* —m(w*) — 1
£ = p—sgn(n)

donde i y o son la media y desviacién tipica de la muestral de rentabilidades.
La distribucién de Johnson da resultados mucho mejores que la aproximacion
de Cornish-Fisher. Para una distribucién t-Student con 30 grados de libertad
apenas comete error de aproximacién. Incluso con 10 grados de libertad el
error es despreciable. Para una distribucién t-Student con 6 grados de libertad,
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la distribucién de Johnson subestima ligeramente el VaR al 5% y 10% y lo
sobreestima ligeramente para percentiles 0,1% y 1%.

Ejercicio [ver EIV.3.5] En la hoja de célculo, primero se obtienen, mediante
el algoritmo de Tuenter, los valores de w1, ws, y a continuacion, el valor de w*.

La distribucién JSy admite una representacién alternativa mediante la fun-
cién de densidad:

5 1 1 e

fy(y) = Eif > 177%6
donde:
z = —vy+6senh (r)=—y+0d.log [r + (r? + 1)1/2] , con Z ~ N(0,1);
— Mw'/Zsenh (Q
poo Yo Benh (@) (57 0 = /s
cA
1 —1/2
c = i(w — 1) (w. cosh(292) + 1)]

con esta parametrizacién, los pardmetros £ y A son la esperanza y la varianza
de Y. El pardmetro v determina la asimetria, y tiene el mismo signo que ésta.
El pardmetro § debe estar en muchos casos por encima de 1, y determina la
curtosis.

9.4.6 Distribucion t-Student Generalizada Asimétrica

La distribucién SGT (Theodossiou, 1998), es una distribucién muy flexible que
puede captar tanto el exceso de curtosis como la asimetria presente en las se-
ries financieras. Y que engloba como casos particulares un conjunto amplio de
distribuciones més sencillas, como la distribucién normal o la t-Student.

’ +5|k —(n+1)/k
2| A k)=C|1+ :
fGe | A, k) ( () [1+sz’gn(zt+5)A]'“9k>

donde:

NI
1/k
_ n 1y (ntl n—-12
”‘”B(k’k><k) B(k’k)’
-1 1/k
ap(n 1 n+1 n-13
(1+3)\)B(k,k) ( . ) B( L
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En esta densidad, X es el pardmetro de simetria (| A |[< 1), n > 2 recoge el
grosor de las colas, k > 0 recoge la curtosis o grado de apuntamiento, B(.) es la
funcién Beta, y z; son los rendimientos estandarizados.

La distribucién normal surge como caso particular cuando A = 0,k = 2,n =
00, mientras que la t-Student con v grados de libertad aparece cuando A
0,k=2,n=n.

9.5 VaR histérico para carteras lineales

Analizamos el cédlculo del VaR histérico en carteras lineales sin plantearnos la
precision en la estimacién del VaR en cuantiles extremos, lo que podria hacerse
utilizando Cornish-Fisher o las distribuciones de Johnson. Por el contrario, en
los ejemplos vamos a aplicar la regla de la raiz cuadrada al extrapolar la varianza
en el tiempo. Hacemos el ajuste en volatilidad mediante EWMA, aunque podria
hacerse mediante un modelo GARCH. Cnviene dejar claro que utilizamos los
modelos EWMA y GARCH unicamente por simplicidad.

En toda esta seccién podria anadirse la preocupacién por la precisién en la
estimacién del VaR a un alto nivel de confianza.

9.5.1 VaR histérico para secuencia de flujos de caja

[Case Study IV.3.5.1,pestana EIV.3.5.1]

Despues de proyectar los cash flows sobre los vertices de tipos de interés, se
utiliza la representacion habitual de la cuenta P&L: APV, ~ —8' Ar,.Previamente
se ha utilizado un esquema EWMA para ajustar volatilidad al final de la mues-
tra. Luego se ajustan las P&L diarias en volatilidad, para hacerlas comparables
con la ltima observacién muestral. Se comparan los histogramas de P&L re-
sultantes, y se calculan los VaR con ajuste de volatilidad y sin dicho ajuste.

Starr gate: &5 Jan- 00 7
Engt date: 31-gk-07 023
Sample slze
2817 Skewness X5 imrashs
Upwreighted £.8288 45,0152
Volatifty Adjusted -8.86387 G.2267
SipnHlcance lavel 1A% #.5%
Risk horizon [daysh is his)
tambda 8.3 0.8
Haweighted Walatiity Adiusted Howeighted Volatifity Adiusted
Histarical VaR £337,188 266 585 £237 598 £3TR 551
Narmal VaR £194 403 £264 863 £215A75 £382 854
Ratio BT% 10i% 110% B3%

9.5.2 VaR total, sistematico y especifico para una cartera de acciones

[EIV.3.6] [EIV.3.7], ambos en [Case Study IV.3.5.2].
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La rentabilidad de una cartera se construye a partir de las rentabilidades de
los activos que la componen mediante:

re = wpxy, t=1,2,....T

donde utilizamos la serie temporal reconstruida de una cartera que se hubiese
mantenido histéricamente con la misma composicién que la que hemos config-
urado en T. Por otra parte, como el VaR histérico reflejard mejor las actuales
condiciones de mercado si se utilizan rentabilidades ajustadas de volatilidad,
podemos hacer este ajuste de dos modos distintos: 1) ajustando las rentabili-
dades de cada activo y aplicando los pesos que definen la cartera, 2) aplicando
los pesos para definir la rentabilidad de la cartera y ajustando directamente esta
rentabilidad.

Es importante que el ajuste de volatilidad preserve la estructura de correla-
ciones de las rentabilidades ¢ de los activos. Sin embargo, en el primer caso,
el ajuste individual por volatilidad modifica las correlaciones, por lo que nece-
sitamos un ajutse multivariante por volatilidad. Para ello, si denotamos por V;
la matriz de covarianzas GARCH o EWMA de las rentabilidades y por Q; la
matriz de Cholesky correspondiente, tenemos:

Vi(re) = Vi = QuQ;

y hacemos la transformacién del vector de rentabilidades ry:
’I:t = QTQzl’I“t, t= 1,2, ...,T

tenemos:

Vi(7) = Vi (QrQy 're) = QrQy "Vi(ry) (QTQ;l)/ =Qr (Q;'Q:) (1Q:™") Qr = QrQy = Vr

manteniendo por tanto constante la estructura de la matriz de covarianzas.
En el caso de 2 activos, si denotamos:

2
o o192t a; 0 1 1 ¢t 0
‘/t = 1t 2 = Qt = b = Qt = b
012t  Og t Gt atC —0¢ Gy
con a; = /03, by = o121 /\/0%, ¢t =  Jo5, — 24+, por lo que:
—1 —1 arcy 0
QTQt = (atct)

breg — bier  ager

y la transformacion es:

o U?T . o bTCt — thT cr
Tt =T\ —5 > Tot =Tip—————— + Tot—
01t Qa¢Ct Ct

de modo que la primera rentabilidad solo experimenta el ajuste de volatilidad
habitual.
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En el Case Study IV.3.5.2 (pestafia EX IV.3.6) se calcula el VaR ajustado
de una cartera formada en un 70% por acciones de Citigroup y en un 30% por
acciones de Apple. En la pestaiia EX IV.3.7 se hace la descomposicién en
VaR sistemdtico y VaR specifico. La estimacién del VaR se realiza de 3 formas
distintas: a) transformando las dos rentabilidades de modo que se preserve la
correlacion entre ellas, b) generando la serie temporal histérica de la rentabilidad
de cada activo de la cartera, ajustandola de volatilidad, y calculando su VaR, c)
ignorando el efecto que la transformacién tiene sobre la correlacion: ajustamos
la rentabilidad de cada activo por separado, y se reconstruye la serie temporal
de la rentabilidad de la cartera. En el ejemplo se utiliza un modelo EWMA
para generar las series temporales de volatilidades, pero de igual modo podria
haberse utilizado un modelo GARCH.

Si se va a calcular el VaR de distintas carteras sobre los mismos activos,
es preferible ajustar las rentabilidades de los activos individuales. Entonces,
debemos utilizar el primer procedimiento. Sin embargo, el error introducido
con el tercer procedimiento no es generalmente muy grande.

Citibank 03

Apple 0.7

Lambda DWMA 0.94

Var Parameters

Significance Levs! 4.0t 805 5008
Huolding Pericd 10 io 18
Historical Vak {Pnadjusted} 17.5% 10.5% 29.3%
Historical VaF Volatility Adjusted - Method {al 10.2% 13.4% I5.6%
Historical ¥aR Veolatility Adjusted - Method (b} 18.4% 13.1% 25.4%
Historical VaR Volatility Adjusted - Method [t} i8.1% 12.3% 25.2%

En un modelo factorial, podemos descomponer el VaR total en un VaR
sistematico, debido a los factores de riesgo, y un VaR especifico. Solo que a
diferencia de lo que sucede en el enfoque paramétrico del VaR, en el enfoque
histérico y en el de Monte Carlo, esta descomposicién no es aditiva. Para ello,
comenzamos estimando las betas de las dos acciones [Fig.IV.3.23 en Case Study
IV.3.5.2] El calculo del VaR 1% a 10 dias y su descomposicién se lleva a cabo en
la pestana IV.3.7 en Case Study IV.3.5.2, para dos fechas diferentes, 21 de abril
de 2008 y 30 de octubre de 2006. El componente sistematico de la rentabilidad
de la cartera es:

Tsis = (W1T B + wWarBar)Tm,

La descomposicién se lleva a cabo, ademds, sin ajustar las rentabilidades y
ajustdndolas por la volatilidad del final de la muestra.
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Lambda

.24
Weights Betas Weights Betas
Citibank 8.3 1.08 4.3 2.3
Apple a7 2.43 0.7 1.51
Nat 2.02 1.78
Startdate: 0270172001 0370172001
End date:  30/10/2606 2170472008
Significance Level 1% 1%
Risk Herizon 10 10
Historical VR | Unadjusted Vol. Adjusted Unadjusted Vol. Adjusted
Total 17.4% 5.8% 17.5% 17.1%
Systematic i8.8% 5.0% 16.8% 17.7%
Specific i5.1% 5.1% 13.3% 17.6%
Nosmal VaR Unadjusted Vol, Adiusted Unadjusted Vol. Adjusted
Total i6.6%h 8.3% 16.3% 18.1%
Systematic 16.9% 8.3% 14.8% 18.1%
Specific i4.2% 68.2% 12.1% 172.7%

Systematic Return

Systematic Return (Adjusted)

i:—_=‘_

:M MP $j|\ “l . 'll‘u l’l'\lhuwl H”‘ i mw. Ml

MN ‘ Y' w' il ”H {J I M "W

9.5.3 VaR Equity y Forex de una cartera de accciones internacionales

Jan-01
Jul-01 4
Jan-02
Jul-0z 4
Jan-034
Jul-03 4
Jan-04
Jul-04
Jan-05 4
Jul-0s
Jan-06
Jul-06

[Case Study IV.3.5.3] ;Cémo debe desagregarse el VaR de una cartera de ac-
ciones internacionales en sus componentes Equity y Forex? Sabemos que los
cuantiles se transfoman de modo natural al aplicar transformaciones monotonas
continuas. También sabemos que si la rentabilidad de la cartera sigue una
distribucién estable, tambien es posible agregar temporalmente los cuantiles,
al igual que hacemos con la varianza. Sin embargo, no existe una manera de
caracterizar la transformacién de cuantiles dentro de una cartera, es decir, la
relacion que existe entre los cuantiles de la cartera y los de los activos que la
componen.

Consideremos un inversor UK que tiene una cartera en acciones US y UK a
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21 de abril de 2008. Supongamos que el 70% del total de la cartera estd invertido
en libras esterlinas, en la forma de acciones UK, y 30% est4d en acciones US. La
cartera US tiene una beta de 1.8 en relacion con el S&P500, y la cartera UK
tiene una beta de 1.25 respecto del FTSE100.

Puesto que vamos a utilizar una muestra larga de datos diarios, desde 3 de
enero de 1996 (3000 datos), utilizaremos varianzas ajustadas por un esquema
EWMA con A = 0.94.

Hemos de tener en cuenta que el precio en libras de una inversién en US$ es:

pf =pix/®
por lo que, en términos de rentabilidades logaritmicas:
£/$8 v £/$ £/$
In (Ptf-l/Pt£) = 1n(Pt$+1/Pt$) + ln(Xt+/1 /X / )= 7“28 = Tf + 7y /

Si denotamos con subindice 1 la inversién en libras, y con subindice 2 la
inversion en US$, el valor de la cartera en libras en cada momento es:

£ £ £
P = w1 Pfy +wa Py

con w; = 0.70 y wy = 0.30 en este ejemplo. Para continuar, hemos de
suponer que las rentabilidades logaritmicas y porcentuales son similares. Si
denotamos por yﬁ e ygt las rentabilidades diarias de los dos indices de mercado,
tenemos las rentabilidades diarias de las carteras UK y US:

£ £..8 _ $
T = B1Yis roe = BaYar
donde 3, y B, son las betas porcentuales de la cartera en libras respecto de

FTSE100 y de la cartera en US$ respecto del S&P500, respectivamente. Por
tanto, la rentabilidad de la cartera es:

£ o £ £ _ £ $ £
Ty R Wity T wary = wiryy +wa(ry + Ty

£/$
= (w1B1yis + w218, ‘1‘“27"215/ =rf+rf

/$>

cuyo cuantil empirico, cambiado de signo, nos daria la estimacién del VaR.
Los componentes Equity VaR y Forex VaR son los cuantiles de las distribuciones
de los dos sumandos que aparecen en la expresién anterior.

Para el cdlculo del VaR marginal, al estar utilizando el método histérico, no
tenemos expresiones analiticas del VaR en el que tomar derivadas, por lo que
estimamos numéricamente las derivadas del VaR respecto a los pardmetros del
mismo:

Descomposicién del VaR, M arginal = 019(01) + 029(02)

Dichos pardmetros son los que dependen de la eleccién del inversor, y estos
son en este caso la sensibilidad de la cartera a cada factor (Equity, Forex):
0 = (w1+ws,ws) = (1,ws), por lo que calculamos las rentabilidades perturbadas:
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(1+ &) (W1 B1yL + waBaydy) +wary!® = (L+epf +rf
r£(0,6) ~  (wiByyh + waBaydy) + (L4 e)warsy® =rF + (1 +e)rf

Nﬁ
s
—
M
o
=
2

y obtenemos el vector gradiente: g(6) = (g(61), g(2)) de primeras derivadas
del VaR:

VaR(1 + g;wz) — VaR(1;ws)

g(th) =

g(02)

m [~—

VaR(l;wy + €
€

~—

—VaR(1;ws)

lo que implica generar una serie perturbada de rentabilidades de la cartera
mediante (1+ &)rf +rf y calcular su VaR, para compararlo con el VaR de las
rentabilidades originales. Luego hacemos lo mismo con rf + (1 + &)rf".

Para obtener el VaR marginal multiplicamos el vector gradiente por el vector
de sensibilidades a los factores, antes de perturbaciones:

VaR, M arginal Equity = (w1 +w2)g9(f1) = g(61)
VaR, M arginal Forex = wag(62)

Finalmente, repetimos el ejercicio con las rentabilidades ajustadas, para ver
el efecto que tiene el ajuste de la varianza muestral a la varianza al final de la
muestra.

9.5.4 VaR de tipos de interés y Forex de una cartera de bonos in-
ternacionales

[Case Study IV.3.5.4] Un banco UK compra el 21 de abril de 2008 £50 millones
de bonos US AA que se acaban de emitir a 5 anos, con cupon anual del 4%.
Puesto que el banco necesita comprar £50 millones en $US para financiar la
compra, la rentabilidad total tendrd un componente de divisa. Los factores de
riesgo son, por tanto, la curva swap, con calificacion AA, y el tipo de cambio
£/US$. Queremos descomponer el VaR histérico en sus componentes de tipos
de interés y Forex.

Calculamos el valor presente de los flujos de pago (4,4,4,4,104) utilizando
la curva swap a 21 de abril de 2008. La suma nos da el precio (fair price) del
bono: 101,1398. Por tanto, los £50 permite comprar 494.365 bonos de nominal
100 libras.

El VaR de tipos de interés puede calcularse de dos modos:

e Calculamos los PV01 de los flujos de caja en libras:
PVO1£ = T,C;(1 + Rypr)~T+Y1074
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donde los cuatro primeros flujos vienen dados por: C; = n(100z) = (N/P)(100z),

siendo x el cupon, n el numero de bonos, N el nominal, y P el precio del bono en
el momento de compra. El dltimo flujo es: C; = n100(14+z) = (N/P)100(1+z).
A continuacién, multiplicamos el vector constante PV 01; por Ar; a lo largo de
la muestra para obtener los P&L; en libras. Calculamos el percentil y multipli-
camos por la raiz cuadrada del horizonte de riesgo, en dias,

e Seguimos el enfoque histérico de célculo de la distribucién de P& L. Para
ello, aplicamos a la curva swap actual las variaciones registradas en puntos
bésicos a lao largo de la muestra, y calculamos el valor del bono dia a
dia descontando los flujos de caja a los tipos resultantes. Los P&L son
entonces la diferencia entre el valor de la cartera de bonos cada dia y la
cuantfa inicial, £50 millones. El valor del bono se puede convertir a $US
al tipo de cambio diario, y calcular las P& L en dolares diariamente, y su
VaR. Las variaciones diarias en P& L se deberdn en parte a las variaciones
en la curva swap y, en parte, a las variaciones en el tipo de cambio.

El VaR total esté basado en la distribucién de P& L en $US, porque hemos

de recoger simultdneamente el efecto de variaciones en los tipos de interés, y
también el efecto del tipo de cambio. El precio en dolares cada dia se obtiene
aplicando al precio en libras el tipo de cambio. El VaR Forex se estima a partir
de la distribucién histérica de rentabilidades del tipo de cambio, y la distribucién
de P& L para el VaR total se obtiene convirtiendo el valor de la posicién en libras
a $US, y recalculando las P& L. Solo que para obtener de acuerdo con el enfoque
histérico el tipo de cambio que debe utilizarse cada dia en esta conversién del
valor de la cartera de bonos, se aplica el rendimiento logaritmico del tipo de
cambio de ese dia al tipo de cambio actual, el del dia en que se estima el VaR.
Los resultados son casi idénticos.

Este ajuste es similar al que aplicamos en rentabilidades para igualar la

varianza que experimentan las mismas a lo largo de la muestra, a la varianza
al final de la misma, cuando se calcula el VaR. En este caso, el tipo de cambio
ha mostrado una tendencia creciente desde el entorno del 1,5 $/£ hacia los 2,0
$/£. Lo que hacemos entonces es utilizar las rentabilidades diarias del tipo
de cambio, pero aplicarlas a su iltima cotizacién, el 21 de abril de 2008, para
calcular el VaR ese dia.

El VaR Forex es mayor que el VaR de tipos de interés, y el VaR total es

inferior a la raiz cuadrada de la suma de los componentes del VaR al cuadrado,
lo que indica una dependencia negativa entre el tipo de cambio y los tipos swap.

9.5.5 VaR de un crack spread trader

[Case Study IV.3.5.5] Crack spread is a term used in the oil industry and futures
trading for the differential between the price of crude oil and petroleum products
extracted from it - that is, the profit margin that an oil refinery can expect to
make by "cracking" crude oil (breaking its long-chain hydrocarbons into useful
shorter-chain petroleum products). In the futures markets, the "crack spread"
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is a specific spread trade involving simultaneously buying and selling contracts
in crude oil and one or more derivative products, typically gasoline and heating
oil. Qil refineries may trade a crack spread to hedge the price risk of their
operations, while speculators attempt to profit from a change in the oil/gasoline
price differential.

En este ejemplo analizamos una inversién que considera dos spreads: la
diferencia entre el precio del futuro del fuel calefaccion, y el precio del futuro en
petréleo WTI de igual vencimiento, por un lado; la diferencia entre los precios
de los futuros sobre gasolina y el futuro en petréleo WTI de igual vencimiento,
por otro. Como los diferenciales pueden tomar valores negativos, no tiene sen-
tido calcular rentabilidades porcentuales de estos factores de riesgo. Lo que
hacemos es calcular las P& L diarias sobre el spread, expresado en términos
nominales. Cada contrato de futuros es por 1000 barriles, con precio en $US
por barril. Queremos calcular el VaR de la cartera y descomponerlo en los VaR
de ambos crack spreads. Los factores de riesgo son los futuros con vencimiento
constante en 1, 2, 3, 4, 5 y 6 meses. Supongamos que un inversor tiene posi-
ciones en el spread HO _WTT: (100, 50, 50,0, 0,250) y en el spread UL_WTI:
(=50, —100,0,0,150,100). Calculamos las volatilidades mediante un esquema
EWMA con A = 0.94 y ante la apariencia de variabilidad en volatilidad a lo
largo de la muestra, aplicamos a las rentabilidades un ajuste en volatilidad.
Como la volatilidad es alta hacia el final de la muestra, este ajuste hard que
el VaR sobre datos P& L ajustados, sea superior al VaR calculado sobre datos
sin ajustar. Calculamos las P& L multiplicando el nimero de contratos a cada
vencimiento por la variacién en el spread ese dia, despues de hacer el ajuste
en volatilidad. A continuacién, sumamos los P&L de cada dia para las 6 posi-
ciones en un spread, las 6 posiciones en el otro spread, y las 12 posiciones
conjuntamente. Ambos cdlculos se hacen con lasP&L ajustadas y sin ajustar
de volatilidad. Asi podemos calcular el VaR de cada posicién, asi como el VaR
total. Para el cdlculo del VaR, multiplicamos el percentil, cambiado de signo,
por 1000, que es el nimero de barriles en cada contrato.

El VaR total es muy inferior a la suma de los VaR de los dos spreads, pero
superior a la raiz cuadrada de la suma de sus cuadrados. El ajuste en volatilidad
aumenta sensiblemente, en efecto, el VaR.

9.6 Estimacion de la ETL en el modelo histérico de VaR

En el modelo lineal paramétrico de VaR nos resulté posible proporcionar expre-
siones analiticas para el ETL porque haciamos supuestos especificos acerca de
la forma funcional de la distribucién de rentabilidades. En el modelo histérico
de VaR, el ETL debe estimarse directamente, calculando el promedio de todas
las pérdidas que han excedido del umbral definido por el VaR. Pero si, a modo
de aproximacion, hemos ajustado una distribucion paramétrica a la distribucién
histérica de rentabilidades, podemos utilizar la expresién analitica correspondi-
ente para el cdlculo de la ETL.
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ETL histérico paramétrico A partir de la expresién analitica para la pér-
dida en exceso en la distribucion Generalizada de Pareto, tenemos:

B+EVaR, VaR,+

1-¢  1-¢

En otros dos casos, podemos deducir expresiones analiticas para la ETL a
partir de la transformacién de variables aleatorias que define dichas distribu-
ciones. Utilizando el hecho de que la ETL al 100%p en el caso de una Normal
es p~'p(Z,), tenemos para la distribucién de Johnson SU:

1 .
ETL, = X senh (p@(?)’y) +£

ETL, = VaR, +

donde Z, = &~ (p).
Finalmente, la ETL bajo una distribucién Cornish-Fisher puede aproximarse
por:

BTL, = f (p~"0(Z,) o —

donde: f(z)=z+ % (2?2 — 1) + g5x(2? — 3) — %x(ZmQ —5).

Resultados empiricos acerca del ETL histérico [Case Study IV.3.6.2
S&P 500] Utilizando rentabilidades ajustadas de volatilidad para el perfodo
4 de enero de 1950 a 9 de marzo de 2007, se estiman la expansién de Cornish-
Fisher y la distribucién SU de Johnson utilizando los cuatro primeros momentos
de la distribucién de rentabilidades. Se estima asimismo el ETL empirico, como
promedio de la pérdidas en exceso del VaR, asi como el ETL bajo el supuesto
de Normalidad.

Al haber 14000 datos en la muestra, podemos calcular VaR y ETL con pre-
cisién incluso para altos niveles de confianza. Por el contrario, el trabajo con
la GPD requiere muchos datos, puesto que consiste en estimar la distribucién
utilizando las observaciones que exceden de un determinado umbral. Las esti-
maciones del VaR de Johnson estdn més proximas a las obtenidas con GPD que
las de Cornish-Fisher, el VaR empirico o el VaR Normal. Las estiamciones baj
la distribucion de Johnson tienen la ventaja de que, a diferencia de las obtenidas
con GPD, no dependen de la eleccién de un determinado umbral.

Como la distribucién empirica de rentabilidades tiene una alta curtosis, con
exceso de curtosis de 4,93, y una asimetria negativa muy significativa, el ETL
Normal es muy inferior al proporcionado por otros métodos. Tengamos en
cuenta que incluso con 14.000 datos, la estimacién del ETL al 0,1% se realiza
con solo 14 datos, y al 0,05%, con solo 7 datos, por lo que serdn estimaciones
poco precisas. En general, cuanto menor sea la muestra, mayor serd el riesgo
de modelo en la estimacién del VaR y el ETL al utilizar métodos paramétri-
cos o semi-paramétricos. Trabajando con rentabilidades del S&P500 ajustadas
de volatilidad al 0.05%, las estimaciones segun distintos supuestos sobre la dis-
tribucién de probabilidad de las rentabilidades son:
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VaR GPDETL
{Standardized}  gopyay  (Standardized) | GPDERL  Threshold

R.7958 5.381% i GHEIZ 6. 48% 20%
11622 8.72% r 1314081 7.54% 10%
152413 7.16% M 123375 3.16% 5%
109558 7.27% M 12,4301 £.88% 1%
Empirical ¥aR 3.87% Empirical £TL 5.56%
Normal Vak 2.16% fNormal ETL 2.33%
£F v¥aR 5.96% CFETL 7.31i%
Iohmson YaR 5.60% iohnson ETL 6.34%

Desagregacién del ETL histérico [Case Study IV.3.6.3] (Continua del
Case Study IV.3.5.3). La ETL se puede desagregar igual que el VaR, con la
peculiaridad de que es siempre subaditivo. En la hoja de cédlculo se estiman las
ETL directamente, promediando las pérdidas en exceso del VaR. En este caso
particular, el ajuste de volatilidad no tiene apenas efecto debido a que el 21 de
abril de 2008 la volatilidad no estaba muy lejos de su promedio histérico. Pero
si se cambia la muestra, puede verse que el ajuste puede resultar importante
para otros momentos cronolégicos.

10 Riesgo de estimacién

Entendemos por Riesgo de Estimacion la cantidad de incertidumbre que se gen-
era por el hecho de que un determinado pardmetro o estadistico, como puede ser
la volatilidad de una cartera, o su VaR, hayan de ser estimados, al ser descono-
cidos. Hay diversas fuentes de riesgo de estimacion, que surgen de los distintos
componentes que entran a formar parte del proceso de estimacién: el modelo es-
tadfstico/econométrico escogido, la metodologfa de estimacion, o la muestra de
datos seleccionada, por lo que el riesgo de estimacién tiene varios componentes:
el llamado Riesgo de Modelo, que se genera por la eleccién de un determinado
modelo, entre todos los alternativos, para llevar a cabo la estimacién; el riesgo
procedente del inevitable error muestral en toda estimacién, que depende de la
muestra seleccionada para llevar a cabo la estimacién, y el Riesgo Paramétrico,
que se debe a la ausencia de precisiéon con que se lleva a cabo la estimacion.
Es importante asociar a la estimacion del VaR una medida de la precisién
con que se ha obtenido su valor numérico. El modo en que se haga depende
del enfoque que se haya seguido en la estimaciéon numérica del VaR, ya sea por
simulaciéon o mediante un modelo paramétrico. Cuando se obtiene por simu-
lacién, se genera una distribucién de probabilidad simulada para la rentabili-
dad, pero la estimacién del VaR puede ser muy sensible al tamano de la mues-
tra utilizada o al nimero de simulaciones histéricas en que basamos su cél-
culo. De hecho, el tamano muestral parece ser un condicionante importante
del valor numeérico del VaR (Case Study 4.3.3.1). Cuando se utiliza un enfoque
paramétrico, suponiendo Normalidad e independencia de las rentabilidades, es
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sencillo estimar la matriz de covarianzas de los factores de riesgo.

Recordemos (ver capitulo sobre Volatilidad) que cuando se estima la varianza
de la rentabilidad mediante la varianza muestral, entonces la desviacién tipica
de la volatilidad es:

12

o)
DT(6) ~ —
V2T
mientras que si se estima mediante un esquema de media mévil ponderada

(EWMA), tenemos:

. . 1—A
10.1 Distribucion del estimador del VaR en modelos lin-
eales paramétricos

10.1.1 Rentabilidades con distribucién Normal

Es interesante utilizar la desviacion tipica asociada a la estimacién de la volatil-
idad para obtener una desviacién tipica aproximada para el VaR. Tal desviacion
tipica podria utilizarse para obtener intervalos de confianza para el VaR o para
contrastar si los valores numéricos obtenidos para el VaR por dos procedimientos
distintos son estadisticamente diferentes.

Si se espera que la cartera genere una rentabilidad igual a la del activo
sin riesgo, y si dicha rentabilidad puede suponerse Normal, entonces el VaR es
proporcional a la volatilidad (desviacién tipica) de la cartera, siendo sencillo
obtener sus propiedades estadisticas. Para un horizonte de h dias, tenemos:

VaR,(h) = o7 oVh

Puesto que p y h son constantes, tenemos:

P VaR,(h)
T(VaRy(h)) ~ @ prf_ AT (24)

Mientras que si la varianza se ha estimado mediante un esquema EWMA,

tenemos:
5 - A
T(VaR,(h)) ~ 11 5 f VaR,(h). ( T

Rentabilidades con distribucién t-Student Cuando las rentabilidades son
i., i.d., con distribucién t-Student con v grados de libertad, y se espera que dicha
cartera proporcione, en media, la rentabilidad del activo sin riesgo, la estimacién
del VaR a un perfodo es:

—2
tStudent VaR, , = \/Vity_ll_pa
L
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Para horizontes cortos (h pequeno), la extrapolacién lineal en la desviacién
tipica es razonable, y tenemos para h perfodos:

v—2

V,lfpo—

tStudent VaR,, ,(h) =1/ h

En comparacién con el supuesto de Normalidad de las rentabilidades, la
leptocurtosis de la distribucién t-Student hard que el VaR calculado bajo este
supuesto sea superior al estimado bajo Normalidad, y que los errores estandar
sean asimismo mayores. Las expresiones del VaR pueden utilizarse de nuevo
para la estimacién del error estdndar del VaR de modo similar a como vimos en
el caso de la distribucién Normal.

v—2 _ o tStudent VaR, ,(h
DT(VaRyy(h) =/ — ty}l,p\/ﬁf: AT po()

10.1.2 Distribucién no paramétrica del estimador del VaR

(25)

Cuando el cédlculo del VaR se basa en un modelo factorial, el VaR se obtiene
a partir de una forma cuadratica, en la que aparecen tanto la matriz de co-
varianzas de los factores, como las estimaciones numéricas de las betas, las
sensibilidades de la cartera a cada uno de los factores. Calcular expresiones
para la desviacién tipica del VaR incluso con cardcter de meras aproximaciones
es entonces complejo, y puede ser preferible construir directamente una aproxi-
macién a la distribucién de probabilidad del VaR, tenendo en cuenta que es un
cuantil de la distribucién de probabilidad de la rentabilidad de la cartera, como
hacemos en esta seccién.

Cuando la estimacién del VaR se basa en simulacién histérica o en simulacién
Monte Carlo, el error muestral puede ser una fuente importante de error de es-
timacién. Incluso en el modelo de simulacién histérica (el modelo con ajuste
de volatilidad o filtrado de rentabilidades no paramétrico o semiparamétrico),
el error muestral puede introducir bastante imprecisiéon acerca de la estimacién
numérica del VaR. El error muestral es més facil de controlar en la simulacién
Monte Carlo, pero en ella tenemos el componente de riesgo procedente de la
estimacién de los pardmetros del modelo. En la simulacién histérica, el tamano
muestral escogido para las simulaciones es el principal determinante de la pre-
cisién (o su ausencia) en la estimacién del VaR. En la simulacién Monte Carlo,
utilizando un elevado nimero de simulaciones, junto con técnicas de reduccién
de varianza, podemos conseguir que el riesgo de estimacién paramétrica y el
riesgo de modelo sean las principales factores explicativos de la falta de pre-
cisién (elevada desviacién tipica) en la estimacién del VaR por este método.

Como proporcién del valor de la cartera, el VaR,(h) es igual a —a, siendo
« el cuantil p de la distribucién de rentabilidades de la cartera a horizonte de
h dias. Pero desconocemos dicha distribucién de probabilidad, de la que solo
disponemos de una muestra. Por tanto, podemos utilizar dicha muestra para
estimar el cuantil p poblacional, pero seria conveniente tener una medida del
grado de precisién de dicha estimacién.
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Aproximacién Normal Consideremos un activo cuyas rentabilidades siguen
una funcién de distribucién de probabilidad F. Si conociésemos F' entonces, dado
un nivel de significacién p, podrfamos calcular el cuantil poblacional o = F~*(p)
[por ejemplo, en una poblacién N(0,1), si p = 1%, entonces @ = —2.33].

Si ahora tomamos una muestra aleatoria de rentabilidades (una serie tempo-
ral) de dicha distribucién, denotemos por I;(p) la funcién indicatriz que toma el
valor 1 si la observacién ¢ estd por debajo de F~1(p), y toma el valor 0 en caso
contrario. Sea ahora X (T,p) la suma de dichas funciones a lo largo de toda la
muestra: X (T,p) = 23;1 I(p). La variable aleatoria I;(p) sigue una distribu-
cién de Bernoulli, B(p), 2° mientras que X (7, p) sigue una distribucién binomial
B(T, p). Por tanto, su esperanza matematica es T'p y su varianza Tp(1 — p). Si
T =1000 y p = 0,01,entonces X (7T, p) oscilard en distintas muestras en torno a
Tp = 10.

Permitiendo tender T a infinito, podemos aplicar la aproximacién Normal,
y tenemos que:

X(T,p) B Tp ~
Tp(1—p)

A partir de esta expresién podemos generar un intervalo al nivel del 100(1-
€)% de confianza para el nimero de observaciones muestrales por debajo del
cuantil p poblacional, X (7T, p):

[Tp = ®2/To(1 =) ; Tp+ @2}, /Tp(l —p)]

donde ® denota la funcién de distribucién Normal estdandar, N(0,1).

Es importante distinguir entre la probabilidad p que caracteriza el cuantil
que buscamos, y el nivel de confianza 1 — ¢ al que construimos el intervalo
para dicho cuantil. Por ejemplo, con p = 5%, = 1% y una muestra de 500
datos, dicho intervalo serfa (11 ; 37). Ordenarfamos la muestra de rentabilidades
de menor a mayor y tomarfamos las rentabilidades numéricas que ocupasen
los puestos 11 y 37 en dicha ordenacién. Supongamos que estas son -1,40%
y -1,05%, respectivamente. Nuestra conclusién seria que el cuantil 5% de la
distribucién de rentabilidades de la cual disponemos de una muestra de tamano
500, esta comprendida en el intervalo (-1,40%;-1,05%) con una probabilidad del
99%. Por supuesto que podemos también calcular exactamente el cuantil 5%
muestral, que serd la rentabilidad que ocupe el lugar 25 en la muestra ordenada,
y estaréa comprendida entre -1,40% y -1,05%. Supongamos que resulta ser igual
a -1,21%, lo que nos darfa una estimacién del cuantil 5% poblacional, pero no
conocerfamos con qué precisién habriamos obtenido dicha estimacién. Eso es lo
que nos proporciona el intervalo de confianza que hemos construido.

N(0,1) (26)

Utilizando un supuesto acerca de la funcién de densidad Hasta aqui
no hemos utilizado ninguna informacién acerca de F, la distribucién muestral de

20Pues toma el valor 1 cuando el dato es inferior a a lo que sucede con probabilidad p, y
otma el valor cero en caso contrario.
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rentabilidades de la cartera de activos. Veamos ahora cémo podemos incorporar
tal informacién, lo cual hace el procedimiento aplicable, por ejemplo, en la
estimacion del VaR histérico.

Dividiendo en (26) numerador y denominador por T :

p(T,p) —p ~ N(0,1)
p(1—p)/T ’

donde ¢(T,p) denota el porcentaje de observaciones muestrales por debajo
del cuantil poblacional a. Denotemos por ¢(T, p) el estimador del p—cuantil de
F en una muestra concreta de rentabilidades. Dicho estimador estd en relaciéon
biunivoca con el estimador de la proporcién de observaciones muestrales que
caen por debajo de ¢(T, p) mediante: ¢(T,p) = F~(¢(T,p)).?! En consecuencia:

F (q(T,p)) ~ N (p, T~ 'p(1 —p)) (27)

Ahora, supongamos que F' es aproximadamente lineal en el rango relevante
de la distribucién, lo que podemos expresar como:

F(q(T,p)) =~ q(T,p)f (¢(T,p)) (28)

siendo f la funcién de densidad. Dicho de otro modo, suponemos que la
funcién de densidad es lineal en la regién de la cola de la distribucién que esta-
mos considerando.?? No puede negarse que este supuesto, sugerido en Kendall
(1940), es bastante estricto y condiciona la validez rigurosa de los resultados
que siguen.

Bajo este supuesto, tenemos, por (27) que:

o(T,p)f (q(T,p)) ~ N (p, T~ 'p(1 - p))

es decir:

D T-'p(1—p)
o(T.p) ~ N (f((I(TaP))7 [f (Q(T’p))f)

por lo que la desviacién tipica aproximada para el estimador muestral del
cuantil p es:

T='p(1 —p)
f(a(T,p))

que podemos utilizar para estimar un intervalo de confianza al 100(1-)%
para el cuantil poblacional utilizando informacién acerca de la distribucién de

DT (q(T,p)) ~ (29)

21De hecho si las estimaciones muestrales d ela proporcién y del cuantil coincidiesen con
los verdaderos valores poblacionales, tendriamos: (T, p) = a y también: ¢(T,p) = F~(a),
cumpliéndose la igualdad.

228§ F es lineal en dicha regiéon: F(z) = kx, por lo que, tomando derivadas: f(z) = k, lo
que implica que: F(z) = zf(x), como aparece en (28)
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rentabilidades a través de la presencia en esta expresion de la funcion de densidad
I

El VaR es el cuantil p cambiado de signo, por lo que su desviacién tipica
serd misma que la desviacién tipica del cuantil, que acabamos de deducir. Dado
un nivel de significacién para el VaR, por ejemplo del 1%, ese serd nuestro p.
Si partimos de un determinado supuesto acerca de la funcién de distribucién
F' seguida por las rentabilidades de la cartera, comenzamos invirtiendo dicha
funcién al nivel p. Es decir, encontramos el nimero real « tal que®® F(a) = p.
A continuacién, calculamos el valor numérico de la funcién de densidad?? de las
rentabilidades en dicho punto f(a) y lo llevamos a la expresién (29).

Por ejemplo, bajo una distribucién Normal estdndar, el cuantil 5% es a =
1,65. Con una muestra con T = 100, el intervalo de confianza del 95% de con-
fianza serfa (1,23;2,06), que puede considerarse muy amplio. Con T = 250, el
intervalo serfa (1, 35; 1,94), mientras que con T' = 1250, el intervalo se reducirfa
a (1,53;1,76). Si trabajamos con el VaR 1%, tenemos para la Normal estdndar
el cuantil 2,33. Con un ano de datos (T' = 250), el intervalo de confianza seria
(1,81;2,84), notablemente mas amplio que el obtenido para el VaR 5%.

Dos comentarios acerca de la aplicaciéon practica de este resultado: 1) re-
quiere conocer las funciones de distribucion y de densidad f de la rentabilidad
de la cartera, y 2) se basa en la validez del supuesto acerca de que la cola de
la distribucién de rentabilidades es localmente plana, siendo un resultado sélo
aproximado en los demés casos.

Comparacién de la precisién de distintos métodos en la estimacién
del VaR Hemos visto dos procedimientos para la estimaciéon del VaR: por
un lado, acabamos de ver como utilizar el cuantil de la distribucién observada
de rentabilidades; por otro lado, antes vimos cémo utilizar la desviacién tipica
de dicha distribucién. A diferencia de los cuantiles, la desviacién tipica utiliza
informacion relativa a toda la distribuciéon de rentabilidades, por lo que cabe
esperar que sea mas eficiente, generando estimaciones més precisas. Para el VaR
al 95% de confianza tendriamos: DT(aé) = a.DT(5) = aé/+/2T. Con un afio
de datos tendrfamos alrededor del percentil 5%, que es 1,65, un intervalo del
95% (semiamplitud dos desviaciones tipicas) igual a 1,654 (1, 96)(1,65)5/+/500.
En una Normal estdandar (o = 1), esto genera un intervalo de confianza para el
VaR de: (1,51;1,79), frente al intervalo (1,38; 1,97) que obtuvimos estimando
el VaR a través del percentil.

Que los errores estdandar obtenidos a partir del error estdandar de la estimacién
de la varianza (24) sean menores, sugiere que la estimacién del VaR por este

238i suponemos una distribucién de rentabilidades Normal, la funcién NORMINV de Ex-
cel, a la que hemos de dar como inputs los valores numéricos de «, junto con la esperanza
matemadtica y la desviacién tipica de la distribucién de rentabilidades, nos proporciona x.

24En el caso de una Normal, la funciéon NORMDIST de Excel, con inputs (z, u, o, falso) nos
proporciona dicha estimacién, siendo p, o la esperanza y desviacién tipica de la distribucién
de rentabilidades. El tltimo input "falso" hace que el resultado sea el valor numérico de la
funcién de densidad en el punto x, y no el valor numérico de la funcién de distribucién, lo que
sucederia si escribiésemos "verdadero", en lugar de "falso".
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procedimiento es més eficiente (ver Ezample IV.6.4, Ejercicio 4.2). Esto sucede
porque dichos errores estandar utilizan la informacién acerca de que la distribu-
cién de rentabilidades es Normal. Si dicho supuesto es correcto, seria preferible
utilizar estos errores estdndar. Sin embargo, si las rentabilidades no siguen una
distribucién Normal, los errores estandar que resultan por este procedimiento
no serfan correctos. Por otra parte, si el supuesto que se ha hecho acerca de
que F' sea lineal en la cola de la distribucién no se cumple, las desviaciones
tipicas calculadas pueden ser bastante incorrectas, como puede comprobarse si
se utilizan ambos métodos para estimar desviaciones tipicas del VaR en el caso
de una distribucién Normal de rentabilidades.

10.2 Validacion del model de estimacién del VaR
10.2.1 Backtesting

Un procedimiento de backtest se basa en el resultado obtenido por una deter-
minada cartera representativa, en el sentido de tener una exposicién tipica a los
distintos factores de riesgo que se consideren relevantes en el andlisis. Hemos
de suponer que o bien las posiciones en los distintos activos o los porcentajes
invertidos en ellos. Mantener constantes las ponderaciones implica que se hayan
estado ajustando continuamente las posiciones, segun iban variado los precios
de los activos, por lo que se habla entonces de un VaR dindmico. Si en la cartera
se permiten posiciones cortas y largas, entonces no cabe mantener las pondera-
ciones constantes, sino las posiciones en los activos. Otro criterio consiste en
suponer que lo que se ha mantenido constante con el paso del tiempo han sido
las betas de la cartera con respecto a cada uno de los factores considerados.

Por supuesto que el resultado del backtest depende no solo del modelo
seguido para el cédlculo de laVaR, sino de la cartera considerada, por lo que
el contraste puede dar resultados contrarios en distintas carteras. Un backtest
debe llevarse a acabo con un nimero de datos suficientemente grande pues, de
lo contrario, el contraste carecerd de potencia, no siendo capaz de rechazar un
modelo de VaR que sea inadecuado. Asimismo, el backtest ha de realizarse con
observaciones no solapadas. Esto significa que si se trata de un VaR a horizonte
h, comenzaremos utilizando n observaciones (periodo de estimacion) para esti-
mar el VaR a horizonte h, es decir, en el instante n+h. Se calcula la rentabilidad
observada en la muestra sobre ese periodo de 10 dias y se comprueba si se trata
0 no de una excepcién. A continuacién, moveremos la ventana muestral para
recoger las observaciones h + 1 a n + h. Con estas, se estima el VaR para el
periodo n + 2h, y se vuelve a desplazar la ventana muestral h observaciones
hacia el futuro. Se procede de este modo hasta agotar la muestra. Con ello se
tienen aproximadamente (T' — n)/h estimaciones del VaR a h periodos, y otras
tantas observaciones de la rentabilidad sobre esos mismos h perfodos. Ese es el
nimero de ocasiones en que concluirimos si se ha producido o no una excepcion.
El periodo de estimacién es generalmente bastante mas corto si se trata de un
VaR paramétrico o se estima el VaR por Monte Carlo, que si se estima mediante
simulacién histérica.
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Figure IV.6.7

Minus VaRk

2000
-$4.000
-$6.000

-$8.000

F10.000 4 T T T T T T T T T T T T T
=R = B B~ - B S T . SN < SY: SR~ S~ B
s 2 5 5 & & § & 5 3% 5 g5 & = 5 g
g 2 % 2 § 2B § 2 § 2 g 2 4§ B § 32
= = = & & & = =
s 5 8 5 § &5 § &5 &8 2 & 2 &8 2 &8 F

La validacién del modelo de estimacién del VaR se basan en la excepciones
que se observen a lo largo de la muestra. Unos contrates se basan en el nimero de
tales excepciones; otros en la ocurrencia temporal de tales excepciones, y otros,
en ambos aspectos. Otros contrastes tratan de encontrar factores explicativos de
las excepciones, lo que nos llevaria a creer que no suceden de forma puramente
aleatoria, como se supone en todo modelo de estimacién del VaR. Para definir
los contrastes, conviene tener en mente una funcién indicatriz que toma el valor
1 cuando se produce una excepcion, y toma el valor cero cuando no se produce.
Es decir, dado un nivel de significacién « del VaR, tenemos:

Ia,tJrl = 1si Rt+1 < —VaRLa,t

Ini+1 = 0 en caso contrario

10.2.2 Contraste del niimero de excepciones

Si el modelo de estimacién del VaR fuese adecuado, I, +41 seguiria una distribu-
cién de Bernoulli con probabilidad «. Si denotamos por X, o el nimero de ex-
cepciones observadas, esta vriable sigue una distribucién Binomial B(n, «). Por
tanto, el ‘nimero de excepciones esperadas seria na, y su varianza na(l — ).
Cuando n es suficientemente grande, X, , es aproximadamente Normal, de

modo que un intervalo de confianza del 95% para el numero de excepciones
serfa:

(na —1,96/na(l — @) ; na+ 1,96m)

10.2.3 Guidelines

Para las instituciones financieras, es muy importante disponer de un modelo
adecuado de estimacién de su VaR. Debe justificar la calidad de dicho modelo
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mediante pruebas de backtesting, siguiendo las pautas propuestas por los acuer-
dos de Basilea. SI el modelo de VaR no resulta suficientemente satisfactorio de
acuerdo con dichas normas, la institucién puede verse obligada a disponer de
un capital regulartorio igual a 4 veces su VaR nominal. El backtest que se pro-
ponfa en Basilea II consideraba un VaR 1% a horizonte de un dia, utilizando 250
observaciones en su estimacién. Por tanto, el nimero esperado de excepciones
es de 2,50, con una desviacién tipica \/na(l —«) =1,5732. El objetivo de los
reguladores de riesgos es rechazar modelos que generan un VaR excesivamente
bajo. Ello seria conveniente para la institucién financiera, que mantendria un
capital regulatorio reducido, con un coste bajo, pero tendria un alto nimero
de excepciones. Los reguladores aceptan modelos de VaR con un nimero de
excepciones igual o inferior a 4. TSe dice que tales modelos estan en la zona
verde, con un capital regulatorio igual a 3 veces su VaR. Si tienen entre 5 y 9
excepciones, el modelo pasa a estar en zona amarilla, y el multiplicador aumenta
gradualmente entre 3,40 y 3,85 veces el VaR. La zona roja viene definida por 10
0 mas excepciones, con un multiplicador de 4, o la institucién financiera debe
variar su modelo de estimacién del VaR.

Sin embargo, cuando el capital regulatorio se calcula utilizando un modelo
de VaR interno a la institucién financiera, se considera un VaR 1% a horizonte
de 10 dias. jPor qué plantean entonces los reguladores un backtest con VaR
a 1 dia? La razon es que serfa dificil poder disponer de un elevado nimero
de observaciones del VaR a 10 dias. Por ejemplo, con 10 anos de muestra
dispondriamos de tan solo 250 observaciones de VaR, que no son pocas para un
backtest. Podriamos plantearnos analizar elos resultados que genera un modelo
de VaR con horizonte a 10 dias utilizando muestra diarias, pero el problema
que tendriamos es que las excepciones ya no serfan independientes en el tiempo,
pues una caida importante dlemercado en un determinado dia tenderia a hacer
que se produjeran excepciones durante los 10 dfas siguientes. Por tanto, aunque
el nimero esperado de excepciones no variaria, la varianza de dicho nimero
aumentaria considerablemente.

A pesar de ello, las instituciones calculan el VaR a 10 dias cada dia. No estd
justificado efectuar contrastes basados en la independencia de las excepciones,
pero se pueden obtener estimaciones de distintos eventos, como el de si el capital
regulatorio se va a ver superado cada dia de una determinada semana.

Asimismo, los reguladores permiten en ocasiones a la sinstituciones financieras
estimar su VaR a un dia, y multiplicarlo adecuadamente para elevarlo al hori-
zonte de riesgo deseado. Pero, como sabemos, esto estd justificado unicamente
si las rentabilidades de la cartera son independientes en el tiempo y siguen una
distribucién Normal, lo que suele rechazarse en los datos. Por otra parte, si se
utilizan muestras solapadas en la estimaciéon del VaR a 10 dias, podria pen-
sarse en elevar el nimero de excepciones que define cada una de las zonas que
antes describimos. Ello harfa que las instituciones tuviesen que preocuparse de
como aumentar el VaR diario para equipararlo a un VaR a 10 dias, o tratar de
disponer de un buen modelo de estimacion directa del VaR a 10 dias. Asimismo,
la muestra de 250 observaciones que los reguladores proponen para estimar el
VaR resulta insuficiente, generando estimaciones numeéricas poco precisas, lo
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que dificulta que se llegue a rechazar un modelo de VaR inadecuado.

En la aplicacién practica de backtests, los reguladores distinguen entre los
P& L realizados, que se obtendrian mediante la negociacién intradia, incorpo-
rando comisiones, reservas, y costes de financiacién, y los P&L tedricos, no
realizados, que se obtienen mediante el llamado mark-to-market, es decir, valo-
rando la cartera a precios de mercado, sin incorporar los elementos que hemos
mencionado.

10.2.4 Contrastes de modelos de VaR

Contraste de cobertura incondicional Los contrastes de cobertura in-
condicional, propuestos por Kupiec (1995) se basan asimismo en el nimero de
excepciones. La hipétesis nula es que la funcién indicatriz que antes definimos
sigue una distribucién de Bernoulli con una probabilidad constante de observar
el suceso (una excepcion), igual al nivel de significacion « del VaR. El estadistico
de contraste es:

T (1 —7p)"

(1= 7)o

LR =

donde n; es el nimero observado de excepciones, y ng = n — ny, siendo
n el tamano de la muestra utilizada para la validacién del VaR, 7 denota el
porcentaje observado de excepciones # = nj/n, 7, es el porcentaje esperado
de acuerdo con el modelo teérico: 7, = . En muestras grandes, —2.In(LR.;)
se distribuye como una chi-cuadrado con 1 grado de libertad, con cuyos val-
ores criticos habra que comparar el valor numérico que hayamos obtenido para
—2.In(LR;) .[EIV.6.5]

Contraste de independencia temporal Suele observarse que las excep-
ciones no estan distribuidas de modo aleatorio a lo largo de la muestra, sino que
ocurren en mayor frecuencia en determinados intervalos de tiempo. Ello refle-
jaria que el modelo de VaR que se estd utilizando no responde suficientemente
a las circunstancias de mercado. En particular, esto sucederia si la estimacion
de la varianza a lo largo de la muestra no es suficientemente flexible.

Por tanto, un contraste de validacion el VaR es el de la independencia tem-
poral en la ocurrencia de las excepciones. Para ello, se tiene en cuenta que si
las excepciones no se presentan de modo independiente, la probabilidad de que
mafnana se observe una excepcién es mas elevada si hoy se produjo una excep-
cién, que si no se produjo. Si denotamos por 7;; el nimero de observaciones en
que el indicador toma el valor ¢ en un perfodo, seguido del valor 5 el perfodo sigu-
iente. Por ejemplo, nqg serfa el nimero de observaciones en que no se produjo
excepcion, habiéndose producido una excepcién en el periodo anterior. Notese
que n1 = ni1 + N1, Mo = Noo + N1g. Definamos las proporciones:

o1 - ni1

1= —— 5y T11 = ———
Nnoo + No1 n10 + N11
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que miden la proporcion de excepciones, dado que el dato previo no lo fue,
To1, ¥ la proporciéon de excepciones que han seguido a una excepcién, 7.

El estadistico para el contraste de independencia temporal en la ocurrencia
de excepciones, propuesto por Christoffersen (998), es:

™ (1 — 7)o

ot (1 = mop)moom it (1 — myq )0

LRind =
™

y se tiene que —2In(LR;,4) sigue una distribucién chi-cuadrado con 1 grado
de libertad.

Este contraste no detectard la dependencia temporal en la ocurrencia de
excepciones si se producen rentabilidades "normales" entre excepciones. Esto es
debido a que se basa en una cadena de Markov de primer orden, por lo que el
contraste funciona bien si las excepciones viene realmente en dias consecutivos.?’

Noétese que para la aplicacién del contraste es preciso que se hayan observado
algunos episodios de excepciones consecutivas, de modo que w11 no sea igual a
cero.[EIV.6.6]

Contraste de cobertura condicional El siguiente estadistico puede uti-
lizarse para contrastar la cobertura incondicional combinada con la indepen-
dencia de las excepciones, y constituye un contraste de cobertura condicional:

(L = Ty )"0

mopt (1 — mor)moom it (1 — 7ryq)m0

LR =

tenéndose que —2In(LR,.) sigue una distribucién chi-cuadrado con dos gra-
dos de libertad.

Es evidente que LR.. = LR;LR;pn4, por lo que —2In(LR..) = —2In(LR;)—
2 hl(LRmd)

Contrastes basados en regresion Estos contrastes se basan en tratar de
explicar la ocurrencia de excepciones por algun factor que era conocido en el
momento de estimar el VaR para el periodo ¢, como la volatilidad del mercado,
el nivel de los tipos de interés, la pendiente de la estructura temporal, u otros.
En el caso de la estimacién del VaR un perfodo hacia adelante, se tratarfa
de avriables conocidas en t — 1. Si alguno de estos factores tuviese capacidad
explicativa, rechazariamos la ocurrencia puramente aleatoria de las excepciones,
lo que implicarfa un rechazo del modelo de estimacién del VaR. El contraste se
basa en el estadistico ' de capacidad explicativa global de la regresién. Una
alternativa al modelo de regresién lineal es, en este caso, el uso de un modelo
logit o probit para explicar la ocurrencia de una excepcion.

25Para los interesados, esta limitacién se debe a que el contraste de independencia se basa
en un modelo de cadena de Markov de orden 1, cuando seria conveniente disponer de un
contraste de orden superior.
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Figure IV.6.9
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En ocasiones se observa que la ocurrencia de excepciones estd relacionada
con la volatilidad de la cartera ese mismo dfa. Al no tratarse de la volatilidad
del dia en que se estimé el VaR, ello no tiene ninguna implicacién para el con-
traste del modelo VaR, pero sugiere que el modelo de volatilidad podria estar
mal especificado. Esto puede suceder si, por ejemplo, se han utilizado ventanas
moéviles para estimar la volatilidad, que no tienen en cuenta los posibles agru-
pamientos de volatilidad, como hacen tanto el modelo EWMA de volatilidad
como los modelos GARCH. [EIV.6.7]

Contrastes basados en la calidad de las predicciones de volatilidad
(afiadir otros) Cuando se utiliza ¢l modelo lineal Normal, el contrate de
validacién del VaR se reduce a un contraste de validacién de las predicciones
de volatilidad, puesto que ambos son proporcionales. Si denotamos por &; la
prediccién, hecha en t, de la desviacién tipica de la rentabilidad obtenida entre
t y t+ 1, la rentabilidad estandarizada es:

Ry
241 = Py

t

Si las rentabilidades son i., i.d. con desviacién tipica o, y nuestro modelo
predice o adecuadamente, entonces la desviacién tipica de z; deberfia ser igual
al.

El estadistico de sesgo (bias statistic), b, es precisamente igual a la desviacién
tipica muestral de z; y se trata de contrastar Hy : b = 1, frente a una alternativa
unilateral o bilateral, dependiendo de que creamos que el modelo infraestima o
sobreestima el VaR, o no tengamos de tal intuicién.

Recordemos que el error estdndar del estimador de la desviacién tipica de

una variable aletoria es igual a dicha estimacién numeérica, multiplicada por

%siendo T el tamano de la muestra. Por tanto, como el valor numérico

de b, que es una desviacién tipica serd muy proxima a 1, su error estdndar

serd aproximadamente igual a 4/ % Para contrastar Hy : b = 1, podriamos

pensar en utilizar el estadistico v 2T (13 - 1). Pero al no tener b una distribucién
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Normal,dicho estadistico no tendria una distribucién ¢t — Student.

Si suponemos que las rentabilidades estandarizadas son independientes y
siguen una distribucién N (0, 1), entonces T'b seguird una distribucién chi-cuadrado
con T grados de libertad, por ser la suma de cuadrados de variables N(0,1).
Su media seria T" y su varianza 27, por lo que, aplicando el teorema central del
limite para muestras grandes,

Th? —T
V2T

2
PaN|(1,4/=
(7 T)

y utilizando la expansién en serie de Taylor del mismo modo que hicimos
para obtener los errores estdndar del estimador de la desviacién tipica, tenemos:

1
(1)

que serd vdlida en muestras de backtesting grandes, trabajando con rentabil-
idades independientes, con distribucién Normal.A partir de esta distribucion,
puede construirse un intervalo de confianza y examinar si la estimacion de b cae
dentro del mismo, no rechazando Hy, fuera del mismo por su izquierda (subes-
timacién del VaR), o por su derecha (sobreestimacién del VaR). [EIV.6.10]

~ N(0,1)

es decir,

Contrastes de la distribucién prevista en el backtesting del VaR Este
contraste examina si los valores numeéricos observados para las rentabilidades fu-
turas se corresponden con la distribucién de probabilidad utilizada en el cédlculo
del VaR. Utiliza por tanto todas las rentabilidades observadas, y no sélo las que
caen en las colas de la distribucién. Si el backtesting se basa en datos no sola-
pados, y denotamos por F; la distribucién prevista en ¢t para las rentabilidades
en t + h, tenemos:

Pht = Ft(Rt+h)

Si el modelo del VaR es correcto, entonces las probabilidades py; deberan
seguir una distribucién Uniforme U(0,1), ya que deberian ser una secuencia de
nimeros puramente aleatorios. Dicho de otro modo, si el modelo de riesgo es
correcto, no deberfa ser capaz de predecir la probabilidad de una rentabilidad
futura. Si, por el contrario, el modelo subestima el riesgo en las colas de la dis-
tribucién, tendremos un nimero relativamente alto de observaciones en las colas
(con ppt proximo a 0 o a 1), y tambien en el centro (pp: = 0,5) por leptocurtosis.
Nos alejariamos asi de la distribucién uniforme de dichas probabilidades en el
intervalo (0,1).
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Para facilitar el contraste, transformamos las probabilidades pp; en variables
aleatorias Normales mediante:
Zne = @ (pne)
donde @ denota la funcién de distribucién de una variable N (0, 1). Queremos
contrastar la hipétesis nula:
Hy: Zp ~i.,i.d. N(0,1)

frente a la alternativa:

Hy : Zpg ~inyid. N(py,03), py, 70,0, # 1

El estadistico de razén de verosimilitudes:

L
—2In(LR) = —2In <L°) ~ X
1

Es facil ver que:

T T LN 2
Zht — Hp, ~2
—2In(LR) =) zj, — ) —Thne
LR =3 - 30 (2 - s
t=1 t=1

donde fi;,, 65, denotan la estimacién de la media y desviacién tipica de Zp;.

Una alternativa serfa aplicar un contraste dindmico, que utilizase una alter-
nativa:

Hy : Zpg ~iyid. N(u,02), p# 0,00 # 1
donde o, proviniese de algun modelo especifico, como el suavizado exponen-

cial (EWMA). [EIV.6.11]

Backtesting predicciones de la ETL McNeil y Frey (2000) sugieren utiizar
los residuos en exceso estandarizados, definidos como:

—Yt+1 — ETLl,a,t
Ot
€i+1 = 0 en otro caso

€41 y ST Y1 < —VaRi oy

siendo &4 la prediccion de la desviacion tipica de la rentabilidad diaria (o de
la P&L ) entre t y t+1. es decir, la prediccién un periodo hacia adelante, hecha
en t.

Si la estructura dinamica del proceso estdmodelizada correctamente, y la
ETL es una estimacion insesgada de la esperanza en la cola a la izquierda del
VaR, entonces los residuos en exceso estandarizados deberian conmprtarse como
una muestra de observaciones independientes e identicamente distribuidas, con
esperanza igual a cero. Por tanto, la hipétesis nula es que su media es cero, frente
a la alternativa de que sea positiva, lo que sugeriria que hemos subestimado la
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ETL, que es la eventualidad contra la cual nos queremos proteger. El estadistico
de contraste es, por tanto:

t=—
O¢
Este estadistico no tiene una distribucién estédndar, por lo que su distribucién
debes estimarse mediante bootstrapping. El problema es que, al utilizar unica-
mente las observaciones que exceden del VaR puede ser un numero reducido.

11 Apéndices

11.1 Apéndice 1: Distribuciones no estandar

La distribucién generalizada de errores tiene por funcién de densidad:

v 08%1) s fe-emIG)
flz) = )\2(1+1/v)f‘(1/v)€ (0315 )’ A=q27® )F(%)

donde v es una pardmetro que controla el perfil de la funcién de densidad.
Incluye la densidad Normal cuando v = 2, y tiene colas mds gruesas que la
Normal para v menor que 2. El pardmetro A\ asegura que la varianza sea igual
al.

Distribuciones truncadas

La funcién de densidad truncada que resulta al considerar los valores por
debajo de un umbral ¢ en una funcién de densidad f(z) es:

9(z) = j%’ T <gq
con esperanza matemadtica:
! af(@)
Elg(x)] = fqu(x)dx

que mide el valor esperado de la variable X cuando X < q.
Su varianza es:

fq a® f(x) 2
Varlg(z)] = 7 — (Eg(z)])
J2 o f(@)do
En el caso de una variable ¢ ~Normal(0,1) tenemos:
—¢(@)
E — =
(ele < —a) B(—a)
Por ejemplo, para a = 0, tenemos:
1,0
~Var’ 2
E = — = — —_
(ele<0) 0.5 -
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11.2 Apéndice 2: Valoracion de opciones en presencia de
asimetria y curtosis. El modelo Gram-Charlier.

El precio de una opcién call debe ser igual al valor esperado y descontado de su
pago a vencimiento, donde la expectativa se calcula de acuerdo con la distribu-
cién libre de riesgo:

c=e "B [Max(S;ir — X,0)]

El modelo de Black Scholes Merton supone que las rentabilidades diarias del
activo subyacente se distribuyen independientemente en el tiempo, de acuerdo
con una distribucién Normal con esperanza y varianza constantes, N (u,0?). En
tal caso, la rentabilidad sobre el horizonte a vencimiento de la opcién seguira
una distribucién N(T'u,T'o?), y el precio del activo subyacente al vencimiento
de la opcién serd: S;,p = Sieffr+1.4+7  siendo Rit1,t4+7 el tipo libre de riesgo
para una inversién entre t + 1y ¢t 4+ 7.

Esto conduce a:

c = eiTT/ Maz(Sie® — X,0)f(z*)dz* =

= 7T /10O Sye® f(x*)da* — /OO X f(z*)dx*

n(X/5:) In(X/S;)

donde z*denota la variable riesgo-neutro correspondiente a la rentabilidad
del activo subyacente entre ¢t y ¢t + 7. La integral anterior resulta:

cpsm = e T[S Td(d) — Xb(d — aﬁ)] = $,8(d) — Xe " Td(d — ov/T)

donde @ denota la funcién de distribucién de la variable N(0,1), y d =
In(S;/X)+T(r+02/2) )

oVvT
La paridad put-call es una relacién de ausencia de arbitraje, que no precisa
de ningin modelo de valoracién:

Si+p=c+Xe T

y, junto con la expresién anterior para el precio de la opcién call, conduce al
precio de la opcién put:

cpsm=c+Xe T — S = Xe T (oVT — d) — S,®(—d)

En el caso en que el activo reparte una tasa de dividiendos ( u otro tipo de
In(S;/X)+T(r—q+c2/2)
: ) : . oVT ’
puesto que el inversor que tiene la opcién en su cartera recibe al vencimiento
de la opcién tan sélo el activo subyacente, pero no la renta que su posesién ha

generado desde que se compré la opcidn.

rentas) constante, anual, igual a g, la expresion para des: d =
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En consecuencia, de acuerdo con el modelo BS, el precio de una opcion call
es una funcién: cpg = ¢(St,r, X, T,q;0) v, si disponemos de una muestra de n
opciones negociadas un determinado dia sobre un mismo activo subyacente, la
volatilidad de dicho subyacente puede estimarse mediante el problema:

1 n
Min MSEgsy = Min— 5 (c;"kt —cpsm (S, T, Xi,Ti,q;o'))2
g 7 Ni=1

La volatilidad implicita se define:

v —1 .
ogsm = sy (St X, T, q;0)

que puede calcularse para cada opcién por separado. De acuerdo con el
modelo BSM, dicha volatilidad deberia ser unica para cada activo subyacente,
con independencia del vencimiento del opcién considerada, o de su precio de
ejercicio. Sin embargo, se observa que esto no es asi, apareciendo sonrisas o
muecas de volatilidad. En el primer caso, la curva de volatilidad sobre el grado
de Moneyness describe una curva céncava, indicando la infravaloracién de las
opciones muy out-of-the-money por parte del modelo BSM, debido a un ex-
ceso de curtosis en la distribucién de rentabilidades del activo subyacente. La
mueca (smirk) refleja una infravaloracién de una cola del mercado por parte
del modelo BSM, habitualmente la formada por las opciones muy in-the-money.
Estadisticamente, se debe a una asimetria en la distribucién de rentabilidades
del activo subyacente. En consecuencia, las opciones put muy out-of-the-money
estdn asimismo infravaloradas por el modelo BSM.

Consideremos ahora la existencia de asimetria y curtosis en la distribucién
de rentabilidades del activo subyacente. Por tanto, si definimos la rentabilidad
estandarizada:

_ By = Tp

VTo

wr

tenemos: Ryiq 47 =T+ VTowy.
Si suponemos ahora que las rentabilidades estandarizadas siguen una dis-
tribucién que admite la expansién de Gram-Charlier, tenemos:

fl@r) = 6(wr) = Cur g D*9lwr) + Car 5y D'd(wr)

donde ¢(.) denota la funcién de densidad de la N(0,1),y D? denota el op-
erador derivada. Es sencillo ver que los coeficientes de asimetria y curtosis de
la rentabilidad sobre un periodo de longitud T se relacionan con los coeficientes
de las rentabilidades diarias mediante: ¢ = ¢y, /VT, Cop = Cop /T

Tenemos, por tanto:

D'é(w) = —wh(w); D*¢(w) = (w? — 1)¢(w);
D’¢(w) = —(w®—3w)(w); D'é(w) = (w! — 6w? + 3)p(w);
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La funcién de densidad Gram-Charlier f(wr) es una expansion alrededor de
la funcién de densidad Normal, que permite asimetria y curtosis no nulas, pero
que se reduce a la densidad N (0, 1) cuando el coeficiente de asimetria y el exceso
de curtosis son ambos cero. La expansién de Cornish-Fisher, por el contrario,
se aplica a la inversa de la funcién de distribucién de una variable aleatoria.

Para poner precio a opciones Europeas, partimos de nuevo de la férmula
libre de riesgo de valoracién de una opcién:

c=e¢ "TEf [Maz(Siyr — X,0)]

por lo que debemos resolver:

c= e_TT/ (Spe® — X)) f(x*)dz*
In(X/St)

Antes trabajamos con la distribucién Normal con esperanza r y varianza
o? diariamente. Ahora, en cambio, definimos la rentabilidad estandarizada a
horizonte T :

xz* —rT
VTo

y suponemos que sigue una distribucién Gram-Charlier.
Bajo tal supuesto, el precio de la opcién call es aproximadamente igual a:

wrT =

cae ~ S®(d)— Xe "Td(d— oVT) + Sip(d)VTo [%'T(Q\/Ta —d) - %(1 —d? +3dVTo - 3T02)} =

S, ®(d) — Xe "T®(d — oVT) + Sid(d)o {%(2\/% —d) — %(1 —d? 4+ 3dVTo — 3T02)}

La expresion es aproximada porque hemos prescindido de los términos en
a3y 0%, lo que nos permite mantener la misma definicién para el pardmetro d
que en el modelo BSM. De este modo, el modelo Gram-Charlier (GC) es una
extensiéon del modelo BSM para el caso en que hay asimetria y curtosis. La
existencia de dividendos o rentas puede ser tenida en cuenta del modo habitual.

El modelo GC tiene tres pardmetros desconocidos: o, (1, (5 Pueden esti-
marse por un procedimiento numeérico resolviendo el problema de optimizacién:

. .1 2
U]C\/[ZTCL MSEqc = UJCV[WCZ - 21 [e™" — cqe (S, Xi, Tis 0, C1q, Cop)]
15110521 15115521 1=

mientras que la volatilidad implicita 0"&?0 puede calcularse para cada opcién
mediante:

Vi -1 .
0gc = CBSM(Stﬂ r, X, T; CGC)

de modo que, una vez que se dispone de valores numéricos para los pardmet-
ros 0,(q1, (19, se lleva el precio teérico generado por el modelo GC a la férmula
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de valoracién del modelo BSM, y se invierte para encontrar asi la volatilidad
implicita.
Puede utilizarse asimismo la expresiéon aproximada:

) T T
UgLC = CE}SM(St’T7 X, T, CGC) ~ U\/T <1 o Cué!\/»d N CQZly/ (1 — d2)>

que se reduce a la expresién habitual en ausencia de asimetria y curtosis. El
modelo CG proporciona una formula de valoracién cerrada, en un contexto de
asimetria y curtosis, que permite recoger las pautas sistemdticas de volatilidad
que se observan en los mercados.

11.3 Apéndice 3: El modelo GARCH de valoracién de
opciones

El modelo de Gram-Charlier para valorar opciones es capaz de recoger la asimetria
y curtosis en volatilidad, pero tiene la desventaja de que supone que ésta es
constante en el tiempo, contrariamente a la robusta observacién empirica al
contrario en todos los mercados. Puede decirse, que mientras que el modelo GC
captura la estructura de precios de las opciones a través de los precios de ejerci-
cio, sin embargo no recoge la estructura existente a lo largo de los vencimientos.
En esta seccién consideramos la formacion de precios de opciones cuando la
rentabilidad esperada del subyacente sigue un proceso GARCH. La diferencia
estriba en que bajo volatilidad constante, la estructura temporal de volatilidades
es constante, ya que la varianza de la rentabilidad a un horizonte de T" periodos
es igual a T'o?, siento o2 la varianza de la rentabilidad sobre un periodo.

Suponemos que el proceso GARCH especifica que la rentabilidad esperada
es igual a la tasa libre de riesgo, r, més una prima por riesgo de volatilidad A, asf
como un término de normalizacién. Por otro lado, se supone que la rentabilidad
observada cada periodo es igual a la rentabilidad esperada r, més una prima
por el riesgo de volatilidad, Ao¢41, un término de normalizacion, féaf 1, mds
una innovacién. Se supone que dicha innovacién sigue una distribucién condi-
cional N(0,0%),donde o7 evoluciona de acuerdo con un proceso GARCH(1,1)
con apalancamiento, lo que crea asimetria en la distribucién de rentabilidades,
lo cual es importante para explicar la asimetria observada en los precios de las
opciones:

1
Rt+1 = In StJrl —In St =7r+4 )\O't+1 — §O'§+1 + Ot41%t+1, Zt+1/Qt ~ N(O, 1)

0}1 = w+a(oz —00) + Bo}

que implican una esperanza y varianza condicional para las rentabilidades:

1
EiRi11 = 14+ Aoy — §Uf+1;

2
‘/th-l-l = Ot
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Utilizando la conocida propiedad: @ ~ N(p,02) = E(e®) = e#+°/2 ten-
emos:

. _ 1.2 . _ 1.2
Ei(Se41/S:) = Ei(Ry) = By |t 20mt oz | — or A0 =500 f [0t =
_ er+)\0t+17%a?+1e%a?+l _ er+)\crt+1
que muestra el papel que juega el pardmetro A como precio del riesgo de
volatilidad.

Si partimos nuevamente de la expresién genérica para el precio de una opcién
call:

c=e "B [Max(S;ir — X,0)]

Bajo neutralidad al riesgo, debemos tener una rentabilidad esperada igual a
la tasa libre de riesgo, y una volatilidad esperada igual a la del proceso original:

Ef(Si41/St) = 7

Vi (Rey1) = U%+1

Consideremos ahora el proceso:

1
Rt+1 = In St+1 —1In St =Tr— §U§+1 + Ut+12’f+1, (30)
Zi /S~ N(0,1) (31)
011 = wta(oz — Aoy —004)? + Bo}

cuya esperanza condicional, bajo la distribucién de probabilidad libre de
riesgo es: F;(Si+1/S:) = r, y cuya varianza condicional bajo esa misma dis-
tribucién es:

‘/t*(Rt+1) = E:J?+1 = E: [OJ +C¥(0't2: — )\O’t — 90',5)2 +ﬂ0’?] =

[Por (30)] = E,

2
1
w—l—a(Rt—T—Qaf—)\at—Hat) —l—ﬁatz

= Et [w+a(atzt—90t)2+ﬂ(7?] :Etaf+lzaf+1

Por tanto, (30) satisface las dos condiciones que debe satisfacer un proceso
libre de riesgo.

La ventaja de este modelo es su flexibilidad, pudiendo ser adaptado a cualquiera
de las especificaciones GARCH vistas. Ademds, ajusta los precios de las op-
ciones con bastante aproximacién. La limitacién es que no existe una férmula
cerrada para el precio de las opciones,que deben valorarse mediante simulacion.
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Para ello notemos que podemos eliminar un parametro mediante la especifi-
cacién:

01 = w+ alowz) — Aoy — 004)* + Boi = w + aloz; — Noy)? + Boi

donde \* = X + 6.

Para llevar a cabo las simulaciones con objeto de valorar una opcién, a
partir de una observacién para o3 11, generamos N observaciones N(0,1) para
2{11/Q. Como queremos calcular la esperanza matematica Ej utilizando el
proceso estocdstico libre de riesgo, calculamos ahora la rentabilidad y varianza
riesgo-neutro en el perfodo ¢ + s para la simulacién j-ésima mediante:

1
* _ 2 * .
gt+s — I~ in,H_s + Ojit+sZjtrsr J = 1,2,...N

2 _ * * 2 2 _
Ojtrst1 = W+ Oé(Uj,t+st,t+s —AN0jgs)" + BOG s s=1,2,...

Repitiendo el ejercicio de simulacién, obtenemos N realizaciones para el hor-
izonte deseado. El precio hipotético del activo a vencimiento bajo la distribucién
riesgo-neutro puede calcularse, para cada realizacién:

T R* .
S iir = Sieze= v =12, N

y el precio de la opcién se calcula mediante el promedio descontando los
pagos hipotéticos a vencimiento:

- 1 N *
coH e TN ZIMCW(SJ',HT*X’O)
j=

que converge a la esperanza matemaética segin aumenta el nimero de simu-
laciones. N = 5000 deberia ser suficiente para proporcionar una aproximacion
suficientemente buena en la mayoria de los casos.

Los pardmetros del modelo GARCH deben estimarse previamente, lo que
puede hacerse mediante el procedimiento de Maxima Verosimilitud. Alternati-
vamente, si la muestra de opciones disponible para un determinado dia es sufi-
cientemente amplia, podemos estimar resolviendo el problema de optimizacion:

Min  MSEgy =  Min > [Clmkt—CGH(St,T,Xi,Ti;O'?+1,w,(X,B,)\*)]2

1
02, w0, BN o2, BN =]

donde estamos tratando o7, ; como un pardmetro desconocido. Debe tenerse
en cuenta, sin embargo, que segun el algoritmo numeérico va buscando en el es-
pacio paramétrico un vector de valores numéricos para o? 1w, a, B3, A%, hay que
proceder a la valoracién de las opciones mediante simulacién, por lo que se trata
de un procedimiento bastante exigente desde el punto de vista computacional.
Por otra parte, este procedimiento permitiria analizar la variabilidad temporal
de los valores numéricos de los parametros del modelo, o7 1w, B AT
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Existe una especificacion GARCH algo mds particular que la anterior, que
genera una férmula cerrada para el precio de la opcion:

Rt+1 = lnS’t+1 —IHSt :T+)\U?+1 +Ut+lzt+1; Zt+1/Qt NN(O71)

o = wtals - 0007 + B0

. . . . 2
La persistencia de la varianza en este modelo viene dada por af” + 3, y la

varianza incondicional es %.

La versién riesgo-neutro de este proceso es:

1 * *
Rt+1 = lnStH—lnSt:r—§Jf+1+at+1zt+17 Zt+1/QtNN(0,1)
o} = wtalz —0%0)? + Bo}

siendo sencillo ver que:
E{(Si1/S) = r
Vi (Rey1) = U%-H
Bajo este proceso GARCH, el precio de una opcién call europea es:

ccrg = SiPL — Xe TPy

con:
1 1 [ X (5 1 1 1 [ X f*(5
P b [ (SR DY L (XSG,
2 7)o ipf*(1) 2 7)o (2%
donde la funcién f(.) estd definida por:
f(‘zp) — S;peAt,t+T(¢)+Bt,t+T(‘P)U?+1
con expresiones recursivas:
1
Aprr(p) = Air147(9) +9r + Bigprarr(p)w — 5 In (1 = 2aBii1,47(0))
1 (p—0)%)2

Areir(p) = @(A+0) 59 + BBry1err(p)w 21— 2aBii117(p)

que pueden resolverse a partir de condiciones terminales:

Apyri47(0) =05 Beyriyr(p) =0
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11.4 Apéndice 4: Teoria de valores extremos (versién 2)

Consideremos una serie de rentabilidades diarias de una cartera: {ry,7a,...,7n},
cuyos estadisticos de orden extremos son (1) ¥ 7(n): 7(1) = Mini<j<n{r;}, ¥
T(n) = Maxi<j<n{r;}. Nos vamos a centrar en las propiedades del minimo, que
son las relevantes para el cdlculo del VaR de una posicién larga. Sin embargo,
la misma teorfa es vélida para el cdlculo de la rentabilidad maxima de la cartera,
mediante un cambio de signo:

ry == min {-rj} = -

donde r{ = —7r;.

Supongamos que las rentabilidades son incorrelacionadas e igualmente dis-
tribuidas, de acuerdo con F'(x), y con un rango [l, u] , .donde los extremos pueden
ser finitos o no. La funcién de distribucién de r(yy, I, 1(x), es:

Foa(z) =11 Fx)]"

que tiende a ser degenerada seginn — oo : Fj, 1(z) — 0siz <,y F,1(z) —
1siz>I.

La Teoria de Valores Extremos se refiere a la posible existencia de sucesiones
{an}, (factores de escala) {3, } , (pardmetros de localizacién), con «,, > 0, tales
que las distribucién de:

_ ) =By
T = =
Qp

converja a una distribucién no degerada cuando n — oo.

La Teorfa de Valores Extremos tiene dos implicaciones importantes:

e la distribucién limite del minimo normalizado, Fy(z), estd caracterizada
por el comportamiento en las colas de la distribucién F'(x) de r4, no por
la distribucién especifica de las rentabilidades, por lo que es aplicable
a una gama amplia de distribuciones de rentabilidades. Sin embargo,
las sucesiones {a,} y {8, } dependerdn de la distribucién concreta de
rentabilidades,

e ¢l indice de cola k, o el pardmetro de perfil, no depende del intervalo
temporal considerado para las rentabilidades, lo que resulta 1til en el
célculo del VaR.

11.4.1 Estimacion del modelo

Los pardmetros del modelo: k, escala, a,, perfil, 3,,, localizacién, puedes es-
timarse por métodos paramétricos (Mdxima Verosimilitud o regresién) o por
métodos no paramétricos.

Maxima verosimilitud
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Método de Regresion

Meétodo no paramétrico
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