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1 Procesos estocasticos y series temporales de
datos

En general, contamos con observaciones histéricas acerca de una o varias vari-
ables (precios, rentabilidades, etc.) y queremos calcular medidas de posicién
central, de dispersién y de correlacién con el objeto de resumir las propiedades
bésicas de dichos datos.

El conjunto de datos observados define un histograma de frecuencias, o dis-
tribucién muestral de frecuencias, que contiene toda la informacién disponible
acerca de la variable considerada. Un histograma de frecuencias es similar a una
distribucién de frecuencias, pero es diferente de ella. Para entender la diferen-
cia entre ambos, hemos de comprender el concepto de proceso estocdstico, y el
modo de utilizarlo en el anélisis de datos de series temporales.

Un proceso estocdstico Xy, t = 1,2,3,...es una sucesién de variables aleato-
rias, indexadas por la variable tiempo. Las variables aleatorias pueden ser inde-
pendientes entre si 0 no, y pueden tener la misma distribucién de probabilidad,
o una distribucién de probabilidad diferente.

Cada dato de una serie temporal debe interpretarse como una muestra de
tamano 1 de la distribucién de probabilidad correspondiente a la variable aleato-
ria de ese instante. Por ej., el dato de cierre del IBEX35 (suponiendo que
disponemos de datos de cierre diarios) de hoy es una realizacidn, es decir, una



muestra de tamafio 1 de la variable aleatoria ”precio de la cesta IBEX35” (como
indice) el dfa de hoy. La distribucién de probabilidad de esta variable hoy puede
ser diferente de la variable aleatoria IBEX35 hace un ano por tener, por ejem-
plo, una esperanza matemadtica menor, una volatilidad mayor, o no ser Normal,
mientras que hace un ano sf lo era.

Vamos a suponer generalmente que las variables X; tienen todas la misma
distribucién de probabilidad, y son independientes entre si. Este es el caso més
sencillo, y constituye un proceso de ruido blanco. So6lo en este caso estd to-
talmente justificado la utilizacién de momentos muestrales como caracteristicas
de ”la variable X”. Esta observacién debe servir como llamada de atencién al
lector, dada la excesiva frecuencia con que se calculan estadisticos muestrales,
calculados con datos histéricos, para representar caracteristicas de una vari-
able; por ej., la desviacién tipica de la rentabilidad bursétil de un determinado
mercado.

En algunos casos, podremos suponer que X; representa la rentabilidad de
un activo que tiene las caracteristicas que hemos expuesto de independencia
temporal o, al menos, ausencia de autocorrelacién. En otros casos, cuando
dicha rentabilidad tenga autocorrelacién, tendremos que especificar un modelo
de evolucién temporal para ella, y trabajar con la innovacién de dicho proceso,
que debe tener estructura de ruido blanco. La autocorrelacién hace referencia
a la persistencia en rentabilidades, o correlaciéon entre el valor presente y los
valores pasados de una variable.

En ocasiones, quizd sin autocorrelacion en rentabilidades, se produce depen-
dencia temporal en segundos momentos (varianzas), como consecuencia de que
este momento de segundo orden es cambiante en el tiempo de modo gradual. De
ese modo, la varianza en un determinado periodo no es independendiente de la
variaanza en perfodos previos. En tales casos, habremos de modelizar la evolu-
cién temporal de la varianza mediante algun proceso determinado, y examinare-
mos las rentabilidades estadarizadas, es decir, divididas por la desviacion tipica
estimada para cada observacion. Si no habia autocorrelacion en rentabilidades,
y el modelo de varianza estd bien especificado, la rentabilidades estandarizadas,
asi como sus cuadrados, deben estar libres de autocorrelacién.

Estas cuestiones son objeto de estudio en este tema. La modelizacién de
series temporales tiene asimismo un interés evidente para la prediccién. En tér-
minos de modelizaciéon de variables financieras, el anélisis de series temporales
nos permite analizar, por ejemplo, si una determinada rentabilidad presenta
reversion a la media. Asimismo, podemos contrastar si una determinada especi-
ficacién analitica propuesta en la literatura es consistente con las caracteristicas
estadisticas de la serie temporal de datos de una determinada rentabilidad.

1.1 Some simple stochastic processes. Properties

A stochastic process is a sequence of random variables indexed by time. Each of
the random variables in a stochastic process, corresponding to a given time index
t, has its own probability distribution. These distributions can be different, and
any two of the random variables in a stochastic process may either exhibit



dependence of some type or be independent from each other.
A white noise process is,

Yt = &, t= 1,273,...

where €;,t = 1,2,... is a sequence of independent, identically distributed
zero-mean random variables, known as the innovation to the process. A white
noise is sometimes defined by adding the assumption that &; has a Normal
distribution. The mathematical expectation of a white noise is zero, and its
variance is constant: Var(y;) = o2. More generally, we could consider a white
noise with drift, by incorporating a constant term in the process,

Yy =a+e, t=1,23 ..

with mathematical expectation E(y;) = a, and variance: Var(y;) = o2.
The future value of a white noise with drift obeys,

Yt+s = A+ E¢ys,

so that, if we try to forecast any future value of a white noise on the basis
of the information available! at time ¢, we would have:

EtytJrs =a+ Et5t+s =a,

because of the properties of the e;-process. That is, the prediction of a future
value of a white noise is given by the mean of the process. In that sense, a white
noise process is unpredictable. The prediction of such process is given by the
mean of the process, with no effect from previously observed values. Because
of that, the history of a white noise process is irrelevant to forecast its future
values. No matter how many data points we have, we will not use them to
forecast a white noise.

A random walk with drift is a process,

w=a+y_1+e, t=123, .. (1)

so that its first differences are white noise. If y, = In(P;) is the log of some
market price, then its return r; = In(P;) — In(P;—_1), will be a white noise, as we
already mentioned: ry = a+¢;,, t=1,2,3,.... A random walk does not have a
well defined mean or variance.

In the case of a random walk without drift, we have,

Yt+s = Yt+s—1 + Et+sy S Z 1

so that we have the sequence of forecasts:

IThat amounts to constructing the forecast by application of the conditional expectation
operator to the analytical representation of the future value being predicted, where the con-
ditional expectation is formed with respect to the sigma algebra of events known at time
t.



Ewir1 = Ewe+ B =y,
Ewyiro = Eiyrpr + Eieryro = By = e
and the same for all future variables. In this case, the history of a random
walk process is relevant to forecast its future values, but only through the last
observation. All data points other than the last one are ignored when forecasting

a random walk process.
First order autoregressive processes
A first order autoregressive process with zero mean has the representation,

Y = Qyr—1 + ¢, | @ |< 1,

and can also be represented as,

oo
yi=) ¢°cis
s=0

the right hand side having a finite variance under the assumption that
Var(e;) = o2 only if |¢| < 1. If that is the case, we would have:?

E(y) = E (Z ¢>Sats) =Y E(¢°cis) =) ¢°FEe o =0;
s=0 s=0 s=0

Var(y,) = Var (i (;5581;5) = i Var (¢°ei—s) = i(b%‘/ar (e1—s) = Zngsag =
s=0

s=0 s=0 s=0

where we have used : Cov(e,e5) =0,V # s.
A first order autoregressive process with constant has the representation,

Y =a+dyi—1+er, | 0 1< 1,

Let us assume by now that the mathematical expectation exists and is finite.
Under that assumption, Fy; = Ey;_1, and we have:

By; = a+ E(¢yi—1) + Eer = a+ ¢Ey;
so that: Ey; = ﬁ To find out the variance of the process, we can iterate
on its representation:

Yy = a+oy_1ter=a+dla+ py_ot+e_1) e =
a(l+¢+¢" + ..+ 0" )+ s + (6" Tetsi1 + oo + G C1_0 + Per_1 + 1)

2Recordemos que la suma de una progresién geométrica: a,ra,r2a,r3a,...,r™ con un

ndimero finito de términos existe siempre, con independencia del valor de la razén r. dicha
_n+1 ., L. . . , . .

suma es: S = al 7—— La suma de una progresién geométrica con infinitos términos existe

a

sélo si la razén r es menor que 1 en valor absoluto, siendo entonces su suma: S = 72—




and if we proceed indefinitely, we get

p=all+o+¢>+..)+ (O ¢ et + der1 + £t)

since lim ¢°y;_s = 0.2 Then, taking the variance of this expression:
S— 00

00 2
Var(y:) = Var ( + ¢2€t—2 + ¢er—1 + €t) = Z 52523‘7? = 1 is(;SQ
s=0

so that the variance of the y;-process increases with the variance of the
innovation, o2, but it is also higher the closer is ¢ to 1.
Predictions from a first order autoregression can be obtained by,

Ewyirr = oEw + B = dys,
Bz = Ei(¢ys1) + Eero = ¢°Eyyrir = ¢y

and, in general,

Ewyirs ="y, s>1

which is the reason to impose the constraint | ¢ |< 1.
Si el proceso siguiese una estructura dependiente de su pasado a partir de
un instante inicial ¢ = 1 tendrfamos:

Yyr=a+oy—1+e, t=12.., -1<¢<1
y sus propiedades serfan algo distintas, con:
1—¢
1-¢

Como vemos, es un proceso en el que el valor inicial tienen una influencia que
va haciéndose menor con el paso del tiempo. Ldégicamente, cuando ha pasado
suficiente tiempo, este proceso seria indistinguible del que antes vimos, que no
tenia punto inicial.

t
Yy =a +o'yo+ Y 0" e,
s=1

The following figure shows a single realization of a white noise process, with
an innovation with unit variance, and a realization from a random walk. The
innovation in the random walk is the white noise that appears in the figure to
the left. In the lower row, we have single realizations from stationary AR(1)
and AR(2) processes. In all cases, the same realization of the white noise that
appears in the upper row has been used as innovation.

3This is the limit of a random variable, and an appropriate limit concept must be used. It
suffices to say that the power of p going to zero justifies the zero limit for the product random
variable.
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En este proceso AR(1), si &; sigue una distribucién Normal ¢; ~ N(0,02),
con Corr(es,er—r) = 0 Vk, entonces y; sigue una distribucién

a 0'2
N[t T
v (1—p’1—p2)

Esta es la distribucion marginal o incondicional, de y;.
Los momentos condicionales de este proceso son,
E1(ys) = a+ pyr—1; Var(y,) = o’
Condicional en la historia pasada de g, sin incluir el dato de fecha ¢, la
distribucion de probabilidad condicional de y; es,

Yt /Qe—1 ~ N(a+ py—1,00).

La varianza condicional de y; es igual a la varianza de u;, 02, mientras que
la varianza incondicional de y; es siempre mayor que o2. Por tanto, la varianza
condicional, que es constante, es siempre inferior a la varianza incondicional. La
diferencia entre ambas es tanto mayor cuanto més se aproxima el valor numérico
del coeficiente p a —1 6 +1. En ambos limites, ademds, la varianza del proceso
autoregresivo de primer orden tiende a infinito. La varianza incondicional de
yr es tanto mayor cuanto mds se acerque el pardmetro p a 1, creciendo dicha
varianza sin limite. Sin embargo, la varianza condicional es siempre o2, con
independencia del valor numérico del pardametro p.

La esperanza condicional E(y;/y:—1) = a + pys—1es cambiante en el tiempo,
en funcién de la informacién disponible en cada instante. La esperanza in-
condicional E(y;) = 1%}) es la mejor prediccién que podriamos proporcionar del
proceso y; sin disponer de informaciéon muestral para el mismo, pero conociendo
la estructura estocdstica de dicho proceso, incluidos los valores numéricos de
los pardmetros. Si dispusiéramos de informacién muestral pero ignorasemos el
proceso estocdstico que sigue y;, podriamos sustituir lfp por la media muestral.
Esta es la mejor prediccién en cuanto a minimizar el error cuadratico medio de
la prediccidn, pero no es la prediccién éptima, que es E(y/yi—1) = a + pyi—1
y requiere estimaciones de los pardmetros. Esta prediccién minimiza el error
cuadratico medio condicional.

Autocorrelacion, persistencia. Funciones de autocorrelacion simple y parcial

La autocorrelacién de un proceso estocastico se mide a través de las funciones
de autocorrelacién simple y parcial. The parameter p is sometimes known as
the persistence of the process. As the previous expression shows, an increase or
decrease in y; will show up in any future y;s, although the influence of that
yi-value will gradually disappear over time, according to the value of p. A value
of p close to 1 will introduce high persistence in the process, the opposite being
true for p close to zero.

The autocovariance function is defined as the set of covariances between the
values a given process at two different points in time. At this point, we make




the assumption that the covariance between the values of y; at two points in
time depends just on the distance between them, i.e.:

Cov(yt, Yits) = Cov(Yp, Yp+s), VD, t

In the case of the first order autoregressive process AR(1) at two points in
time, the covariance function is:

COU(ytast) = PSVCW(ZUt>7 S z 07

so that the linear correlation is:

Cov(ye, Yets) _
Corr(ye, Yevs) = Varty) "
which dies away at a rate of p. The set of correlations obtained for s =
0,1,2,...is the simple autocorrelation function. In an autoregressive process with
a value of p close to 1, the correlation of y; with past values will be sizeable for a
number of periods, although it decreases to zero at the rate p. If p > 0, all values
of the autocorrelation function will be positive. If p < 0, the autocorrelation
function will go to zero alternating in sign.
The partial autocorrelation function of a process is defined by the coefficient
in the last lag in a sequence of regressions of y, on a set of lags (yi—1, Yr—2, ..., Yi—p)-
To estimate the partial autocorrelation function, we run regressions:

Y = 601 + B11¥t—1 + U
Yyt = Boo + Brayi—1 + BooYi—2 + Uz
Yo = Bos + Bi3Yi—1 + Bog¥Yi—2 + Basyi—3 + use

and the sequence {811, Ba9, B33, ---- } is the partial autocorrelation function of
y¢. In a first order autoregressive process, the partial autocorrelation function is
{5,0,0,...}. It has only a non-zero value, the first one, being equal to the slope
coefficient in the autoregressive process.

Las funciones de autocorrelacién simple y parcial no varian por la introduc-
cién de una constante en el modelo autoregresivo.

Cyclical fluctuations

Another important characteristic of economic time series is the possibil-
ity that they exhibit cyclical fluctuations. In fact, first order autoregressive
processes may display a shape similar to that of many economic time series, al-
though to produce regular cycles we need a second order autoregressive processes,

Yt = O1Yi—1 + OoYit—2 + &4,

with €; being an innovation, a sequence of independent and identically dis-
tributed over time. Using the lag operator: B®y; = y;_ in the representation
of the process:



Yo — D1yi—1 — doti—2 = (1 — ¢ B — ¢, B*) yy = &4,

The dynamics of this process is characterized by the roots of its characteristic
equation,

1—¢B—¢,B>=(1-X\B)(1-A_B)=0

which are given by:

) —¢y £ /0] + 46,
4y N —

20,

Stationary second order autoregressions have the two roots of the charac-
teristic equation smaller than 1. A root greater than one in absolute size will
produce an explosive behavior. As we will see below, a root equal to 1 signals
nonstationarity, although the sample realization will not be explosive. It will
display extremely persistent fluctuations, very rarely crossing its mean, as it was
the case with a random walk. This is very clear in the similar representation of
a random walk: (1 — B)y; = &.

Since the characteristic equation is now of second degree, it might have as
roots two conjugate complex numbers. When that is the case, the autoregressive
process displays cyclical fluctuations. The response of y; to an innovation ¢,
will also display cyclical fluctuations, as we will see in dynamic macroeconomic
models below.

A condition for cycles to arise is ¢, < 0. When cycles exist, they will have a
period T given by:

2w N
CoS — = ————

T 2y/~¢,
with decay factor: d = /—¢,.

The following figure shows simple and partial autocorrelation functions for
the time series above: a white noise, a random walk, an AR(1) with coefficient
0.80, an AR(1) with coefficient 0.50, and an AR(2) process with coefficients 0.75
and -0.50.
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El modelo MA(1) tiene como estructura estocdstica:

Y =a+¢e — 01

con propiedades:

E(y) = a; Var(y,) = (14 6%)0?

funcién de autocovarianza:

Cov(ys, yt—1) = —90?; Cov(ys, yi—s) = 0,Vs > 1

y funcién de autocorrelacién simple:

COT?"(yta yt—l) = —m;

Corr(ys, y1—s) = 0,¥s > 1

12
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Estos momentos poblacionales pueden utilizarse para estimar el modelo apli-
cando el Método Generalizado de Momentos, que consistiria en resolver el sis-
tema que resulta al igualar los valores numéricos de tres momentos muestrales
a las expresiones analiticas de dichos momentos en la poblacion:

1 T
Do =
t=1

T
1 T
72 w9 = (1+6)?
t=1
1 T
T_1 Z (e =) (ye—1—y) = —bo?
t=2

para encontrar valores numéricos de a, 0, 02.Dividiendo las dos tltimas ecua-
ciones tenemos:

T _ _
0 e W —9) (1 —9)
2 = T \2
L+ 7201 (U —9)
siendo p; el primer valor de la funcién de autocorrelacién. Por tanto, tenemos
la ecuacién cuadrética:

=01

p16%+0+p; =0

cuya solucién nos da la estimacién de 6, obteniendo la estimacién de o2 a
partir de cualquiera de las dos ecuaciones que hemos utilizado. Nétese que la
ecuacion cuadratica tendrd dos soluciones, pero sélo una serd vélida, estando en
el intervalo (—1,1).

1.2 Modelos ARMA

Seccién 13.5 en Econometria — Novales

1.2.1 Wald decomposition

Any covariance-stationary stochastic process y; admits the presentation:

Yt = f(t) + Zasgtfs
s=0

with &, white noise (E(g;) = 0,Var(e;) = 0%, E(ge5) = 0, if t # s), and
ar = 0 for s > r, for some r, possibly infinite, with > > a? < oo. In this repre-
sentation f(t) is a purely deterministic function which it is therefore perfectly
predictable from its own past. Other than for this component, the stochastic
process y; admits a possibly infinite MA representation.

13



But we also know that such a MA representation can be inverted, provided
the roots of the lag polynomial satisfy the appropriate requirements, to obtain
a possibly infinite AR representation. A stochastic process is said to have a unit
root if the characteristic equation of its AR representation has such a root. A
stochastic process may have more than one unit root. The first difference of
a process having a unit root is stationary. A stochastic process is said to be
integrated of order d, if its d-th order difference is stationary.

1.3 Stationarity, mean reversion, impulse responses

A stochastic process is stationary when the distribution of k-tuples (yt,, Yty ---s Uz, )
is the same with independence of the value of k and of the time periods t1, t, ..., tx
considered. It is a property of any stationary stochastic process that the fore-
cast of a future value converges to its mean as the forecast horizon goes to
infinity. This is obviously fulfilled in the case of a white noise process. An-
other characteristic is that any time realization crosses the sample mean often,
while a nonstationary process would spend arbitrarily large periods of time at
either side of its sample mean. As we have seen above for the first order au-
toregression, the simple autocorrelation function of a stationary process, made
up by the sequence of correlations between any two values of the process, will
go to zero relatively quickly, while for processes close to nonstationarity, the
autocorrelation function will dye away very slowly.

When they are not subject to an stochastic innovation,* stationary autore-
gressive processes converge smoothly and relatively quickly to their mathemat-
ical expectation. The y;-process will converge to 1% either from above or from
below, depending on whether the initial value, g, 1s above or below ﬁ. The
speed of convergence is given by the autoregressive coefficient. When the process
is subject to a nontrivial innovation, the convergence in the mean of the process
will not be easily observed. This is the case because the process experiences
a shock through the innovation process every period, which would start a new
convergence that would overlap with the previous one, and so on. Under normal
circumstances we will just see a time realization exhibiting fluctuations around
the mathematical expectation of the process, unless the process experiences a

huge innovation, or the starting condition g is far enough from %p, in units of

its standard deviation, \/%.

Mean reversion [Simple simulation.xls]

The property of converging to the mean after any stochastic shock is called
mean reversion, and is characteristic of stationary processes. In stationary
processes, any shock tends to be corrected over time. This cannot be appreci-
ated because shocks to y; are just the values of the innovation process, which
take place every period. So, the process of mean reversion following a shock
gets disturbed by the next shock, and so on. But the stationary process will
always react to shocks as trying to return to its mean. Alternatively, a non
stationary process will tend to depart from its mean following any shock. As a

4That is, if the inovation e; has zero variance.
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consequence, the successive values of the innovation process ¢; will take y; every
time farther away from its mean.

An alternative way of expressing this property is through the effects of purely
transitory shocks or innovations. A stationary process has transitory responses
to purely transitory innovations. On the contrary, a nonstationary process may
have permanent responses to purely transitory shocks. So, if a stationary vari-
able experiences a one-period shock, its effects may be felt longer than that, but
will disappear after a few periods. The effects of such a one-period shock on a
nonstationary process will be permanent. A white noise is just an innovation
process. The value taken by the white noise process is the same as that taken by
its innovation. Hence, the effects of any innovation last as long as the innovation
itself, reflecting the stationary of this process.

The situation with a random walk is quite different. A random walk takes
a value equal to the one taken the previous period, plus the innovation. Hence,
any value of the innovation process gets accumulated in successive values of the
random walk. The effects of any shock last forever, reflecting the nonstationary
nature of this process.

In a stationary first order autoregression, any value of the innovation e; gets
incorporated into y; that same period. It will also have an effect of size pe; on
Yet+1- This is because yi11 = pyr + €141 so, even if e,41 = 0, the effect of ¢
would still be felt on 3,11 through the effect it previously had on ;.

Impulse response function

This argument suggests how to construct what we know as an impulse re-
sponse function. In the case of a single variable, as it is the case we consider in
this section, the impulse response is obtained by setting the innovation to zero
every period except by one, in which the impulse is produced. At that time, the
innovation takes a unit value.” The impulse response function is the difference
between the values taken by the process after the impulse in its innovation, and
the values that would have prevailed without the impulse. The response of a
white noise to an impulse in its own innovation is a single unit peak at the time
of the impulse, since the white noise is every period equal to its innovation,
which is zero except at that time period.

Consider now a stationary first order autoregression. A unit innovation at
time ¢t* will have a unit response at that time period, and a response of size p*
each period t + s, gradually decreasing to zero. If the impulse has size A, the
response will be p*A.

En efecto, supongamos que hasta el instante t*, el proceso se encuentra en

su nivel de equilibrio, que es su esperanza matemadtica: y; = 1—0‘p. En t =t*, se

produce un impulso de tamano A. Esto significa que la innovacién del proceso
ha sido 0 para t < t*, y tenemos ¢;+ = A and ¢, = 0,Vt > t*. El efecto es:

5When working with several variables, responses can be obtained for impulses in more than
one variable. To make the size of the responses comparable, each innovation is supposed to
take a value equal to its standard deviation, which may be quite different for innovations in
different variables.
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o
Ye= :O“prt*fl‘i‘A:ﬂ-‘rA

Como consecuencia, tendremos:

[0
Yorp1 = a+pyt*:a+p(yt*—1+A):a+pyt*—1+f)A:ﬂ+pA
(0%
Yirp2 = a+pyt*+1:a+p(a+pyt*—1+pA):17_p+p2A
«
Y43 = 04+Pyt*+2=1fp+ﬁ’3A

En ausencia del impulso, habriamos tenido: y; = ﬁ en todos los periodos,

anteriores y posteriores a t*. Por tanto, la funcién de respuesta al impulso es
en este caso: FRI = (A, pA, p?A, pA, ) , decreciendo gradualmente hacia
cero. El retardo mediano es el nimero de periodos que deben transcurrir para
que se deje sentir sobre y; el 50% del efecto de largo plazo, que es la suma de to-
dos los efectos, (1 — p) " A. El retardo medio viene definido por: Yoiifi) > fi
En el proceso AR(1) el retardo medio es 1/(1 — p); por ejemplo, si p = 0,90,
entonces el periodo medio es igual a 10. El retardo mediano de un proceso
AR(1) es s = .50/ In p, donde s incluye el periodo en que se produce el impulso;
es decir, una vez calculado s, el retardo mediano se interpretarfa como s — 1
periodos después de aquél en que se produce la perturbacion.

La funcién de respuesta de un proceso MA(1): y; = a + & — 0,1 a un
impulso de tamafio A es: (A, -0A, 0,0, ...). Si consideramos un proceso MA
de orden 2: y; = a+¢e; — 01641 — O2e4_o, su funcién de respuesta a un impulso
de tamafio A es: (A, -01A, -62A, 0,0, ...) .

In the case of a general random walk, a zero innovation would lead to a
random walk growing constantly at a rate defined by the drift ¢ from a given
initial condition yg. If at time ¢* the innovation takes a unit value, the random
walk will increase by that amount at time ¢*, but also at any future time. So the
impulse response is in this case a step function, that takes the value 1 at t* and
at any time after that. As we can see, even though the impulse es transitory,
lasting for just one period, its effect is permanent.

En ocasiones tiene interés calcular la funcién de respuesta a un escaldn,
siendo éste una perturbacién constante a partir de un determinado instante
t*. Es sencillo probar que la funcién de respuesta de un proceso AR(1) a una
perturbacion de tipo escalén no es sino la acumulacion de la funcion de respuesta
al impulso, por lo que en el caso de un proceso AR(1), dicha respuesta resulta:
(A, (1+p)A, (1+p+ p*)A, ...), que es una funcién creciente (si p es positivo)
que converge a (1 — ,0)71 A, que es mayor en valor absoluto que la perturbacién
inicial, A. Como vemos, el efecto de largo plazo de una perturbacién de tipo
escalén coincide con el efecto total de una perturbacién de tipo impulso.
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1.3.1 Caracteristicas de una variable estacionaria: Resumen

Una variable estacionaria tiene generalmente varianza finita (salvo que obedezca
a una distribucién que como la Cauchy, o la t-Student con 2 grados de liber-
tad, carece de este momento); mds precisamente, su varianza no cambia con el
paso del tiempo y, desde luego, no tiende a infinito. Una perturbacién transito-
ria sobre una variable estacionaria tiene efectos puramente transitorios; pueden
durar varios periodos, pero sus efectos terminan desapareciendo. Los valores
sucesivos de su funcién de auocorrelacién convergen rapidamente hacia cero,
excepto quizd en los retardos de cardcter estacional. la serie temporal corre-
spondiente a una variable estacionaria no deambula durante perfodos largos de
tiempo a un mismo lado de su media muestral, sino que cruza frecuentemente
dicho nivel medio. El nimero medio de periodos que transcurre entre dos cruces
consecutivos del nivel medio muestral es pequeno.

Por el contrario, una perturbacién de cardcter transitorio sobre una variable
no estacionaria tiene efectos permanentes. La funcién de autocorrelacién de una
variable no estacionaria converge a cero muy lentamente, y su serie temporal
muestra claramente largos perfodos de tiempo en que deambula sin cruzar su
nivel medio.

Characteristics of a stationary process:

e It has finite variance

Its simple and partial autocorrelation functions converge to zero quickly
e The time series realization crosses its sample mean level often

e A one-period shock has purely transitory effects

Its forecast converges to its mathematical expectations as the forecast
horizon goes to infinity

Characteristics of a non-stationary stochastic process

e Its variance increases with the sample size

Its autocorrelation functions do not go to zero quickly

e The number of periods between successive crosses with its sample mean
is infinity

e A one-period shock has permanent effects

Its forecast does not converge to its mathematical expectation as the fore-
cast horizon goes to infinity
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1.3.2 Numerical exercise: Simulating simple stochastic processes

The Simple simulation.zls EXCEL book presents simulations of some of these
simple stochastic processes. Column A in the Simulations spreadsheet contains
a time index. Column B contains a sample realization of random numbers
extracted from a N(0,1) distribution. This has been obtained from EXCEL
using the sequence of keys: Tools/Data Analysis/Random Number Generator
and selecting as options in the menu number of variables =1, observations =
200, a Normal distribution with expectation 0 and variance 1, and selecting the
appropriate output range in the spreadsheet.

A well constructed random number generator produces independent realiza-
tions of the chosen distribution. We should therefore have in column B 200
independent data points from a N(0,1), which can either be interpreted as a
sample of size 200 from a N(0,1) population, or as a single time series real-
ization from a white noise where the innovation follows a N(0,1) probability
distribution. The latter is the interpretation we will follow. At the end of the
column, we compute the sample mean and standard deviation, with values of
0.07 and 1.04, respectively, si bien estos valores numéricos cambiarédn con cada
realizacién de la serie temporal. These are estimates of the 0 mathematical ex-
pectation and unit standard deviation with this sample. Below that, we present
the standard deviation of the first and the last 100 observations, of 1.09 and .98.
Estimates of the variance obtained with the full sample or with the two sub-
samples seem reasonable. A different sample would lead to different numerical
estimates.

Since we compare in this spreadsheet the characteristic of processes that
differ in the numerical values of their parameters, we use in simulating a time
series realization from each process the same time series for the innovation, the
one we have in column B.

Panel 2 contains sample realizations from three different random walks with-
out drift. The only parameter in such processes is the variance of the innovation,
which takes values 1, 25 and 100, respectively. At a difference of a white noise,
an initial condition is needed to generate a time series for a random walk, be-
cause of the time dependence between successive observations, as can be seen
in (1). We take y; = 100 as initial condition in all cases. The three sample
realizations are graphed in the Random Walks spreadsheet. All exhibit extreme
persistence, crossing the sample mean just once in 200 observations. We know
by construction that these three processes lack a well defined mean and have
a time increasing variance. We can always compute sample averages and stan-
dard deviations, as shown in the spreadsheet at the end of the series, but it is
not advisable to try to interpret such statistics. In particular, in this case, by
drawing different realization for the white noise in column B, the reader can
easily check how sample mean and standard deviations may drastically change.
In fact, standard deviations are calculated in the spreadsheet for the first and
last 100 sample observations, and they can turn out to be very different, and
different from the theoretical result: Var(y;) = to? . The point is that we
cannot estimate that time-varying moment with much precision.
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Panel 3 compares a random walk to three first-order autoregressive processes,
with autoregressive coefficients of 0.99, 0.95 and 0.30. As mentioned above, a
random walk can be seen as the limit of a first order autoregression,as the
autoregressive coefficient converges to 1, although the limit presents some dis-
continuity since, theoretically, autoregressive processes are stationary so long
as the autoregressive coefficient is below 1 in absolute value, while the random
walk is nonstationary. The autoregressive processes will all have a well-defined
mean and variance, and we can see how the variance increases with the value of
the autoregressive coeflicient, as expected. The sample time series realizations
for the four processes are displayed in the A R-processes spreadsheet, where it
can be seen that sample differences between the autoregressive process with
the 0.99 coefficient and the random walk are minor, in spite of the theoretical
differences between the two processes. In particular, the autoregressive process
crosses its sample mean in very few occasions. That is also the case for the
0.95-autoregressive process, although its mean reverting behavior is very clear
at the end of the sample. On the other hand, the time series realization from the
0.30-autoregressive process exhibits the typical behavior in a clearly stationary
process, crossing its sample mean repeatedly.

Panel 4 presents sample realizations from two white noise processes with drift
and N(0,1) innovations. As shown in the enclosed graph, both fluctuate around
their mathematical expectation, which is the value of the constant defining the
drift, crossing their sample means very often. Panel 5 contains time series
realizations for two random walk processes with drift. These show in the graph
in the form of what could look as deterministic trends. This is because the
value of the drifts, of 1.0 and 3.0, respectively, is large, relative to the innovation
variance which is of 25 in both cases. If the value of the drift is reduced, or
the variance of the innovation increased, the shape of the time series would
be different, since the fluctuations would then dominate over the accumulated
effect of the drift, as the reader can check by reducing the numerical values of
the drift parameters used in the computation of these two columns. A similar
result arises by significantly increasing the innovation variance. What are the
differences beetwen both cases in terms of the values taken by the process?

Panel 6 presents realizations of a stationary first order autoregression with
coefficient of .90. In the second case we have not included an innovation process,
so that it can be considered as a deterministic autoregression. It is interesting
to see in the enclosed graph the behavior of a stationary process: starting from
an initial condition, in the absence of an innovation, the process will always con-
verge smoothly to its mathematical expectation. That is not so obvious in the
stochastic autoregression, just because the innovation variance, of 25, is large
relative to the distance between the initial condition, 150, and the mathematical
expectation, 100. The reader can check how reducing the standard deviation
used in column S from 5 to 0.5, the pattern of the time series changes dras-
tically, and the convergence process then becomes evident. The mathematical
expectation of these two autoregressive processes is F(y;) = 100.The reader can
change the initial condition to a value below E(y;), like y; = 80,and see how
the convergence to the mean is obtained from below.

19



Panel 7 contains realizations for second order autoregressions. The first two
columns present sample realizations from stationary autoregressions,

Model 1: y; = 10 + .6y;—1 + 3ys—2 + &¢, € ~ N(0,1) (2)
Model 2: y; =30+ 1.2y;—1 — .5yr—2 + &4, &¢ ~ N(0,1) (3)

and are represented in an enclosed graph. The two time series display fluc-
tuations around their sample mean of 100, which they cross a number of times.
The second time series, represented in red in the graph can be seen to exhibit
a more evident stationary behavior, with more frequent crosses with the mean.
The next three columns present realizations for nonstationary second order au-
toregressions. There is an important difference between them: the first two
correspond to processes:

Model 3wy = .Tys—1 4+ 3ys—2 + &1, € ~ N(0,1) (4)
Model 4 :  y =1.5ys—1 — .Byr—2 + &, &¢ ~ N(0,1) (5)

that contain exactly a unit root, the second one being stable.® The rots of
the characteristic equation for Model 3 are 1 and -0.3, while those for Model 2
are 1 and 0.5. The last autoregression

Model 5 : Y = -3yt—1 + 1-2yt—2 + &, € N(O, 1) (6)

has a root greater than one, which produces an explosive behavior. The two
roots are -0.95 and 1.25.

The Impulse responses spreadsheet contains the responses to a unit shock
for the stochastic processes considered above: a random walk, three first-order
autoregressions, two stationary second-order autoregressions, and three non-
stationary second-order autoregressions. To compute responses to an impulse
innovation at ¢t = 11, the innovation in each process is supposed to take a zero
value for ten periods, to be equal to 1, the standard deviation assumed for the
innovation in all cases at t* = 11, and be again equal to zero afterwards. We
compare that to the case when the innovation is zero at all time periods. Im-
pulse responses are computed as the difference between the time paths followed
by each process under the scenario with a shock at ¢t* = 11, and in the absence
of that shock. The first-order autoregressions are supposed to start from an
initial condition y; = 100, when their mathematical expectations is zero, so in
the absence of any shock, they follow a smooth trajectory gradually converg-
ing to zero at a speed determined by its autoregressive coefficient. The second
order autoregressions are assumed to start from y; = yo = 100, which is also

6The two polynomials can be written as 1 — a1 B — a2 B2 = (1 — B)(1 — AB), the second
root being 1/A. The reader just need to find the value of X in each case.
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their mathematical expectations. So, in the absence of any shock, the processes
would stay at that value forever.”

The first graph to the right displays impulse responses for a random walk
as well as for the three first order autoregressions considered above, with coeffi-
cients 0.99, 0.95 and 0.30. A random walk has the constant, permanent impulse
response that we mentioned above when describing this process. The responses
of the first order autoregressions can be seen to gradually decrease to zero from
the initial unit value. The response is shorter the lower it is the autoregres-
sive coefficient. For high autoregressive coefficients, the process shows strong
persistence, which makes the effects of the shock to last longer.

The second graph shows the impulse responses of the two stationary second-
order autoregressions. As the reader can easily check, the characteristic equation
for Model 1 has roots -0.32 and 0.92, so it is relatively close to nonstationarity.
The characteristic equation for Model 2 has roots 0.6 +0.374 174, with modulus
0.5. This difference shows up in a much more persistent response of Model 1.
The complex roots of Model 2 explain the oscillatory behavior of the impulse
response of this model.

The third graph displays impulse responses for the three nonstationary sec-
ond order autoregressions. In the two cases when there is a unit root (Models
3 and 4), the graph shows a permanent response to the purely transitory, one-
period shock. The response of Model 5 is explosive because of having one root
above 1, and its values are shown on the right Y-axis.

1.4 Ejercicios con datos financieros

The first row of the figure displays closing weekly data on the FTSE100 index
from 5/9/1994 to 8/9/2014. The two market crisis of 2001 (crisis of dot-com
firms) and september 2008 (fall of Lehman brothers) can be clearly seen in
the graph. The series is clearly nonstationary, as it is it also the case with
its logarithmic transformation. Daily returns are stationary in the mean, and
their simple and partial autocorrelation functions suggest initially an AR(1)
structure. We estimate it:

7y = 0.0806.1072 — 0.1232r;_1 +
(1.05) (4.00)
with 02 = 6.20.107%, o, = 0.0249,and t-Student statistics in parenthesis.

The simple and partial autocorrelation functions for the residuals do not
show indication of any further structure.

"We could have done otherwise, like starting the first-order autoregresisons at their mathe-
matical expectation, and the second-order autoreegressions outside their expected values. The
reader can experiment with these changes.
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1.5 Prediccién con modelos ARMA
1.5.1 Forecasting with some simple processes
Forecasting an AR(1) process: A future value of the first order autoregression
can be represented:
Ytrs = @+ pYirs—1 +Eeps, | pI< 1, 521,

which can be iterated to,

Yrps =a(l+p+p°+ .+ 0" ) + 0%y + (0" ey + 0" Pera + o+ Ergs)

so that, taking expectations based on information up to time ¢, its forecast
is given by,

S

p S S S
+p°ye = p°ye + (1 — p°).Ey

Etyt+s =a 1

Hence, as the forecast horizon goes to infinity, the forecast converges to,

a
1—-p

lim Eyysys =

the mean of the process.
Forecasting an MA(1) process:
Future values of an MA(1) process respond to:

Yi+1 = QG+ Epyp1 — Oey = Etyt—i-l =a— 0
Yirz = a+tepa—Ocp1 = Bypyo =a= By s =a,Vs > 1

1.5.2 Expresiones analiticas para la prediccién

En un proceso AR(2) :

Eryrin = Er (64 ¢1yr + doyr—1 +eri1) =0 + d1yr + doyr—1

Eryria = Er (64 ¢1yri1 + doyr +er42) =6+ &1 (6 + d1yr + ¢oyr—1) + Poyr—1 =
= 0(1+¢9)+ <¢§+¢2) yr + 102y7T—1

Eryris = 01+ ¢y + 1)+ 61(61 + 205)yr + (616 + 93)yr—1

Para procesos autoregresivos de orden superior a 1 no existe una forma
analitica sencilla para representar las predicciones a distintos horizontes. Como
vemos, en un proceso autoregresivo de orden p, la informacién muestral que es
relevante para el cdlculo de predicciones se resume en las p ultimas observaciones
de la serie temporal.

Un proceso MA(1) sin constante, invertible, puede escribirse:
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Yr+1 = _eyT - 62yT71 - egyT72 — ...+ ET4+1

por lo que:
Eryrin = —Oyp —0%yr_1 — Pyr_o — ...
Eryris = —0Bryri1—0%yr —0%yr_1 — 0'yr_o— ... =
= —0(=0yr — Cyr—1 — Cyr_o—...) — Oy — Pyr_1 — O'yr_o— ...
ETyT+k = O,V/{J Z 2

lo cual es evidente, recordando que la estructura del proceso MA(1) es:

Yt = €t — Oct_q

por lo que:

Eryrn = FEreryr —0E7er
Eryryo = FErerio—0Ereri; =0
Eryryr = 0,Vk>2

1.5.3 Varianza del error de prediccién

Seccién 13.9 en Econometria - Novales

1.5.4 Recuperacién de predicciones
1.5.5 Evaluacién de previsiones

Para evaluar la calidad de un conjunto de s previsiones obtenidas a partir de
un modelo, es habitual utilizar:

e Raiz del Error Cuadratico Medio:

135 .
RMSE = \/s ; (De+i — yt+i)2
e Error Absoluto Medio:

MAE = 21 ‘gt+i - yt+i|

Cuando se evalua la calidad de un conjunto de predicciones acerca de vari-
ables que oscilan en torno a una media no nula, o variables no estacionarias,
suelen utilizarse sus versiones porcentuales:
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e Raiz del Error Cuadratico Medio Porcentual:

. . N2
RMSE\/12<yt+Z yt+z>

S =1 Yt+i

e Error Porcentual Absoluto Medio:

Ytti — Yt

MAFE = Z
i Yt+i

=1

que no conviene utilizar cuando se trabaja con rentabilidades, por ejemplo.

1.6 Identificacién de procesos AR y MA

Secciones 13.3 y 13.4 en Econometria — Novales
En un modelo con m pardmetros que han sido estimados con n datos, el
criterio de informacién de Akaike es:

2InL  2m
_|_7
n

AIC = —

siendo L* el valor maximizado de la funcién de verosimilitud, mientras que
el criterio de informacién de Schwarz, de bases bayesianas, es:

1 1
BIC:—2 nL+mn(n)
n n

1.7 Contrastes de ausencia de autocorrelacién (ruido blanco)
1.7.1 Coeficientes de autocorrelacién

La manera més directa de contrastar si un determinado proceso estocdstico
tiene naturaleza de camino aleatorio, o lo que es lo mismo, satisface la hipétesis
de martingala, es analizando los coeficientes de correlacién entre dos variables
constituyentes de dicho proceso estocdstico en dos instantes distintos de tiempo.
Bajo la hipétesis nula, todos los coeficientes de autocorrelacién deberian ser
nulos, lo que complica en cierta medida el disenio del contraste, pues el nimero
de hipétesis a contrastar es potencialmente ilimitado. Pero, una vez mds, para
llevar a cabo el contraste nos habremos de servir de sus andlogos muestrales,
en cuyo cdlculo perdemos observaciones muestrales, por el hecho de tener que
retardar la serie temporal de datos.

Fuller (1976) caracteriza la distribucién asintética del vector de los m primeros
coeficientes de autocorrelacion, siendo ésta Normal multivariante:

VTh, — N(0,1) (7)
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En muestras finitas, si el proceso estocdstico tiene estructura de camino
aleatorio (RW1-Taylor antiguo), con varianza finita 0 y momento de orden
seis proporcional a o9, se tiene:

E(pr) = TTT-1) +0(T7?)
Var(p) = 1ot +0(17?)
Cov (py,py) = O(T?)

Por tanto, los coeficientes de autocorrelacion muestrales de un camino aleato-
rio estdn sesgados a la baja.’®

Para evitar el sesgo en el estimador de los coeficientes de autocorrelacion,
Fuller (1976) propone la correccién:

_ . Tk .
PkZPker(l_Pi)v

con:

\/%f)k — N(0,1)
E(p) = O(T7?)

A menudo, nos interesa pronunciarnos sobre la hipétesis nula: Hy : p, = 0
para k =¢q+1,q+2,.... Si los datos han sido generados por un proceso MA(q),
entonces la varianza de p;, puede aproximarse por:

k—1
. 1 2
Var(py) = % 1—|—22pi L k>1
=1
por lo que, bajo Hy, tenemos: Var(p,) = 1/T, el mismo resultado que surge
de la distribucién asintética que antes vimos.

1.7.2 Contrastes Portmanteau

Para recoger adecuadamente un concepto de camino aleatorio que implica que
todos los coeficientes de autocorrelacién son cero, Box y Pierce (1970) pro-
pusieron un contraste conjunto basado en el estadistico:

8El sesgo negativo en la estimacién p,, proviene de que su célculo se basa en los productos
de desviaciones respecto de la media muestral en distintos periodos de tiempo, t y t + k. Pero
la suma de tales desviaciones es cero, luego desviaciones positivas tenderdn a venir seguidas
en el futuro por desviaciones negativas, y viceversa, por lo que su producto tenderd a ser

negativo. En muestras pequeflas, esto es importante: con T = 10, E (p;,) = —% =
10—k
—~55~ ~ —0,10.
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m

Qn=T> p}
k=1

_ Bajo la hipétesis nula Hy : p; = py = ... = p,,, = 0, (RW1), (7) implica que:
Qm =TS 7, Pt se distribuye como una x2,.
Ljung y Box (1978) propusieron una correcciéon para muestras finitas:

;o — /i
Qn =T(T +2)

k:1T_k

Al agregar los coeficientes de autocorrelacién al cuadrado, el contraste tiene
potencia frente a diversas alternativas. Sin embargo, la eleccién del orden m
es ambigua, y puede condicionar los resultados del contraste. Si se utiliza un
m pequeno, puede no detectarse la autocorrelacién de orden superior. Si se
utiliza m grande, el contraste pierde potencia debido a la acumulacién de auto-
correlaciones no significativas. Si se dispone de una alternativa concreta, puede
disenarse un contraste con mejores propiedades estadisticas.

1.7.3 Ratios de varianza

Supongamos que la serie temporal que consideramos es la rentabilidad de un
determinado activo financiero. Recordando que las rentabilidades continuas
son aditivas, es decir, que la rentabilidad sobre 2 periodos es la suma de las
rentabilidades sobre cada uno de ellos: 7? = r} + rl |, tenemos la razén de

varianzas a 2 periodos,

RV(2) = Var(r?) _ Var(rf +r{_y) _ 2Var(ry) + 2Cov(ri, rl_y)
2Var(r}) 2Var(r}) 2Var(r})

=1+p

que estd determinada por el primer valor de la funcién de autocorrelacién
simple de r;.

Si las rentabilidades son ruido blanco (white noise), el coeficiente de auto-
correlacién de orden 1 es igual a cero, y la razén de varianzas es igual a 1. Con
autocorrelacién positiva, la razén de varianzas serd mayor que uno, siendo infe-
rior a la unidad si las rentabilidades estdn negativamente autocorrelacionadas,
lo que no es muy frecuente en datos financieros.

Para contrastar la significatividad de este estadistico, puede utilizarse la
distribucién asintética:

V2T (RV(2) — 1) ~ N(0,2)

como m4as abajo veremos, lo que sugiere que,

RV(2) ~ N <1, ;)
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por lo que, manteniendo un 95% de confianza, la razén de varianzas de orden
2 no deberia separarse de 1,0 en més del doble de /1/T.

Existe un contraste mas amplio, que incorpora los coeficientes de autocor-
relacién hasta orden ¢. La razén de varianzas es entonces:

Var(rl) K i
RV@ = ey =122 (1 q> P

que muestra que el ratio de varianzas RV (q) es una combinacién lineal de
los ¢ — 1 primeros coeficientes de autocorrelacién, tomados con ponderaciones
decrecientes. En el caso ¢ = 2 tenemos la expresién que antes vimos para RV (2).
Nuevamente, si el proceso es ruido blanco, el ratio de varianzas RV (q) es igual
a 1 para todo gq.

Si, por ejemplo, se trata de un proceso autoregresivo de primer orden,

Ty = Qri—1 + &t

se tiene:

ST 2 " p— ¢

una expresién que puede utilizarse para disenar un contraste de camino
aleatorio teniendo una estructura AR(1) como hipdtesis alternativa.

1.8 Contrastes de camino aleatorio

Las estructuras de camino aleatorio han sido objeto de anélisis en Finanzas. Si
el precio de un activo sigue una estructura de camino aleatorio, tendremos:

Po=P_1+¢&

con ¢; ruido blanco, es decir: Fieyp1 =0,y Eiegrs = 0,Vs > 1, por lo que:

EiP s =P

afirmandose en tal caso que el precio actual del activo resume toda la infor-
macion existente que pueda anticipar el precio futuro. En efecto, como muestra
la expresién anterior, si P; es una camino aleatorio, entonces su prediccién a
cualquier horizonte futuro es igual al precio actual, el tltimo precio observado.
Notese que no importa cuanta informacion pasada tengamos, no juega ningun
papel en la formacién de la prediccién del precio futuro. Dicho de otro modo, el
precio actual resume entonces toda la informacién disponible (es un estadistico
suficiente, en la nomenclatura estadistica, respecto de la prediccién del precio
futuro). Este comportamiento caracteriza asimismo el concepto de un mercado
eficiente.
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Existen en la literatura distintas definiciones de camino aleatorio, no to-
das equivalentes entre si. Una definicién requiere que las rentabilidades sean
independientes e idénticamente distribuidas. Esta definicién, que puede resul-
tar interesante en determinados contextos, no lo es tanto cuando tratamos la
posible predicitibilidad de la serie de rentabilidades. La razén es que la mayo-
ria de los contrastes de la misma se basardn en la hipétesis de Normalidad y
examinaran la ausencia de autocorrelacion en la rentabilidad. Pero una estruc-
tura de heterocedasticidad condicional (la varianza depende en cada perfodo de
las realizaciones recientes de la serie de rentabilidades) introduce dependencia
temporal. Si contrastamos unicamente la ausencia de autocorrelacién en una
rentabilidad, podemos no rechazar la hipétesis nula, porque las rentabilidades
carezcan de autocorrelacién, a pesar de que hay dependencia temporal entre
ellas.

Una definicién més general [Granger y Mortensen (1970)] se basa en las
condiciones: a) esperanza matemadtica constante y b) ausencia de correlacién
serial. En este caso, la prediccién lineal 6ptima de una rentabilidad futura es
su esperanza incondicional, que estamos suponiendo constante.

Si pretendemos contrastar la hipétesis de que la serie de rentabilidades sigue
una estructura de camino aleatorio, tenemos que introducir condiciones adi-
cionales [ver Lo y MacKinlay (1988)].

Una tercera definicién [Samuelson (1965)] es: Elry11/I] = p para cierta
constante p y para todo instante ¢ y toda historia pasada: Iy = {r;_;,7 > 0}.

La tercera definicién implica la segunda, siempre que las rentabilidades ten-
gan varianza finita. La diferencia entre ambas es menor. Los contrastes de
camino aleatorio que utilizan funciones de autocorrelacién se basan en la se-
gunda definicién. Suponiendo varianza finita, si un test de este tipo rechaza la
segunda definicién, rechaza también la tercera definicion.

El modelo: P; = P;_1 + &; incorpora dos hipétesis: i) HO : = 1 frente
a Hl : 8 # 1 en el modelo: P, = SP;_1 + &, y si HO no se rechaza: ii) la
diferencia P, — P;_1 carece de autocorrelacién. Por tanto, un enfoque para este
contraste se basa en aplicar un test de raiz unitaria, que describiremos més
adelante, a la representacién autoregresiva de P, que puede ser de orden 1 o de
orden superior. Si no se rechaza la hipétesis de existencia de una raiz unitaria
en dicha representacion autoregresiva, aplicariamos un contraste de ausencia de
autocorrelacién, como los vistos en esta seccién, a la diferencia P, — P,_q .

1.8.1 Diferencias de varianzas

A partir de una serie de precios P;,t = 0,1, ..., 2T, de longitud 2741, denotemos
por p; a la serie de logaritmos, p; = In(P;),t = 1,2, ...,2T. Si suponemos que los
datos han sido generados por el modelo:

Pt — Pt—1 = ‘U,+€t, Er ~ ’i.,i.d.,N(O,UQ),

consideremos los estimadores habituales de p y o2 :
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o= T=gn z:1(1% —pi—1) = ﬁ(pQT — Do)
1 2T

~2 _ - . M2

Ua 2T i (pz Pi—1 /’[’)

junto con un segundo estimador de la varianza:

T
1
~2 ~\2
= — i — P2i—2 — 2
Ty 2T;(p2 D2i—2 — 2[1)

que se basa en que bajo la hipétesis nula, p; sigue un camino aleatorio.
Noétese que el segundo estimador de la varianza utiliza unicamente los incre-
mentos correspondientes a las observaciones de orden par. Por tanto, la suma
que en ¢l aparece tiene la mitad de términos que en el primer estimador. El
estimador toma la mitad de la varianza de los incrementos mencionados. Esto se
debe a que bajo la hipétesis nula de camino aleatorio, la esperanza matematica
y la varianza crecen linealmente con la amplitud del intervalo temporal para el
que se calculan. Ambos estimadores son consistentes. Los estimadores de la
varianza tienen distribucién asintética:

V2T (6, —0%) ~ N(0,20*
\/ﬁ(é’b—O'Q) ~ N(0,40%)

~—

Como &Z es un estimador asintéticamente eficiente bajo la hipdtesis nula
(camino aleatorio, RW1), podemos utilizar el cldsico argumento de Hausman,
para concluir que la varianza asintética de la diferencia de un estimador con-
sistente y un estimador asintéticamente eficiente es igual a la diferencia de las
varianzas asintéticas de ambos estimadores.

Por tanto, si denotamos DV(Q) = 67 — 62, tenemos el estadistico de Difer-
encta de varianzas de orden 2:

V2T DV (2) ~ N(0,20%) = VT DV (2) ~ N(0,0*)

por lo que la hipétesis nula de camino aleatorio puede contrastarse utilizando

. . . . ~ ~2\2
cualquier estimador consistente de o# como, por ejemplo: 6% = (03) . En-

tonces, el estadistico estandarizado, \/TDV(Z)/\/? = /TDV(2)/6? sigue una
distribucién N(0,1) bajo la hipétesis nula. Lo y MacKinley (1988) sugieren uti-
lizar un contraste de camino aleatorio basado en esta distribucién. La hipé6tsis
nula del contraste es que la primera diferencia del logaritmo carece de autocor-
relacién. Por tanto, se aplicard generalmente a los precios de activos financieros,
siendo un contraste de ausencia de correlacién en rentabilidaes.

Por la aditividad de las rentabilidades logaritmicas, el estadistico de razén
de varianzas de orden 2 puede obtenerse mediante RV(Z) =dy,/ &i , por lo que:
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y, utilizando una aproximacién de Taylor de primer orden o mediante el
llamado método delta, podemos deducir para el Ratio de Varianza la misma
distribucién asintética que antes adelantamos:”

V2T (RV(2) — 1) ~ N(0,2) = VT(RV(2) — 1) ~ N(0,1)

Aunque suele preferirse el estadistico Ratio de varianzas al de Diferencia de
varianzas, por estar el primero libre de escala, ambos conducen a las mismas
conclusiones.

La potencia de este tipo de contrastes aumenta si se reduce la posible pres-
encia de heterocedasticidad en los datos.

Las definiciones y estadisticos pueden extenderse a intervalos de mas de 2
perfodos, con muestras de tamano ¢7"

. _ B 1
p o= = T ;(pt DPe—1) = qT(qu Do)
1 &
~2 N
Oq = ﬁZ(pt —pi-1— f1)°

t

Il
-

(pqt — Pqt—q — Qﬂ)2

Q>
N
S

Il

—
1 MH

T
con las distribuciones:

VaITDV (q) ~ N(0,2(q — 1)o*)

VaT(RV(q) —1) ~ N(0,2(q — 1))

siendo ¢ el nimero de periodos. Dos refinamientos mejoran las propiedades
de muestras finitas de estos contrastes. Uno consiste en utilizar periodos sola-
pados de amplitud g¢:

1 &
5'(2;((1) = ﬁ Z(Pt — Dt—q — (Iﬂ)2
t=q

9Método delta: Si /T (9 — 90> ~ N(0,3), entonces, si f(#) es una funcién no lineal de 6,
tenemos: \F( (6) — (90)> ~ N( , géZaf ) .En este caso, 0 = 62 — 62,y f(0) = 2 . Por

A af’
tanto, W:l/a'a,y 652 97— L
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. . ~2 ~2 NP
y el segundo en corregir un sesgo en los estimadores &, y ¢, antes de dividir
uno por otro. Los estimadores insesgados son:

1 &
_o N2
O = qTi_IZ(Pt—Ptq )
t=1
2 1 2
o.(q) = 2T Z(Pt — Pt—q — qft)
t=q

conm =q(ng—q+1) (1 — n%) para luego calcular con ellos los estadisticos:

DV(g) = oiq)—0a,
=2
vR@ = %<0

1.9 Variables no estacionarias. Modelos ARIMA

Secciones 13.6 y 13.7 en Econometria — Novales

La no estacionariedad de las variables involucradas en una regresién es uno
de las situaciones que requiere una consideracién mas cuidadosa en el analisis
de regresién. La ausencia de estacionariedad se produce con mucha frecuencia
en variables econdémicas; ademds, como vamos a ver, sus implicaciones en la
estimacién de modelos de regresién pueden ser bastante negativas e importantes.
Por 1ltimo, su deteccién y tratamiento no son siempre evidentes.

1.9.1 Tendencias deterministas y tendencias estocdsticas

La ausencia de estacionariedad en variables econémicas puede reflejarse medi-
ante la presencia de tendencias estocdsticas o de tendencias deterministas en
los precios de mercado, a través de volatilidad cambiante en el tiempo, etc..
Una tendencia estocdstica es un componente estocdstico cuya varianza tiende
a infinito con el paso del tiempo. Una tendencia determinista es una funcién
exacta del tiempo, generalmente lineal o cuadrética, lo que hace que el valor
de la variable crezca o disminuya constantemente; si la tendencia es lineal, la
variable tenderd a mas o menos infinito; si la tendencia es cuadratica o de orden
superior, la variable puede estar acotada.

Si una variable presenta una tendencia determinista lineal, su valor esper-
ado tenderd a aumentar o disminuir continuamente, con lo que serd imposible
mantener el supuesto de que la esperanza matemética de la sucesién de vari-
ables aleatorias que configura el proceso estocdstico correspondiente a dicha
variable, es constante. En consecuencia, tampoco podrd mantenerse que la dis-
tribucién de probabilidad de dichas variables es la misma a través del tiempo.
Sin embargo, si efectuamos una correcta especificacion de la estructura de dicha
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tendencia, podra estimarse y extraerse del precio, para obtener una variable
estacionaria, que no presentaria las dificultades antes mencionadas.

Mayor dificultad entrana el caso en que una variable precio incluye una ten-
dencia estocdstica pues, en tal caso, su esperanza y varianza no estdn definidas.
La presencia de una tendencia estocastica requiere transformar la variable, gen-
eralmente en primeras diferencias temporales, o tomando las diferencias entre las
observaciones correspondientes a una misma estacion cronolégica, en el caso de
una variable estacional. La transformacién mediante diferencias resulta bastante
natural en el andlisis de datos financieros, por cuanto que la primera diferencia
del logaritmo de un precio, en logaritmos, es la rentabilidad del activo, loq ue
hace que la transformacion logaritmica sea utilizada muy frecuentemente.

Como pricticamente ningin precio o indice financiero es estacionario, el
uso indiscriminado de un estadistico como la varianza o la desviacién tipica
como indicador de riesgo conduce a medidas de volatilidad sesgadas al alza.
Consideremos un modelo muy popular en el andlisis de mercados financieros, el
camino aleatorio:

Yo = P+ Yr—1 + €, t=1,2,..

que evoluciona a partir de un valor inicial ypdado, donde &; es un ruido
blanco: sucesién de variables aleatorias, independientes, con media constante
(que suponemos cero), y varianza asimismo constante ag. Mediante sucesivas
sustituciones, este proceso puede escribirse, de modo equivalente:

t
Y=y +tu+ Y e

s=1

En consecuencia, un camino aleatorio y; tiene varianza creciente en el tiempo:

Var(y;) = to?

Ello se debe a que el tdltimo sumando en la representacién anterior es un
ejemplo de tendencia estocdstica. Cuanto mayor sea el nimero de observaciones
consideradas, mayor serd la varianza muestral del camino aleatorio: un camino
aleatorio tiene menor varianza a lo largo de una hora que a lo largo de un dfa,
a lo largo de un dfa que a lo largo de una semana, etc..

Esto es lo que ocurrird con la inmensa mayoria de los precios cotizados en los
mercados financieros. Aunque la presencia de tendencias estocdsticas se produce
generalmente junto con estructuras més complejas que la de un camino aleatorio,
la implicacién acerca de una varianza creciente con el tiempo se mantiene cuando
se anaden a ésta componentes autoregresivos o de medias méviles para y;. Para
evitarlo, caracterizamos la volatilidad de un mercado o de un activo analizando
el comportamiento de la rentabilidad que ofrece a lo largo del tiempo, no de su
precio o cotizacién.
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1.10 Regresion espiirea

El problema de la regresién espirea fue analizado por Granger y Newbold
(1974), quienes mostraron la posibilidad de que, en determinadas situaciones,
estimaciones minimocuadréaticas de un modelo de regresién lineal que sugieren
una estrecha relacién entre variable dependiente y variables independientes, es-
tan reflejando, en realidad, una relacién espirea o ficticia, que en realidad no
existe. Es evidente que tal posibilidad seria extremadamente peligrosa, tanto en
la estimacion de coeficientes de imapcto o elasticidades, como en la contrastacion
de hipétesis tedricas. Lo que suele ignorarse con demasiada frecuencia es que las
condiciones para que una regresioén sea espurea se dan con mucha frecuencia en
la investigacién aplicada en Economia, en general, y en Finanzas, en particular.

Comenzamos describiendo el tipo de dificultades a que puede dar lugar la
ausencia de estacionariedad de las variables dependiente e independiente en un
modelo de regresién lineal. Para ello, pensemos en el siguiente ejercicio: comen-
zamos simulando dos ruidos blancos independientes, €,,,&,,,t = 1,2,...,T, a
partir de distribuciones de probabilidad Normal, con esperanza matemadtica
P, He, (por ejemplo, iguales a cero) y varianzas Ugm,agy; el coeficiente de cor-
relacién muestral entre las series temporales resultantes serd, por construccién,
muy reducido, si bien no exactamente igual a cero.

Nota: Cuanto mayor sea el tamafio muestral, mas probable es que dicha
correlacién sea igual a cero, debido a que la correlacién muestral, es decir,
la correlacién entre las dos series temporales simuladas es, por la ley de los
grandes nimeros, un estimador consistente de su andlogo poblacional, que es el
coeficiente de correlacién teérico entre los dos procesos e, , €y,, que es igual a
cero. Por tanto, al aumentar T, la distribucién de probabilidad del coeficiente
de correlacién muestral se concentra alrededor de cero.

El gréfico de ambas variables presentard una pauta oscilando alrededor de
su media muestral que, por la misma razén apuntada para el coeficente de
correlacién, serdn préximas, si bien no iguales, a p,_ _, He,,- Observaremos que
cada serie temporal cruza repetidamente su nivel medio. Si estimamos una
regresién del tipo:

ey = Bo + 16w, +ur, t=1,2,..,T

deberfamos obtener una estimacién de [, no significativamente diferente de
cero, y un R? précticamente nulo. En efecto, salvo por el error estadfstico, asf
ocurre cuando llevamos a cabo un ejercicio de simulacién de Monte Carlo: al
95% de confianza, el habitual contraste tipo ¢ rechazard la hipétesis nula de
ausencia de capacidad explicativa de €,, Hy : 5, = 0 aproximadamente en un
5% de los casos, y el valor mediana del coeficiente de determinacién R? para
todas las simulaciones es muy reducido. El término constante sélo resultaria
significativo si en la generacién de las series temporales, hemos utilizado valores
diferentes de i, 1. .

Este resultado no se ve afectado significativamente en ningin otro sentido
por la presencia de tales términos constantes, ni tampoco por cambios en el
valor de las respectivas varianzas. Al variar el valor relativo de agy /o2 tan
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s6lo se observa un comportamiento algo errédtico del tamano del contraste de
significacién del pardmetro 5. En definitiva, en esta primera parte del ejercicio
tendremos el resultado que esperariamos: una regresién no significativa, excepto
en lo relativo al nivel escogido para el contraste.

1.10.1 Regresién espiirea bajo tendencias deterministas

A continuacién, afiadimos una tendencia lineal determinista a cada una de ellos,

Yy = at+gy,
xy; = bl+e,,

donde a y b son constantes arbitrarias y t es una tendencia determinista, es
decir, una variable que aumenta cada periodo en una cantidad constante, A.

Si calculamos el coeficiente de correlacién muestral entre x; e y;, apreciare-
mos que es elevado. Esto es sorprendente porque, como muestran las expresiones
anteriores, cada variable es la suma de un componente de naturaleza determin-
ista, que no experimenta ninguna fluctuaciéon aleatoria, y un segundo compo-
nente de naturaleza estocdstica. El coeficiente de correlacién deberia indicar la
asociacién estadistica entre ambas variables, que es lo mismo que la asociacion
entre sus componentes estocdsticos, es decir, entre sus innovaciones. Pero dicha
correlacién deberfa ser, por construccion, practicamente igual a cero, en contra
del resultado que se obtiene cuando se lleva a cabo este ejercicio de simulacién.
En todo caso, tal elevada correlacién no refleja ninguna relacién real entre las
variables, por lo que se denomina correlacion espirea.

Como consecuencia de la misma, si se estima una regresién lineal, tomando
cualquiera de estas variables como variable dependiente y la otra como indepen-
diente,

v =By + Brxr o, t=1,2,...,T

los resultados cambian sustancialmente: se obtiene un R-cuadrado elevado
pues, como ya sabemos, es igual al cuadrado del coeficiente de correlacién entre
ambas variables, a la vez que una pendiente 5, aparentemente significativa, de
acuerdo con el criterio habitual de utilizar su estadistico tipo t-Student. Ambas
cosas ocurrirdn en un elevado porcentaje de las simulaciones que realicemos, para
distintas series temporales de €4, ,,,,t = 1,2, ..., T. Por consiguiente, creerfamos
que la capacidad explicativa de la variable x sobre y; es muy importante. Este
resultado es sorprendente, por cuanto que las variables y;, x;y tienen la misma
estructura estocdstica que e,,, €y,, por lo que ambas relaciones deberfan propor-
cionar resultados andlogos. Esta apariencia ficticia de capacidad explicativa es
lo que se conoce como regresidn espirea.

El grado de correlacién observado entre y;,z} depende de dos factores: la
similitud entre las constantes a y b, y la relacién entre ambas y las desviaciones
tipicas de los ruidos blancos originales, €4, , €y, . Si, por ejemplo, fijamos el valor
numérico de b en b = 1, y vamos tomando en cada ejercicio de simulacién valores:
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a = [0,1;0,5;0,9;1;3;10; 100] el coeficiente de determinacién resultante, R>
aumenta mondétonicamente con el valor de a. Es decir, la mayor correlaciéon no
se obtiene cuando hay a ambos lados de la igualdad la misma pendiente, lo que
equivaldria a utilizar a = 1, sino que dicha correlacién aumenta con a. Esto
se debe a que, seglin aumenta a, cada vez hay mds tendencia determinista en
y;, en el sentidod e ques ésta predomina sobre el componente estocdstico €y,, y
dicha tendencia determinista puede explicarse muya decuadamente mediante el
componente anélogo de zy.

1.10.2 Regresién espiirea bajo tendencias estocasticas

En su trabajo pionero, Granger y Newbold (1974) trataron el problema de no
estacionariedad producido por la presencia de tendencias estocdsticas o raices
unitarias. Para ello, realizaron el siguiente ejercicio: a partir de la simulacién de
dos ruidos blancos independientes que tendrén, por construccién, como antes,
un coeficiente de correlacién muestral muy reducido, anadieron una raéz unitaria
o tendencia estocdstica a cada uno de ellos,

Yo = Ye—1 T Ey,
Ty = Ti—1+Eg,

obteniendo que el coeficiente de correlacién entre z; e y; era muy préximo
a la unidad. Esto es sorprendente, por cuanto que, a partir de condiciones
iniciales conocidas, los valores de ambas variables en cada instante de tiempo
pueden escribirse como,

t
Yt = Yo + Z €y,
s=1

que indican que la evolucién temporal de cada una de las variables se debe
a la acumulacién temporal de sus innovaciones. Por tanto, la naturaleza es-
tocdstica de cada variable estd totalmente determinada por la naturaleza de sus
innovaciones. Si €, y €y, son independientes, entonces también deberfan serlo
Tt € yz, en contra de los valores obtenidos para sus coeficientes de correlacién
muestrales en repetidas simulaciones. En todo caso, nuevamente, tal elevada
correlacién no refleja ninguna relaciéon real entre las variables, por lo que se
denomina correlacion espirea.

Si estimamos una regresién lineal entre estas variables, en cualquier orden,
tendremos de nuevo un R-cuadrado elevado y una pendiente significativa, de
acuerdo con el criterio habitual de utilizar su estadistico tipo t-Student, pero
la evidencia de capacidad explicativa proporcionada por esta regresion seria
espurea.

Si las series temporales obtenidas mediante simulacién para las innovaciones
o ruidos blancos €, y €,, tuviesen correlacién distinta de cero, las variables
x; e y; de los ejemplos anteriores mostrarfan correlaciones muestrales similares
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a las que se encuentran en los ejercicios de simulacién descritos. En ese caso,
los elevados coeficientes de correlacién no serfan tan engafiosos, si bien serfan
numéricamente més altos de lo que la correlacién entre z; e y; haria esperar.

En un ejercicio de simulacién como el descrito, Granger y Newbold encon-
traron una frecuencia aproximada de rechazos de la hipétesis nula Hy : 8, =0
del 76%. La frecuencia de rechazos de la capacidad explicativa global de la
regresion se eleva muy significativamente al aumentar el nimero de variables
explicativas independientes con estructura de ruido blanco. Nuevamente los co-
eficientes de determinacién son muy elevados, lo que sorprende, pues realmente,
x¢ no explica apenas a y;. El estadistico de Durbin-Watson habitualmente uti-
lizado para contrastar ausencia de autocorrelacién se reduce hacia cero, por lo
que la combinacién de este hecho con un elevado R? suele utilizarse como indicio
de una regresién espiirea.

Ejercicio de simulacion

En la pestana Datos del archivo FEspureo.xls, se han generado dos series
temporales correspondientes a una poblacién Normal N(0,1). El generador de
nimeros aleatorios de Excel produce observaciones independientes entre si, por
lo que ambas series temporales se obtienen asimismo de manera independiente.
La correlacién poblacional entre ellas es cero, si bien la correlacién muestral,
al final de ambas variables, es de 0,021. Tampoco la media y desviacién tipica
muestrales de cada variable son exactamente 0 y 1, como sus valores tedricos, si
bien no difieren mucho de ellos. El coeficiente de asimetria tedrico, asi como el
exceso de curtosis (exceso respecto de 3.0, que es la curtosis de toda poblacién
Normal), deberfan ser ambos igual a cero lo que, nuevamente, ocurre sélo con
cardcter aproximado.

Hemso estimado una regresién para explicar la primera de estas variables
por la segunda y una constante. El coeficiente de determinacién es el cuadrado
de su coeficiente de correlacién y, por tanto, muy reducido. La estimacién del
coeficiente asociado a la variable explicativa aparece como no significativamente
diferente de cero, de acuerdo con el estadistico ¢ habitual. El gréfico que presenta
el ajuste de la recta a la nube de puntos muestra un linea sin apenas pendiente,
y una nube de puntos bastante circular. Ambos hechos reflejan una escasa
correlacion: una pendiente no significativa sugiere que la variable explicativa
puede cambiar de valor sin que la variable dependiente cambie; una nube de
puntos circular muestra que el rango de valores de cada una de las dos variables
asociado a un valor determinado de la otra es muy amplio. En consecuencia,
un valor numérico de cualquiera de ellas apenas nos informa acerca del valor
de la otra variable. Esta es la manifestacién de la ausencia de correlacién entre
ambas.

Lo contrario ocurre al estimar una regresién lineal entre las variables, una
vez que se ha anadido una tendencia determinista a cada una de ellas. Para
ello, en la pestana Determinista se han generado dos nuevas variables, sumando
una tendencia lineal a la variable Y incrementando en 0,05 unidades su valor
cada periodo, y aumentando 0,10 unidades a la variable X en cada periodo.
Aunque el componente estocdstico en ambas variables es el mismo de antes, la
nube de puntos entre ambas tiene un perfil totalmente distinto, siendo practi-
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camente una linea recta [ver junto a la regresién estimada, al final de ambas
series temporales]. La correlacion entre ambas variables se ha incrementado
hasta 0,790. Esto se debe a que el componente tendencial predomina sobre
el estocdstico; como consecuencia, la regresiéon estimada entre ambas variables
muestra un coeficiente de determinacién muy préximo a la unidad. Lo que es
quizd mds preocupante, es que la pendiente estimada en dicha regresién, que
es sustancialmente més elevada que la estimada con las variables originales,
aparece como claramente significativa, sugiriendo una importante capacidad ex-
plicativa a la variable independiente, contrariamentea lo que detectamos en la
primera regresién. Aqui cabe discutir si este es un resultado razonable: podria
argumentarse que ambas variables tienen un componente tendecial importante y
que, en ese sentido, no es sorprendente que el coeficiente de determinacién entre
ambas sea elevado. Es cierto, pero sélo refleja la relacién entre los componentes
deterministas, que no son los que deben concentrar la atencién del analista:
si hay componentes deterministas en las variables dependiente y explicativas,
el analista deberfa indagar las razones que explican la presencia simultdnea de
tales elementos en las variables. Esta serfa uno de los elementos del andlisis; el
segundo consistirfa en evaluar la relacién entre los componentes estocédsticos en
ambas variables; éste elemento es importante, pues nos proporciona informacion
acerca del impacto que sobre la variable dependiente puede tener una interven-
cién sobre alguna de las variables explicativas, o una alteracién exégena en su
valor numérico. La dificultad con la regresién anterior estriba en que si no se
lleva a cabo este andlisis por componentes, el examen mecénico de los resultados
de la regresién sugerirfa que la variable dependiente reacciona a fluctuaciones
inesperadas en la variable explicativa, cuando no es asi; tal conclusién seria un
error.

Posteriormente, hemos mantenido los mismos elementos tendenciales de am-
bas variables, pero hemos incrementado de manera apreciable el componente
aleatorio en ellas. Siendo tales componentes variables aleatorias de esperanza
matemadtica igual a cero, su tamano queda representado por su desviacién tipica,
que era unitaria para ambas en las regresiones anteriores. En la pestana Deter-
minista(2) hemos generado otras dos variables con desviaciones tipicas 3 y 5;
la correlacién entre ellas desciende, si bien no de manera dramética, situandose
en 0,237.

1.11 Tratamiento de tendencias deterministas

De las dos situaciones descritas en el apartado anterior, es algo mds sencilla
de tratar la presencia de tendencias deterministas, cuando se anticipa correcta-
mente que la presencia de las mismas es la tinica causa de no estacionariedad
de las variables que se pretende relacionar, es decir, cuando las variables tienen
estructura,

yr = g tonttey, (8)
Ty = 5O+61t+5rt (9)
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Para ello, hay dos posibilidades: la primera consiste en incorporar en el
modelo de regresién una tendencia determinista lineal como variable explicativa,

Y=+t + Bre + (10)

en la que el coeficiente estimado 8 y su desviacion tipica serdn, aproximada-
mente, los mismos que habriamos estimado en la regresién,

€y, = Tlo + M€, (11)

En la regresién (10) que hemos sugerido todavia tendrd un R-cuadrado muy
elevado, debido a la capacidad explicativa que el término ¢ tiene sobre y,
debido a la presencia de una tendencia determinista en esta iltima variable.
Este término aparecerd como claramente significativo, con un estadistico ¢ muy
elevado.

Esto significa que si ambas innovaciones son independientes, en la regre-
sién (10) se tendrd un coeficiente reducido en magnitud, y estadisticamente no
significativo, en términos de su estadistico ¢ de Student.

Esto es distinto del resultado que se obtiene en la estimacién de la regresién
habitual,

Yy = o+ Bxy + uy (12)

cuando las variables tienen estructura (9), (8). En dicha regresién se tendria
un R-cuadrado elevado, una estimacién numérica de (8 relativamente elevada, y
un estadistico ¢ para dicho coeficiente, claramente por encima de 2,0 en valor
absoluto, sugiriendo que la capacidad de x; para explicar y; es significativa,
contrariamente a lo que, en realidad, ocurre.

La diferenciacién elimina las tendencias deterministas. Si consideramos una
tendencia determinista:

Yt = By + it + &

la primera diferencia del proceso es:

Ay =y — Yp—1 = (51 - 52) + (St - €t—1)

sin tendencia, aunque hemos introducido una estructura de media mévil,
MA(1), en el término de error de la regresién resultante.

De este modo, si el precio de un determinado activo tiene una tendencia tem-
poral determinista lineal, su primera diferencia estard libre de dicha tendencia.
Un proceso con una tendencia determinista cuadritica sigue trayectorias con
formas parabdlicas, céncavas o convexas. Su primera diferencia presentard una
tendencia lineal, mientras que su segunda diferencia estars libre de tendencia.'’

108i consideramos una tendencia determinista de segundo grado:

Yt = Bo + Bit + Bat® + e
cuya primera diferencia es:
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Un proceso con una tendencia determinista cuadrética sigue trayectorias con
formas parabdlicas, céncavas o convexas, dependiendo del signo del coeficiente
del término de segundo grado. Su primera diferencia presentard una tendencia
lineal, mientras que su segunda diferencia estard libre de tendencia. Un proceso
con una tendencia determinista representada por un polinomio de grado tres
puede tener ciclos. La primera diferencia de este proceso tendra una tendencia
cuadrética.

Por tanto, aparentemente, una solucién en el caso en que sospechamos que
puede haber tendencias deterministas en las variables que pretendemos rela-
cionar, consistirfa en estimar la posible relacién entre ellas después de haber
tomado diferencias temporales. Sin embargo, con dicha transformacién perdemos
bastante informacién acerca de las fluctuaciones de corto plazo en las variables,
por lo que los procedimientos anteriormente descritos son més recomendables.
Sin embargo, aunque en datos financieros pueda apreciarse la presencia de al-
guna tendencia determinista de grado 1 o 2, esa no es la causa principal de no
estacionariedad, sino la presencia de raices unitarias.

Ejercicio de simulacidon

Simule 300 observaciones de dos ruidos blancos independientes, con dis-
tribuciones N(p,,0%), N(p,,05), como observaciones muestrales para las in-
novaciones €,,€y,. A continuacién, genere observaciones para una tendencia
determinista t. Los valores numéricos para las variables x e y se obtienen ana-
diendo la tendencia ¢, multiplicada por sendas constantes a, b, a las respectivas
innovaciones, para reproducir las estructuras (9), (8).

FEl gjercicio consiste en comparar el coeficiente de correlacién que se obtiene
para €g,,Ey,, que serd muy reducido, con el que se obtiene entre z; e y;, que
deberfa ser similar, pero serd, sin embargo, muy elevado. En segundo lugar,
deben estimarse regresiones andlogas a (11), (12), (10) y compare los resultados
que obtiene en cada una de ellas. ;A qué cree que se debe las diferencias entre
dichos resultados? Estime ahora una regresién con las primeras diferencias de
las variables y compare los resultados con los anteriormente obtenidos.

1.12 Tendencias estocdsticas

A random walk as the limit of an AR(1) process

As the coefficient p i an AR(1) process approaches 1, the first order autore-
gression becomes a random walk, that has an infinite variance. This is because
if we repeat for the random walk the same iterated substitutions argument we
made for an AR(1), we get,

Ay =yt —yr—1 = (81 — B2) + 2Bt + (et —e¢—1)
siendo su segunda diferencia:

A?yy = Ayr — Ayp—1 =yt — 2yt—1 + yr—2 = 285 + (6t — 260-1 + £4—2)

40



¥y = aty1ter=at(a+y—2te_1)te =
as+Yi—s + (Et—sq1 + .. F 2+ 1 + &)

At a difference from a stationary AR(1) process, the past term y;_s does not
die away no matter how far we move back into the past, and the variance of the
sum in brackets increases without bound as we move backwards in time. The
random walk process has an infinite variance. Sometimes, it can be assumed
that there is a known initial condition gy. The random walk process can then
be represented:

¥y = aty1te=at(@+y_ote—1)+te = (13)
= ...:at+y0+(€1+...+€t_2+5t_1+€t)

with E(y:) = yo + ta and Var(y;) = to2. Hence, both moments change over
time, the variance increasing without any bound.

Ello se debe a que el iltimo sumando en la representacién anterior, ZZ=1 Esy
es un ejemplo de tendencia estocdstica. Una tendencia estocdstica es un com-
ponente de una variable, cuya varianza tiende a infinito con el tamano de la
muestra. Esto es lo que sucede con el camino aleatorio: cuanto mayor sea
el nimero de observaciones consideradas, mayor serd la varianza muestral del
camino aleatorio: un camino aleatorio tiene menor varianza a lo largo de una
hora que a lo largo de un dfa, a lo largo de un dia que a lo largo de una semana,
etc.. El aumento de la varianza a lo largo del tiempo no tiene nada que ver con
el término at que aparece en (13) que, siendo determinista, tiene varianza cero.

La tendencia estocdstica aparece debido al coeficiente unitario del retardo
de y; en el modelo AR(1) que explica el comportamiento de esta variable. En
el lenguaje estadistico, se dice que el proceso y; tiene una raiz unitaria.

Esto es lo que ocurrird con la inmensa mayoria de los precios cotizados en los
mercados financieros. La propiedad de que la varianza de un camino aleatorio
crece sin limite con el tiempo se mantiene cuando se anaden a la estructura de
camino aleatorio componentes autoregresivos o de medias méviles para y;. En
general, de hecho, muchos procesos relativamente complejos incorporan en su es-
tructura un camino aleatorio. Para evitar los problemas estadisticos que plantea
tratar con proicesos que incorporan tendencias estocdsticas, caracterizamos la
volatilidad de un mercado o de un activo analizando el comportamiento de la
rentabilidad que ofrece a lo largo del tiempo, no analizando su precio.

If we compare in the same graph time series realizations of a random walk
together with some stationary autoregressive processes, it will be hard to tell
which is the process with an infinite variance. That means that if we test the
null hypothesis that a time series comes from a random walk process against
the alternative hypothesis that it comes from an AR(1) process, the tests might
have low power, being difficult to reject the random walk hypothesis when the
true process is an AR(1) with a high p coefficient.
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En general, decimos que un proceso estocdstico tiene una raiz unitaria cuando
la ecuacion caracteristica del polinomio de retardos que representa su estructura
autoregresiva, tiene una raiz unitaria. Por ejemplo, teniendo en cuenta el oper-
ador de retardos: Ly; = yi—1, Ly = yi—s, €l proceso AR(1) puede escribirse:
(1 — pL)y: = a + ;. La posible presencia de una constante no afiade nada a
esta argumentacién. La ecuacién caracteristica de su polinomio de retardos es
1—pL = 0, que tiene por solucién: L = 1/p. Si p = 1, entonces el proceso AR(1)
tiene una raiz unitaria. Si p < 1, la ecuacién caracteristica tiene una raiz mayor
que 1 y el proceso es estacionario.!! Lo contrario sucede si p > 1.

Un proceso AR(2) puede representarse:

(1= piL = po L)y = a + &

y el proceso serd estacionario si la ecuacién caracteristica: 1—p; L—pyL? =0
tiene dos raices reales mayores que 1 . Si tiene dos raices complejas conjugadas,
su modulo deberd ser mayor que 1 para que el procesos ea estacionario. De
modo similar puede analizarse la estacionariedad en modelos més complejos.
En todo caso, esta depende exclusivamente de las propiedades de la estructura
autoregresiva de proceso, pues el componente de media mévil no afecta a la
estacionariedad del mismo. Es decir, el proceso: yy = o+ p1ys—1+ poyr—2 +¢ —
Ocy_1 serd estacionario si y sélo si el proceso yr = a+ p1yr—1 + poyi—2 + &1 lo es.

En un proceso AR(1), la tendencia estocdstica aparece debido al coeficiente
unitario del retardo de y; en la ecuacién que explica el comportamiento de esta
variable, por lo que una tendencia estocdstica se conoce asimismo como una
raiz unitaria. Con mds generalidad, recordemos que por la descomposicién de
Wald, todo proceso estacionario acepta una representaciéon autoregresiva, quiza
de orden infinito,

o0
Yy = g + Zajyt—j = a(L)y

s=1
donde L denota el operador de retardos, definido como Liy; = y;—; Si
obtenemos las raices de dicho polinomio de retardos, podremos escribir, a (L) =
(1= a; L) [T, (1 = bjL — ¢;L?), donde los tltimos factores tienen como
raices dos numeros complejos conjugados. una raiz unitaria es un factor del
primer tipo, con a; = 1. En el lenguaje estadistico, se dice que el proceso y;

tiene una rafz unitaria.

1.13 Variables integradas. Cointegracién

Una variable y; se dice que es integrada de orden d , lo cual representamos como
yr ~ I(d) si es preciso diferenciar serie temporal d veces para conseguir una
transformacion que sea estacionaria. Una variable estacionaria es integrada de
orden 0. DIcho de otro modo una variable es integrada de orden d si el polinomio

11 N¢tese que la estacionariedad requiere que el coeficiente dle proceso AR(1) sea menor que
1, lo que equivale a que el polinomio de retardos tenga una raiz mayor que 1.
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caracteristico asociado a su representacién autoregresiva tiene exactamente d
raices unitarias. Si una serie temporal es I(d), entonces puede escribirse:

Yy = (1 — L)dZt

con z; ~ I(0), estacionario.

Consideremos dos variables integradas: z; ~ I(d), z; ~ I(e) con e > d. Toda
variable que sea combinacién lineal de ambas variables es, en general, I(e),
puesto que habria que diferenciar dicha combinacion e veces para conseguir
una variable estacionaria. Lo sorprendente es que si las dos variables fuesen
integradas del mismo orden, d, podria haber situaciones en que una combinacion
lineal fuese integrada de orden inferior a d. Se dice entonces que ambas variables
estédn cointegradas de orden d — b.

El caso quiza mas interesante es: x; ~ I(1), z ~ I(1). en general, si
yr = axy+bz;, entonces y; ~ I(1). Pero es posible en algunos casos que y; ~ I(0)
sea estacionaria. En tal caso, se dice que z; y z; estédn cointegradas. Por ejemplo,
supongamos que el IBEX35 y el Dow Jones son variables I(1) ;Existira alguna
combinacién lineal de ambos indices que sea estacionario? Si esto sucediera,
interpretariamos que la raiz unitaria que contienen ambas variables es la misma
y, por tanto, una cartera que tomase posiciones en ambos indices de acuerdo
con los coeficientes de dicha combinacion lineal tendria un precio de mercado
estacionario, mostrando reversion a la media (o a su tendencia, si tiene compor-
tamiento alcista). Se diria entonces que ambos mercados mantienen una rela-
cion de equilibrio a largo plazo. Esta denominacion pretende recoger el hecho
de que cualquier distanciamiento permanente respecto de su nivel de equilib-
rio de uno de dichos activos x;, debe ir acompanado de otro distanciamiento,
asimismo permanente, en el otro activo z;, de tal manera que su combinacion
lineal y; = ax¢ 4+ bz; permanezca proxima a su nivel de equilibrio. Pero no
impide en absoluto que se produzcan desviaciones transitorias en ambos activos
que separen a y; transitoriamente de su nivel de equilibrio. Entre otras cosas,
esto sugeriria que podriamos tomar posiciones en ambos mercados (muy posi-
blemente de signo opuesto) para aprovechar desviaciones transitorias en ambos
mercados respecto de la relacion de equilibrio que mantendrian a largo plazo.
Este es el fundamento estadistico de la negociacion por pares, que ha suscitado
mucho interés en los dltimos anos.

Se puede tener cointegracién entre varias variables, incluso con diferente
orden de integracién. Entonces, estdn cointegradas si existe una combinacién
lineal de las variables de mayor orden de integracién que estdn cointegradas
con las variables con menor orden de integracién del grupo de variables. Por
ejemplo, si xp ~ I(2), 2 ~ I(2),w; ~ I(1), las tres variables estdan cointegradas
si existen coeficientes a,b tales que vy = axy + bz ~ I(1) y cvy + wy ~ 1(0) .

Sixy y 2 estdn cointegradas, entonces z; y z;—; tambien estan cointegradas.

Siay ~ I(1) y 2z ~ I(1) estdn cointegradas, entonces también estdn coin-
tetgradas con cualquier variable estacionaria.

Si x; y z: estdn cointegradas, entonces o bien z; causa en el sentido de
Granger a z;, 0 2; causa en el sentido de Granger a x4, o suceden ambas cosas
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a la vez. Esto se debe a la existencia del modelo de correcion del error.

El estimador MCO de una relacién de cointegracion es superconsistente, es
decir, converge al verdadero valor de la pardmetro al aumentar el tamano de
la muestra mas rapidamente que lo hace el estimador MCO de un modelo de
regresion entre variables estacionarias. Ademds, su consistencia no requiere la
ausencia de correlacién entre variables explicativas de la regresién de cointe-
gracion y el término de error. De hecho, en la regresién de cointegracion puede
tomarse como variable dependiente cualquiera de las variables del conjunto cuya
cointegracién se esta contrastando. Sin embargo, dicho estimador es sesgado en
muestras finitas, y su distribucién limite no es estdandar. El tamafio del sesgo
estd relacionado con 1-R2 de la regresién de cointegracién, de modo que si el
R2 es alto, dicho sesgo serd pequeio.

Engle y Granger (1987) demostraron que el estimador en dos etapas del
modelo de correccién del error es asimismo consistente.

1.13.1 Contrastes de raiz unitaria

Secciones 14.2 a 14.5 en Econometria - Novales

1.13.2 Raices unitarias estacionales

Seccion 14.6 en Econometria - Novales
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e [ver referencia recomendada sobre raices unitarias y contrastes de raiz
unitaria]

1.14 Modelos ARIMA estacionales

Seccion 13.8 en Econometria - Novales

1.15 Estimacién de modelos AR y MA

Seccidon 13.10 en Econometria - Novales

1.16 Contrastes de especificacién de un modelo ARIMA

Seccién 13.11 en Econometria - Novales

1.17 Cointegracién

Se dice que dos variables z;,y; estdn cointegradas si teniendo ambas una raiz
unitaria, existe una constante § tal que x; — Sy; es estacionaria. Evidentemente,
exyste otra constante v = 1/ tal que ax; — y; es una variable estacionaria.

Si ambas variables estdn cointegradas, existe una tnica relacién de coin-
tegracién. En efecto, supongamos que ademds de ser estacionaria x; — By, ,
también lo fuese z; — dy; para un cierto 4. Restando ambas variables tendriamos
que (0 — B)y; deberfa ser estacionaria, ya que la diferencia de dos variables esta-
cionarias lo es. Pero si y; es no estacionaria, su producto por cualquier constante
tampoco serd estacionario, alcanzandose asi una contradiccién.

La interpretacién de la cointegracién es que la tendencia estocdstica qcon-
tnida en ambas variables es la misma, de modo que puede encontrarse una
combinacién lineal (no necesariamente con coeficiente 1), que carece de dicha
tendencia estocdstica. Puesto que la tendencia estocdstico refleja un compor-
tamiento de largo plazo, decimos que ambas variables mantienen una relacién
de equilibrio a largo plazo, de la que experimentan tnicamente desviaciones de
cardcter transitorio.

1.17.1 ;Cémo tratar las relaciones entre variables en presencia de
tendencias estocasticas?

La diferenciacién, que vimos que elimina las tendencias deterministas lineales,
elimina tambien las tendencias estocdsticas, pues tendriamos,
Yt — Yt—1 :Ayt :a+5ta t= 1727“‘

con E(y;) = a,Var(y;) = o2, para todo t.

Un proceso estocdstico puede tener asimismo varias raices unitarias. Los
tipos de interés ya son rentabilidades, por lo que tienen, generalmente, un or-
den de no estacionariedad (es decir, un nimero de tendencias) menos que las
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series de fndices bursétiles o de precios de derivados, por ejemplo. En oca-
siones, sin embargo, algunas series de precios son no estacionarias de orden 2
(tienen 2 raices unitarias), por lo que incluso las rentabilidades pueden ser no
estacionarias, presentando una raiz unitaria.

De acuerdo con la discusién que hemos llevado a cabo en las secciones an-
teriores, el procedimiento a seguir en caso de presencia de raices unitarias en
las variables de una regresion lineal simple es claro. Si tanto x; como y; son
variables I(1), es decir, tienen una rafz unitaria, entonces el tratamiento que
hemos de aplicar depende de si estdn o no cointegradas. Si lo estdn, hemos
de estimar un modelo de correccion de error (ver capitulo sobre VAR, Vectores
Autoregresivos). Si las dos variables no estdn cointegradas, hemos de estimar
un modelo en diferencias.

En el ejercicio de simulacién descrito més arriba, la estimacién de la relacién
en primeras diferencias,

Ay, = Bo+ B1Az + v, t=1,2,...,T

arrojard un coeficiente 3; no significativo y un coeficiente de determinacién
muy reducido en la mayoria de las simulaciones.

Esto significa, entre otras cosas, que la recomendacién de tratar la no esta-
cionariedad diferenciando las variables, no es correcta. Tal sugerencia es valida
cuando, existiendo raices unitarias en ambas variables, no estdn cointegradas.
Cuando estén cointegradas, el modelo que se estime debe especificar la relacion
de corto plazo entre ambas variables, pero tambien la relacion de largo plazo
que pueda existir entre ellas. Este es el modelo de correccion del error, que
incorpora un término de correccion de error:

Ay = By + B1Az¢ + v (Ye—1 — xe—1) + v, t=1,2,...,T

Atn asi, subsisten algunos matices:

e Modelo uniecuacional: como hemos comentado anteriormente, la coin-
tegracion entre variables no dice nada acerca de la posible relacién de
causalidad entre ambas varaibles. De hecho, de acuerdo con el teorema
de representacion de Engle y Granger, el modelo de relacién entre ambas
variables es un modelo de correccién de error, que es un modelo de dos
ecuaciones, una para y; en diferencias, y otra para x; en diferencias. En
ambas aparece el término de correccion de error retardado como una de las
variables explicativas, debiendo esperar que tome signo opuesto en cada
una de las dos ecuaciones, segin como se haya definido dicho término,
por las razones antes expuestas. Ademds de dicho término, apareceran
posiblemente algunos retardos de las diferencias, tanto de z; como de
y.Sin embargo, es practica habitual utilizar tal representacién para es-
pecificar un modelo de regresién con una tnica ecuacién, como proponen
Engle y Granger (19xx). Al actuar asf, hemos de interpretar que estamos
estimando por separado tan sélo una de las ecuaciones del modelo de cor-
reccion de error, lo cual puede hacernos perder eficiencia en la estimacion,
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salvo si: a) las innovaciones en las dos ecuaciones estdn incorrelacionadas,
o b) las dos ecuaciones tuvieran exactamente las mismas variables explica-
tivas.

e ;Qué diferencias? Ya sabemos que, en caso de cointegracién, el mod-
elo a estimar es una relacién entre las variables z; e y; en diferencias.
En muchos casos, el investigador dispone de observaciones mensuales o
trimestrales de variables como el consumo agregado, el PIB de un pafs,
la inversién, un agregado monetario, etc. Estas variables tienen, general-
mente, una raiz unitaria, por lo que, en caso de querer relacionar dos de
ellas, y en presencia de cointegracién, deberfamos estimar un modelo de
correccién de error. Sin embargo, no sélo la primera diferencia, es decir,
la variacién entre meses o trimestres sucesivos, y; — y:—1, sino la diferencia
anual, y; — y:—4 en el caso de datos trimestrales, o y; — y;—12 en el caso
de datos anuales, también son variables I(0), es decir, estacionarias. Por
tanto, el modelo de correccién de error puede especificarse en unas u otras
diferencias, siempre que seamos consistentes en tratar tanto x; como y; de
igual manera. Y, sin embargo, las propiedades estadisticas de unas u otras
diferencias son bien diferentes; por ejemplo, su volatilidad es muy distinta.
Ademsds, es perfectamente concebible que la variacién anual (es decir, la
tasa interanual) de inflacién esté correlacionada con la tasa internual de
crecimiento monetario, a la vez que las tasas de variacién intermensu-
ales (es decir, mes a mes) de ambas variables, no muestren una relacién
significativa. Por consiguiente, no serfa lo mismo estimar un modelo de
relacion,

Avoys =Y — Ye—12 = Bo + B1 (¢t — x4—12) + 7 (Ye—1 — 00 — 01@¢—1) + wy

que un modelo,

Ay =y — Y1 = By + By (v — 1) + 7 (Ye—1 — 0o — 01T4—1) + s

de los que no cabe esperar resultados comparables. Tampoco debe pensarse
que es ésta una cuestién estadistica. Por el contrario, es el propio investigador
quien debe decidir si piensa que la relacién entre las variables se debe a las
fluctuaciones que experimentan en periodos breves de tiempo, como un mes, o
en periodos mas amplios, como un ano.

2 Appendix 1: Valoraciéon por simulacion
La valoracién de una opcién mediante simulacién se ajusta a la idea general
de simular el precio del subyacente desde el instante en que se valora la opcién

hasta el vencimiento de la misma. La préctica de valoraciéon de derivados por
simulacién del precio del subyacente ha alcanzado un alto grado de sofisticacién
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computacional. Sin embargo, la calidad de la valoracién resultante depende
tanto de la complejidad y realismo sofisticacion del modelo como de la calidad
del modelo estadistico utilizado en la simulacién del precio del subyacente. Hay
dos componentes a tener en cuenta,

1. un buen modelo de evolucién temporal del precio del subyacente

2. unas hipétesis adecuadas acerca de las caracteristicas estocdsticas de la
innovacién de dicho proceso.

Asi, por ejemplo, suponer Normalidad de la innovacién, al generar sendas
futuras para el precio del subyacente, cuando existe evidencia de asimetria y
curtosis puede generar errores de aproximacién muy importantes al llevar a
cabo la valoracién. Es importante disponer de un modelo dindmico del precio
del subyacente suficientemente bueno y utilizar una distribucién de probabili-
dad adecuada al generar realizaciones simuladas para la innovacién del proceso.
Estas seran dos de las cuestiones a las que prestaremos atencién en este curso.

En el caso de una opcién Europea, basta con considerar en cada simulacién
el precio resultante al final de la serie temporal simulada, que coincide con el
instante de vencimiento de la opcién. Mediante un elevado nimero de realiza-
ciones simuladas, podemos aproximar la distribucién de probabilidad del precio
del activo subyacente al vencimiento de la opcién. De este modo, obtenemos el
valor intrinseco de la opcién a vencimiento para cada realizacién y, por tanto,
una aproximacioén a la distribucién de probabilidad de dicho valor intrinseco. De
dicha distribucién de probabilidad inferimos un precio actual para la opcién a
partir de un determinado mecanismo de valoracién: una posibilidad es calcular
la esperanza matemética de la distribucién de probabilidad del valor intrinseco
a vencimiento, y descontarlo al instante en que se efectia la valoracion.

En el caso de otros tipos de opciones, puede utilizarse, en general, un pro-
cedimiento andlogo, si bien teniendo en cuenta a) todos los posibles instantes de
ejercicio, b) el valor intrinseco en cada uno de ellos, c) el descuento apropiado
a utilizar.

Sin embargo, hay otras posibilidades: una, interesante, consistirfa en consid-
erar los tipos de interés como estocdsticos, y simular simultdneamente los tipos
de interés y el precio del subyacente, una vez que hubiéramos recogido en el
modelo la dependencia entre ambos. Por ejemplo,

ye = Bo+Bire+ey
Ty = oo+ oiTi—1 + €2
0 0% o2 ,
con (g14,69:) ~ N , 3 . Téngase en cuenta que, en un
0 J12 g5

modelo de estas caracterfsticas, la relacién entre los tipos de interés r; y la
rentabilidad del activo subyacente y; se produce por dos vias: una, explicita,
por la presencia de los tipos en la ecuacién de la rentabilidad; otra, implicita,
por la correlacién entre las innovaciones de ambas ecuaciones.
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En el caso en que la rentabilidad y los tipos tengan estructuras de volatilidad
condicional no trivial, entonces podriamos establecer un modelo ARCH bivari-
ante, en el que se pueden recoger las dependencias tanto entre rentabilidades
como entre volatilidades.

3 Sobre simulacién de procesos brownianos

De acuerdo con un proceso generalizado de Wiener, el precio de un activo evolu-
cionaria de acuerdo con,

dS; = pdt + odz

donde dz denolta un proceso de Wiener bédsico, es decir, un proceso es-
tocdstico de Markov, con una variacién promedio igual a cero, y una tasa de
varianza anual igual a 1.0. Se conoce también como movimiento Browniano:
1) su variacién durante un intervalo pequeno de tiempo, de amplitud At es
Az = ¢At, siendo € independiente en el tiempo, Normal(0,1), 2) los valores de
Az son independientes en el tiempo.

Sin embargo, el proceso anterior no recoge algunas de las caracteristicas
importantes de los precios de los activos financieros. Mds interesante resulta el
supuesto AS = puSAt que, en el limite se convierte en, dS = pSdt, es decir,
dS/S = udt, de modo que,

ST = SQ@HT

Para incorporar volatilidad, suponemos que la variabilidad en la rentabilidad
porcentual del activo es independiente del precio del mismo, es decir, que la
volatilidad del precio es proporcional a su nivel,

dSt = /J,Stdt + O'StdZ

3.1 Distribucién de los cambios en precio

Si el precio de un activo que no paga dividendos tiene una volatilidad anual del
30% y una rentabilidad esperada del 15% anual, compuesta de modo continuo,
el proceso que sigue es,

s,

t

= pdt + odz = 0.15dt + 0.30dz

y sobre intervalos finitos, pero cortos de tiempo,
AS;
St

Por ejemplo, para un intervalo de una semana (una fraccién 0,0192 de un
ano), si el precio inicial es 100, la variacién semanal serfa,

= 0.15At 4 0.30e, VAt
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AS, = 100 (0.15 (0.0192) + 0, 305t\/0.0192) — 0,288 + 4, 16¢,

siguiendo una distribucién Normal(0,288,4,16). Al cabo de un afio,

AS; = Sp(0.15 4 0.30e¢) = 15 4 30e;

con una distribucién Normal(15,30), si bien esta extrapolacién temporal es
bastante mds cuestionable.

Deberfamos obtener una muestra de la innovacién e, y sustituir repetida-
mente en la ecuacién anterior. Asi podriamos generar una distirbucién de fre-
cuencias (probabilidad) del precio al final del intervalo de tiempo deseado.

Generalmente, el valor de un derivado sobre una accién es independente del
valor de p. Por el contrario el valor de o es clave, y normalmente oscila entre
20% y 40%.

Puede probarse que la volatilidad anual del precio de una accién es igual a
la desviacién tipica de la rentabilidad ofrecida por dicho accién, compuesta de
modo continuo, durante un ano.

3.2 Distribucién del logaritmo del precio
Asimismo, el lema de Ito implica que,

o2
dlnS; = (,u— 2) dt + odz

siguiendo por tanto un proceso de Wiener generalizado. Por tanto, la variacién
en In S se distribuye N( (u — "72) T,0V/T), y tenemos,

In St ~ Normal <1n50 + (u - U;) T,J\/T)
En consecuencia,
E(St) = Soe"™; Var(Sy) = SzeT (eUQT - 1)
que muestra que p puede interporetarse como una tasa de rentabilidad es-

perada.
Al cabo de un ano, tendriamos,

E(S7) = 100221 = 134,99; Var(Sy) = 1002¢2-371 (6-32 - 1) = 1715,97; DT(Sy) = 41,42
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3.3 Distribucién de la rentabilidad
La propia rentabilidad cumple, por definicién,
E (ST) = S()enT
por lo que,

—llnS—T
T=T1s,

y utilzando la distribucién de In Sp, tenemos que,

= (¥(-%)7)
4 *IGNORAR Appendix 2: Sesgo asintético en
el modelo AR(1) con autocorrelacién

Consideramos otra vez la estimacién del modelo AR(1) con residuos autocor-
relacionados, asimismo mediante una estructura AR(1):

Y = a+/8yt—1 + Ut t= 1727"'7|B |< 1
w = pu1+e =0 |p|<l, Bey =0, E(eg,-s) =0Vs #0, E(e}) = 02

Comencemos notando que, dados los limites que hemos supuesto mpara los
valores numéricos de los pardmetros 5y p, y; v u; admiten las representaciones:

o0 o0

s . _ % .

Yr = E Boui—s; up = E pP'EL—s;
5=0 i=0

Ahora bien, también tenhemos una representacion de y; en funcién de la
innovacién del modelo:

Yy = (B+p) yi—1 — Bpys—2 + &t (14)

Si multiplicamos esta expresién por y;_1, sumamos de 3 a T y divimos por
T
>3 yi 1, tenemos,

T T T

% Zg YtYt—1 (5 I p) _ 5/7% 23 Yt—1Yt—2 % Zg EtYt—1
T = T T

% 23 yt2—1 % 23 3/1&2—1 % 23 yt2—1

Ahora, tomando limites en probabilidad y notando que:

Bruco =

T T
.1 1
plim T 23: YeYi—1 = E (yeyi—1) = plim T 23: Yt—1Yt—2
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tenemos:

. 1 T
plim = > 5 etye1
in L S 2
plim £ > 5 iy
La tltima fraccién es igual a cero, yan que el numerador converge a F (€4y1—1)

y ya hemos visto que y;_1 es combinacién lineal de €;_1,€¢_2, ..., pero no de &;.
Asi, tenemos,

plim Byc0 = (B+ p) — (Bp) plim Byeo +

. B+p p(1-p%
lim = =8+ —=
que, como puede comprobarse, estd entre —1 y 1.
Por tanto,
p(1-75%)

Ses oasinto'tico(A ) = plim -6 =
9 Buco ) =prlimpByco — B 155
de modo que si p > 0, el estimador B Mmco Sobreestima a (3, subestimando el

verdadero valor del pardmetro cuando p < 0.

Consideremos ahora el estimador de p :

1 T ~
. T 25 Uplly—1
PMCO = "1 T 5

TZ?,Ut 1

siendo Ut = yr — Brrco-Ye—1-
Para obtener el limite en probabilidad del estimador p,;-o notemos, en
primer lugar, que:

N 2 ~ ~2
Ui = (ytfl - 5%72) = y15271 —2BY—1yi—2 + B yt272 =

n /a . A2
y15271 - 28 (51/1572 + 'Uftfl) Yi—2 + B y§72

Dividimos por T', sumamos y tomamos limites en probabilidad, obteniendo:

T
1 N
phmTE W, = phm E y2 172phm( )phm( E yZ 2)
3
T

~2plim (5 )phm( S 1yt_2> +plim (5 )phm< Zyt 2>

3

T

T T
plim%Zﬁf = {1 — (phmﬂ) }phm;Zy 2phm( )phm( Z Up— 1yt_2>
3 3

3
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pero el tltimo término es igual a F (Gi;—1y:—2), que es igual a cero por ser
Y+—o una variable explicativa en la regresién en la que se gener6 el residuo de
minimos cuadrados ;_1.

En segundo lugar:

Uty = (Z/t — B]MCO-yt—l) (yt—l - BMCO'yt—Q) =
- N ~2
= YtYt—1 — 51/152_1 — BYtYr—2 + B Yr—1Yt—2

de modo que:

T T T
1 . o2\ 1 . .1
plim T ES: Utlp—1 = (1 +plim 3 ) plim T Eg:ytflyt72 - (P lim 5) plim T 23:1/?7(115)
. 1 E
- (P lim 5) plim T g YtYt—2

Pero, utilizando la representacién (14), tenemos:

T T T T
1 o1 1 1
plim - g Yrye—2 = plim ; (B+ p) ye11-2—Bpplim = ; Yi—atplim g EYi—2

(16)
donde el tltimo término converge a E (e1y:—2), que es igual a cero porque
yt—odepende de €;_o y anteriores, pero no de &;.
Sustituyendo (16)en (15) tenemos:

T r T T
plim % zg:ﬁtﬂt_l = _1 + (plimﬁ)2 — (plimﬁ) (8 + p)] plim % Zg:ytyt_l —plim 3 (plim % 23::1/?_1> +

= -1 + (plim3)2 — (plimB) (ﬁ—l—p)] (plim@)plim;iyfl —plimﬁ (plim;i@

= :(plimﬁ)3 — (plimﬁ)2 (B+p)+Bp (plimﬁ)} plim;§y2
de modo que:
(plimﬁ)g — (plimB)Q(ﬂ+p) +Bp (plimﬁ)

1-— (plim3)2

plim (ppro0) =

Proposition 1 plim (py00) = Bp 16-5-—;3’),;
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Demostracién:

o - 1 B+p [(B+p\ (B+p)’
plim (Prrco) = ()21 B <1+,8p> T )T
- (&%)
- 1 Bap |(BrN | g5 Btr
- 1-(6#)21*50 <1+5P> 1]( =T,
1+8p

Corollary 2 En consecuencia, tenemos: Sesgo asintético (pyrco) = plim pyroo—
— _,l=p?
P="Pixs,

Corollary 3 plim(BMCO + f’Mco) =B+p

Como muestra el dltimo corolario, la suma de ambos pardmetros se estima
consistentemente, a pesar del sesgo asintético en que se incurreal estimar por
MCO cada uno de ellos. Una vez méds, hay que observar que, aunque el prob-
lema de correlacién no nual entre variables explicativas y término de error se
produce tan sélo en la primera ecuacién del modelo, que tiene a y; por variable
dependiente, ambos parnametros se estiman inconsistentemente.

Hay que notar también que la estimacién p,;-o puede subestimar de modo
apreciable la autocorrelacion existente en u;.Ademas, no es posible evaluar dicha
autocorrelacién tnicamente a partir de p,;oo pues dicha estimacién numérica
puede estar muy sesgada hacia cero. Como consecuencia, el estadistico Durbin-
Watson estd sesgado asintéticamente a la baja cuando p > 0.

Proposition 4 Sesgo asintdtico (Gprco) = plimépyrco — a = —apll_;rgp
Demostracion:
Sesgo asintético (byprco) = pliméayco —a=plim Kl - BMCO) y} —a= (1 —plimBMCO) Ey—a=

= (1-p8- 1-f° Y a=(1- 1—’—B—l a——a1+ﬂ
- Piv6p) 1= “~ U P1+8p T B
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