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1 Filtro de Kalman

El filtro de Kalman es un algoritmo para actualizar, observacién a observacion,
la proyeccion lineal de un sistema de variables sobre el conjunto de informacién
disponible, segin se va disponiendo de nueva informacién. Para ello, es preciso
representar el modelo en la formulacién conocida como espacio de los estados.
El filtro de Kalman permite calcular de modo sencillo la verosimilitud de un

*Estas notas se basan en el Capitulo 13 de Hamilton: "Time Series Analysis"



modelo dindmico lineal, uniecuacional o multiecuacional, lo que permite estimar
los pardametros de dicho modelo, asi como obtener predicciones de dicho tipo de
modelos.

La representacién en forma de espacio de los estados es:

§ep1 = I &+ vy, ecuacion de estado (1)
(rz1) (rar) (rzl)
vy = A x + H &+ w , ecuacién de observacion (2)
(na1) (nwk)(kg1)  (nar) (nal)
con:

E(vevy}) Q, matriz ror; E(vvl) = Opgr, sit # s

E(ww;) = R, matriz nzn; E(waw)) = 0ppn, sit#s

E(vwl) = 0, matriz ron Vt,s

E(¢wl) = 0, matriz ran Vt, s

El vector £, de variables de estado es generalmente no observable, mientras
que y; v x; son observables. El vector x; contiene variables exégenas. Ello sig-
nifica que x; no contiene informacién sobre &, , ; 0 ws4 5 que no esté ya contenida
en (yYi—1,Yt—2,---,y1). Bl vector z; puede contener retardos de y; o variables que
estén incorrelacionadas con &, y w, para todo 7.

Nuestro objetivo es predecir &, e y;11 a partir de informacién disponible
en t. Denotamos la prediccién un periodo hacia adelante como:

ét+1\t = E(&41 | Y2);

donde Y; denota el conjunto de informacién disponible para el analista al
hacer las predicciones para el periodo t+1: Y, = (2}, 2}_1, .., 2}, Y5, Yi_1s - Y1) -
En otras ocasiones calcularemos predicciones condicionales en el conjunto Y; 1
o en el conjunto (x},Y;—1) . Tambien analizaremos predicciones a horizontes mas
largos.

Que las variables x; sean exdgenas o predeterminadas implica que:

B |2, Y1) = E(& | Yi-1) = ét\tfl

Asociadas a cada una de estas predicciones tendremos una matriz de Error
Cuadratico Medio:

Pues =B [(6 &) (6 - ) |

Suponiendo que tuviéramos condiciones iniciales & 1)0+ P10, querrfamos en-
contrar expresiones recursivas que nos permitan pasar de §;,_1, Pyje—1 a8 & pqpe0 Prgaje-

El procedimiento recursivo comienza con &;|y , que denota la prediccién de &



sin utilizar informacién sobre y o x. Dicha prediccién es la media incondicional
de & :

51\0 = E(&)
con matriz de ECM:

Pyo=E[(& — E&) (&, — E&)

Si los autovalores de F' estédn todos dentro del circulo unidad, entondes el
proceso propuesto para &, es estacionario en covarianza. En ese caso, la media
incondicional de &, puede obtenerse tomando esperanza matemética en (1) :
E(&,,) = F.E() , por lo que si es estacionario en covarianza, tendremos:
(I, — F)E(&;) =0, y si ningun autovalor es igual a cero, entonces: E(&,) = 0.

La varianza incondicional es:

o= E(&t-‘,—lf;-}-l) =F [(Fft +ve1) (FE; + Ut+1)/} =F [E(ftfm F'+ E(Ut+1”z/s+1) =
FYF' +Q

ecuacién que tiene por solucién:!

vec(X) = [l,2 — (F® F)]71 vec(Q)

1.1 Comienza el procedimiento recursivo

Por tanto, bajo el supuesto mencionado para los autovalores de F', comenzaremos
la recursién con é 10 = 0, y con Pj|g igual a la matriz rzr ¥ que se obtiene de
la ecuacién anterior. En cualquier otra circunstancia, puede tomarse otro valor
de é 1j0 » mientras que Pyo puede escogerse de modo que refleje la incertidumbre
existente acerca de dichos valores iniciales. Valores numericos mds elevados a lo
largo de la diagonal de Py |y reflejardn mayor incertidumbre acerca del verdadero
valor de la variable de estado correspondiente.

Nuestro objetivo es predecir el valor de y; :

gt|t71 =E(ye | 2¢,Yi1)

Ahora bien, como:

E(yt ‘ mt7£t) = Az, +H/£t

aplicando la ley de proyecciones iteradas, tenemos:

Utle—1 = Al + H/E(gt |24, Y1) = Az + Hléﬂt—l

IS = FYF' + Q = vec(X) = vee(FXF') + vec(Q) =
vee(T) = (F @ Fvec(T) + vee(Q) = vee(T) = [I,2 — (F @ F)] " vec(Q)



por lo que el error de prediccién es:

Yo — e = (Ao +H'E +w) — (Alzy + H/ét\t—l) =
— H/ (gt — ét‘t*l) —|— Wt
con matriz de error cuadratico medio
Vi=FE [(yt — Gee—1) (ye — gt|t71)/:| =H'P, H+R

donde P

.1 denota la matriz de error cuadritico medio de & — &yy—1, ¥

R /
donde hemos utilizado que: E [wt (§t — §t|t—1) } = 0. Esta igualdad se justifica

orque w; estd incorrelacionado con orque como _, es una combinacién
t tjt—1
lineal de variables en Y;_1, tambien ha de estar incorrelacionada con wy.

1.2 Actualizacién de inferencias acerca de ¢,

Una vez que observamos y;, actualizamos nuestra estimacién de £, para obtener:
S = B | w91, Yi1) = E(, | V), mediante:?

ét|t = ét\t—l + {E |:(€t - gm,l) (yt - @t\t—l)/} } X
{E [(yt - Z)t\t—l) (yt - Z}t|t—1)/:| }_1 (yt - Qt|t—1)

Pero:

E [(ft - ét\t—l) (ye — @t|t71)l} =F { (§t - ét\tq) [Hl (ft - ét|t71) + wt}/} =P, H

por lo que:

~ ~ _1 ~
&o=Epr + P, H(H'P,,  H+R) (yt — Az, — H’ft\t—1>

2 Utilizamos la expresién:
P(As | Az, A1) = Q3197 A1 + Haz Hyy' <A2 - Q2lﬂf11A1> =
con:
Hys = E[(A2— P(A2| A1) (A2 — P(Az | A1))']
Hsy = E[(As - P(As | A1) (A2 — P(A2 | A1))']

para Az = &,, A2 = yt, A1 = (z¢, Yi—1) . Su matriz de error cuadratico medio es:

E [(As — P(As | A2, A1)) (As — P(As | A, A1))'] = Has — H3oHyy' Hos



con error cuadritico medio (ver pie de pagina anterior):

R CRDICENIE

-1
= Pyes— |PoprHy (P, Hy+ R) ™ H{Pyy ]

tlt—1

Como hemos visto, el filtro de Kalman se inicializa con:

§1|0 = E(§
Pyy = E§-E©)(E—E©) =L~ (FaF)] vec(Q)

A partir de la ecuacién de estado (1) obtenemos las ecuaciones de prediccion:

gt+1|t = E(& | Vi) =FEE|Y)+E @ | V) = Fét|t =
~ -1 ~
= F§t|t—1 + FPt|t71H (H/Pt\t—lH + R) (yt - A/xt - ngt\t—l) =
Féﬂt—l + Kt (Yt — Geje—1)
donde K; denota la ganancia del filtro de Kalman:
K; = FPt\t—lHt(Hépt\t—lHt +R)"!

La matriz de Error Cuadrético Medio es:

Py = FE |:(€t+1 - gt+1|t) (€t+1 - gt+1t)/:| =

N R ’
E l:(Fft + Vi1 — th\t) (Fft + U1 — Fft|t> ] =
= FPF'+Q= (FPt\tfl - KtH/Pt\tfl) F'+Q

puesto que los productos cruzados tiene esperanza matematica nula.

1.2.1 Resumen: Filtro de Kalman

Yt — Qt\t—l = Yt — Az — Hlét\t,1
ECM(y:) = V= H'melH + R
Et|t = ét\t—l + Pt\tlev;;l (¢ — Beje—1)
Py = Py — Py HV, 'H' Py
Ky = FP,_HV"
§t+1|t = F§t|t
Py = FPuF' +Q



Nétese que si F' = I,,, entonces étﬂ‘t = éﬂt.
Por 1ltimo, para formar la funcién log-verosimilitud bajo el supuesto de
Normalidad, necesitamos:

E(y | w4, Yi—1) = A'wy + Hzgéthfl

~ ~ !/
E {(yt — Ay — Hé&t\t—l) (yt — Az — Htlfﬂt_l) \ -'L't,Yt1:| = H{Py; 1 Hi+R

y finalmente, la funcién de densidad del vector y; cada periodo y la funcién
de verosimilitud, en logaritmos, son:

n 1
Inf(y: | xt,YH):-5111(277)—§1n(|Ht’Pt|t,1Ht+Ry)—

1 A ! -1 2
3 (yt — Az — Héét\t—l) (H{Py;—1H; + R) (yt — Az — Ht/gt\t—l)

T
log Lik = Zlnf(yt | x4, Yio1)

t=1

Que puede maximizarse respecto de los pardmetros que aparecen en las ma-
trices F,Q, A, H y R.
1.3 Prediccién s periodos hacia adelante

A partir de la ecuacién de estado, y suponiendo que las variables = son deter-
ministas, tenemos:

Eros = PG+ F oy + F 2000 + oo+ Fogps 1 + 0is, 8= 1,2, ...
E s | &Y)=F¢= gt+s|t =B | V1) = Fsét\t
F® (ﬁt — ét‘t) + P o + Fo 2004 oo 4 Fopps_1 + Urys
= Py =FPu(F) + FIQF ) ' + FF2Q(F') * + ..+ FQF' + Q
Uttt E(yys | V) = Awyys + Hlét+s|t = Yirs — igsje = H' (§t+s - ét+s\t) + Wiy s

MSE : FE |:(yt+s — Qt+s|t) (yt+s - gt+s‘t)lj| _ H/PtJrs\tH + R

§t+s - £t+s\t

1.4 Smoothing (suavizado)

La estimacién suavizada de las variables de estado es:

5t|T = E(ft | Yt)



Supongamos que hemos estimado &, con datos hasta ¢ , &¢¢ ¥ que posteri-
ormente observamos el verdadero valor de §,; ;. Podriamos utilizar la expresion
de actualizacién de una proyeccién lineal que vimos en el pie de pédgina anterior
para obtener:

E (ft | £t+1ﬂY;5) = £t|t +E |:(§t - §t|t) (§t+1 - §t+1|t)/] :

B (6001 = €ovae) (e~ ) | (6 €one)

El primer término de la derecha puede escribirse:

B [(ft &) (€1 - gtﬂtﬂ =F [(gt &) (P& + v - Féthﬂ

y como vy estd incorrelacionado con &, y con ), entonces:

B [(ﬁt — &) (61— smu)'} —E [(@ —e) (6~ g”)/F'} _PF

Sustituyendo esta igualdad y la definicién de Py, en la primera expresion,
tenemos:

E (ft | €t+1a Y;t) = §t|t + Pt\tF/Ptjrl”t (§t+1 - 5t+1\t>

y si definimos:
_ I p—1
Jo = Py Pt+1|t

llegamos a:

E(& 1641, Y) =&+ o (€t+1 - §t+1\t>

Pero esta proyeccion es la misma que F (ft | &iits YT) puesto que conocer los
valores futuros ¥4, T¢+;, j > 0, no anade informacién una vez que conocemos
&,41- Esto se debe a que el error de proyeccién §,—FE (&, | £,,1,Y;) esta incorrela-
cionado con £, por las propiedades de una proyeccién lineal, y tambien con
Tptjs Witj, Vitj, Vttj—1, - Vg2 bajo las hipdtesis que expusimos al comienzo.
Por tanto, el error de proyeccion estd incorrelacionado con y;yj, ey, 7 > 0. En
consecuencia:

E(&|&41,Yr) = Sy + (§t+1 - §t+1\t)

Por la ley de las proyecciones iteradas, la proyeccion F (&, | Yr) puede obten-
erse proyectando E (&, | €4, Yr) sobre Yr. Pero &, es una funcion lineal exacta



de Y;. Los coeficientes de dicha funcion son momentos poblacionales, y son por
tanto constantes deterministas a efectos de una nueva proyeccién. Luego la
proyeccién de £, sobre Y7 es &, . Lo mismo sucede con ;. El término J;
también es una funcién de momentos poblacionales y su proyeccién es él mismo.
Por tanto:

E (& Yr) = &g + Jo [B(rsr | Y1) = €]

Sor =& + (ft+1|T - ft+1|t> (3)
Procedemos de la siguiente manera: aplicamos el filtro de Kalman para

T T-1 T 71
obtener las sucesiones: {ft‘t} , {£t+1|t} , {Pt\t}tﬂ , {Pt+1|t}t71 . La es-
t=1 t=1 = =
timacion suavizada de la ultima observacion muestral, {77 es la ultima obser-
T
vacion en la sucesién {ft‘t} . Luego, generamos {Jt}tT:_ll, y utilizamos (3)
t=1
con ¢t =T — 1 para obtener {p_4p:
Er—vr = E&r—1j7—1 T Jr-1 (§T|T - §T|T71)

A continuacion, utilizamos la misma expresién con t =T — 2 :

Er_or =&r_ojr—2+ Jr—2 (fT—1|T - fT—uT—Q)

y asf sucesivamente. Para obtener el error cuadratico medio, a partir de (3)
tenemos:

& —&r = & =& — Sl T Sl =
& —&yr T e = & — & T e

Multiplicando por su traspuesta y tomando esperanzas:

E [(é} - ft\T) (ft - £t|T)/:| + tE {5t+1|Tf;+1|T] Ji
= FE [(ft - ft\t) (Et - ftt)l} + LB [§t+1|t£2+1|t} Jt/
y tras varios desarrollos se llega a:

Py = Py + Jy (Pt+1\T - Pt+1\t> J{

una expresion que puede utilizarse de nuevo hacia atras en el tiempo, comen-
zando con t =T — 1.



2 Aplicaciones

2.1 Estimacién de la tendencia subyacente
2.1.1 Modelo de camino aleatorio

Consideremos un modelo de series temporales:

Yt
Hiy1

con E(et.n,) =0,Vt,s.
En términos de la notacién de Hamilton:

e €, e~ N(O,Jg)
By + 14,y ~ N(0,0’i)

wy; F=p; 2 =0Vt H, =1; A=0;
et;vr =1y Q

&t
— — 2. — 2
wy = _077’ R—G’e

y, teniendo en cuenta que tenemos una tnica variable de estado y una tnica
variable de observacién, el fitro de Kalman resulta:

Yt — ?)t|t—1 = Yt = Hyjr—1
Vi = P, + o?
Ki = BPu1/Vi
Pafe = fgp—1 + Pre—1 (ye — D1je—1) /Va
2
Pt\t = Pt\tfl - Pt‘til = Pt|t71 (1 - Pt‘ttl)
Payrye = Bhgy = Bhyje— + Ko (ye — Geje—1)
Py = ﬂ2Pt\t+03,

en el que todas las variables, vectores y matrices son escalares, de dimensién

1x1.

Analicemos en este ejemplo la elecciéon de condiciones iniciales. Tenemos
que:
yi—vi0 = Y1—pa; Vi=Pio+oo
Moy H1)0 + PV;TUH = Hy)0 + Plflfog <y1 - Muo)
Pyy = Py <1 — PlflJrOUz> Ug = Pllflfagoi + Uz

Por tanto, si dejamos que Py|o tienda a infinito, tendremos: Hojp = Y1, ¥

Py

0% + o2 . Esto equivale a tratar y; como un pardmetro fijo y suponer:



1 ~ N(y1,02), lo cual se conoce como una inicializacién difusa, porque tomar
Pyjp muy grande significa que se tiene una importante incertidumbre acerca de
la condicién inicial.

2.1.2 Modelo de doble camino aleatorio

Consideremos un modelo de series temporales:

Yo = Py T X

Ly = Gi—1+ Hy_q + v, v ~i.,5.d.N(0,02)

g = gi1+w,wp ~i.,i.d.N(0,02)

Ty = T+ PoTio +er e ~ i, i.d.N(0,02)

con E(er.n,) = E(er.ws) = E(we.n,) = 0,Vt,s.
En términos de la notacién de Hamilton:

& = (wpwe,2-1,00); H{=(1,1,0,0); A=0;
1 0 0 1
= 0 ¢ ¢ 0 |,
Fo= 0o 1 0 0|
0 0 0 1
w, = OV vy = (vger,0,wg,m,); R=0; Q= diag(c2,02,0,02)

y, teniendo en cuenta que tenemos una tnica variable de estado y una tnica
variable de observacién, el fitro de Kalman resulta:

Y —Yeje—1 = Yt — HlMt\tfl
V, = H'P, H
K = FPy_HV;H '
fuje = Hypp—1 T Pt|t71HVt_1 (ye — Dije—1)
Pt|t = Pt|t—1 - Pt|t—1HVrlH/Pt\t—1
fiosrye = Fhgye = By + Ki (Y1 — Jeje-1)
Py = (F—KH)Py (F-KH) +Q

2.1.3 Descomposicién de una variable en tendencia y ciclo

Modelo:

yy = Ti+c
Tiv1 = Ti+ 1,0 ~ i,id.N(O,o‘%)
Cir1 = ¢ci+ep e ~i,id.N(0,02)

10



donde y; puede ser el logaritmo del PIB, o de un indice de bolsa, por ejemplo.
Representacion en espacio de los estados:

Ecuacién de observacion:
T,
~—~—\ Ct
G Y——

Ecuacion de estado:

T 1 0 T; v 0-5 0
<Cf:):(0 ¢>(cf>+(ei);”f”v(02’( 0 az)>
—_— e ——

Tip41 F Ty un

Condiciones iniciales razonables serfan:

Tiy)o (Inyi; 0)
1

vec (19) = vec(ziz)) = [Io — F @ F]" " vec(Q) [Matriz singular, habria que buscar alternativas|

2.2 El filtro de Kalman con parametros cambiantes

En muchas situaciones, la representacién en espacio de los estados se obtiene
con pardmetros cambiantes en el tiempo:

§ii1 = F(x)& + v
ye = alzy) + H(z) g+ wy

En esta situacion, el supuesto de Normalidad condicional para las perturba-
ciones, que en el caso general no es necesaria, resulta crucial. Si suponemos:

(i tenie) = ([T 1[5 ai ])

entonces la expresion del filtro de Kalman es similar a la del caso mas re-
stringido que contempla parametros constantes, con las variaciones que natu-
ralmente provienen del hecho de que las matrices y vectores F, A, H son ahora
cambiantes en el tiempo.

Puede probarse (Hamilton, seccién 13.8) que:

ét\t = £t|t71 + {Pt\t—lH(iUt) [H(xt)lpt\t—lH(xt) + R(%)] - (yt —a(zy) — H(%)%t\tﬂ)}
Pt\t = Pt\t—l - Pt\t—lH(l't) [H(xt)/Pt\t—lH(l't) + R(It)] - H(l't)/Pt|t—1

de lo que se obtiene:

11



Vi = HP,, H+R

tlt—1

Ky = FPy  HV, "
ét+1|t = F(xt)ét\t
Py = F(wt)PﬂtF(!Et)l + Q(w¢)

2.3 Aplicacion: Regresiéon con pardmetros cambiantes en
el tiempo

Consideremos el modelo de regresion:

!/
Yt = By + wy
en el que suponemos que las variables en z; son retardos de y; o variables que

son independientes de w, para todo 7. Suponemos que los pardmetros evolucio-
nan de acuerdo con:

ﬁt+1 - ﬁ = F(Bt - 5) + V41
lo que implica que si los autovalores de F' son inferiores a la unidad, entonces
E (ﬁt) =p.

Suponemos tambien:

[t = ([T 2 ])

La regresién puede escribirse:

ye = 2B + Tl + wr

donde el vector de estado es el vector de coeficientes de la regresion en
diferencias respecto de su media:

§ =05 —B

por lo que la prediccién un periodo hacia adelante es:

E(ye | 2, Yeo1) = 2,8 + 24y 4

donde EHFI se obtiene a partir de:

A~ ~ 71 A
e = Cepp—1 T P (z/ Pypp—rwe + 0°) (yt -z — mt’ft\t-l)
ft+1\t = Fft\t
-1
Py = Py — Pyoime (xt/Pt|t—193t + 02) l’t/Pt\t—l
Py = FPuF +Q(xy)

12



comenzando con las condiciones iniciales habituales. En este caso, la matriz
s Pyji_1y +02 es escalar, por lo que multiplicar por su inversa equivale a dividir
por ella. La matriz de Error Cuadratico medio es:

R 2
E |:(yt — 28— x;ft\tq) | mtax/tlil =z P12 + 07

y la funcién de verosimilitud:

T
Z In (xt/Pt\t—lxt + 0'2) —
t

N

n
Inflye | a,Yi1) = —3 In(27) —

N =

_52

1 T (yt — a3 — x%éth‘fl)
=1 @' Py1me +0?

En el caso de que supongamos que el vector de coeficientes [, sigue un
proceso AR(p), tendriamos:

b1 P ¢p—1 ¢p V41

I, 0 .. 0 0 0

0 Iy .. 0 0 0
§41 = - : &t

0 0 I, 0 0

2.4 Aplicacién: CAPM con coeficientes cambiantes en el
tiempo

Consideremos el modelo en excesos de rendimiento respecto del activo sin riesgo:

re = oy + B+ we, we ~ N(0,07)
eyl = Oét+77ta77tNN(O7072;)
Biy1 = Biten,e~ N(0, 0?)

con E(e.n,) = Elet.es) = E(ern,) = 0,Vt, s. El supuesto de que la evolu-
cién de cada uno de los dos coeficientes el modelo sigue un camino aleatorio es
una restriccién que imponemos en el modelo.

El modelo puede escribirse:

re=a+ (a — &)+ (B, — B)raae + Bravs +we

y las variables de estado van a ser los dos coeficientes, en diferencias respecto
a su media. Dichas medias son dos de los parametros a estimar. Los restantes
pardmetros son las varianzas de los 3 términos aleatorios: wy, 1, ;.

13



En este caso, tenemos la representacion:

(5) = G () (%)

re = (1 rM,t)<%)+(1 rM,t)<g:>+wt

por lo que en términos de la notaciéon de Hamilton, tenemos:

& (dt73t> s F=1; A= (a,B); o =H{=(1,7mz);

Ut

o2 0
(1,e0); Q=< 7 2>;R=Ui

y el filtro de Kalman resulta:

Yt — Yejt—1 re — Alwy — HiE,
Vi H{P,,  H,+ o0, escalar 11
Py, 1H
K it i t, vector 2x1
Vi
gy ) ( Cugjp—1 ) X
P P + Ky (ye — G
< /Btlt Btlt—l t( ! . 1)
Py Pyjy—1 — KH{Py,_,
Gyt ) ( Gy ) B ( Crgfp—1 ) R
- P =1 3 + Kt (Y: — Gepe—
<5t+1|t Buye Brje-1 ¢ (e = Gri—)
Py Py +Q

Notese que pr ser F' = I, entonces &, 1, = &4

2.5 Aplicacién: Ratio de cobertura de minimos cuadrados

Este ratio de cobertura no es sino la estimacion por minimos cuadrados ordinar-
ios de la pendiente en una regresion lineal simple de las variaciones en el precio
del contado sobre las variaciones en el precio del futuro. Vamos a permitir que

dicho ratio varie en el tiempo:

denotemos por s; = AS; — AS, f; = AF, — AF, y el modelo se transforma

en:

ASt =+ 5tAFt —+ wy

st = B ft +wy
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Suponemos que la evolucién del ratio 3, estd bien representada por un pro-
ceso AR(1):
By =B1—¢)+eBi_1+v

0, lo que es equivalente, si denotamos 3 = By — Bt

By =By + (5)

Si escribimos (4) y (5) en la forma de espacio de los estados, tenemos:

Bt+1 = @Bt+vt+1
s¢ = Bfe+ fiBy +wy

siendo la primera la ecuacion de estado y la segunda la ecuacién de obser-

vacion.
En términos de la notacién de Hamilton:

& By F=y; A'=p; ay = fi; H = fi;
2 2

Q = o, R=0,

El filtro de Kalman se inicializa con:

51\0 = E(§)Z>%1|02E(B) =0
= E[§-E©)(E-E©)=L:—(F®F)] 'vec(Q) =
Py = war (B) =7 ivch

y a partir de las ecuaciones que describen la recursividad del filtro:
~ A~ 71 A~

& = G+ [PoaHy (HPyy o H+ R) ™ (90— Alw— iy, )|
Py =

aplicadas a este ejemplo, vamos obteniendo las ecuaciones de filtrado:

-1
Pyoy = [P Hy (HIP,, Hy+ R) ™ H{Py, ]

= = 1 >
5t\t = 5t\t71 + l:Ptt—lftM (St —Bf— ftﬂtt1>:|
b p L Phf?

t)t tjt—1 ftQPt|t_1+0%,

que, denotando Q; = ffPﬂt,l + 02, pueden escribirse:
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ﬁt|t = ﬁt|t71 + I Q, (St —Bfi— ft’B\t\tfl)

P? _1ft2 f2
Pt|t = Pt|t—1 - tlfT = Pt\t—l (1 - Qttptt—1>
La ganancia del filtro de Kalman es en este caso:
_ 1 ©Pyi—1/t
Ky = FPy_1H,(H{P,y_1H, + R)™' = @Pyy_1 [y =] = tgt

mientras que las habituales ecuaciones de prediccion:

§t+1|t = Fft\t
Py = FPt\tle/‘f'O'?,

se convierten en este ejemplo en:
Pyjt—1fi
O

f2
Pt—i—l\t = 802Pt|t + 0'12) = QOQPt‘t_l (]. - QﬁtPﬂt—l + 0_3
t

Bivile = PBus = PByer + ¢ wy = @Pyi—1 + Ki (St —Bf— ftBt\tfl)

Por 1ltimo, para formar la funcién log-verosimilitud bajo el supuesto de
Normalidad, necesitamos:

E(y | x4, Y1) = A'wy + H;éﬂtfl

~ ~ /
E {(yt — Alzy — Ht/ft\tq) (yt — Az — Ht/€t|t71) \ xt,Yt_l} = H Py H,+R
que, denotando Sy_1 = {s;_1, St—2, ...} se convierten en:
E(se | fo.S-1) =B+ By

~ 2
E [(St —Bfi— ftﬁqt—l) | ftaSt—l} = f{Pp-1+o0o,

y finalmente:

- 2
In (ftzpt\t—1 +072U)_% 2 (St —Bf - ftﬁtlt—l)

2 2
1 t=1 JfEPyi—1 + 0%,

[NCRI
™=

T
) T
log Lik = E In f(st | fe, Se—1) = -3 In(27)—

t=1 t
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