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1 Coépulas

Muy a menudo, las distribuciones marginales de las rentabilidades de los activos
que componen una cartera son diferentes. Adicionalmente, la dependencia en-
tre ellos es no lineal, y posiblemente asimétrica, con distinta correlacién entre
rentabilidades positivas de dos activos que entre rentabilidades negativas, que
pueden estar més correlacionadas. Frecuentemente, sucede todo ello simultdnea-
mente. En estas situaciones, el coeficiente de correlacién lineal carece de sen-
tido, pues es aplicable unicamente cuando las variables aleatorias siguen una
distribucién multivariate eliptica.! Una alternativa es modelizar las relaciones
entre rentabilidades mediante cépulas, que permiten construir una distribucién
de probabilidad conjunta que representa la dependencia entre rentabilidades
mejor que una distribucién eliptica.

Comencemos con algunos principios estadisticos bésicos:

Recordemos que la distribucion U (0, 1) se caracteriza por tener una funcién
de distribucién lineal: P(U < u) = u. Ello nos permite probar otra propiedad
importante:

P(F(X)<u)=P(X < F 'u)=FF ') =u

que muestra que para cualquier variable aleatoria X, su funcion de distribucién
define otra variable aleatoria, F'(X), con distribucién U (0, 1).
También tenemos:

P(F7YU) <2)=PU < F(zx)) = F(x)

Por tanto, podemos generar simulaciones de la distribucién de probabilidad
de la variable aleatoria X, aplicando la inversa de su funcién de distribucién
F(z) a una variable aleatoria uniforme U(0,1), obteniendo: =z = F~!(u). La
funcién de distribucion de la muestra de x asf obtenida serd precisamente F'(x).

Por ejemplo, la funcién cuantilica (es decir, la funcién inversa) de una dis-
tribucién exponencial estdndar es:> G~!(y) = —In(1 — y), que nos proporciona
el punto de la recta real G~!(y) en el que la distribucién exponencial estdndar

1 Estas son las distribuciones con contornos (lineas de equiprobabilidad) elipticos, como la
Normal o la t-Student multivariantes.

2La distribucién exponencial tiene funcién de distribucion: F(z) =1—e~** 2 > 0,A > 0,
y funcion de densidad: f(x) = Ae”™*®,z > 0. Su esperanza matemética es 1/\ y su varianza
1/X2. La distribucién exponencial estandar se tiene para A = 1: F(z) = 1 —e~ %,z > 0,
f(x) =e %,z > 0. con esperanza y varianza igual a 1.

La funcién cuantilica es la funcién a = G~1(q) que satisface: P(y < a) = q.



acumula una probabilidad igual a y. Por tanto, si partimos de una serie tem-
poral independiente extraida de y ~ U(0,1) y aplicamos esta funcién G~1(y),
obtendremos una serie temporal con una distribucién exponencial estandar.

Otra importante aplicacién es la siguiente: consideremos una variable Y
Normal estandar, de modo que ®(y) es U(0,1). Entonces la variable transfor-
mada: Z, definida mediante: Z = —In(1 — ®(y)) tiene una distribucién ex-
ponencial estandar. De este modo, podemos transformar una muestra de una
distribucién Normal en otra muestra de una distribucién exponencial estdndar.
Evidentemente, lo mismo se puede hacer con otras dos distribuciones de prob-
abilidad, siempre que conozcamos la funcién cuantilica de la segunda. Cuando
se simulan varias variables aleatorias, el ejercicio es similar, solo que hay que
imponer la dependencia conjunta que exista entre ellas.

1.1 Definiciones

Aunque nos vamos a referir a cépulas bivariantes, todos los conceptos que vamos
a examinar pueden extenderse de modo natural al caso multivariante.

Una copula es una funcion de distribucion bivariante definida sobre el cuadrado
[0,1] x [0,1] con distribuciones marginales que son Uniformes: U(0,1). Mads
concretamente, una cépula bivariante es una funcién con propiedades:

e C:[0,1] x[0,1] — [0,1]
o C(u,1) =uy; C(l,ug) =us
e C(u1,0) =C(0,u2) =0

e para todo uy,us,v1,vz en [0, 1] con u; < vy, us < vg, se tiene: C(vy,vy) —

C(ul,’l}g) Z C(Ul,UQ) — C(u17u2)

La primera condicién permite utilizar una cépula sobre los valores tomados
por funciones de distribucién. La segunda condicién es el requisito de tener
distribuciones marginales Uniformes. Las otras dos condiciones son propias de
toda funcién de distribucién bivariante.

Teorema de Sklar (versién bivariante): Dada una funcién de distribucién
bivariante F'(x1,x2) con distribuciones marginales F1, Fy, existe una cépula C' :
[0,1] x [0,1] — [0,1] tal que Va1, x5 en R? se tiene:

V(z1,22) € R* = F(21,22) = C (Fi(21), Fa(22)) (1)

Es decir, existe una cépula que toma sobre R? los mismos valores numéricos
que la funcién de distribucién F(x1,z3). Decimos que C es la cépula de la
distribucién F. Notemos que u; = Fy(x1) y us = Fy(x2) serdn variables U(0, 1).
Si las distribuciones marginales son continuas, dicha cépula es tnica.

Reciprocamente, si C' es una cépula y Fi(x7), Fo(z2) son funciones de dis-
tribucién univariantes, entonces (1) define una funcién de distribucién bivariante
con distribuciones marginales Fy(x1), Fa(x2).



Implicaciones del teorema de Sklar: Dada una funcién de distribucién bi-
variante I, el teorema de Sklar define una cdépula implicita:

Clur,up) = F (Fy ' (ur), Fy '(uz)) (2)

por lo que hay una cépula implicita en toda funcién de distribucién multi-
variante, cuando Fy y Fs son las distribuciones marginales que se derivan de F'.
De hecho, dada una distribucién de probabilidad multivariante F' con distribu-
ciones marginales Fi, Fy, ..., F),, se dice que la funcién de distribucién del vector
(Fi(x1), ..., Fr(xy,)) es la copula asociada a la distribucién F. M4s adelante vere-
mos las c6pulas implicitas Gaussiana y ¢-Student, asociadas a las distribuciones
multivariantes Normal y t-Student.

Podemos ver que sus distribuciones marginales son uniformes estdndar: en
efecto, sea x3° (posiblemente igual a infinito) el extremo superior del rango de
valores de una variable aleatoria X, es decir, P(Xs < 25° ) = 1. Entonces,
si wp = Fi(z1), tenemos: C(ui,1) = F (Fy Y (w), Fy '(1)) = F(21,25°) =
P(X1 S xl,Xg S ill‘go) = P(Xl S 1'1) = Fl(l'l) = Uz.

Implicaciones del reciproco del Teorema de Sklar: de acuerdo con el reciproco
del teorema de Sklar, podemos comprobar que dada una cépula C(Uy, Us) y fun-
ciones de distribucién cualesquiera Fy, Fy, la funcién C (Fy(x1), Fa(z2)) es, efec-
tivamente, una funcién de distribucién. Para ello, definamos variables aleato-
rias: Xy = F;Y(Uy), Xo = F; '(Us), y notemos que, puesto que C' es funcién
de distribucién:

C(F](xl),FQ(.’I,'Q)) = C’(ul,uz) = P(U1 S Fl(xl),Ug S FQ(CEQ)) =
= P(Ffl(Ul) < 9317F2_1(U2) <) = P(X1 <1, X2 < x9)

por lo que C es, efectivamente, una funcién de distribucién de probabilidad.

Esta expresién refleja asimismo cémo las cépulas expresan dependencia en
una escala cuantilica, puesto que C(uq, ug, ..., u,) es la probabilidad conjunta de
que X7 esté por debajo de su uj-cuantil, Xs por debajo de su us-cuantil, etc..

También es facil ver que las marginales de la funcién de distribucién que
hemos obtenido son las Fj :

P(X1 <11,X2 < 00,..., X, <o0)=C(Fi(21),1,,,,1) = Fi(z1)

por la propiedad 2 de la definicién de cépula.

Este resultado es de enorme aplicacién préctica, porque ahora no necesitamos
que F} y F5 sean las distribuciones marginales que se derivan de F', y nos
proporciona un modo de generar nuevas funciones de distribucién.

Las expresiones (1) y (2) son fundamentales en el trabajo con cépulas y, por
supuesto, son extensibles a mas de 2 variables.



e Por una parte, el reciproco del teorema de Sklar nos indica cémo construir
distribuciones conjuntas F' uniendo distribuciones marginales Fi, F5 con
copulas C. Si tomamos una particién en el dominio de dos variables aleato-
rias, obtenemos los valores de sus respectivas funciones de distribucién en
dicha particién, ambos en [0, 1], y les asociamos el valor numeérico de una
determinada funcién de copula C: C (Fi(z1), Fo(z2)), podemos estar se-
guros de que habremos generado una funcién de distribucién. Por ejemplo,
si tomamos k distribuciones marginales N(0,1) y una cépula Gaussiana,
generamos una distribucién Ny (0, I). Si tomamos una cépula t-Student
con v grados de libertad y dos distribuciones marginales ¢-Student cada
una de ellas asimismo con v grados de libertad, el resultado es una dis-
tribucién ¢-Student con v grados de libertad. Si los grados de libertad
de las distribuciones marginales no son los mismos que los de la cépula,
entonces el resultado no es necesariamente una distribucién ¢-Student mul-
tivariante.

e La segunda nos dice cémo puede generarse una cépula a partir de una fun-
cién de distribucién bivariante que tiene distribuciones marginales contin-
uas Fy, Fy. Partimos de dos variables U(0, 1), uy, ug, calculamos sus inver-
sas por las funciones de distribucién marginales de F' : F; ! (uy) y Fy ' (uz),
y a las variables resultantes x1, x5 les introducimos la dependencia deseada
(habitualmente mediante un factor de Cholesky). A continuacién, proyec-
tamos sobre [0, 1] mediante las distribuciones marginales que se derivan
de la cépula, tendremos una realizaciéon de dicha cépula con marginales
uniformes. So hora aplciamos las inversas de las marginales deseadas, ten-
dremos la realizacién deseada, de serirs temporales con una determinada
dependencia de cépula y marginales arbitrarias. [Es el tipo de ejercicio
que se lleva a cabo en Copula_Simulations I1.6.7].

Ejemplo (Independencia): Supongamos que X7 y X5 son independientes, con
distribuciones F(x1), Fo(z2) continuas. Entonces, F(z1,22) = Fi(z1).Fa(x2) ,
por lo que la dnica cépula a la que se refiere el teorema de Sklar es en este caso:

C(Fl(ilil),F2<.’L‘2>) = Fl(l‘l).F2<.’L‘2) = F(CL‘l,.’Eg)

que es facil ver que satisface todas las propiedades de una cépua.
Otro resultado interesante en la generacion de cépulas es el siguiente:

Proposicidn: Sea (X, ...,X,) un vector aleatorio con distribuciones mar-
ginales continuas y cépula C, y sean T7,T5, ..., T, funciones estrictamente cre-
cientes. Entonces, (T1(X1),T2(X2),...,Tn(X,)) también tienen dependencia
representada mediante la cépula C.

Densidad de copula

Derivando en (1) con respecto a ambas variables tenemos una sencilla ex-
presién para la funcién de densidad conjunta en términos de las funciones de
densidad marginales:



(91‘18:132 - (9F1 (.’El)aFQ(JZz) 8.’171 8x2
= flz1,22) = c(Fi(21), Fa(22)) - f1(21). f(22)

62F(I1,$2) 826 (Fl(ml), FQ(ZQ)) 8F1(CC1) aFQ(LEQ) -

donde:

820 (1 1(%1) 12(1'2))
F F = ’
e(Fifer), Fo(z2)) OF (21)0F;(x2)
Ahora bien, sabemos que, para cualesquiera funciones de distribucién, Fy, Fy, F;(z1)

y Fa(z2) siguen una distribucién uniforme. Si sustituimos Fj(z1) y Fa(z2) por
variables u1, us, con distribucién uniforme, tenemos:

620 (U,l, UQ)
8u18uQ

que es la funcion de densidad de la cépula C.

¢ (ug,ug) =

Por tanto, dada la funcién de densidad de la cépula y las funciones de den-
sidad marginales, si existen, tenemos la funcién de densidad conjunta de las
variables originales:

flx1, 20,y 2pn) = c(F1(z1), ooy Fr(@n))- f1(21) o fr(20) (3)

Esta expresion nos permite obtener probabilidades para las variables (rentabil-
idades) cuya dependencia estd modelizada mediante una copula. Esto es intere-
sante para calcular momentos de funciones de ambas rentabilidades (media,
varianza, etc..), como veremos en las aplicaciones empiricas.

En particular, si las variables aleatorias xi,xo,...,x, son independientes,
es decir: f(x1,22,....,2,) = fi(x1)...fn(zn), entonces c(F1(z1), ..., Fn(Tn)) =
1,Vxy, 20, ..., Ty

Con cépulas vamos a hacer dos tipos de ejercicios empiricos: 1) evaluacién
de densidades de cépula y estimacién de momentos de distribuciones multi-
variantes, y 2) simulacién de series temporales de rentabilidades con una de-
terminada dependencia y determinadas distribuciones marginales. El modo de
proceder puede resumirse en dos caminos opuestos:

Particionar rango de

) . —1 n
rentabilidades estandarizadas Fimarginal — U(0,1) — F; — R

i,copula

— utilizamos la densidad de cépula y las densidades marginales

para calcular momentos

Simular U (0, 1) — Fiiclopula — Imponer p — F; copuia — U(O, 1) — Fijn{arginal — Rentabilidades



1.2 Cotas superior e inferior de dependencia

La cépula consistente con la independencia de variables en el caso multivariante,
serfa:

C(U1, Uy ey Up) = UL U2...Un,

porque derivando con respecto a w1, ug, ..., U, obtenemos c(uy, ua, ..., u,) = 1.
De este modo, (3) muestra que la funcién de densidad conjunta serd igual al
producto de las funciones de densidad marginales.

Toda cépula satisface:?

Max Zui—n—i—l;o < C(u) < min (uq, ug, ..., Up,)

i=1

La cépula cota superior (upper bound) de Fréchet o co-monotonia es:

C(u1, Uy .oy Up ) = min (ug, Usg, ..., Uy)

Ninguna otra copula puede tomar un valor superior al de esta copula. Cuando
las variables aleatorias estdn relacionadas de acuerdo con la copula upper bound
de Fréchet, se dice que tienen dependencia positiva perfecta.

La copula cota inferior (lower bound) de Fréchet o contra-monotonia es:

C(ur,u, ..y tty) = Max (ug +us + ... + u, —n+1,0)

aunque es una cépula unicamente para n = 2.Ninguna otra copula puede
tomar un valor inferior a ésta, y corresponde al caso de dependencia perfecta
negativa.

Decimos que una copula implica dependencia positiva o negativa si converge
a una de las copulas de Fréchet segtin varia alguno de sus pardmetros. Pero, por
ejemplo, la copula Gaussiana que definimos méds abajo, no tiende a la copula
upper bound de Fréchet segun aumenta su coeficiente de correlacién hacia +1,
ni tampoco converge a la copula lower bound de Fréchet segun su coeficiente de
correlacién tiende a -1. En el caso de variables Normales, la dependencia con
co-monotonfa! corresponde a una correlacién perfecta positiva, mientras que
la dependencia con contra-monotonia corresponde a una correlacién perfecta
negativa.

3De hecho, toda funcién de distribucién F(z1,...,25n) con distribuciones marginales
F1, ..., Fy, satisface:

n
Max (Z Fi(xz;) —n+1; 0) < F(z1,22,...,2n) < min (Fi(z1), F2(22), ..., Fn(zn))
i=1

1Dos variables X,Y presentan comonotonia si existe otra variable aleatoria Z tal que
tanto X como Y son transformaciones monétonas de Z, ambas crecientes o decrecientes.
Presentan contra-monotonfa cuando una de ellas es una transformacién mondtona creciente
de Z mientras que la otra es una transformacién monétona decreciente.



1.3 Ejemplos de copulas
1.3.1 Cépula Gaussiana

La cépula Gaussiana es una cépula implicita: Si Y ~ N, (u,X) es un vector
aleatorio Gaussiano, entonces su cépula se denomina cépula de Gauss. Como
vamos a trabajar con distribuciones Normales estandar, hemos de estandarizar
las rentabilidades Y con las que vamos a trabajar, obteniendo rentabilidades
estandarizadas X. Estandarizar implica llevar a cabo transformaciones moné-
tonas, por lo que la proposicién que antes vimos implica que la cépula de Y
es exactamente la misma que la cépula de X ~ N, (0,I') donde T es la matriz
de correlaciones de Y. La cépula Gaussiana tiene como pardmetros la matriz de
correlaciones I' de las innovaciones de un vector de rentabilidades. Se deriva de
(2) a partir de una distribucién Normal multivariante estandar® ®,, para la de-
pendencia, junto con distribuciones marginales ® asimismo Normales estdndar.
En efecto, por el teorema de Sklar tenemos:

Cluy, ug, .oy un; T) = P(®(X1) < up, .o, (X)) S ) = 85 (27 (u1), o, @7 ()

Esta copula no admite una formula explicita, y solo puede ser representada
mediante una integral. En el caso bivariante, n = 2 :

Clut,uzip) = @2 (P (u1)<I> Lug)) =

THe) @7 u) 1 1 —2
= / / —=— eXp ( 1 = 2ptavs + m2> dzidzs
1 — 2(1 —p?)

Diferenciando en dicha expresién integral tenemos la densidad de copula
Gaussiana (o Normal):

c(ur,ug,y .oy upn; T) = |1"|_1/2 exp <—;£’ (1"_1 —1I,) 5) (4)

donde T' denota la matriz de correlaciones (o covarianzas, puesto que las
variables tienen varianza unitaria), y &€ = (£,,...,£,)) , siendo &; el cuantil u; de
la distribucién N(0,1) :

u; = P(N(0,1) < &),i=1,2,...,n=& =0 (u;)
La copula Gaussiana (4) debe considerarse una funcién de uy,uz, ..., up a
través de € = (@7 (uq), ..., 87! (uy)) , no una funcién de € = (¢, ...,&,,) .
En el caso bidimensional la densidad de cépula Gaussiana es un caso partic-
ular de (4) paran =2:

p*&; 2p§1§2+02£§> 5)

1
c(u1,Uuz;p) = —F——=exp | —
(u1,u2; p) T P( 2(1 — p?)

5Esperanza matemadtica O, matriz de covarianzas Ij.




donde &; = ®71(uy),&, = @ (uz) son los cuantiles de variables Normales
N(0,1). Es sencillo ver que esta expresion es igual al cociente entre la funcién
de densidad conjunta, N(02,T"), con T" = ( ; T
marginales, ambas N (0, 1). En efecto, si multiplicamos la densidad de cépula
Gaussiana por las densidades marginales de una N (0, 1), tenemos:

> , v las funciones de densidad

p*at — 2paixs + pPad

c(ur, ug; p).fx1) fz2) = \/17_7'026Xp < 21— 2

).

1
V2r V21 2 21 /1= p2 2(1 — p?)

que es la funcién de densidad f(x1,x2) de la distribucién N << 8 ) , ( ; fl)

Tanto la cépula de independencia (cuando I' = I,,) como la cépula de co-
monotonia (cuando I' = 1,,,,,) son casos especiales de la cépula de Gauss. La
copula de contra-monotonia es la cépula de Gauss para n = 2,p = —1. Por
tanto, en el caso bidimensional, la cépula de Gauss puede interpretarse como
una estructura de dependencia que oscila entre la dependencia perfecta positiva
y la dependencia perfecta negativa, indicando el pardmetro p la fuerza de la
dependencia.

La copula Gaussiana es simétrica: C(uy,us) = C(ua,u1).Tiene dependencia
en las colas nula o muy baja, a no ser que las dos variables tengan correlacién
igual a 1, por lo que no es muy apropiada para modelizar la dependencia en-
tre rentabilidades financieras. Ademads, las rentabilidades financieras parecen
estar mas correlacionadas cuando son altas y negativas que cuando son altas y
positivas, lo que sugiere que la dependencia en las colas es asimétrica.

Los graficos de las funciones de densidad de cépula Normal que se muestran
a continuacién (Copula densities 11.6.4.xls) se han obtenido partiendo de una
rejilla de valores del intervalo [0,1], en cada uno de los dos ejes del plano RZ.
En el caso Gaussiano, se aplica a la rejilla en cada eje la funcién ®~! y a los
valores resultantes se aplica la funcién de densidad de cépula Normal, que es lo
que aparece representado en los gréficos. Como vemos, una cépula no tiene el
aspecto habitual de las funciones de densidad: es generalmente elevada en las
colas, indicando la importancia de la dependencia en las colas, y reducida en el
centro del rango de valores de las variables aleatorias.

( x%) 1 ( x%) 1 1 < m%—prlmg—i—pr%)
exp(——= | —=exp|-2] = ————=exp|-—

)



Copula Normal bivariante con p = 0,5 Copula Normal bivariante con p = —0, 25

e Comenzamos de una particién del intervalo [0, 1]

e aplicamos la inversa de la distribucién N(0,1): &, = ®~*(u;), para i =
1,2,...n

e utilizamos la matriz de correlaciones deseada I' y el vector £ en la expresién
de la densidad de cépula (4) .

1.3.2 Copulas t-Student

La cépula t-Student es otra cépula implicita, que se deriva a partir de una dis-
tribucién t-Student multivariante t,(0, ") (estandarizadas) para la dependencia,
junto con distribuciones marginales ¢, asimismo t-Student. Nuevamente, por el
teorema de Sklar, tenemos:

C(ur,ug, oy un; T) =t (t;l(ul), ...,t;l(un))

Esta cépula tampoco acepta una expresién en forma cerrada.
En el caso n = 2, tenemos:

v42

2 2 5] Vil
e i) = K(o) i [ 1+ S| i) (140))

donde:

wo=r(5)r(40) r(5 )

En el caso general, la densidad de la cépula t-Student es:

v+1
2

c(ug,ug,y ooy tin; T') = KL [1 + Vﬁlﬁ/rflﬂ - ﬁ (1 + 1/7153) (6)
i=1

donde:

10



&= (T, (w), ... T, M (un))

oer o) () ()

y donde v es el nimero de grados de libertad de la cépula.

A diferencia del caso Gaussiano, cuando I' = [,, no obtenemos la cépula de
independencia (suponiendo v < c0), lo cual es consistente con el hecho de que
en la distribucién t-multivariante, ausencia de correlacién no implica indepen-
dencia. Cuando I' = 1,,,,, obtenemos de nuevo la cépula de co-monotonia.

En el grafico de las funciones de densidad de cépula t-Student que se mues-
tran a continuacién se ha seguido un procedimiento andlogo al del caso Normal.
Comenzamos de una rejilla de valores del intervalo [0,1], en cada uno de los dos
ejes del plano R%. Aplicamos a la rejilla en cada eje la funcién 7,1 y a los
valores resultantes se aplica la funcién densidad de cépula t-Student de nuevo
con v grados de libertad.

Cépula bivariante t-Student Copula bivariante t-Student
conp=0,byrv=4 conp=0,8yvrv=4

—
o

o = w00

1.3.3 Copulas de mixturas Normales

Una cépula de mixturas Normales es una mixtura de dos o més cépulas Nor-
males. Los pardmetros de la cépula son las matrices de correlaciones (una para
cada coépula) y las probabilidades de mezcla. En el caso de dos variables y una
mixtura de sélo dos distribuciones, tendriamos:

c(ur, ug;m, py, py) = men (ur, ug; py) + (1 — m).en(u, uz; py)

donde ¢y denota la cépula bivariante Normal.

1 Pl —2p. 6160 + P%f%)
c(uy,u2;m, pq, = MT——==exXp| — +
(u1,u2; T, p15 P2) ) < 2(1 - p?)
1 P31 — 2p961&0 + P3ES
+(17T)2exp< 201~ CPav1hg T P2es
V1= p2 2(1 - p3)
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De este modo pueden conseguirse pautas de correlacién especiales. Por ejem-
plo, si una de las dos correlaciones es positiva y la otra es negativa, entonces las

dos variables tendran asociacién en los 4 vértices.
Coépula Mixtura de Normales

p1 = 0,50; p, = —0,50

1.3.4 Copulas Arquimedianas

Las coépulas Gaussiana y t-Student son cépulas implicitas, por lo que hemos
obtenido sus densidades utilizando lo que se conoce como método de inversion.
Un método alternativo se basa en el uso de una funcién generatriz ¥(u) :[0,1]—
[0, 0],decreciente que satisfaga: W(u) — oo segin u — 0, y ¥(1) = 0.
Entonces podemos definir una copula Arquimediana mediante:

Clug, g, oy un) = U1 (W(ur) + U(ug) + ... + ¥(uy))

Nétese que en esta expresion, W(uq) + U(uz) + ... + ¥U(u,) es el argumento
escalar de la funcién ¥. Su funcién de densidad es:

(U1, Uy ey Up) = \I/(nl) (U(ur) + U(uz) + ... + V(uyn)) [T V' (wi)
i=1
donde \Il(nl)
atriz.
Es inmediato ver que cuando la funcién generatriz es: ¥(u) = —In(u),
tenemos la copula de independencia.

denota la derivada de orden n de la inversa de la funcién gener-

Copula de Clayton Utiliza como funcién generatriz:

U(uw)=a'(u*=1), a#0

que tiene como inversa (igualar ¥(u) a z y resolver para u):°

T z) = (o +1)" V@

bp =1 (u_a—l):>1+a:r:u_°‘:>u:(1+am)71/°‘

12



Como:

W) + Ulug) + o+ Ulup) = a~! @:1 u - n>

la funcién de distribucién de la copula de Clayton resulta:

n -1/«
C(u1, Uy ey Up) = (1 +aa™! (Z u; & — n>> =(ui“+u;®+.. +u,“—n+ 1)71/0‘
i=1

En el caso bivariante:

—« —a -1/
C(uy,uz) = (ul +uy = 1) /
y, diferenciando:
ov 1 —a— —a —a —1/a-1 —a— —a —a —1/a—1
duy <_a> (ma)ur ™ (u +up* — 1) = w7 (u® Hup® - 1)
82\1’ —a—1, —a— —a —a —1/a=2
duduy (1 a)u (ur®* +uy® = 1)

por lo que, en el caso bivariante:

clur,ug) = (a+1) (uy® +uy® — 1)727(1/(1) TR T

En general, con n > 2 :

ov

5 = ur® ™ (U ug® o up® —n 1)
1
02T o
Joge =~ AHOu T T (0w =t 1) 1/a=2
foaa\l o
Fuoduges = 1@ (4 20ur e eyt (u d ey =0t ) 1/a=8

obtenemos la densidad de la copula de Clayton:

n —n—(1/a)
(g, Uy ooy Uy) = <1 -—n+ > ui_a> 11 [u;a_l (a(j —1)+1)]
i=1 j=1

Una copula de Clayton tiene dependencia asimétrica en las colas. De he-
cho, cuando a > 0, la cépula de Clayton tiene dependencia igual a cero en la
cola superior pero dependencia positiva en la cola inferior con un pardmetro de
dependencia en la cola A:

13



AN = 27Ye5ia>0
O0sia<0

lo que hace que al variar «, la copula de Clayton pueda recoger distintos gra-
dos de dependencia, con dependencia positiva perfecta segin o — oo, puesto
que converge a la copula upper bound de Fréchet. FEl siguiente gréfico ilustra
claramente la alta dependencia en la cola negativa para todo a > 0, finito.

Para obtener las densidades de cépula de Gumbel y Clayton, basta aplicar
dichas funciones a una rejilla en R? obtenida mediante una particion en el in-
tervalo [0,1].

Copula de Gumbel La copula de Gumbel es una copula Arquimediana con:

U(u) = (—lnu)’, § >1

con funcién inversa:”

U (z) = exp (—331/5>

Adems4s:

(— In ui)‘s

ol

U(uy) + U(ug) + ... + U(u,) =

i=1

tenemos la distribucién de copula de Clayton:

1/6
C(u1,ug, ..., Up;0) = exp (— (Z (—lnui)6> > = exp(—A(u1, ua, ..., up; 9)),

N 1/6
donde: A = <z (_1nu,-)5>
i=1
Diferenciando obtendriamos la densidad de la copula de Gumbel.
En el caso n = 2 tenemos:

C(u1,uz;6) = exp(—A(u1, uz; 9))

donde: A = [(— Inuy ) + (—1In uz)‘;] 1/8 , y diferenciando:

c(ur,uz;8) = (A+6 — 1A P exp(—A) (uguz) ™ (= Inug)’ ' (= Inuy)’

La copula de Gumbel tiene dependencia positiva en la cola superior si § > 1.
De hecho, MN=0 y A" = 2 — 21/9 Segiin varia el parametro ¢ la copula de

Tz =—(Inw)’ = 2'/% = —Inu = exp(—z'/%) = u
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Gumbel recoge un rango de dependencia entre la independencia (para § = 1)
hasta la dependencia perfecta positiva, puesto que segin 6 — oo, la copula de
Gumbel converge a la copula upper bound de Fréchet.

Cépula de Clayton con o = 0,50 Coépula de Gumbel: § = 1,25

2 Cépulas condicionales y curvas de cuantiles

Sobre una cépula bivariante pueden definirse las funciones de distribucién de
dos cépulas condicionales:

Cip(ur | u2) = P(Ur <uy | Uz =u2)
Con(uz | u1)=PUz <uz| U1 =u)

que pueden obtenerse mediante derivacion [ver Joe, Harry (1997). Mul-
tivariate Models and Dependence Concepts. London, New York: Chapman
&Hall/CRC]:

8C(U1,UQ) 80(1“,’&2)

Ous Juy

Una copula condicional puede caracterizarse a través de sus cuantiles aso-
ciados. Para un nivel de probabilidad ¢, una cépula condicional estd definida
por:

01\2(161 | Uz) = ; 02\1(u2 | u1) =

Cor(uz | u1) = q

de la que podemos obtener la curva g-cuantil:

U = gq(ul)

que proporciona el valor numérico de us en funcién de ¢ y uq, si bien puede no
ser posible expresarla del modo que hemos hecho como una funcién explicita.
Eso es lo que sucede con la cépula de Gumbel, como veremos. Si las llevamos
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al plano de rentabilidades (£;,£,), la curva cuantil mide las probabilidades
condicionales:

P(X2§§2|X1:£1)

Los graficos de curvas ¢-cuantiles para distintos valores de ¢ constituyen un
buen modo de visualizar el tipo de correlacién generado por una copula. Como
veremos mas adelante, las curvas g—cuantil generan modelos de regresiéon no
lineales cuando las variables involucradas se correlacionan mediante una deter-
minada cépula.

En el caso de una Normal bivariante ®5 estdndar, con u = 0, y varian-
zas unitarias, sabemos que la distribucién de probabilidad de una de las dos
variables, Y, condicional en X = z, es Normal univariante, con:

EY |X=2)=px; Var(Y | X =2) =1 — p?
por lo que, condicional en x, la variable aleatoria:

Y —px
1 — p?

7 =

sigue una distribucién N (0, 1). Por tanto: P(Y < yo) = P ( Y_pr < yo—pr ) _

1—p? V 1—p?
o < Yo —pr
\1—p2

Esto sugiere la distribucién condicional de la cépula Normal bivariante, que
se obtiene derivando:

Cl\Q(Ul | U2) _ iq)2 ((I)_l(ul),q)_l(ug)) - <<I)_1(U/2) - ,0<I>—1(U1)> c [07 1]

87.L2 /1 — p2
(7)

La curva g—cuantil de la cépula Normal con marginales N(0,1) puede es-
cribirse explicitamente, fijando la cépula condicional Cyjz(u | u2) en (7) en un
determinado valor numérico q € [0, 1],

D M(uz) — p@M(ur) | _
¢ ( i ) =g,

y despejando, obtenemos:

uy = @ (p‘b’l(ul) +Vv1- pQ@’l(Q))

Utilizando las densidades marginales de la c6pula, podemos expresar la curva
g-cuantil en términos de las "rentabilidades" (£;,&,) :

& = p&y +V/1—p*® (g
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que en este caso es una linea recta con pendiente p y constante /1 — p2<1>_1 (q).
Si las marginales fuesen Normales no estdndar, tendriamos:

N 2 S0
()] g1 (] g1
y si las marginales fuesen distribuciones Fi, F5 cualesquiera, tendriamos una
curva g-cuantil no lineal:

&= Fyt [ (o0 (Fi(0) + V1= 207 (0)

Si (Y, X) siguen una distribucién t-Student bivariante con v grados de lib-
ertad, entonces, condicional en z, la variable aleatoria:®

v+1 Y —px
v+a?,./1— 0>
sigue una distribucién t-Student con v + 1 grados de libertad. Por tanto,

tenemos la distribucién condicional de la cépula t-Student bivariante con mar-
ginales t-Student:

v+ 1 Ty‘l(Uz)—pTu‘l(m))_q

C (U1|UQ):TD 1
1]2 + . (t;l(ul))z = p2

donde t,, denota la funcién de distribucién t-Student con v grados de libertad.
Despejando, obtenemos la curva g—cuantil de la cépula t-Student:

v+ (T ()

v+ 1 Tu_+11(Q)

uy =T, | pT, (ur) + \/(1 - p?)

que, a diferencia del caso Normal, no es una linea recta.
Utilizando & = T, Y (u1),&5 = T,  (ua), podemos escribir la expresién de la

curva g-cuantil:
2 V+£? -1
§o=p& + [ (1—p?) D] T,1(q)

Bajo marginales arbitrarias, utilizando w; = F;(&;),i = 1,2, tenemos la
expresion de la curva g-cuantil en coordenadas (£4,€,) :

L=F T p.TV1<F1<51>>+\/<1—p2> vl & g

8 Cherubini, U., Luciano, E., Vechiatto, W., (2004) Copula Methods in Finance, John Wiley
and Sons.
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En el caso de una cépula de mixtura de Normales, no podemos obtener una
expresion explicita para la curva g-cuantil, y hemos de utilizar la ecuacion:

_ D! (ug) — py- @ H(wa) . D! (ug) — pp- @ (un)
q—7r.<1>< i )—l—(l )<I>< i )

para obtener el valor numérico de us para cada u; y cada q.

En la coépula de Clayton, la cépula condicional estd dada por:

—(1+a)/a

Cop1 (uz | ug; ) (ul_a +uy® — 1)_1/a = ul_(Ha) (ul_(’ +uy * — 1)

= Bur
por lo que igualando a g y despejando, obtenemos la ecuacién de la curva g¢-
cuantil:

uy = Cop (v | ug; ) = (1 +uy ® (q_a/(H_a) - 1))71/01

y en términos de las variables/rentabilidades (£;,&,) :

£y =Fy! {(1 + (&) (q_a/(Ha) - 1))_1/1

Como veremos mas adelante, la cépula condicional inversa de Clayton se uti-
liza para simular rentabilidades con marginales uniformes que tienen dependen-
cia definida por la cépula de Clayton. Sobre estas uniformes podemos aplicar
la inversa de las funciones de distribucién marginales deseadas, para obtener
rentabilidades con dichas distribuciones y densidad de cépula de Clayton.

La distribucién condicional de la cépula bivariante de Gumbel es:

0 1/8 1 _
Cop(ue | wpya) = £ exp (— {(—lnul)é + (—lnuz)‘s} ) = w (—lnul)‘s L pl-dg-4

A = [(flnu1)6+(flan)5T/6

que no admite una representacion analitica explicita. Lo que hay que hacer
es igualar esta expresion a ¢ y resolver el valor numérico de us(uq,q;9).

3 Meta-distribuciones

Como vimos, el reciproco del teorema de Sklar nos proporciona un método
muy util para obtener distribuciones de probabilidad multivariantes a partir
de cualesquiera distribuciones marginales y utilizando una cépula, mediante
F(z1,22,....2n) = C (Fi(x1), Fa(z2), ..., Fn(zn)). De este modo definimos una
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funcién de distribucién multivariante F' con cépula C' y marginales Fi, ..., F,.
O, en términos de funciones de densidad:

flxr, @, .oy my) = ¢ (Fi(x1), Fa(za), ..., Fu(xy)) fi(z1)...f(zn)

Por ejemplo, podemos utilizar una cépula Gaussiana con distribuciones marig-
nales cualesquiera. Este tipo de construcciones se conocen como meta-distribuciones.
Con el uso de meta-distribuciones, queremos poder responder a dos tipos de
cuestiones: a) Si queremos estimar probabilidades y calcular momentos jcomo
aplicamos la densidad de cépula cuando las rentabilidades no tienen la distribu-
cién marginal que se deriva de la cépula?, y b), jcémo podemos generar real-
izaciones de series temporales (pseudo-rentabilidades) con distribuciones mar-

ginales diferentes de las que se derivan de la cépula?

3.1 Simulacién de cépulas elipticas y meta-distribuciones
3.1.1 de cépulas elipticas con marginales uniformes

Nos basamos en el teorema de Sklar, que muestra que si un vector X* tiene
distribucién F', podemos utilizar las distribuciones marginales F1, ..., F}, que de
ella se derivan para obtener un vector (uj,...,uf) = (Fi(z3}),..., Fn(z})) con
distribucién de cépula C, la cépula asociada a F.

Supongamos una copula eliptica (cépula Gaussiana o cépula t-Student), con
marginales Fy, Fy, ..., F,,. En ambos casos, utilizariamos el factor Cholesky de la
matriz de correlaciones/covarianzas para generar un conjunto de rentabilidades
con distribucién Normal multivariante o t-Student multivariante.

Simulaciones de copula Gaussiana (pestana "Normal"):

1. simulamos series temporales para cada una de las n variables (u1, ug, ..., Uy)
a partir de distribuciones uniformes independientes,

2. obtenemos x; = ®~1(u;) y aplicamos el factor de Cholesky de la matriz
deseada de covarianzas/correlaciones a (z1,22, ..., ) para obtener una
N .2 * * *
simulacién (z7,z5, ..., %)

3. Si, a continuacién, aplicamos u} = ®(z}) obtendremos una simulacién
(uf,us,...,ul) de la copula Gaussiana, con marginales uniformes (colum-

nas I,J en Excel).

Esto es lo que se hace en la hoja de cdlculo Copula Simulations I1.6.7.xls (de-
scripcién): Comenzamos simulando dos variables uniformes, U (0, 1) independientes,u, us.
Aplicamos la inversa de la funcién de distribucién ¢ para obtener dos variables
Normales N(0,1) independientes, z1,x2, las cuales transformamos mediante el
factor Cholesky de la matriz de covarianzas deseada. Puesto que queremos

1 07 1 0
Iy« = ( o7 1 ) , el factor Cholesky adecuado es: P = ( 0.700 0714 )
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10 .
01 ),tendremos. X* =

X P’ lo cual implica: Var(X*) = PT',P' = PP’ =T,+, como querfamos.
La Figura 1 muestra una simulacién de las dos variables Normales (z7, z3),
con correlacién 0,7 y marginales Normales [Punto 2]

yva que PP’ = T',~. Por tanto, puesto que I', = (

u — 1 =® Y u) — z} = Cholesky(zy,x2) — Figural

uy — x5 =& Y(uy) — a3 = Cholesky(x1,22) — Figural

Rentabilidades: la Figura 2 muestra una simulacion de dos rentabilidades
cuya dependencia estd modelizada mediante una cépula Gaussiana bivariante
con marginales U(0, 1) [Punto 3:

up — 1 =0 '(u)) — x} = Cholesky(x1,x9) — Figural — u} = ®.(x}) — Figura2

uy — 13 =D (ug) — x5 = Cholesky(xy,x2) — Figural — u} = ®.(z3) — Figura2

Figura 1: Distribucién Normal bivariante Figura 2 (Cépula Gaussiana)

Simulations from Normal Copula with
Uniform marginals. Correlation 0.7

(a)[Bivariatel Standard Normal Returns

Simulaciones de copula t-Student con v grados de libertad (pestafia "t-
Student")

1. simulamos (u1,ug, ..., u,) a partir de distribuciones uniformes independi-
entes

2. obtenemos z; = T, (u;) y aplicamos el factor de Cholesky de la matriz
deseada de covarianzas/correlaciones a (z1, 22, ..., ,) para obtener una
simulacién (x7, 23, ..., 2%)

* * : : 2 * * *
3. calculamos u} = T, (z}) para obtener una simulacién (uj,u3,...,ur) de la
copula, con marginales uniformes. Recordemos que las simulaciones de
una cépula toman valores en [0, 1]

9Que no es sino una realizacién de una distribucién Normal bivariante con pu = ( 0 ) , N =
1 0.7
07 1 ’
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La Figura 3 representan una simulacion de una cépula bivariante (puntos en
[0,1]x[0,1]) t-Student con marginales U(0, 1) [Punto 3]:

u — zy =1, (u1) — 2} = Cholesky(z,22) — ui =T, (z}) — Figura3

=T, (z5) — Figura3

uy — w9 =T, " (uz) — a} = Cholesky(z1,x2) —

Figura 3 (Cépula t-Student), marginales U(0, 1)

Simulations from't Copula with Uniforr
Correlation0.7

3.1.2 Simulaciones con meta-distribuciones

Para estimar una cépula, veremos que es habitual estimar primero las distribu-
ciones marginales y luego estimar la dependencia entre las variables. En simu-
lacién suele procederse al revés: simulando primero la dependencia y después
las marginales. Precisamente la virtud de las copulas es que las distribuciones
marginales pueden ser totalmente diferentes de la distribucién utilizada para
modelizar la dependencia.

Meta-distribucion Gaussiana con marginales arbitrarias:

Procedemos en dos etapas: primero generamos realizaciones de variables uni-
formes con la correlaciéon deseada, como hicimos en el apartado anterior; poste-
riormente, transformamos dichas realizaciones uniformes mediante las inversas
de las distribuciones marginales deseadas, F; Y ..., =1 para obtener pseudo-
rentabilidades: &; = Fy ' (21),&y = Fy *(22) ..., &, = F, Hwn).

Ejemplo: Rentabilidades con dependencia segin una cépula Gaussiana con
marginales t-Student: En la pestana "Normal" vemos c6mo simular una mues-
tra de dos rentabilidades con meta-distribucion Gaussiana y con una correlacién
de 0.7 entre ambas. En el primer caso, teniendo distribuciones marginales
uniformes (columnas I,J); en el segundo caso, con distribuciones marginales
t-Student (columnas K,L).!? En este segundo caso, a partir de la realizacién de
la c6pula Normal (Figura 2) con marginales uniformes, aplicando las inversas de
distribuciones t,,-Student, t,,-Student obtenemos una realizacién de variables

108i quisieramos distribuciones marginales Normales, aplicarfamos a estas uniformes la in-
versa ® 1, obteniendo de nuevo la distribucién Normal bivariante del Punto 2.
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aleatorias con estas distribuciones marginales ¢-Student, y relacionadas medi-
ante una cépula Normal. En este caso, se han utilizado 5 y 8 grados de libertad
para cada una de las dos marginales ¢-Student (Figura 4).

w, — 1 =% "(u1) — 2} = Cholesky(z1,x2) — uj = .(z}) — Figura2 — T, (u}) — Figurad

Uy — xy=® "(uz) — a} = Cholesky(z1,x2) — u} = . (x3) — Figura2 — T,' (u}) — Figurad

Figura 4 (Rentabilidades)
Cépula Gaussiana, marginales t-Student

() Normal Copula, t{ Marginals

Meta-distribucion t-Student con v grados de libertad

Procedemos de nuevo en dos etapas: primero generamos realizaciones de
variables uniformes con la correlacién deseada, como hicimos en el apartado
anterior, con dependencia segin una cépula ¢-Student; posteriormente, trans-
formamos dichas realizaciones uniformes mediante las inversas de las distribu-
ciones marginales deseadas, Ffl, ..., -1 para obtener pseudo-rentabilidades:
51 = Ff1($1)7€2 = Fgl(xQ)“vfn = Fn_l(xn)

Ejemplo: Rentabilidades con dependencia segin una cdpula t-Student con
marginales Normales o t-Student: si a la realizacién de la cépula ¢, -Student
(Figura 3) aplicamos alternativamente, la inversa de una funcién de distribucién
Normal(0,1), o las inversas de funciones de distribucién ¢-Student, con grados de
libertad no necesariamente iguales a v, obtenemos realizaciones de dos variables
relacionadas mediante una cépula t-Student, con marginales Normal (Figura 5)
o t-Student (Figura 6), respectivamente:

w — 1 =T, (u1) — 2} = Cholesky(z1,22) — uj =T, (2}) — Figura3 — & '(u}) — Figurab
uy — o =T,  (uy) — a3 = Cholesky(x1,x9) — uh = T, (x3) — Figura3 — &~ (u}) — Figurab

Ve
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Figura 5 (Rentab.ilidades) Figura 6 (Rentabilidades)
Copula t-Student, marginales Normales Cépula t-Student, tg, marginales ts, tg

() t7 Copula, Standard Normal Marginal

(d) t; Copula, t; ty Marginals

w, — w1 =T, (u1) — 2} = Cholesky(z1,x2) — uj =T, (2}) — Figura3 — T, (u}) — Figura6

uy
uy — wp =T, (uz) — a} = Cholesky(z1,x2) — ub =T, (23) — Figura3 — T, (u}) — Figura6

3.1.3 Simulacién de copulas arquimedianas

Para simular cépulas arquimedianas utilizamos copulas condicionales:

1. simulamos (uy,us, ..., u,) de distribuciones uniformes independientes

. . * . . . , .. —1
2. fijamos u] = w1 y aplicamos la inversa de la cépula condicional 02|1 para

transformar us en ub : uy = 02_|11 (ug | ul),

: * * . . . .. -1
3. fijamos u} y u3,y aplicamos la inversa de la cépula condicional C3\1,2 para

transformar ug en uj : u} = C’;lll o(us | uy, us)

4. repitiendo para i = 3,4, ..., n obtenemos simulaciones (uf, u3, .., u}) obtenidas
de la cépula especificada, con marginales uniformes. Hasta aqui, hemos in-

troducido la dependencia de cépula en las realizaciones uniformes (uf, ul, .., uk).

5. aplicar a los valores uniformes (u},u3,..,u}) las inversas de las distribu-
. . —1 —1 —
ciones marginales deseadas (Fy ' (u}), Fy ' (u3), ..., F,; 1 (u},)) para obtener
una realizacién de las variables aleatorias buscadas.

Como puede verse, este algoritmo separa el trabajo con la copula (pasos
2 a 4) del trabajo con las marginales (paso 5), por lo que puede utilizarse
facilmente para simular cualquier cépula de dependencia con cualquier tipo de
marginales. Sin embargo, segin aumenta el numero de variables, el algoritmo
se hace bastante ineficiente.

Copulas de Clayton y de Gumbel: Este algoritmo estd especialmente indicado
para simular copulas Arquimedianas. Para ello necesitaremos las inversas de las
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distribuciones condicionales, que en el caso de la copula de Clayton bivariante
es:

—1/a
Uy = Cg/ll(q | Ul) - [1 + u;a(q—a/(l-&-a) _ 1)]

Consideremos una cépula bivariante. Partiendo de numeros aleatorios uni-

formes independientes (u1,q) obtenemos us del modo que indica la dltima

ecuacién. El par (u1,us) es una simulacién de la cépula de Clayton con mar-

ginales uniformes. Para obtener simulaciones de las pseudo-rentabilidades, uti-

lizamos las inversas de las distribuciones marginales deseadas (£, &5) = (Fy ' (u1), Fy *(uz)).
En una cépula de Clayton n-variante, tendriamos:

-1 —« —« —a o —1/a
up = Gy (q | ur, g, o un 1) = [1 + i Ftuy®+ . Fu,d —n+2)(¢g" oD — 1)

En el caso de la copula de Gumbel no hay formulacion explicita para la
inversa de la distribucion condicional de copula. En su lugar, debemos utilizar:

q=Cop(us [w) =uy' (- Inuy)®~tA0—d) =4

donde: A = [(—Inuy)® + (—Inuy)’] '/ Esta es una relacion implicita, de
la que debemos obtener el valor numérico de us a partir de las dos uniformes
independientes (u1, q).

Ejemplo: Rentabilidades con dependencia segin una cépula de Clayton con
marginales Normales:

u — uf =u; — Y (u}) — Figura?
uy — uj = Cy(v/ui) = Clayton condicional — &~ (u}) — Figura?

Figura 7 (Rentabilidades)
Cépula Clayton, marginales Normales

(e)[Clayton Copula, Standard Normal Marginals

La cépula de Gumbel se simularia de modo similar.
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4 Calibracion de cépulas

4.1 Coeficientes de correlacién de rangos

Recordemos los coeficientes de correlacion de rangos. Se trata de medidas no
paramétricas de dependencia basadas en datos de rangos. Para ello, si tenemos
una determinada muestra, asignamos a cada observacién el nimero de orden que
ocupa en la muestra cuando se ordena de menor a mayor valor. Una vez hecha
esta asignacién de etiquetas numéricas, prescindimos de los valores observados
en la muestra, y nos quedamos tinicamente con los rangos que hemos construido.

Coeficiente de correlacién de Spearman: Se aplica a dos conjuntos de datos de
igual tamano, que guarden una cierta ordenacién, de modo que pueda hablarse
de pares (z;,y;). Esta asociacién es natural cuando se dispone de dos series
temporales que cubren un mismo perfodo, pero no serfa posible en una muestra
en la que las observaciones no guardan ninguna ordenacién. Cuando tenemos
los pares (x;,y;) , con rangos (d,,d,,) calculamos las diferencias de rangos:
d; = dy, — dg, y la suma de sus cuadrados:

i=1
El coeficiente de correlacion de Spearman es:'!
_ 6D
Ps = n(n? —1)

[ver Example I1.6.1, Example 11.6.2, Example I1.6.4.a]

Coeficiente de correlacion de Kendall: Consideremos dos pares de observa-
ciones (z1,%1) , (x2,y2) . Decimos que ambos pares son concordantes si z1 —
tiene el mismo signo que y; — ¥, y son discordantes en caso contrario.'? Es
decir, los dos pares son concordantes si (z1 —x2)(y1 —y2) > 0, y son discordantes
si (1 —22)(y1 —y2) <O0.

Si denotamos por N¢ y por Np, respectivamente, a la suma de los nimeros
de pares concordantes y discordantes a lo largo de todas las observaciones mues-
trales,™ el coeficiente de correlacién de Kendall es:

_ Nc—Np
B in(n—1)

donde las sumas N¢g, Np estdn divididas por 2, para no contar doblemente
las comparaciones entre pares de observaciones. Si hay datos repetidos, se les
asigna el rango promedio, no el mayor ni el menor rango. Por ejemplo, si los

11Que también puede calcularse utilizando el coeficiente de correlacién de Pearson a los
datos de ambas variables ordenados de acuerdo con los datos ordenados de acuerdo con sus
rangos, no con el periodo de observacién.

12E] par de observaciones (z,x) no es ni concordante ni discordante con otros pares de
observaciones muestrales.

13Sin contar las propias observaciones cuyo numero de concordancias y discordancias esta-
mos calculando.
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datos ordenados crecientemente son: 1, 2, 2, 2, 5, ..., los rangos serdn: 1, 3,
3, 3,5, .... Como comprobacién, la suma de rangos debe ser siempre igual a
n(n+1)/2.

4.2 Correspondencia entre copulas y coeficientes de cor-
relaciéon de rangos

Puede probarse que el coeficiente de correlacion de rangos 7 de Kendall guarda
una relacién directa con una copula bivariante mediante:

1 1
T = 4/ / C(u1,u2)dC(uy,uz) — 1
o Jo

de modo que en copulas dependientes de un solo parametro, esta ecuacién
proporciona un modo de calibrar dicho pardmetro utilizando una estimacién
muestral de 7. Por ejemplo, en el caso de una copula Gaussiana, con g como
dnico pardmetro, tenemos:
s
0 = seno ( 5 7')

Este mismo resultado es védlido para una copula t-Student, y para cualquier
c6pula eliptica.

Para la copula Normal (Gaussiana) existe asimismo una relacién con el co-
eficiente de correlacién de rangos de Spearman, p:

1 1
pg = 12/ / uuedC(uy, us) — 3
o Jo

lo que conduce a:

0 = 2.seno (%ps)

Este enfoque se puede utilizar con meta-distribuciones t-Student, aunque el
método de la 7 de Kendall es més fiable en ese caso.
Para copulas Arquimedianas, tenemos:

_ 1))
7'—1—|—4/0 \IJ’(x)dx

por lo que para la copula de Gumbel tenemos:

1
T=1-6"1=6=
1—-7
mientras que para la copula de Clayton:
= — = =
at+2 YT 17

Ejercicio (E.I1.6.3) Supongamos que en una muestra de dos rentabilidaes
obtenemos una tau de Kendall de 0,20. ;Qué parametro deberiamos utilizar en
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una cépula Normal? ;Y en una cépula Gumbel? ;Y en una cépula Clayton?
R: 0,309; 1,25; 0,5.

4.3 Estimacién por méaxima verosimilitud

En la estimacién por maxima verosimilitud de los pardmetros de una cépula
pueden seguirse dos estrategias: a) estimar primero los pardmetros de las dis-
tribuciones marginales para estimar luego los pardmetros de la copula, lo que se
conoce como Inferencia en el margen, o b) Estimar todos los pardmetros, de las
distribuciones marginales y de la distribucién de la cépula conjuntamente medi-
ante Mdxima Verosimilitud. El segundo metodo es, naturalmente, mas eficiente
estadisticamente, pero también es mds complejo computacionalmente.
Supongamos que tenemos una cépula multivariante:

n

flz1, 22, ..y tp; 0, 0) = ¢ (Fi(z;a1), Fo(zo; ), ..o, Fp(@n; 00);0) 1T fils; 04)
=1

donde, solo por simplicidad, hemos supuesto que cada distribucion marginal
depende de un solo pardametro, a es el vector de pardmetros de todas las dis-
tribuciones marginales, y 0 es el vector de pardmetros de la distribucién de la
copula. Tomando logaritmos, tenemos:

InL(e,0;%1,Xg, ...,Xp) = Z <lnc(F1(a:1t; a1), Fo(xar; o), ooy Fru(@ng; o) 0) + Zlnfi(xit;ozi)>

t=1 i=1

donde x; = (214, Tat, ..., Tnt) €s el vector de observaciones de las n variables
en el periodo t.
Por tanto, tenemos:

T n T
In L(e, 0;%x1, Xy, ..., Xp) = Zlnc(Fl(xlt;oq),FQ(th;ozg), ...,Fn(xnt;an);B)—I—ZZlnfi(xit;ai)

t=1 i=1 t=1

que muestra que es posible maximizar el logaritmo de la funcion de verosimil-
itud en dos etapas:

e calibrar los pardmetros para cada densidad marginal, individualmente,
utilizando maxima verosimilitud del modo habitual:

T
Malenfi (zit;0), parai=1,2,...,n
(o727
t=1

e calibrar los pardmetros de la copula resolviendo el problema de opti-
mizacion, condicionado en las estimaciones de los pardametros «;:
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T
MOCLSEZIHC(E(%; 1), Fo(2os502), ooy Fro (Tt )5 0)

t=1

4.4 Estimacién de una cépula t-Student

Como ilustracién de los métodos, vamos a considerar cépulas bivariantes, aunque
los razonamientos se extienden sin dificultad a cépulas multivariantes.

[EIL.6.4] Consideremos un inversor que tiene una posicién en FTSE, y de-
sea reducir su riesgo tomando asimismo una posicién en el indice de volatil-
idad Vftse. Durante el periodo muestral de que dispone, las rentabilidades
anualizadas promedio del FTSE y Vftse fueron, respectivamente, 10,52% y -
4,11%, con volatilidades promedio de 10,52% y 83,10%. A pesar de su elevada
volatilidad y su menor rentabilidad, el Vftse puede proporcionar cierta cobertura
porque, aunque las posiciones en volatilidad ofrezcan a menudo rentabilidades
negativas, las posiciones en volatilidad tienen habitualmente una correlacién
negativa y elevada con las posiciones en acciones.

En el ejercicio [EIL.6.4] se calibra una cépula t-Student y una cépula Clay-
ton, en ambos casos con marginales t-Student. Comenzamos en [EII.6.4.a] cal-
culando las rentabilidades estandarizadas de los dos activos considerados, &, s,
y ajustando a cada una de ellas una distribucién t-Student estandarizada. La
estimacién por méxima verosimilitud del nimero de grados de libertad v1, v de
cada distribucién de probabilidad marginal resulta en 6,18 grados de libertad
para el FTSE y 5,02 para el Vftse [EIL.6.4].

A continuacién se estiman el nimero de grados de libertad y la correlacién
de cépula maximizando la funcién de verosimilitud de la cépula t-Student:

v42

! 2_2 > = v+1
CWMMMK2P+& ;@@+@]

= (0 p?) [+ ved) (L))

donde:

e (1) ()

Podemos hacer la calibracién de la t-Student de dos modos diferentes: uno,
menos eficiente estadisticamente, pero mas simple computacionalmente, que cal-
ibra primero el pardmetro de correlacién p y luego utiliza maxima verosimilitud
para estimar el nimero de grados de libertad v, o estimar por maxima verosimil-
itud simultdneamente ambos parametros. El primer metodo proporciona un co-
eficiente de correlacién de Spearman de -0,689, por lo que: p = —0, 706,y unos
grados de libertad v = 6, 68, con logaritmo de la funcién de verosimilitud 538,91.
El segundo método conduce a: p = 0,795, = 6,66, con loglik = 555, 31, logi-
camente mas elevado.

En la hoja de cédlculo EIL.6.4(b) se estima la cépula de Clayton. Para cali-
brar dicha cépula se toma T, (£;), Ty, (€5), siendo &;,7 = 1,2, las rentabilidades
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estandarizadas de ambos activos, y se formula el logaritmo de la densidad de

1) —2-(/0), —a-1, —a

copula: c(ug, up) = (a+1) (uy* +uy @ — T uy @7t que se agrega

en el tiempo y se maximiza sobre a.

También es posible calibrar una copula sin especificar las distribuciones
marginales aunque, logicamente, este procedimiento nos deja sin informacién
acerca de las distribuciones marginales. Lo que hacemos es transformar las
rentabilidades observadas en variables uniformes mediante la distribucién mar-
ginal empirica de cada rentabilidad, y luego aplicamos méaxima verosimilitud a
la funcién de densidad de la cépula para estimar sus pardmetros. Este es el pro-
cedimiento de mdxima verosimilitud candnica. Para aplicarlo, comenzariamos
calculando ﬁ(xl), vy F‘(a:n), siendo n el tamafio muestral y luego obtendriamos
£=(T, (w),..., T, *(uy)) , que llevamos a la densidad de cépula t-Student para
maximizarla y estimar el niimero de grados de libertad y el pardmetro de cor-
relacion.

4.5 Seleccién de copulas

Un modo natural de comparar copulas estimadas con una determinada muestra
es comparar los valores maximos de la funcion de verosimilitud alcanzados con
cada una de dichas copulas. Como habremos de tener en cuenta el nimero de
parametros de cada copula, una posibilidad es utilizar el criterio de informacién
de Akaike (AIC) o el criterio Bayesiano de informacién (BIC):

AIC = 2k—2InL
BIC = Tk InT-2InL)

siendo preferible la copula que proporcione un valor menor de dichos crite-
rios.

Alternativamente, podemos comparar el ajuste entre la copula teorica esti-
mada y la copula empirica. La cépula empirica se calcula del siguiente modo:
Dados pares de observaciones muestrales (s, y:),t = 1,2, ..., T, ordenamos cre-
cientemente las observaciones de una y otra variable, por separado, y denotamos
porz(® i =1,2,....T; y9), j=1,2, ..., T los estadisticos de orden resultantes.'*

La funcién de distribucién empirica de la copula se define:

NV _ .
C (T,T) =T 'ny, i,j=1,2,.,T
siendo: m;; = nimero de pares (z,y) tales que z < 2 ey < ylo)
Cuando hay empates, puede ser mas sencillo calcular la distribucién de la
coépula acumulando bidimensionalmente los valores de la densidad empirica de
copula, que se define:

13 = min {z1, z2,...,27}, 23 es el segundo menor valor observado de X, y asi sucesi-
vamente.
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¢ <;, %) = T 'si (;c(i),y(j)) es un elemento de la muestra

= 0 en caso contrario, 4,7 =1,2,...,T

(ver Tabla I1.6.5 en Excel Examples EIL.6)

Para seleccionar una copula en base a la bondad de ajuste, puede utilizarse
la raiz del error cuadratico medio, es decir, la raiz cuadrada de las diferencias al
cuadrado entre copula estimada y copula empirica. Seria, sin embargo, preferible
utilizar un criterio que enfatice la bondad de ajuste de la copula estimada en
las colas de la distribucién de frecuencias observadas.

4.6 Regresiéon cuantilica
Dado un cuantil g de la variable Y, la regresién cuantilica resuelve el problema:

T

min (@ — ly,<atpz) (Yr — (a+ Bxy))

0, equivalentemente:

min |q Y (a+pz)—(1—q) Y (ye—(a+px))
yr=atBry yt<atBay
Noétese que la primera suma recoge residuos positivos, mientras que la se-
gunda suma recoge los residuos negativos, de modo que ambas sumas entran
positivamente en la funcién objetivo. Esta funcién generaliza el problema cono-
cido como Mean Absolute Regression:

T

(121611) ; lys — (o + By

que utiliza como funcién de pérdida las dos bisectrices en los cuadrantes
que aparecen en el grafico izquierdo, junto con la funcién de pérdida cuadratica
del estimador MCO. Vemos cé6mo para valores ¢ < 0.5 se asigna una mayor
ponderacién'® a los residuos negativos que a los residuos positivos, sucediendo
lo contrario cuando ¢ > 0,5. En Finanzas, dado que habitualmente queremos
cubrir el riesgo a la baja, este modelo suele utilizarse con valores de ¢ reducidos.

15Por ejemplo, si ¢ = 0,25, los residuos negativos reciben una ponderacién 3 veces superior
a la que reciben los residuos positivos.
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En el gréfico de la derecha se muestra el resultado de la regresién cuantilica
para varios valores del cuantil ¢ de Y. La linea punteada corresponde a ¢ = 0.9,
la linea continua gris corresponde a ¢ = 0.1, y la linea central se corresponde con
la mediana, es decir, con la Mean Absolute Regression, que resuelve el problema
de minimizar la suma de los valores absolutos de los residuos. Es conocido que
la recta de regresién minimo cuadrética pasa por el punto (7, Z). En cambio, la
regresion cuantilica pasa por un cuantil de la nube de puntos. Si ¢ es pequeno,
por ejemplo, ¢ = 0.1,entonces la mayorfa de los puntos de la muestra quedard
por encima de la recta de regresién correspondiente al g-cuantil. Esto se debe a
que con ¢ = 0.1 los residuos negativos tienen asociado un peso muy importante
en la funcién objetivo, por lo que los coeficientes estimados tenderdan a generar
pocos residuos negativos (puntos con un valor de Y inferior al esperado de
acuerdo con la recta de regresién) y muchos puntos positivos (puntos con un
valor de Y superior al esperado de acuerdo con la recta de regresion).

En el Case Study I1.7.3.1 se analiza la relacién entre la rentabilidad del
indice FTSE100 y la rentabilidad del indice de volatilidad asociado, VFTSE. La
regresion cuantilica arroja el resultado que se muestra en las primeras filas de la
tabla. En la tabla se muestra asimismo el impacto estimado sobre la volatilidad
de una caida del 3% en el indice FTSE100:
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Linear Quantile[Regressions
q 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
alpha (Solver)| (0,039 (0,025 (0,016 (0,006 0,001 0,008 0,016 0,027 0,045
Tlstatalpha| (21,815 (15661 (9,716  [4278 0,681 5920 10,366 = 14,952 16,957
beta(Solver)| (6,010 (5,784 (5,609 (5653 (5525 (5381 (5388 (5434 (5403
Tistat beta| (22,465 24,525 23,263 26,729 (27,687 @ [26,475 [23,975 [20,592 @ [13,622
[VFTSERtn| 14,10%  14,88%  15,26%  16,34%  16,67% 16,95% 17,74%  18,97%  20,76%
New VFTSE| 14,60 14,70 14,75 14,89 14,93 14,97 15,07 15,23 15,46
Distribucion de probabilidad de VFTSE en t+1

N ante un descenso de 3% en FTSE100
0,9 /
03 /
0,7
0,6 /
0.5
/
03 //
0,2
01 /

0 T T T T T

14,40 14,60 14,80 15,00 15,20 15,40 15,60

La interpretacion es que con probabilidad del 60%, el ascenso porcentual en el
indice de volatilidad VFTSE serfa superior al 16,34%, elevandose la volatilidad
(a partir de un nivel de 12,8) en un nivel por encima del 14,89. El grafico
muestra la distribucién de probabilidad de VFTSE(t + 1), a partir de su nivel
actual VFTSE(t) = 12,8 en el supuesto de que FTSE100 cayera un 3% en t+1.

Aunque hemos extendido la regresién habitual en el sentido de permitir que
los parametros estimados cambien entre distintas submuestras, todavia estamos
imponiendo una relacién lineal entre ambos indices. Sin embargo, cuando las
variables X e Y se relacionan a través de una distribucién distinta de la Normal,
la relacién entre ambas serd no lineal.

4.7 Regresion cuantilica de cépulas

Para ello, nos apoyamos en la teoria de cépulas. Si ambas variables tienen dis-
tribucién Normal y se relacionan mediante una cépula Normal, la curva cuantil
es:

Y =pX +/1-p207(g)

que es, efectivamente, lineal.

Sin embargo, si suponemos que las variables X, Y siguen distribuciones mar-
ginales Fi, F5, que previamente hemos especificado y estimado por Méxima
Verosimilitud, la curva cuantil de una cépula Normal es:
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Y =F;! [(I) (p@_l(Fl(X)) + qul(q)ﬂ

mientras que la de una cépula t-Student es:

v+ T R
v+ 1 v+1

Y =F U T, | p.10 (FL(X)) + \/(1 - p?) (q)

mientras que si se relacionan a través de una cépula Clayon, la curva cuantil
es:

Y =F" [(1 +F(X)7 (q—a/<1+a> _ 1))”“]

vy hay muchas otras cépulas para las que existe una expresién analitica como
las anteriores para la curva cuantilica.
La regresion cuantilica de cépula es la solucién al problema:

T
mein; (q — 1yt§Qq(mt7q;9)) (Yr — (Qq(1,4;0)))

Estadisticamente, es méds eficiente si en vez de calibrar las distribuciones mar-
ginales por separado de la cépula, estimamos todo simultdneamente, resolviendo
el problema:

!

rgienz (q — lytSQq(xt,q;a,Q)) (Y — (Qq(zt, 45, 0)))
Tot=1

Para estimar una cépula para representar la relacién entre VETSE y FTSE100
suponiendo que siguen distribuciones marginales tipo t-Student, comenzariamos
estandarizando los datos y estimando los grados de libertad de sus distribuciones
marginales estandarizadas, lo que se hace en EIL.6.4. A continuacién, en Case
Study IL.7.1 se estima una regresién cuantilica para una cépula Normal, asi
como para una copula t-Student y una cépula de Clayton. Las distribuciones
condicionales de VFTSE(t+1) bajo el supuesto de que FTSE caiga un 1% en
t+1 se muestran en el grafico:
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donde podemos ver que tendriamos una confianza del 90% de que la volatil-
idad de FT100 (VFTSE) no excederia de 16,74 bajo la regresién de cépula
t-Student, o de 16,62 bajo la cépula Normal o de 15,59 bajo la cépula Clayton,
o de 15,46 bajo la regresién cuantilica lineal.

5 Aplicaciones

5.1 Gestién de carteras: ratio de Sharpe

Para calcular las caracteristicas de los resultados proporcionados por una cartera
podemos seguir varias opciones. Una posibilidad serfa construir hacia el pasado
una serie temporal de rentabilidades de la cartera utilizando las ponderaciones
actuales. Pero esto puede ser complicado si hay valores que no han cotizado
mucho tiempo. Alternativamente, podriamos utilizar la matriz de correlaciones
de las rentabilidades de los activos de la cartera para, suponiendo algun tipo
de distribucién conjunta, como la Normal multivariante, calcular algunos es-
tadisticos, como el VaR. Pero supuestos como el de Normalidad pueden resultar
bastante contrarios a la evidencia empirica. En este aspecto las cépulas pueden
ayudar, al permitir recoger asimetrias en la correlacién, asi como la posibilidad
de fuertes dependencias en las colas de la distribucién.

Calculo de momentos de una cartera (Example EII.6.8)

Continuando con el ejercicio EI1.6.4, que vimos en la seccién de estimacion
de copulas t-Student, vamos a caracterizar la cartera que, invirtiendo en ambos
indices, FTSE y VFTSE, maximiza el ratio de Sharpe. Para ello, vamos a
utilizar la cépula Gaussiana, con las marginales t-Student que hemos estimado
en el ejercicio anterior. El ejercicio puede repetirse sin ninguna dificultad con
una copula t-Student.

Para describir el objetivo del ejercicio, supongamos que la dependencia en-
tre las rentabilidades de los dos activos que forman una cartera (también po-
drfa tratarse de los dos factores de riesgo de un conjunto de activos) estd
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bien representada por una cépula Normal, con marginales ¢-Student previa-
mente estimadas con diferentes grados de libertad. Establecemos una par-
ticién fina (x) en la recta real representando las posibles rentabilidades es-
tandarizadas de cada uno de los dos activos o factores, que se acotan en un
cierto rango, como [-5,+5]. De este modo formamos una rejilla en el cuadrado
R2. En cada elemento de dichas particiones calculamos el valor de la dis-
tribucién ¢-Student marginal, T, (x1;) 6 T, (x2;), correspondiente a cada ac-
tivo, obteniendo dos variables con distribucién uniforme en [0,1]. A contin-
uacién, aplicamos la inversa de la distribucién N(0,1), para obtener £;;, =
& (uy;), £y = ® 1 (ug;), y calculamos el valor de la densidad de c6pula Gaus-
siana c(u1;, uz; p) = (P (u1;), @ (ug;); p) de acuerdo con (5), y tomando en
cuenta la correlacién p deseada para los pares de rentabilidades estandarizadas
(&1,&5), correlacién que deberfamos haber estimado previamente.

Ahora tenemos, para cada punto de la rejilla, los valores numéricos de la
densidad de copula y de las dos densidades marginales t-Student, por lo que
podemos calcular el valor numérico de la densidad conjunta:!®

f(ffli,sz) = C(‘pfl(uli),@71(@623')9P)-tul(zli)~tuz(x2j):
(@ HT, (210), @ 1Ty, (29)); )by (1) by (225)

Esta misma distribucién de probabilidad que acabamos de caracterizar, la
asociamos a continuacién a las rentabilidades no estandarizadas. Para ello, re-
construimos las rentabilidades no estandarizadas de cada activo, sumando a
cada uno de los elementos de la rejilla que establecimos en [0,1] la rentabilidad
media g;, y multiplicando por su desviacién tipica o;,¢ = 1,2, para obtener
(ri,7;) , las posibles rentabilidades en R2. Con estas rentabilidades, y tomando
ponderaciones dadas para cada activo, podemos calcular la rentabilidad esper-
ada de la cartera:

Z Z (wri + (1 - w)rj) '¢0(¢_1(TV1 (Ti))’ (I)_l(Tlh (rj)))'tlil (Ti)tuz (Tj) (8)

i=1 j=1
&1 P

Andlogamente calculamos la esperanza matemdtica de las rentabilidades
de la cartera al cuadrado: E(r?) = S (wr; + (1 —w)rj)2 S (214, 225), su
ig

desviacién tipica: o, = \/Var(r.) = /E(r?) — [E(r)]?, y el ratio de Sharpe:

250.E(r)—0,05
V250.0.
Con el nivel de correlacién previamente estimado, p = —0,795, la cartera

6ptima se obtiene invirtiendo 91,4% del capital en FTSE y el restante 8,6% en

Vitse.

16La suma de estos valores no es 1, sino que dependera del numero de puntos que haya en la
rejilla. La suma seria igual a 1 si multiplicamos el drea de cada celda por el valor medio que
toma en ella la funcién de densidad, y sumamos para todo el rango de valores de las variables.

, que maximizamos con respecto a w.
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Es interesante ver como cambia la composicién de la cartera éptima en fun-
cién del nivel de correlacién, lo que se ilustra en el siguiente gréfico:

102% 4,5

—— Weight 6n FTSE
100% 4 SR T4

98% 7 T 3.5

96% 1 13

949 125

92% 1 T2

90% 4 / 115

88% . . . . 1
1 0,8 0,6 0,4 0,2 0

5.2 Calculo del Valor en Riesgo

[Copula_simulations I1.6.7.xls] Al estudiar los modelos factoriales, ya vimos
cémo podria estimarse el VaR mediante simulacién Monte Carlo. Para ello,
simulamos un largo nimero de sendas de rentabilidades (o de P&L) de cada
uno de los factores de riesgo de la cartera sobre el horizonte de riesgo. Apli-
camos la proyeccién sobre los factores a cada senda simulada, y obtenemos la
rentabilidad (o P&L) de la cartera en dicha senda. Finalmente, estimamos el
VaR como el percentil inferior de la distribucién simulada de rentabilidades (o
de la distribucién de P&L).

Vamos a hacer ahora un ejercicio similar para cépulas bivariantes. Las
copulas de Clayton y Gumbel, entre otras, permiten modelizar dependencia
asimétrica en ambas colas de una distribucién bivariante, lo que es sin duda
interesante en el andlisis financiero. Si tenemos una cartera con dos activos,
o si podemos representar el riesgo de nuestra cartera mediante el uso de dos
factores, podemos utilizar cépulas para representar la dependencia entre ambos
factores, y calcular el VaR mediante simulacién Monte Carlo.

Para ello, tendremos que especificar las distribuciones marginales, asi como la
distribucién de cépula (por ejemplo, copula t-Student con marginales Normales).
Una vez estimada dicha copula, simulamos la copula estimada con las marginales
especificadas, aplicamos los pesos de la cartera a los pares de valores simulados,
nos aseguramos de transformarlos de modo que tengan las volatilidades de los
activos o factores utilizados, y estimamos el cuantil deseado de la distribucién
bivariante simulada.

Ejemplo 1: Supongamos que la dependencia entre los dos activos (o factores
de riesgo) estd bien descrita mediante una cépula Gaussiana o una cépula t-
Student. Para calcular el VaR:

e simulamos series temporales con dicha dependencia de cépula y mar-
ginales uniformes y aplicar a dichas series las inversas de las distribuciones
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marginales, com hicimos en la seccién (3.1.1). Asf obtendremos pseudo-
rentabilidades con media cero y varianza unitaria.

e multiplicamos cada serie temporal de rentabilidades por la desviacién
tipica estimada en la muestra para dicho activo

e aplicamos las ponderaciones para obtener una serie temporal de rentabil-
idades de la cartera

e calculamos el percentil correspondiente al VaR en la serie temporal de
rentabilidades de la cartera

Ejemplo 2: supongamos que los dos factores tienen distribucién marginal
Normal, y que modelizamos su dependencia mediante una copula Clayton.
Supuestamente, habremos estimado una valor numérico de « que genere una
correlacién en las simulaciones similar a la correlacién que hemos impuesto en
las copulas anteriores, Normal o t-Student. En su simulacién utilizaremos las
densidades de copula condicionales. Una vez estimadas las marginales y la cop-
ula, para el calculo del VaR:

e simulamos variables uniformes independientes: uq,v (las mismas de los
ejemplos previos)

- . . _ _ -1
e utilizamos la densidad condicional: uy = 02/11 (v|w) = [1+uy® =/ —1)] /e
para generar observaciones sobre us. Asi tenemos una realizacién de una
copula de Clayton con marginales uniformes.

e aplicamos las inversas de las funciones de distribucién marginales para con-
vertirlas en N(0,1) dependientes: (z1,x2) = (®7!(u1), 2 ' (uz)) .Estas
dos variables no tendrdn una distribucién conjunta Normal bivariante,
puesto que la dependencia en la cola inferior serd elevada.

e multiplicamos cada serie temporal de rentabilidades por la desviacién
tipica estimada en la muestra para dicho activo

e aplicamos las ponderaciones para obtener una serie temporal de rentabil-
idades de la cartera

e calculamos el percentil correspondiente al VaR en la serie temporal de
rentabilidades de la cartera

5.3 Distribucién de la suma de variables aleatorias

En la evaluacién del riesgo de una institucién financiera, es natural que surja
la necesidad de calcular el riesgo agregado de posiciones en varios activos o
carteras. Para ello, serd necesario caracterizar la distribucién de probabilidad
de la suma de rentabilidades, conociendo la distribucién de cada una de ellas
por separado. Matematicamente, la operacién se conoce como convolucion.
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Si dos variables X7, X tienen distribucién conjunta f(z1,z2), entonces, de-
notando por Y su suma, tenemos la densidad:

h(y) = /zl f(@1,y — z1)dey = /wz [y — @2, z2)dws )

lo cual se puede generalizar a 3 o 4 variables:

>
—~~
<
~—

Il

/ / f(‘rla'r27y_x1)d$1d$2

/ / / f($1,362,$3,y—x1)da:1dx2da:3
1 o T3

expresiones que nos proporcionan la funcién de densidad de Y = X1+ Xo+ X3
odeY = X7 + X5 + X3+ X4. Por ejemplo, si:

>
—~~
<
—

I

flz1,xo, x3) = exp(—(z1 + 2 + 23)), 21 > 0,22 > 0,25 > 0,

entonces:

Yy Yy—x3 1
h(y) = / / e Vdrodrs = —y*e Y, y >0
o Jo 2

En el ejercicio siguiente, calculamos numericamente la convolucién (9) lo
que nos permite generar la distribucién de probabilidad de la suma de variables
aleatorias. En el caso de que la suma en cuestién se refiera a la contribucién
de cada activo a la rentabilidad de una cartera, el ejercicio es relativamente
similar al que desarrollamos al caracterizar la cartera que maximiza el ratio de
Sharpe. La diferencia es que en esta caso podemos caracterizar la distribucion
de probabilidad de la suma, no solo sus momentos.'”

Ejemplo [EIL6.6] Consideremos dos variables aleatorias con distribucion
Gamma(8; 1) y Gamma(10; 0,6) respectivamente. La hoja de cdlculo describe
como obtener la funcion de densidad de su suma, modelizando la correlacion
entre ellas por medio de una copula Normal y suponiendo que dicha correlacion
es a) 0,5, b) -0,5.

Para ello, hemos de aplicar la densidad de cépula Normal a dos variables
obtenidas despues de aplicar ®~! a dos uniformes previamente generadas con
la dependencia deseada. En este caso, son independientes (aunque no se dice
nada al respecto en el enunciado). Comenzamos aplicando las funciones de
distribucion'® marginales G1(8,1),G2(10,0.6), al rango elevante de valores en
la recta real, obteniendo variables uniformes ui,us en (0,1). Aplicamos ®~!

17Bien es cierto que lo hacemos porque en este caso las dos distribuciones marginales son
discretas. Pero siempre podemos discretizar con distribuciones continuas en intervalos de
valores numeéricos.

18Fn Excel, la instruccion DISTR.GAMMA (celda;alfa;betajopcion) requiere introducir los
valores numéricos de los parametros alfa y beta de la distribucién de probabilidad GAMMA.
Si la "opcién" es 1, proporciona la funcién de distribucién. Si es igual a 0, proporciona el
valor numérico de la funcién de densidad.
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a ambas variables uniformes, obteniendo &;,&,, a los que aplicamos la cépula
Gaussiana. De este modo, obtenemos la densidad de cépula, ¢(€;,&,).

Aplicamos a continuacion las densidades marginales Gamma gy, g2 a lo largo
de la recta real y multiplicamos por la densidad de cépula: ¢(&1,£5)91(£1)9(E,),
obteniendo la funcion de densidad bivariate. Finalmente, acumulamos las prob-
abilidades (valores numeéricos de la densidad), siguiendo las indicaciones de la
integral de convolucién.

Posteriormente, se propone el mismo ejercicio, esta vez utilizando una cépula
de mixtura de Normales para modelizar la correlacién entre X; y X5. Las dos
distribuciones Normales son las dos anteriores, con p = 0,5y p = —0,5. En la
hoja de calculo se prueba que hay dos modos de proceder:

e generando la densidad de la cépula de mixtura mediante combinacién
lineal de las dos densidades anteriores c¢(£;,&,) = m.c1(&1,&) + (1 —
m).c2(&1,&5). Seguidamente, tomamos la recta real, calculamos las den-
sidades marginales g1, go, y multiplicamos por la densidad de cépula antes
calculada: ¢(&;,&5).91(&1)-9(&5), cuyos valores numeéricos agregamos ade-
cuadamente para obtener la densidad de la suma de ambas variables,

e agregando directamente las funciones de densidad de la suma X; + Xo
obtenida bajo ambos valores de p utilizando la probabilidad de mezcla de
ambas distribuciones.

5.4 Cobertura de carteras bajo regresiones cuantilicas de
cépula

La cobertura de carteras es precisamente una de las situaciones en que un gestor
de riesgos puede estar interesado en minimizar el riesgo a la baja especificamente,
lo que sugiere el uso de regresiones cuantilicas en preferencia a la cobertura de
Minimos Cuadrados. El Case Study 11.7.3.2 analiza la cobertura de una cartera
equiponderada de Vodafone, British Petroleum y HSBC. Después de construir
una serie temporal de cotizaciones de dicha cartera, generamos la rentabilidad
de la cartera y del indice FTSE100 y estimamos el ratio de cobertura de Min-
imos Cuadrados es 0,547. Si utilizamos una regresién cuantilica con ¢ = 0,5
obtenemos un ratio de cobertura de 0,496, inferior al de minimos cuadrados.
Pero ninguno de estos dos modelos estd disenado para dar una consideracién
especial al riesgo a la baja. Para ello, hacemos ¢ = 2, obteniendo un ratio de
cobertura todavia inferior: 0,482. Una menor posicién corta en el activo de
cobertura proporciona en este caso una mejor proteccién frente a riesgo a la
baja.

Para permitir relaciones no lineales entre las rentabilidades de la cartera y
el indice, estimamos: a) una regresién de cépula Normal con ¢ = 0,20, con
marginales t-Student, b) una regresién de cépula t-Student para ¢ = 0,20, con
marginales t-Student. Para ello, comenzamos estandarizando ambas rentabili-
dades. Estimamos el niumero de grados de libertad en 9,99 para FTSE y 10,16
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para la cartera equiponderada. Obtenemos un ratio de 0,557 para la cépula Nor-
mal y de 0,555 para la cépula t-Student, ambos significativamente superiores al
ratio de la regresién cuantilica lineal, que era 0,482.

Por tdltimo, podriamos estimar un ratio permitiendo variacién temporal. Hay
varios procedimientos que podemos aplicar. El método EWMA (exponential
moving average model) genera un ratio de cobertura:

B - CO'UA(RChIt)
L Var A(1t)
siendo R.:, I; las rentabilidades de la cartera y el indice que utilizamos como

cobertura, FTSE100, en el instante t.
Ratio cobertura EWMA
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Una cobertura cambiante en el tiempo puede estimarse mediante modelos
GARCH bivariantes sobre las rentabilidades del contado y del activo de cober-
tura. De este modo, el ratio de cobertura se va adaptando a las situaciones de
mercado en funcion de cambios en las volatildades relativas de ambos activos
y de su correlacién, que pueden variar muy significativamente. [ver Lafuente y
Novales (2003), Andani, Lafuente y Novales (2009), y Novales y Urtubia (2014)
para coberturas cruzadas).

Este ejercicio muestra que hay un riesgo de modelo bastante significativo al
decidir coberturas 6ptimas. En este caso, el ratio de cobertura debe ser algo mas
reducido que el de minimos cuadrados si queremos que trate adecuadamente el
riesgo a la baja, pero ligeramente més elevado si va a tener en cuenta la depen-
dencia no lineal entre rentabilidades que no siguen una distribucién conjunta
Normal. Ademads, los ratios de cobertura que reflejan mejor las condiciones
de mercado son considerablemente mas altos que los que se estiman utilizando
promedios muestrales. Sin embargo, no hay una regla general a este respecto.

40



