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Chapter 1

Anillos

1.1 Primeras nociones

Definicién 1 Llamaremos anillo a un conjunto A con dos operaciones, (A, +,.)
(+ suma, . producto),(denotaremos a.b=ab)
+,.: A X A — A verificando las propiedades:
(1) Asociativa suma: ¥ a,b,c € A, a+ (b+¢) = (a+b) +c
(2) Conmutativa suma: ¥ a,b € A, a+b=b+a
(3) Elemento neutro existe: 0 € A, tal queVa € A, a+0=a
(4) Elemento opuesto: ¥ a € A, existe —a € A tal que a + (—a) =0
(5) Asociativa producto: ¥ a,b,c € A, a(bc) = (ab)c
(6) Distributiva suma respecto del producto:
Va,bce A, a(b+c) =ab+ ac, (b+ c)a =ba + ca

Nota. propiedades (1) ... (4) nos dicen que A es grupo conmutativo.

Diremos que el anillo A es abeliano o conmutativo si ¥V a,b € A, ab = ba

Diremos que el anillo A es unitariosid1 € AtalqueVa € A,al =1la=a

EJEMPLOS:
- Anillo de los nimeros enteros (Z, +,.) conmutativo y con 1.
- Multiplos de un ntimero n, nZ conmutativo y no unitario.

- Anillo de las clases médulo n, (Z,,+,.), conmutativo y con 1 =1,
Z,={0,1,...,n—1}.



- Enteros de Gauss (Z[i], +, .), conmutativo y con 1

Zli)={a+bi:a,be Z},i=+—1

- Dados A, B anillos el producto cartesiano A x B es un anillo con las
operaciones (ay, by) + (ag, bs) = (a1 + a9, b1 +b2), (a1, b1)(az, ba) = (ayas, b1bs),
el cero es (0,0), y si hay unidades en A y B, la unidad es (1, 1).

El producto hereda propiedades de A y B, aunque no todas.

- Matrices cuadradas M, (R), M,(C), operaciones suma y producto de
matrices, tiene unidad (la matriz unidad), y no es conmutativo.

- Los polinomios con coeficientes reales R[X], R[X, Y.

- Los numeros naturales N no son anillo, faltan los elementos opuestos
(los negativos).

Ademas en cualquier anillo se verifica:
(i) a0=0a=0,Vaec A

(ii) (—a)b = a(—b) = —(ab), Va,b € A
(i) (—a)(—=b) = ab, Ya,b € A

Denotaremos a + (—b) como a — b.

Definimos paraa € Ay 0 # n € N, na = a+ o +a, 0a =0
y (~n)a = (=a)+ " +(-a), y a" =a " a

y Ya,b € A, Vn,m € Z se verifica,:

n(a + b) = na + nb,

(n+m)a = na+ ma

(nm)a = n(ma)

y si ab = ba, entonces

(ab)" =a™",y (a+b)" =3,

? ) a"bi, Vn € N — {0}

E
/N

En Z,, si n = mq entonces m - ¢ =n = 0, en este caso diremos que m y
g son divisores de 0.

Definicién 2 Definimos divisores de 0 en un anillo A a los elementos a,b
tales que a # 0, b # 0 y ab = 0.

Definimos dominio de integridad (DI) a un anillo conmutativo con unidad,
con 1 # 0 y tal que no contiene divisores de cero.

3



EJEMPLOS

-7, Q son DI.

- Z¢ no es DI, ya que 2-3 =0.

- A X B no es dominio de integridad, ya que (a,0)(0,b) = (0,0).

En un dominio de integridad se da la propiedad cancelativa.
Proposicién 1 Sea A dominio de integridad, entonces si a # 0 y ax = ay
se verifica x = y.

DEMOSTRACION.
axr = ay = a(x —y) = 0, y por ser dominio de integridad y a # 0,

entonces z —y =0 = x =y.

Diremos que un elemento a de un anillo tiene tnverso respecto del producto

(o es unidad) en un anillo unitario si existe a! tal que aa™! = a~ta = 1.

Nota El conjunto de las unidades de un anillo A, Uy, es un grupo respecto

del producto.

Definicién 3 Definimos cuerpo como un anillo conmutativo unitario con
1 # 0 tal que todo elemento distinto de 0 tiene inverso.
EJEMPLOS:

- Los nuimeros racionales Q, los niimeros reales R, los nimeros complejos
C, son cuerpos.

- Z no es cuerpo.

- Z, con p primo es un cuerpo con p elementos.

Corolario 1 Todo cuerpo es dominio de integridad.

DEMOSTRACION.

Si los elementos a # 0, b # 0 verifican ab = 0 = 1 = (ab)a™'b™! = 0
(contradicién).



Un subanillo B de A, es un subconjunto B C A que es anillo con las
operaciones heredadas de A. Es decir:

BCA Va,be Bia+be B, abe B - Va,be B,a—beB
subanillo 0eB, —a€eB abe B
EJEMPLOS:

- Z es subanillo de Q, Q es subanillo de R, y R es subanillo de C.

1.2 Ideales y homomorfismos

A partir de ahora todos los anillos considerados seran conmutativos y uni-
tarios.

Definicién 4 Dados A, B anillos, una aplicacion f : A — B es homomor-
fismo de anillos si ¥ ay,a9 € A se tiene:

flar +az) = f(ar) + f(az), flaraz) = f(ar)f(a2) y f(1) =1

Si f: A— B es homomorfismo de anillos se verifica:
£(0) = 0.

f(=a) = —f(a).

f(na) =nf(a),VneZ.

Nota. Nétese que hemos exigido que f(1) = 1 que no se deduce de las
condiciones anteriores.

De lo anterior se deduce trivialmente que la composicién de homomorfis-
mos es homomorfismo.

Denotamos Hom(A, B) = {f : A — B, homomorfismo } es un anillo con
la suma ((f +g)(a) = f(a) + g(a)) y producto ((f - g)(a) = f(a) - g(a)).
EJEMPLOS:

- La inclusién A C B es un homomorfismo de anillos.

-f:%Z — 7, dado por f(a) = ksi I\ € Zcona—An =k, es
homomorfismo.

- La inclusién Z[i] C C es un homomorfismo de anillos.



Definicién 5 Dado f: A — B homomorfismo de anillos definimos:
Imagen de f, im(f) ={b€ B: Ja € A, tal que f(a) = b}
Nicleo de f, ker(f) ={a€ A: f(a) =0}.

EJEMPLOS:

Dado f :Z — Z,, como antes, im(f) = Z,, y ker(f) = nZ.
Nota. El nucleo es un subanillo no necesariamente unitario,
en el ejemplo anterior 1 ¢ nZ.

El ntcleo ademads tiene la siguiente propiedad:
sibeker(f)yae A= abe ker(f),

( f(ab) = f(a)f(b) = f(a)0 = 0).

Definicién 6 Dado A anillo, I C A es ideal si:
I es subanillo de A
VeeA Vael = zxacl

Es decir:

Va,bel =a—-bel

[CAesuieal(:){vxeA’aej:xaGI

EJEMPLOS:
- {0}, A son ideales de A,
de hechosil e I = [ = A.
- Multiplos de n € Z, nZ son ideal.
- Multiplos de p(z) € R[z] son ideal.
-{f:]0,1] = R continuas : f(1/2) =0} es ideal.

- [ A — B homomorfismo de anillos, ker(f) es ideal.

Anillo cociente

Sea I C A ideal, ~ la relaciéon a,b € A, a ~ b < a—b € [ es de
equivalencia.



Denotamos A/I al conjunto cociente por ~ y la clase de a € A como
a+l={a+z: zel}

Nota. Las propiedades de ideal proporcionan que A/I sea anillo con las
operaciones:

-Suma (a+ 1)+ (b+1)=(a+b)+ I.
- Producto (a+ 1) - (b+ 1) = (ab) + I.
A/I con la suma es grupo abeliano (por ser + conmutativa).

El producto en A/I estd bien definido, i.e. no depende de los represen-
tantes elegidos:

a+I=d+1 a=a +h, hel
bl =V +1 b=V +k kel

I ideal adk+bh+hk=gel
adkel,bhel hkel ab=ab +g,gel

El producto en el anillo cociente A/I verifica asociativa, conmutativa y
distributiva por verificarlas A.

EJEMPLOS:

Operaciones con ideales

La unién de ideales no es ideal en general: 3+4 =7 ¢ 3Z U 4Z.
- Suma de ideales: I +J={h+k:h el ke J} esideal

- Interseccién de ideales I N J es ideal.

N ierl; (cualquier conjunto de indices I') es ideal.

- Producto de ideales I - J = {hiky + -+ h.k, : hy, € I, k; € J} es ideal.

Ideal generado por un subconjunto

Sea () # S C A subconjunto, el ideal generado por S en A es:

I(S) :{xlhl—i—‘”—i—x?«h?«:hi,EI,xieA}<:>
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1(S)= () L, I ideal de A

;D8
Es decir I(S) es el menor ideal de A que contiene a S.
Se verifica entonces:
[+ J=1I0UJ),yI-J=I({hki}), hs € Ik € J.
EJEMPLOS:
- Ideal principal: (generado por un elemento) bA = (b) = {ab: a € A}.

- Ideal finitamente generado: Ideal generado por un numero finito de
elementos S = {by,...,b,}:

I(S) = (bh...,bn) = (bl,,bn)A: {.lel ++l’nbn T € A}
Definicién 7 Llamaremos dominio de ideales principales (DIP) a un do-
minio de integridad en el que todos sus ideales son principales.

EJEMPLOS:

Z es DIP. Si I C Z ideal, I = (n) donde n = min{m > 0: m € I}. Basta
dividirO<mel, m=cn+r=r=m-cnelyr<n=r=20,ie.
m € (n) (andlogo para —m,).

Definicién 8 Liamaremos Anillo Noetheriano a un anillo en el que todos
sus ideales son finitamente generados.

Proposiciéon 2 Dados A anillo, A es cuerpo <
los tinicos ideales de A son (0) y (1).

DEMOSTRACION.
=) A cuerpo, (0) #1 C Aideal,sea0£bel=bb'=1€l=1=A.
<)Sea0#b= (b))=A=(1)=3Jcelconbc=1.

Ideales primos y maximales

Definicién 9 Sea A anillo:
p C A, p# A esideal primo siabEp = a Ep 6 b Ep.
M C A Mm#£ A es ideal marimal si VI C A ideal conm ¢ [ = I = A.
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Es decirpes primosi [-J Cp=1CpoJ Chp.

M es maximal si es maximal para la inclusion.

EJEMPLOS:

- El ideal (p)Z con p primo, es ideal primo e ideal maximal; (n)Z con n
no primo, no es ni primo ni maximal.

- La suma de ideales primos no es primo en general, sean I = (z2+1),J =
(y* + 1) ideales primos de R[z,y], su suma I + J = (2% + 1,%* + 1) no es
primo ya que (z2 + 1) — (¢ + 1) =22 —y?> = (y —x)(y + x) € [ + J, pero
rtygl+J.

Nota. Se demuestra que todo ideal esta contenido en uno maximal.
Tenemos las siguientes caracterizaciones:

Proposiciéon 3 Dados A anillo, p C A ideal,
p es primo < Alp es dominio de integridad.
DEMOSTRACION.
=) Sea (a+p)(b+p) =0+p = ab € p = (por ser p primo)
acpbébep,esdecira+p=04+p6b+p=0+rp.
<) Seaabecp = (a+p)(b+p) =0+p = (porser A/p DI)
a+p=04+p6b+p=0+pesdeciracpoddecy.
Nota.

A es dominio de integridad < (0) es primo.

Proposicién 4 Dados A anillo, M C A ideal
M es mazximal < A/M es cuerpo.
DEMOSTRACION.
=) Seaa+M#0+M= a¢M,
consideramos el ideal aA + 9 » M = (por ser M maximal)
aA+M=A=dmembeAconl =m+ab=ab—1€M=



ab+M=1+M= (a+M) " =0b+m luego A/M es cuerpo.
<)Seal2>Mm Jacl, ag¢m= (porser A/M cuerpo)
J(b+m) con (a+M)(b+M) =1+m=
l—abemcCI(ycomoabel)=1elyl=A.

Nota.
A es cuerpo < (0) es maximal.

Corolario 2 Todo ideal maximal es primo.

DEMOSTRACION.

Todo cuerpo es dominio de integridad.

- Lo contrario no es cierto , ejemplo:
Sea (x)Z[z] es ideal primo de (x)Z[z] ya que
Z[z]/(x)Z[z] = Z que es DI | y no maximal pues Z no es cuerpo.

Nota. Siempre se tiene que IJ C I N J y si los ideales I, J son
comazimales, es decir, [ + J = A entonces [J =1NJ.

En efecto, SiI+J=A,=3dhel, ke Jconl=h+k, ysibelnJ
=b=0h+bkecllJ.
Tipos de homomorfismos
Sea f: A — B homomorfismo de anillos
- f es monomorfismo si es homomorfismo inyectivo.
- f es epimorfismo si es homomorfismo suprayectivo.
- f es isomorfismo si es homomorfismo biyectivo.
EJEMPLOS:
- El homomorfismo de inclusion i : A — B para A C B es inyectivo.

- El homomorfismo de proyeccion para I C A ideal, sea p: A — A/I,
p(a) = a + I es suprayectivo.
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Proposiciéon 5 f: A — B homomorfismo de anillos,
es inyectivo < ker(f) = {0}.

DEMOSTRACION.
=) Sea a € ker(f) = f(a) =0= f(0) = (por ser f inyectiva) a = 0.
<) Sea f(a) = f(b) = 0= f(a) = f(b) = fla—b) =
a—beker(f)={0} == a—-b=0=a=0.

Nota. De lo anterior se deduce que todo homomorfismo f : FF — A, no
nulo, con F' cuerpo es inyectivo.
(un cuerpo solo tiene el cero como ideal propio)

- Dos anillos A, B son isomorfos (A =~ B) si existe un isomorfismo
f entre ellos y en dicho caso f~!: B — A es también isomorfismo.

Teoremas de isomorfia

Teorema 1 1 teorema de isomorfia: Sea f : A — B homomorfismo de
anillos. Entonces existe un unico isomorfismo f : A/ker(f) — im(f), tal
que el diagrama siquiente

A L B
pd B K
Alker(f) L im(f)

es conmutativo, i.e. f =10 fop.

DEMOSTRACION.
Definimos f : A/ker(f) — im(f) como f(a + ker(f)) = f(a).
f es homomorfismo inyectivo ya que si 0 = f(a + ker(f)) = f(a)
= a € ker(f) = a+ ker(f) =0+ ker(f)
f es suprayectivo ya que im(f) = im(f).

f es tnico, ya que si existe otro f* verificando lo mismo que f, Va € A

fr(a+ker(f)) = fa) = fla+ kker(f)).

11



Por tltimo Va € A, io fop(a) =io fla+ ker(f)) =i(f(a)) = f(a).
Nota El teorema anterior nos muestra que los homomorfismos de A en

cualquier anillo dependen de los posibles ideales de A.

EJEMPLO:

El homomorfismo f : Z — Z,, f(a) =k, con k <n,y a—k = An verifica
que ker(f)=(n)y f:Z/ker(f) = Zy,.

Teorema 2 Teorema de la correspondencia: Sea I C A ideal. Entonces
existe una biyeccion ¢

I'={JcC Aideal,J DI} &Y ={J C A/I ideal}

y ademas si J D I:

(i) J es primo < J/I es primo.

(i1) J es mazimal < J/I es mazimal.
DEMOSTRACION.

Definimos para I C J C Aideal, ¢(J) = J/I que se comprueba facilmente
que es ideal de A/I.

@ esinyectivayaquesi J/I =J' /I =Vbe J, IV € J conb+1=0b+1
=b—bU=hel=b=b0+heJ = JCJ (andlogo J C J).

i es suprayectiva ya que dado J ideal de A/I, J ={a € A:a+ 1€ J}
esideal de A, I C Jy o(J) = J.
(i) Sea J D I primoy (h+I)(k+ 1) € J/I (como I C J)= hkeJ
(J primo) =heJékeJ=h+1€J/I6k+1¢€ J/I,y J/Ies primo.
(similar en sentido contrario)
(ii) Sea J D I maximal, si J/I no es maximal en A/I, =
dH ¢ Aidealy J/I ¢ H/I (ysip: A— A/I) =
J=p YJ/I)Cp Y (H/I)=H (J maximal) = J=H = J/I = H/I

(contradicion)
(similar en sentido contrario)
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Teorema 3 2° teorema de isomorfia: Sea I, J ideales de A con I C J.
Entonces J/I es ideal de A/I y

A1 A

J/II T
DEMOSTRACION.

Definimos f: A/I — A/J,Va€ A, f(a+1I)=a+ J que es trivialmente
homomorfismo suprayectivo.

f estd bien definido ya que sia+1 =d +1 =a—-d € I C J =
a+J=d+J.

como el nicleo ker(f) ={b+1:0+J=0+J}={b+1:bec J}=J/I,
= J/I esideal de A/I, (por el 1¢" teorema de isomorfia) =

AL A
JiI "
EJEMPLO:
En los enteros tenemos:
z/(12) _ 7

~
~

(4)/(12) ~ (4)

Teorema 4 3°" teorema de isomorfia: Sea B C A, subanillo, I C A ideal.
Entonces I es ideal de B + I (subanillo de A), BN I es ideal de B, y

B+I _ B
I T BNI

DEMOSTRACION.

Se comprueba facilmente que I es ideal de B+ I (subanillo de A) y BN I
es ideal de B.

Definimos el homomorfismo f: B — B+ 1/I porVbe B, f(b) =0+ 1.
(I ¢ B en general) = la imagen im(f) = (B+1)/I.
El nicleo ker(f) ={be B:b+1=0+1}={be B:bel}=BnNI,
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(por el 1" teorema de isomorfia) =

B _B+I
BNI~ I
EJEMPLO:
En los enteros tenemos que (4) + (6) = (2), (4) N (6) = (12) y
(4) + (6) (4)

Cuerpo de fracciones
Sea D un dominio de integridad, consideramos en D x (D\ {0}) la relacién
(a,b) ~ (¢,d) < ad —bc=0

que se comprueba trivialmente que es de equivalencia, consideramos el
conjunto cociente

D x (D \{0})

y denotamos la clase de (a,b) por a/b y definimos las operaciones:

a ¢ ad+bc a ¢ ac

b d” bd b d bd
(bd # 0 por ser D DI), que estan bien definidas.
El cero es 0/b, la unidad es a/a y el inverso de a/b (a # 0) es b/a

Con esas operaciones D x (D \ {0})/ ~ es un cuerpo,
el cuerpo de fracciones de D, cf(D).

El homomorfismo ¢ : D — c¢f(D), ¢(a) = a/1 es inyectivo y permite
considerar D como subanillo de c¢f (D) identificando a = a/1.

Nota. El cuerpo de fracciones de D es el minimo cuerpo que contiene a
D.

EJEMPLO:
- Q es el cuerpo de fracciones de Z.

- El cuerpo de fracciones de Q[z] es

{p(x)/a(x) | p(x),0 # q(z) € Qlz]} = Q(x).
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1.3 Anillos de polinomios

Dado un anillo A vamos a construir el anillo de polinomios en una indeter-
minada con coeficicentes en A, Alx].

Definicién 10 Definimos Alz] = {(ag,a1,...,a,,0,...) : a; € A}, es decir
el conjunto de las sucesiones de elementos de A con todos los elementos
0 salvo un nimero finito. Diremos que a; es el coeficiente de grado v del
polinomio.

Definimos en A[z] las siguientes operaciones:

- Suma: (ag,a1,...,0,,0,...)+ (bo,b1,...,b,,0,...) =

= (ap + bo, a1 + b1, ..., am + by Gmy1y o, G, 0,...) sim < n.
- Producto: (ag,aq,...,an,0,...)(bo,b1,...,0,0,...) =

= (o, Cly -y Cnym, 0,...), con ¢ = 1=k a;by_;

con 0 = (0,0,...,0,...), 1 =(1,0,...,0,...), y
—(ag, a1, ..., ap,0,...) = (—ag, —ay, ..., —ay,,0,...)

Proposicién 6 Alz| es un anillo conmutativo y con unidad

DEMOSTRACION.

Se sigue de las propiedades del anillo A.

Nota. Con esta definicién es claro que dos polinomios son iguales si y
solo si lo son todos los coeficientes del mismo grado de ambos.

Para obtener la notacién usual, denotamos:

a=(a0,...,0,...), paraa € A

r=(0,1,0,...,0,...) (llamaremos a x indeterminada).

Entonces ¢ = (0,0,...,1%+1.0,...), az* = (0,0,...,a**1,0,...) y por
tanto

(ag, a1, ...,a,,0,...) =a,+ @z + -+ a,x"

Y tenemos

Ao+ a1 T+ -+ apx" = by + b1z + -+ b S n=mya =b Vi

Llamaremos a ay término constante y a a,, coeficiente principal.
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Grado de un polinomio

Sea 0 # p(x) € Alx], p(x) = a, + a12 + - - - + a,2", definimos grado de
p(z), deg(p(z)) = n, si n es el méximo de los i con a; # 0.

Consideraremos deg(0) = —oo, donde —oo verifica V n € N, —oo < n,
—00+n=—00,y (—00) + (—00) = (—00).

El grado verifica: Sean p(z) = a, + a1x + - - - + a,z",
q(x) =by+brx + -+ + bypa™

- deg(p(z) + q(2)) < maz{deg(p(x)), deg(q(x))}
- deg(p(z)q(x)) < deg(p(x)) + deg(q(x)), y la igualdad
deg(p(x)q(z)) = deg(p(x)) + deg(q(x)) se da si anbm, # 0

Nota. Obsérvese que en un dominio de integridad se tiene siempre la
igualdad anterior para el grado del producto.

Teorema 5 Si D es dominio de integridad = D[z]| es dominio de integridad,
y las unidades de D|x] son las de D.

DEMOSTRACION.
Sea p(z)q(z) = 0 = —oo = deg(p(z)q(z)) = deg(p(z)) + deg(q(x)) =
deg(p(x)) = —o0 6 deg(q(x)) = —oo = p(x) =06 q(z) =0
= Dlx] es DI
Sea p(z)q(z) = 1 = deg(p(x)) = deg(q(z)) = 0 =
p(r) =a€ Dyq(x)=0b€ D,y a,bson unidades en D.
En Z4[x] (no dominio de integridad) 2z + 1 es unidad, ya que

2r+1)2r+1)=42>+42+1=1.
Algoritmo de division

Al dividir dos polinomios p(x), g(x) sobre un anillo, en general, no pode-
mos anular el coefeciente principal de p(z) con el de ¢(z), ejemplo:

En Z[x], para 3z +2 dividido entre 2z + 3, no existe a entero con a-2 = 3,
i.e. 3z + 2 # a(2x + 3) 4+ r para todo entero a.

El siguiente algoritmo corrige en parte esta situacion.

16



Teorema 6 Sea p(z),q(x) € Dlx], q(z) # 0. Sean deg(q(x)) = m y by, el
coeficiente principal de q(x). Entonces

dk € N, c(z),r(x) € D]z] con deg(r(z)) < deg(q(x)) verificando
bpp(@) = c(x)q(x) + r ().

DEMOSTRACION.

Si deg(p(z)) < deg(q(x)) entonces p(x) = 0- q(x) + p(z).

Sean deg(p(r)) = deg(q(z)) = m, p(z) = ap + a1 + - -+ + ana”,
q(w) =bo + by + -+ + byp2™, m < n,
consideramos induccion en deg(p(x)):

si deg(p(x)) =1, p(z) = ap + a1z, q(z) = by + b1z y

bi(ag + a1z) = a1 (bo + brx) + (aghy — arby).

Supongamos cierto para deg(p(x)) < n, y consideramos deg(p(z)) = n
byp(x) — apz™ "q(x) = p1(x), con deg(pi(z)) < n ( hip. de induccién)
Jk € N, ¢1(z),r(z) € D]z| con deg(r(z)) < deg(q(x)) verificando

biipi(z) = cr(z)q(z) +r(z) =
byt (bp(x) — ana”™ "q(x)) = cr(2)q(x) +r(x) =

b 'p(2) = (Viane" ™™ + er(@))g(x) + 7 (),
ysik =k +1,c(z) = (b1a,2"™ + ci(x)), tenemos

bp(x) = c(x)q(z) + r()
con deg(r(z)) < deg(q(x)).

Nota. En el algoritmo anterior es claro que ¢(x) y () no son tnicos en
general.

Corolario 3 Si F' es cuerpo y p(z),q(z) € Flz|, q(z) # 0. Entonces
de(x),r(z) € Flx] dnicos con deg(r(x)) < deg(q(x)) verificando

p(x) = c(x)q(x) + r(z)
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DEMOSTRACION.
Como by, tiene inverso, tenemos p(z) = c(z)q(z) + r(x),
y st p(z) = c(z)q(z) +r(z) = d(2)q(z) +r'(z) =
(c(x) = d(z))q(z) = (r'(z) — r(z)), y si c(z) # (z) (F es DI) =
deg((c(z) — d(x))q(x)) = deg(q(x)) =
deg((r'(x) — r(x)) > deg(q(x)) contradicién, salvo que
r'(x) =r(z),y d(z) =c(x) .

Teorema 7 Si F' es cuerpo entonces Fx] es dominio de ideales principales.

DEMOSTRACION.
Sea (0) # I C F|x] ideal = 3 ¢(x) # 0 con deg(q(z)) minimo para I.
Sea p(x) € I por el algoritmo de divisién, 3 ¢(z),r(z) € D|x]
con deg(r(z)) < deg(q(z)) y p(z) = c(z)q(z) +r(z), =
1) = ple) — c(@)a(x) € T y deglr(z)) < deglq(z))

(por la definicién de ¢(x), su grado es minimo en 1) =

r(z) =0, p(x) = c(x)q(x) y entonces I = (¢(x))F[z].

- Si el anillo base A de los polinomios no es cuerpo, entonces A[x] no es
dominio de ideales principales en general:

EJEMPLO:

Sea Z[x], el ideal (2, x)Z[z], no es principal.

Si(2,2) = (p(x)), 2 = c(z)p(x), y por los grados, p(z) = a

x = aq(z) contradicién, salvo a = £1, i.e. (2,2) = (1) =Z,

pero Z[x]/(2,2) ~ Zo, = (2,2) # (1).

€7l =

Raices de un polinomio
Sean A C B anillos, llamaremos homomorfismo de sustitucion a:

seau € B, f, : Alx] — B, con f,(p(x)) =p(u) = ap + aru+ - - + a,u”,
que es trivialmente homomorfismo.
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Definicién 11 Sean A C B anillos, y p(x) € Alz], a € B es raiz de p(x) ,
si p(a) = 0.

Teorema 8 Sea p(x) € Alzx], a € A, entonces p(x) = c(z)(x — a) + p(a)

DEMOSTRACION.
Por el algoritmo de divisién a p(x) y  — a con coeficiente principal 1 =
p(x) =c(x)(zr —a)+r,re A, (yaquedeg(r)<1l)y
pla) =c(z)(a—a)+r=r.

Corolario 4 a € A es raiz de p(z) € Alz] & = — a es factor de p(z),i.e.
(x — a)|p(z) (divide).

Diremos que « € A raiz de p(z) tiene multiplicidad mult(a) = m si
p(z) = c(x)(z — a)™, con m maximo.

Teorema 9 Sean D dominio de integridad, p(x) € D[x] de grado n, y sean
aq, ..., q, las raices de p(x) en D. Entonces

> mult(a;) < n
i=1

DEMOSTRACION.
Consideramos induccién en deg(p(x)). Sea n =1 p(z) = ag + a1
si o € D es raiz de p(z), entonces por el corolario anterior
p(r) =a(r—a),y ap+a1z # a(xr—a)? (por el grado), luego mult(a) = 1,
y no existe otra raiz § € D, a # 3, ya que p(f8) = a( — «) # 0.
Supongamos cierto para deg(p(z)) < n y a; raiz de p(z), mult(oq) = my
por el corolario anterior aplicado my veces p(z) = (v — o)™ q(z),
donde «a; no es raiz de ¢(x), ya que mult(ay) = mq, y

si g(z) no tiene mas raices en D, entonces «; es la tnica raiz de p(x) y

mult(oq) < deg(p(z)),
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si q(z) tiene raices ag,...,a, en D, que también lo son de p(x), y
como deg(q(x)) < deg(p(x)) por la hipdtesis de induccién
> mult(a;) < deg(q(x)) = deg(p(z)) — my

i=2
(D es DI), y se tiene

zr:mult(ai) < deg(p(x)).

i=1

- Si A no es DI el numero de raices puede ser superior al grado del
polinomio:

EJEMPLO:

Proposicién 7 Sea, f(x) = ap + a1z + -+ - + a,a™ € Zz], y a/b € Q una
raiz de f(z) en Q. Si a,b son primos entre si se tiene que alag y blay,.

DEMOSTRACION.
f(a/b) = ap+ ai(a/b) + - - - + a,(a/b)" = 0, multiplicando por b",
= bag+ab" ta+- - +aa® = Vag+a,a”+ab(a b+ - -+ a,_1a"?)
= b"ap = a(—a,a™t — bla b+ -+ + ap_10™?)) = alb"a,,
y como (a,b) =1 = alay (analogamente blay,).

Anillos de polinomios con varias indeterminadas

Definicién 12 Definimos el anillo de polinomios Alxq,...x,| con n inde-
terminadas con coeficientes en el anillo A inductivamente por

Alxy, zo] = (Alxa)) [z, ...y Alxy, .o 2] = (Alxy, -0 T ]) [20).
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Es decir A[xy, ..., x,] = A[z1][za] - - - [xn—1][2n], ¥ los polinomios de A[xy, . ..

se expresan como suma de monomios

_ i1 i
p(ZE1, e ‘xn> - Z Ajy,..in Ty " Ty
donde a;, . ;, € A son los coeficientes.

Nota. Con esta definicién es claro que dos polinomios son iguales si y
solo si, lo son todos los coeficientes de ambos.

Corolario 5 Si D es dominio de integridad = D[z, ..., x,] es dominio de
integridad, y las unidades de D[zy, ..., x,] son las de D.
DEMOSTRACION.

Se deduce del teorema similar para una indeterminada.

Nota Sin > 1, Alxy,...,z,] no es en general un dominio de ideales
principales, aunque A fuera cuerpo.

EJEMPLO:
Sea Q[z1, x2), el ideal (z1,z5) no es principal:
Si(x1,22) = (p(x1,22)) = 1 = @1 (21, 22)p(21, 22), =
1 =deg,, (1) = degy, (q1(x1, 22)) + degy, (p(x1, x2))
= p(21, T2) = a(x2)z1 + b(22) y como @3 = g2(21, T2)p(21, T2)
0 = degy, (x2) = degy, (q2(x1,x2)) + degy, (p(21, 22))

= deg,, (a(x1,22)x1 + b(29)) =0

= a(zr1,19) =0 = 21 = q1(x1, 2)b(x2) = b(x2) = cte. (contradicién).

Nota Existe un algoritmo (mucho mas complicado que para el caso de
una indeterminada ) para un tipo de divisién de polinomios en varias inde-
terminadas dado por las bases de Grobner.
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1.4 Divisibilidad. Dominios Euclideos

Vamos a estudiar la divisibilidad en un dominio de integridad.

Definicién 13 Dados a,b € A anillo, diremos que a divide a b, alb, si 3¢ €
A yb=ac (b es miltiplo de a).

Se tiene en A que alb < (b) C (a).

Se tiene que u € A es unidad < ul1.
Definicién 14 Diremos que a,b € A son asociados, (a ~ b) si alb y bla, y
entonces a = ub donde u € A es unidad (tiene inverso).

- Las unidades de A son los asociados de 1.

- Diremos que a a es un factor propio de b si alb y b no divide a a y a no

es unidad.

Definicién 15 Sea A anillo, decimos que d es mdximo comun divisor de a
y b, med(a,b) = d (6 (a,b) = d), sid|a, db, y si 3d € A con d'|a, d|b

entonces d'|d.
Noétese que el med es el maximo respecto de la relacion de divisibilidad
(en general no tenemos relaciones de orden para cualquier anillo A).
EJEMPLOS:
- En Z es el maximo comun divisor usual.
Existen anillos donde no es posible considerar maximo comun divisor:
- Sea el dominio de integridad Z[v/—5] = {a + by/~5: a,b € Z} C C,
consideramos 2(1 + 1/=5),6 € Z[v/=5], y tenemos que
6 = (1++/=5)(1 —+/=5) =2-3, se tiene que
2y (14 +/=5) son ambos factor comin de 2(1 +1/=5) y 6,
pero 2 no divide a 1 4+ /=5, y 1 + /=5 no divide a 2.

Notas (1) El maximo comun divisor es tinico salvo producto por unidades.
Es decir podriamos escribir med(a, b) ~ d.
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(2) Diremos que a,b € A son primos entre si cuando med(a,b) ~ 1.

El maximo comun divisor verifica las siguientes propiedades:

(1) Definimos el méximo comin divisor (ay,...,a,) ~ d si d verifica
(a1,a2) ~ dy, (di,a3) ~ da,...,(d,—1,a,) ~ d.
Se verifica similar al caso de dos elementos que d|ay, . .., d|a, ysid'|aq, . .., d|a,

entonces d'|d.

(2) ((a,0),¢) ~ (a,(b;c)).
(3) c(a,b) ~ (ca,cb)

Dominio euclideo

Vamos a considerar dominios donde exista division entera similar a la de
los niimeros enteros.

Definicién 16 Un dominio de integridad D es dominio euclideo (DE), si
existe una aplicacion § : D \ {0} — N (funcién de grado) verificando si
a,b € D, con bla, 6(b) < (a), y tal que ¥ a,b € D, b # 0, 3 ¢, € D
verificando a = bc+1 y sir # 0 entonces 0(r) < d(b).
EJEMPLOS:
-(Z,5 =1 1), (| | valor absoluto) es dominio euclideo.
- (Fx],0 = deg), F cuerpo, es dominio euclideo.
-(Zlil, =] 1), (| |= II> |l || norma) es dominio euclideo.
Para ver esto tltimo sean a + ib, ¢ + id € Z[i], consideramos
a+ib  (a+ib)(c—id) (a+1ib)(c— id)
c+id  (c+id)(c—id) 2 —d?

=a+1if, a,0 € Q

y sean h, k € Z tales que | — h| < 1/2, |8 —k| <1/2 =
a=h+d, f=k+p conl|a| <1/2, 8] <1/2, =

a+ib = (c+id)(a+if) = (c+id)(h+ /) +i(k+ ) =

= (c+id)(h +ik) + (c+ id)(a/ +if") = (c+id)(h + ik) + (r1 +ira),
con 11,19 € Z, ya que 1 + iry = a +ib — (¢ + id)(h + ik) € Z]i],
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y se tiene que
|71 +ira| = |(c +id) (o +iB)] < (e +id)[((1/2)* + (1/2)?) < |(c + id)|

En un dominio euclideo podemos verificar facilmente si un elemento divide
a otro.

Proposicién 8 Dados a,b € D dominio euclideo, si alb y §(a) = 0(b), en-
tonces a y b son asociados.
DEMOSTRACION.
Consideramos a = bc 4 r con §(r) < 6(b), si r # 0, como alb, b = aad’ =
r=a—bc=a(l —dc),esdecir alr = §(a) < §(r) < §(b)
(y como 6(a) = (b)) = r =0, bla = a y b son asociados.

Lo contrario no es cierto, en Z[i], 6(344i) = 6(5) = 25 y no son asociados.
Corolario 6 a € D, D dominio euclideo, a # 0 es unidad < §(a) = (1)

DEMOSTRACION.
=) como a es unidad a|l = §(a) < §(1), y lla y 6(1) < d(a).
<) 1lla = y d(a) = (1) = a ~ 1 es decir a es unidad.

Teorema 10 D es dominio euclideo = D es dominio de ideales principales.

DEMOSTRACION.

(Similar a la de anillos de polinomios)
Sea (0) # I C D ideal = 30 # ¢ € I con 6(g) minimo para 1.

Sea p € I por el algoritmo de division, 3 ¢, € D
con 6(r) <6(q),sir#0yp=cqg+r, =
r=p—cqgelyd(r)<di(q)

(por la definicién de ¢, su grado es minimo en I) =

r =0, p=cqy entonces I C (q)D.
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Lo contrario no es cierto en general, hay dominios de ideales principales
que no son dominios euclideos

EJEMPLO:

El dominio D = {(a+b/2)+ (b/2)v/—19 : a,b € Z} es dominio de ideales
principales y no es dominio euclideo (la demostracion excede en dificultad a
este curso).

Algoritmo de Euclides

Vamos a demostrar que un dominio euclideo existe maximo comun divisor
dando un algoritmo para su calculo.

Teorema 11 Sea (D,0) dominio euclideo, entonces ¥ a,b € D — {0} si
a=bc+r,r#0 cond(r)<db), med(a,b) ~med(b,r).

DEMOSTRACION.
Sean med(a,b) ~ d, y a = bc+r con §(r) < 6(b) =
r=a—be, y como d|a, d|b = d|r,
ysid|b, d'|r = d'la=bc+r = d|d, y med(b,r) ~d

Vamos a construir el algoritmo de Euclides para obtener el maximo comun
divisor mcd(a, b). Consideramos

a =becy + 1 con 6(ry) < 6(b), sir #0

b=r1ca+ 19 con 0(rg) < §(ry), si g #0

ro =1r1c3 + 13 con 0(r3) < 0(ry), siry #0

Tp—3 = Tpn—2Cp_1 + Tp_1

y como 0(ry) > 0(ry) > d(r3) > -+, existird un r,, = 0, n < (b)) — 1,
y por tanto r,_o = r,_1¢,, v por el teorema anterior

d ~ (a’7b) ~ (b7 Tl) ~ (T17T2) N Y (Tn—2arn—1) ~Tp-1.

Como consecuencia del algoritmo anterior

d= Tn—1 = "Tp-3 — I'n—2Cr—1 Y COINO

Th—2 =Tn-4 = Tp-3C—2, "'n—3 = Tn—5 — T'n—4Cr_3,

sustituyéndolos en la férmula anterior, en un proceso recursivo obtenemos
d=7ry 1=7Tn3—Th2C1=" "=+ Mb
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Llamaremos a d = Aa+ pub, identidad de Bezout, si mcd(a, b) = 1 entonces
I\ u, vy 1= Xa+ ub.

Ecuaciones diofanticas

Consideramos la ecuacion diofantica ax 4+ by = c en Z, la ecuacion tiene
solucién si y solo si med(a, b)|c:

Sea d = mcd(a,b), con ¢ = c'd

con el algoritmo de euclides I\, 4 € Z con d = A\a + ub

entonces (¢’A)a + (du)b = ¢d = ¢, da una solucién a la ecuacién, la
solucién no es unica.

Las soluciones son de la forma ¢\ + tb, ' — ta, t € Z:

en efecto, sean a’d = a,b/d = b, tenemos \a + ub = 1, si k, t verifican
(A+Ek)d' 4+ (p+t)b =1 como Aa'+pb =1 = ka' +tb' =0 = ka’ = —tV'
como med(a’, V) =1=d |tylV | k= kbd =—-tdV =k =1

luego (A +t'b)a’ + (u—t'a )b =1 = (A+t'V)a+ (u—1t'a")b = d Vt' luego
para t'd tenemos (A + t'db)a + (p — t'da’)b = d =

A+tba+ (p—ta)b=d,y

multiplicando por ¢’ tenemos (A* 4+ t*b)a + (u* — t*a)b = ¢

Teorema chino del resto

Teorema 12 Dados n,m primos entre si se verifica
Ly o Ly X L.
DEMOSTRACION.

Dados m,n primos entre si = med(m,n) =1= Ja,by 1 =am+ bn
consideramos = = fam + abn = v = a(m) y x = f(n), ya que
r —a = fam+ abn —a = fam + a(bn — 1) = fam + a(—am) € (m)

entonces f : Zyn — 4, X 74, dada por
c+ (mn) = (c+ (m),c+ (n))
es isomorfismo y f~'(a+ (m), 8+ (n)) = x + (mn).

Dominio de ideales principales

En un dominio de ideales principales, D, a,b € D, alb < (b) C (a).
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Definicién 17 Dados a,b € A definimos el minimo comin miltiplo mem(a, b) =

m (la,b] =m), sialm, bjm, y si 3m’ € A con a|m’, bjm’ entonces m|m'.

EJEMPLOS:
- En Z es el minimo comin multiplo usual.

Existen anillos donde no es posible considerar minimo comun multiplo (el
considerado anteriormente):

- Sea el dominio de integridad Z[\/—5] = {a +bv/—5: a,b € Z} C C,
consideramos 2, 1++/—5 € Z[y/—5], como 6 = (1++/=5)(1—v/—=5) = 23,
se tiene que 6, 2(1 + +/—5) son multiplos de 2, y (1 + v/—5),

pero 6 no divide a 2(1 + +/—=5), ¥y 2(1 + v/—=5) no divide a 6, y como
2, 1++/—5 son irreducibles (ver mas adelante) no pueden ser otros los posibles
mem.

En un dominio de ideales principales existe maximo comun divisor y
minimo comun multipo

Por ser dominio de ideales principales la suma de ideales, y el producto
de ideales es un ideal principal.

(i) (d) = (a) + (b) = (a) C (d), (b) C (d) = dla, d|b,
y sid'a, d'|b = (a) C (d), (b) C (d) = (d) = (a) + (b) C (d) = d'|d.
(i) (m) = (a) N (b) = (m) C (a)

y st alm’, ojm" = (m') C (a), (M) C (b) =

(m') C (a) N (b) = (m) = m|m/.

, (m) C (b) = a|lm, blm,

Nota En un DIP se verifica que el med(a,b) = d es d = Aa+pub, (identidad
de Bezout).

Corolario 7 En un dominio euclideo existe minimo comiun multiplo.

1.5 Dominios de factorizacion uinica

Vamos a estudiar los anillos que, como los enteros, admiten descomposicion
de sus elementos en producto de irreducibles.

27



Definicién 18 Diremos que ¢ € A q # 0, es irreducible si ¢ no es unidad, y
si ¢ = ab, entonces a 6 b son unidades.

EJEMPLOS:

- Los ntimeros primos en Z son irreducibles.

- 72 4+ 1 en RJ[z] es irreducible (no tiene raices en R).

A partir de este punto consideraremos todos los anillos dominios de inte-

gridad.

Definicién 19 Dado a € D (DI), a = pips---ps €s una factorizacion en
wrreducibles esencialmente unica si los p; son irreducibles, y st a = q1qa - - - G
entonces s = r y existe una permutacion vy de {1,2,...,s} y se verifica que

Vie{l,2,...,5}, i ~ qy0)-

EJEMPLO:

- La factorizacién en Z.
Definicién 20 D (DI) es Dominio de factorizacion unica (DFU) si todo
elemento que no sea unidad admite una facorizacion en irreducibles esencial-
mente unica.

EJEMPLO:

- Z es DFU con la factorizaciéon en primos. En este caso el tinico asociado
a p, distinto de p, es —p.

Existen dominios de integridad que no son de factorizacion tinica ya que
la factorizacion no es esencialmente unica. Consideramos:

- El dominio de integridad Z[v/=5] = {a + bv/=5: a,b € Z} C C no es
DFU.

Para demostrarlo veamos primero que las unidades son 1, —1.

Consideramos la norma |a + by/—5| = a* + 5b* € Z, que verifica
[(a+bv/=5)(c+dv=5)| = |a+ byv/=5||c + dv/=5],

entonces u € Z[y/—5] es unidad si 3 v € Z[v/=5] con uv = 1

= 1=|w|=ullv] = |lu/=1=ad®+5=1=a*=1=a==+l.
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Sean las factorizaciones 6 = (1 ++/—5)(1 — +/—5) = 2 - 3, aplicando la
norma podemos ver que

1+ +v/—5,1—+/-5,2,3 son irreducibles, y
1+vV—5=2,14+/=bx3, 1—1/—5x2,1—+/=5x3.

Existen dominios de integridad que no son de factorizacion tinica ya que
no existe factorizacion finita en irreducibles:

- Sea Q[{z'/"},n € NJ (expresiones polinomicas en potencias de los /™,
entonces x = x'/2gl/? = g\2pV V4 = 121451 /81/8 = ... no admite
factorizacion finita.

Definicién 21 p € D es primo si p no es unidad, y si plab entonces pla ¢
plb.

EJEMPLO:

- En Z los primos e irreducibles son los primos.

- En Z[v/—5], 2 no es primo ya que 2|6 = (1 +v/=5)(1 — v/=5)

y 2 no divide a 1 + /=5, ni a 1 + /=5 y es irreducible.

- En Z[7] si un primo es suma de cuadrados p = a® +b* = (a +ib)(a — ib)

no seria irreducible, por ejemplo 2, 5.

Proposiciéon 9 Todo primo p # 0 es irreducible.
DEMOSTRACION.

Supongamos p primo y sea p = pips = p|p1p2 (p primo) = p|p1 6 p|p2 ,
y si suponemos p|p; como pi|p = p ~ p; y por tanto py es unidad.

Nota En general todo irreducible no es primo: En el ejemplo anterior
2 € Z[v/—5] es irreducible y no es primo.

Proposiciéon 10 Si D es DFU, entonces todo irreducible p # 0 es primo.

DEMOSTRACION.

Sea p # 0 irreducible y plab, con a = p1pa--ps, VO=q1q2--- ¢ y
i, q; irreducibles = pc = ab con ¢ = ¢; - - - ¢, ¢; irreducibles, y
per - cp =pip2- - Psqige - gy (como D es DFU) =

dp; 6 g conp~p; 6p~q; = pladplb
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Proposicién 11 Si D es DFU, entonces, y p € D — {0} (p) C D es ideal
primo < p es irreducible (o primo).

DEMOSTRACION.
=) Si plab = ab € (p) = ((p) primo) a € (p) o b € (p) = pla o plb.

<) Sea ab € (p) =ab = cp = plab = (p primo) pla o p|b = a € (p) o
be (p).

La antepentltima propiedad nos permite caracterizar los DFU.

Teorema 13 Sea D dominio de integridad tal que todo elemento admite una
factorizacion en irreducibles, entonces:

D es DFU (la factorizacion es esencialmente inica) < todo irreducible
es primo.

DEMOSTRACION.

=) Es una de las proposiciones anteriores.

<) Sea 0 # a € D no unidad, y a = p1ps - - - ps, los p; irreducibles,

una factorizacién, veamos que es esencialmente tinica:

hacemos induccion en el niimero de factores s, sea s = 1,

es decir a irreducible, si a = ¢1¢3 - - - g, los ¢; irreducibles = ¢;|a =

(a irreducible) a = quu, (u = g2 - - ), irreducible y a ~ ¢;.
Supongamos que es esencialmente tinica para s — 1 factores,

y sea a = pip2---Ps = qiG2 " * - ¢, l0S pj, q; irreducibles, =

p1lqige - ¢ y como py es primo = pi|q1 6 p1]gz - - - ¢r, esto tltimo =
P1lg2 6 pilgs - - - v, siguiendo el proceso tenemos pi|gi 6 pilga 6 ... 6 pilgy,
supongamos py|qx (irreducibles) = ¢ = up;, v unidad =
a=pip2--"Ps = q192 " Qk—1 " UP1 * Qr41 " " Gr =

b=ps- " ps=q1q2 " Qr_1 " Qes1- - ¢ tiene una factorizacion con s — 1
elementos y por la hipétesis de inducién s — 1 =r — 1, (luego r = s)

y existe una permutacién vy de {2, ..., s} y se verifica que
Vie{2,...,5} pi ~ gy que junto con p; ~ g da el resultado.

Proposicién 12 Si D es DFU, entonces ¥ a,b € D eziste med(a,b) y
mem(a, b).

30



DEMOSTRACION.

Similar a Z el med(a,b) es el producto de los irreducibles comunes a a y
b con el menor exponente, y el mem(a,b) es el producto de los irreducibles
comunes y no comunes con el maximo exponente.

Corolario 8 Sea D es DFU, entonces ¥ a,b € D, si d = mcd(a,b), m =
mem(a,b), entonces dm = ab.

Corolario 9 Sea D es DFU, si albe, y med(a,b) =1, entonces alc.
La existencia de mcd nos da un criterio para DFU.

Teorema 14 Sea D dominio de integridad tal que todo elemento admite una
factorizacion en irreducibles, entonces:

D es DFU (la factorizacion es esencialmente tinica) < ¥ a,b € D existe
med(a,b).

DEMOSTRACION.
=) Visto en la proposicién anterior.

<) Por la caracterizacién dada, veamos que todo irreducible es primo,
sea ¢ irreducible con g fa, ¢ Jb =

(q irreducible) (¢,a) ~ 1y (¢,b) ~ 1 =

(gb,ab) ~ b, y como (b,1) ~ 1, = (gb,q) ~ q =

1~ (g,b) ~ (g, (gb,ab)) ~ ((q,qb), ab) ~ (g, ab) = q fab.

Teorema 15 Todo dominio de ideales principales es dominio de factorizacion
unica (DIP = DFU).

DEMOSTRACION.

Veamos en primer lugar que todo elemento de D admite factorizacion en
irreducibles.

Supongamos 3 a € D que no admite factorizacién en irreducibles, veamos

entonces que existe una sucesion infinita {an}n cN> con Api1|Gn:

Sea a = a, = a1by, ai, by no son unidades, y a; 6 b; no admiten
factorizacién finita en irreducibles, (supongamos a;) y aq|ao ,
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supongamos existen ay, . . . a, verificandolo

a, no admite factorizacion en irreducibles, luego a,, = a, 110,11

y podemos suponer a, 1 no admite factorizacién en irreducibles =
continuando el proceso, existe {an}, N, CON @ y1|ay.

Entonces existe una cadena creciente infinita de ideales
(a0)D ¢ (a1)D ¢ (az)D & -+ (an)D & (ans1)D & -+ -,

pero I = U;so(a;)D es un ideal de D (facil comprobacién) =
I'=(a)Dy3kconac(a)D =

a=acya,=ac = a=acdc= dc=1, ¢ ¢ son unidades e

I =U;so(a;)D = (a)D = (ar)D = (ar)D = (ap41)D = -+ = a ~ ap41,
contradicién con que a; no admite factorizacion en irreducibles.

La factorizacién es esencialmente tinica por la caracterizacion anterior, ya
que en un DIP existe mcd.

Corolario 10 Todo dominio euclideo es dominio de factorizacion unica.
Corolario 11 En un DE y en un DIP mcd(a,b) - mem(a,b) = ab.

Nota DE = DIP = DFU =- DI, y las implicaciones en sentido contrario
no se dan.

- DI # DFU, ejemplo: Z[v/—5].
- DFU # DIP, ejemplo: Z[z], (se demostrara mas adelante).
- DIP # DE, ejemplo: {(a +b/2) + (b/2)v/—19: a,b € Z}.

Proposicién 13 Si D es DIP, entonces
(p) es ideal primo < (p) es ideal maximal.

DEMOSTRACION.

Ya sabemos que todo ideal maximal es primo.

Sea (p) ideal primo = (por lo anterior) p es irreducible, y supongamos
J(a) ¢ D con (p) C (a) = p=ab

y como p es irreducible b es unidad y (p) = (a).
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Corolario 12 Sea F cuerpo, y p(x) € F[z] irreducible, entonces F[z|/(p(z))F[z]
es cuerpo.

DEMOSTRACION.
F cuerpo = Fz] DE = F[z] DIP = (p(z)) ideal primo y maximal =
Flx]/(p(x))F[z] cuerpo.
Nota Con lo anterior podemos construir cuerpos finitos. Por ejemplo

Z,[z]/(q(z)), p primo, q(z) irreducible de grado d es un cuerpo con p? ele-
mentos.

1.6 Factorialidad de anillos de polinomios

Vamos a demostrar que los anillos de polinomios con coeficientes en un DFU
son también DFU.

Definicién 22 Dado D DFU, llamaremos contenido de f(x) = ag + a1x +
o Fapx™ € Dlx], a c(f) = med(ag, ay, ..., a,). Diremos que f(x) es primi-
tiwo si c(f) = 1.

Nota (i) Todo polinomio f(z) = ¢(f)fi(x), con fi(z) primitivo,

vaque sic(f) =c¢, fi(z) =aj+ajx+---+a,z", a;, =cal,y

c=(agp,ai,...,a,) = (cag,cay,...,ca,) = clay,ay,...,al,)

= (ag, a},...,a,) =1

(ii) Si f(z) = a1 fi(z) = cafo(x), con fi(z), fo(z) primitivos =

1 ~ ey fi(z) = ufo(x), u unidad en D, es decir fi(x) ~ fa(x) en Dlx].

Para comprobarlo consideremos fo(z) = aj + afz + -+ + a2 =

¢ = ci(ag, ay, ... al) ~ (ag,a,...,a,) = (caag, coaf, ... coall) ~ co =
co = ucy, v unidad y f(x) = ¢ fi(z) = uey fo(x) = fi(x) = ufo(x)
EJEMPLO:

En Z[z], 82% + 62+ 10 = 2(42? + 3z +5), tiene contenido 2 y 42 + 3z +5
es primitivo.

Vamos a extender el contenido a polinomios sobre el cuerpo de fracciones.
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Proposicién 14 Sea D es DFU, K cuerpo de fracciones de D, y f(x) €
K{z], entonces f(x) = afi(x), a € K, fi(z) € D[z]| primitivo, y la factori-
zacion es unica salvo producto por unidades de D.
DEMOSTRACION.

flz)=ap+ a1z + -+ apa™ € Klz|, oy = a;/b;, a;,b; € D, b; # 0,

sea b=TI["yb; #0, bf(x) € D[z] y bf(z) = cfi(x), con c € D

y fi(z) € D[z] primitivo, luego f(x) = (¢/b) fi(x), con a = ¢/b € K.

Sean f(z) = (a/b) fi(x) = (a'/V) fo(x), a/b,d’/V € K

y fi(x), fo(x) € D|x] primitivos = ab' fi(z) = a’bfa(x) en D]x]

= fi(z) ~ fo(z) en D[z], y ab' = u(a’b) , con u unidad en D =

(a/b) = u(a'/V)

Nota Como en polinomios con coeficientes en D, tenemos para los poli-

nomios sobre el cuerpo de fracciones de D el contenido de un polinomio
f(z) = afi(x), con @« =a/be Ky fi(x) primitivo.

Corolario 13 Si f(z),g(x) son primitivos en Dlx] y asociados en K|x]
(K = cf(D)), entonces son asociados en D|x].
DEMOSTRACION.

Sea f(z) = ag(z), a = a/be K = bf(x) = ag(z) en D[z] = (f(z), g(z)

primitivos) a ~ ben D = a = ub, u unidad en D = «a = a/b = u unidad en

D.

Proposicién 15 (Lema de Gauss) En D|x] con D DFU el producto de poli-
nomios primitivos es primitivo.
DEMOSTRACION.
Sean f(x), g(x) primitivos en D]z] tales que f(z)g(x) no sea primitivo
= I p € D irreducible (primo) con p ff(z), p fg(z), y p|f(x)g(z)
& f(x)g(x) € (p)Dlz], f(x) ¢ (p)D[z] y g(x) ¢ (p)Dlx],
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es decir, (p)D[z] no es ideal primo, pero
Dz] D A
(p)Dlx] — (p)D

es DI, ya que (D/(p)D) es DI, pues 0+ (p) no tiene divisores de cero por
ser p irreducible.

Proposicién 16 Sea D DFU, si f(x) € Dlz| tiene grado positivo y es irre-
ducible en Dlx|, entonces es irreducible en K[z] (K = cf(D)).

DEMOSTRACION.
f(z) € D[z] con deg(f(x)) > 1 e irreducible en D[z] = f(x) es primitivo,
sea £(z) = 71 ()95(2), 1(2), 72(2) € K[z], de grados > 1 =

f(x) = c(m)e(r2) f1 (@) f3(x), con fi(z), f5(x) € D[] primitivos,
c(m),c(y2) € K = ff(x)f;(x) es primitivo (lema de Gauss) =

f(@) ~ fi(@)f5(x) en Dlz] = f(z) = wfi(2)f;(x) (u unidad), =

f(z) es reducible en D[z|, contradicién.
Teorema 16 Si D es DFU, entonces D[z] es DFU.

DEMOSTRACION.

Veamos en primer lugar que todo f(x) € D[z] admite una factorizacién
en irreducibles:

f(z) = c(f) fi(x) con fi(z) primitivo, si fi(x) no es irreducible,
fi(x) = q(x)p(x), deg(q(z)) < deg(fi(x)), deg(p(x)) < deg(fi(x))

y son primitivos y si no son irreducibles podemos factorizarlos =
(en un numero finito de pasos)

fi(@) = q1(x)ga(z) - - - ¢ (x) con r < deg(fi(x), y los ¢;(x) irreducibles,
por otra parte ¢(f) = pips - - - ps, los p; irreducibles (D DFU) =

f(x) = c(f)filw) = pip2- - psqa(7)ga(z) - - - g () en Dlz].

Veamos ahora que la factorizaciéon es esencialmente tinica: sean
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f(@) = pipa - - psr(¥)qa(2) - - - () = Phply - - Py (7)o () - - - 4, ()
como los ¢;(z), ¢i(x) son irreducibles en D[z], son primitivos =
¢1(2)ga(x) -~ q- (%), y q1(2)g5(2) - - - g, (%) son primitivos (lema de Gauss)

= asociados en D[z] =

@ (2)q2(2) -+ - ¢ (2) = ugy(x)gh(z) - - - ¢, (x), u unidad,
¢i(x), q.(z) son irreducibles en D[z| y grado > 1 =
¢i(x), q.(z) son irreducibles en K[x], K = c¢f(D) (proposicién anterior)

= (como K|[z] es DFU) las dos factorizaciones son esencialmente unicas
= r = m y existe una reorganizacién de indices con ¢;(z) ~ ¢;(z) en K|[z]
= (por un corolario anterior) ¢;(x) ~ ¢j(x) en D[z]

por dltimo como pips -+ - ps ~ pipy -+ - py en D(como D es DFU)
las dos fatorizaciones son esencialmente tinicas =

/

s =t y despues de una reorganizacion de los indices ¢; ~ c;.

Corolario 14 Si D es DFU, entonces Dlxy,...,x,| es DFU.

DEMOSTRACION.
D DFU (por el teorema anterior) = Dlz| es DFU
(por el teorema anterior) = (D[z1])[zs] es DFU
= ... = (por el teorema anterior)

(- (D[x1])[z2]) - - )[&n] = D[x1, ..., x,] es DFU.

Nota.

F[z] tiene infinitos polinomios irreducibles:
Sean s polinomios irreducibles, veamos que f(z) = pi(z)---ps(s) + 1
es irreducible, ya que si no lo es, existe p;(x) irreducible y

pi@)| () = pi(@) -+ pa(s) + 13 pi@)lpa(a) - puls) =
pi(x)|1, que no es posible.
EJEMPLOS:

- Z[z] es DFU.
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- Q[z1,...,x,] es DFU.

Para acabar estableceremos que los anillos de polinomios sobre un cuerpo
son noetherianos, es decir todos sus ideales son finitamente generados.

Teorema 17 (de la base de Hilbert) Sea A anillo noetheriano, entonces
Alxy,...,xz,] es noetheriano.

1.7 Criterios de irreducibilidad

Vamos a estudiar la irreducibilidad en anillos de polinomios sobre un DFU
y sobre su cuerpo de fracciones. Supondremos en esta secciéon que D es un

DFU, y K = cf(D).

Si un polinomio f(z) € Dlxz] tiene raiz o € D, factoriza f(z) = (z—a)g(x)
en Dlz], y no serd irreducible. Vamos a ver en primer lugar cudles son las
posibles raices de un polinomio.

Proposicién 17 Sean D DFU, f(x) = ap + ez + -+ - + a,a™ € Dz, y
a/be K = cf(D) una raiz de f(z) en K. Sia,b son primos entre si se tiene
que alag y blay,.

DEMOSTRACION.

Analoga a la de polinomios en Z seccién 1.3.

Nota (i) Los polinomios de grado 1 en D|x] con coeficiente principal 1
son irreducibles ya que solo se podrian factorizar en polinomios de grado 1.

(ii) f(z) € D[z] ménico de grado 2, ¢ 3 es irreducible < no tiene raices
en D.

Si f(x) es reducible como es moénico los factores tienen que ser de grado
positivo y monicos, y por tanto uno de ellos de grado 1 = f(z) tiene una
raiz en D.

iii) f(x) € Dlz] de grado 2, 6 3 es irreducible en K[z] < (K = c¢f(D))
no tiene raices en K.

En Z[z], (z? 4+ 1)? es reducible sin raices.
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Proposicién 18 f(x) € Dz] de grado > 1, entonces f(z) es irreducible en
D(z] & f(x) es irreducible en K|x] y c(f) = 1.
DEMOSTRACION.

Visto en la seccién anterior.
Cambiando por traslacion la indeterminada tenemos

Proposicién 19 f(x) € Dz] de grado > 1, entonces son equivalentes:
(i) f(zx) es irreducible en D[z].
(i) f(x + a) es irreducible en D[z] ¥V a € D.
(i) 3a € Dy f(x+ a) es irreducible en D[z].

DEMOSTRACION.
(i) = (ii)) Sida € D con f(x+a) = g(z)h(z) =
flz)=f(x+a—a)=g(x—a)h(x —a) = f(z) es reducible en D[z].
(ii) = (iii) Evidente.
(ili) = (i) Si f(z) = g(x)h(z) = Vae D f(x+a) =g(z+a)h(z+a) =
f(z 4 a) es reducible en Dx], Va € D.

Si un polinomio es irreducible también lo es si se considera el polinomio
en "sentido contrario”.

Proposicién 20 f(z) = agt+a;x+- - -+a, 12" ' +a,z" € D[z] es irreducible
en D[x] & g(x) = apz™ + a1z + -+ + ap_17 + a, es irreducible en D[z].
DEMOSTRACION.

Si g(z) = h(z)k(z) en D[z] = g(1/x) = h(1/2)k(1/z), deg(h(x)) = r

= a"g(1/x) = 2"h(1/x)k(1/x) = a"h(1/z)2™ "k(1/x), y como

2"g(1/z) = 2"(ao(1/2)" + ar(1/2)" " + - + an1(1/2) + an) = f(2),

si h*(x) = (2"h(1/2)), y b*(z) = (2" Tk(1/2)) = f(z) = h*(@)k*(2).

Analogamente en sentido contrario.
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Proposicién 21 (Criterio de Eisenstein) Sea D DFU, y f(x) = ag + a1z +
coo a2+ aa™ € Dlx], n > 1 y primitivo. Supongamos que existe
p € D idrreducible verificando plag, play , ..., plan_1, p fan, p* fao, entonces
f(z) es irreducible en Dl[z].
DEMOSTRACION.
Supongamos f(x) reducible, es decir existen polinomios primitivos con
ag+ a1z + -+ a2 = (b + bz + -+ b2%)(co + 1@+ -+ a2 0)
y como plag = bycy = (p primo) p|by, 6 p|co,
y como p? fag podemos suponer plby, y p fco,
como a; = bocy + bico, y plas, plbo, p fco = plby
supongamos 3 k con p|bg, plby ..., plbk_1, ¥ P fo
como play = bocs + - -+ + by—1¢1 + brco = plco
contradicién que nos da que p|bs = pla, = bsc,_s (contradicién), y
f(z) es irreducible.

Por lo anterior para el polinomio reciproco, tenemos el criterio

Proposicién 22 (Criterio de Fisenstein *) Sea D DFU, y f(x) = ap+ajz+
st a1 " M+ ax™ € D], n > 1 primitivo. Supongamos que existe p € D
irreducible verificando plan, plan_1 , ..., plai, p fao, P* fan, entonces f(x)
es irreducible en D[x].

Nota Podemos usar los criterios anteriores en los polinomios Z|[z], Qlz],
Qlz,y] = (Q[z])[y], o con mas indeterminadas.
EJEMPLOS:

- 2% + 423 + 1022 + 2z + 6 € Z[x] es irreducible con p = 2 por el criterio
de Einsestein.

- q(z,y) = y® + 2%y* + 22 + 2y + 2y + 22y — 1 € Z[x,y] es irreducible
por el criterio de Einsestein con p(x) = x + 1 irreducible y

g, y) =y +x(x+ 1)y  + 2+ Dy + (z — 1) (z + 1)
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Proposicién 23 (Criterio modular) Sea f(z) = ag+ax+ -+ +ap_12" ' +
ap,x™ € Zzx], n > 1 y primitivo. Supongamos que existe p € Z primo con

p fan, y tal que f(x) = Go+az+- - -+ap_12" ' +a,2" cona; = a;+(p) € Z,
es irreducible en Z,[x], entonces f(x) es irreducible en Zx].
DEMOSTRACION.

Por reducién al absurdo, supongamos que f(z) = g(x)h(z) en Z[z],

entonces para todo primo p fa,, @, # 0, y como a, = bymCp_m

(b, Cn—m coeficientes principales de g(z) y h(x) respectivamente)

= D Mo, P fen-m, Y bm # 0, Coom # 0,y

f(x) = g(z) - h(z) en Z,[z] es reducible para todo primo p.

EJEMPLO:

Sea x! + 62° + 422 + Tz + 5 € Z[x], médulo 2 en Zs[x] es X* +x + 1

que no tiene raices en Zs, y la inica descomposicién posible en Zs[z| seria:

z*+r+1= (2 +ax+1)(z*+bxr+1) con a,b € {0,1} = Zy lo cual no
es posible

Irreducibles en Z[i]

Los irreducibles en Z[i] son de la forma siguiente:

(i) £p, £pi, si p primo en Z, con p = 3(4)

(ii) a + bi con norma |a + bi| irreducible en Z

La demostracion se sigue de los siguientes resultados:

(i) 2 # p € Z primo en Z es irreducible en Z[i] <
p#a®+ b= (a+ib)(a—1ib) & p=3(4)

(ii) Pequetio teorema de Fermat:
sea p € Z primo, y b € Z y p no divide a b, = 0’ = b(p).
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Chapter 2

Grupos

2.1 Primeras nociones

Definicién 23 Llamaremos grupo a un conjunto G con una operacion
(- producto),(denotaremos a - b = ab)
- G x G — G verificando las propiedades:
(i) Asociativa : ¥ a,b,c € A, a(bc) = (ab)c
(ii) Elemento neutro: existel € G yVa€G,a-1=a-1=a
(1ii) Elemento inverso: ¥ a € G, ezistea™* € G yaa™' =a la=1
Nota El grupo G es conmutativo o abeliano, si V a,b € G, ab = ba y en
dicho caso denotaremos la operacién por la suma + y el elemento neutro por
0.
EJEMPLOS:

- Son grupos abelianos, los de los nameros (Z, +), (Z,,+), (Q,+), (R, +),
(C> +)7 (Q \ {0}7 ')7 (R\ {0}7 ')7 (C\{O}7 )

- Matrices cuadradas M, (R), M,(C), con determinante distinto de cero
con el producto de matrices, con elemento neutro la matriz unidad, es grupo
no conmutativo.

- Grupo de las permutaciones, no conmutativo

Sea X un conjunto (finito o no) consideramos

Sx ={p: X = X|¢ biyeccién}
Sx con la composicion de aplicaciones yop = v, es un grupo y denotaremos
por I = identidad y el producto de permutaciones lo consideraremos de
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derecha a izquierda.
Sx = Grupo Simétrico o Grupo de las permutaciones de X

Consideremos X = {1,2,...,n} tenemos S, el grupo de las permuta-
ciones de n elementos y |S,| = nl.

Denotamos v € S,

ay as ... Qp

1 2 ... )
’7E< " ) 7/7(7')26“7 CLZ'E{].,Z,...,TL}

- Grupo diédrico del cuadrado D, formado por las transformaciones del
plano que dejan fijo un cuadrado, simetria, 7, y rotacién de 7/2, o.

2

Dy ={1,0,0% % 1,70,70% 703}, con o' =1, 72 =1, y To70 = 1.

D, no es abeliano, ya que o7 = 70° # 70.

Notas (i) El elemento neutro de un grupo es tnico.
(ii) El inverso de todo elemento es tnico

(li)Vae G (ah) ™t =a

(iv)Va,b e G (ab)™)=b"ta™?

(

v) Propiedades cancelativas si ac = bc = a = b, y también si ca = cb =
a=>o.

Podemos considerar la potencia, a € G, n € N, definimos a" = a- -(-n- -a,
y suponemos a’ =1,V n € Z, a™" = (a™!)" y tenemos:

(i) a"a™ = a™*™ ¥ n,m € Z,.

(ii) (a™)™ =a™, ¥V n,m € Z.,.

(iii) En general (ab)™ # a™b™, ¥ n € Z, se da la igualdad si ab = ba.
Definicién 24 Diremos que un grupo G es finito si su nimero de elementos
es finito. A dicho numero de elementos le llamaremos orden del grupo, y lo
denotamos por |G|.

EJEMPLOS:

- (Z,,+), S, son grupos finitos.
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Definicién 25 Diremos que H C G es subgrupo de G si es un grupo con la
operacion de G, denotaremos H < G.

Es decir
Vh ke H=hkeH VhkeH
H C G es subgrupo < ¢ 1€ H hkle H
Vhe Hh'teH

Si H es subgrupo de G y 1 # H # (G diremos que H es subgrupo propio.

- Interseccién de subrupos H N K es subgrupo.
N ierH; (cualquier conjunto de indices I') es subgrupo.

Notas (i) La unién de subgrupos no es subgrupo en general: en Z,
(3)Z U (4)Z no es un subgrupo.

(ii) El producto de subgrupos definido HK = {hk|h € H,k € K} no es
subgrupo en general, daremos condiciones para que lo sea mas adelante.

En Dy, {1,70}{1,7} = {1,70,7, 707}, n0 es grupo ya que 770 = ¢ no
pertenece al conjunto.

H C (G finito, es subgrupo < V h, k€ H = hk e H

Subgrupo generado por un subconjunto
Sea S C G subconjunto, el subgrupo generado por S en G es:
<8 >= ﬂ H;, H; subgrupo de G
H;>8
Es decir < S > es el menor subgrupo de G que contiene a S.
Si < S >= G diremos que S es el conjunto de generadores de G.

Un grupo G es finitamente generado si < .S >= G y S es finito ,
es decir G =< a4, ..., a, > (el grupo no tiene por que ser finito).

Proposiciéon 24 51 .S C G es un conjunto no vacio, entonces

<S>={aP---ay

s, € Zya; € 5,1 <i<s}
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Definicién 26 Diremos que un subgrupo H C G es ciclico si
H=<a>={da"|n € Z}.
EJEMPLOS:
- (Z,+) es ciclico, Z =< 1 >.
- (Zy,+) es ciclico, Z, =<1 >.
- Las raices complejas de la unidad U,, = {a € C|a™ = 1} es un grupo
ciclico con el producto.

Proposicién 25 Todo grupo ciclico < a > es abeliano.

DEMOSTRACION.

Dados a",a™ €< a >, a"a™ = a"™™ = a™™" = a™a".

Proposiciéon 26 Todo subgrupo de un grupo ciclico < a > es ciclico.

DEMOSTRACION.

H C< a >, subgrupo es H =< a™ >.

Definicién 27 Definimos orden de a € G como o(a) = | < a > |, es decir el
minimo n € N con a™ = 1.

Propiedades del orden de un elemento
() ola) =1 & a=1.

(i) oa) = ofa™).

(iii) o(bab™') = o(a).

(iv) o(ab) = o(ba).

(v) o(a) =00 & Vm,n € Z, m # n, se tiene a™ # a™.

(vi) o(a) < 00 < dm,n € Z, m #n, con a™ =a" <
30 +#k € Z, tal que a* = 1.

(vii) Si o(a) = r, a* =1 & k es multiplo de 7.
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(viil) Sio(a) =r, o(b) = s,y ab = ba = o(ab)|mem(r, s).
(ix) Sio(a) =1, o(b) = s, med(r,s) = 1, y ab = ba = o(ab) = rs.
(x) Si o(a) = r, entonces

r

o(a”) = med(r, k)’

en particular si d|r, se tiene o(a?) = r/d.
Dejamos la demostracion para el lector.

Definicién 28 Llamaremos centro de G a C(G) = {g € G|zg = g,V = €
G}

C(G) es un subrupo abeliano de G. En cierto sentido es el mas grande
subgrupo abeliano de G.

G es abeliano < C(G) =G

2.2 Congruencias moédulo un subgrupo

Sea H < G. En G definimos las relaciones médulo H: dados a,b € G
-a~gbsia'be H (por la derecha)
-ag ~bsiab™t € H (por la izquierda)

Proposiciéon 27 Las relaciones a ~g b, ag ~ b son de equivalencia.

Las clases de equivalencia por las relaciones son:
la] ~y= {ahlh € H} = aH, [a]|g ~= {halh € H} = Ha,
y los conjuntos cocientes

& = {aH|a € G}, S {Hala € G}

Dadas dos clases aH, bH, aH =bH < b 'lac Hoa 'be H
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Proposicién 28 Si H < G se verifica:
(i) card(aH) = |H| = card(Ha) ¥V a € G

(1) card(%) = card(}%).

DEMOSTRACION.

(i) Sea ¢ : H — aH definida por ¢(h) = ah, es una biyeccién, =
card(aH) = |H|, (analogamente |H| = card(Ha).

(ii) Se deduce de (i).

Llamaremos indice de G en H, denotado por [G : H] a card(%)

Teorema 18 Teorema de Lagrange St H < (G, entonces
G es finito < H y [G : H] son finitos,
y en dicho caso |G| =[G : H||H],
en particular si G es finito |H| divide a |G)|.

DEMOSTRACION.

=) evidente.

<) G = Ul_;a;H (union disjunta de clases) siendo [G : H|] = r, como
cada clase tiene |H| = s elementos = |G| = [G : H]|H| = rs finito.

Nota El teorema anterior no asegura la existencia para cada divisor del
orden de GG de un sugrupo con dicho orden.

Teorema 19 Pequeno teorema de Fermat. Sea p € Z primo se verifica que
Va € Z a? = a(p).

DEMOSTRACION.

Z,\{0} tiene p — 1 elementos y es un grupo respecto del producto
=>)Va€Z, |<a>||p—-1l=>a'=1=a=a= a =a(p)

Corolario 15 G grupo, H, K < G finitos con mcd(|H|,|K|) =1 =
HNK={1}.
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Corolario 16 teorema de los indices. Dados dos subgrupos H, K de G con
K C H C G, se verifica:

|G : K] es finito < |G : H| y [H : K| son finitos,
y en dicho caso |G : K] =[G : H][H : K],

DEMOSTRACION.
(=) Supongamos [G : K| < 0o, como 2K C zH = [G: H] < 00
ycomo {zK|lr e H} C{zK|lr € G} = [H: K| <[G: K] <

(<) Supongamos [G : H| =r, [H : K] = s finitos = existen ¢i,...,¢9, €
G, hi,....,h, e H

y G =i_, 9:H, H=;_; hj KK, (uniones disjuntas) =

G =, 9ih; K 1.5 clases (¢;H = | g:(h;K), y g:(h; K) = gih; K) =
|G : K] =|G: H|[H : K| =rs que es finito.

Nota

Si GG es finito el resultado anterior se deduce del teorema de Lagrange, ya
que:

(GI=[G:H] | H|=(G: HIH:K]| K|y
1GI=[G: K] | K|

Subgrupos normales
Los cocientes %, H% no son en general grupos con la operacién heredada
de G. Para que lo sea es necesario considerar un subgrupo especial, subgrupo
normal.

Definicién 29 Diremos que K < G es normal en G siV a € G, aK = Ka.
Denotaremos K <1 G.

Nota (i) Si G es abeliano todo subgrupo es normal

(i) La condicién a K = Ka no quiere decir que dado k € K ak = ka, sino
que existe k' € Ky ak = K a.

Son equivalentes con K normal:
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-aKa'=K,VaeQqG.

-aKa ' CKVaceqd.
-aka '€ KVacG, ke K.

La demostracion se deja para el lector.

EJEMPLO:

21,037}, H={1,7} no es normal en Dy,

Dy={1,0,0% 0% 1,070
vaque oH =o{l,7} ={o,07} y Ho ={l,7}0 = {0, 70},
ycomo otor =1,0' =1,y =1=r10=07r #4017 =

cH # Ho.

<o>={l,0,0
od €< o >.

2 03} es normal en Dy, ya que Dy =< 0,7 >,y 70T =

Proposicién 29 (i) Si G =< ay,...,a, > es finitamente generado, en-
tonces

K<G < aka;* € K, 0a; ka; € K,Vi, yVkec K.

(i) Si K =< ky,...,k, > es finitamente generado, entonces

K<G & akjate K,Vi,yVacd.

DEMOSTRACION.

1 1

(i) Sea a = ay a;, -+ - a;, = aka™ = (a i, -~ a;, ) k(a; a5, -+ a;,)) "' =
iy - ai kat - atant = (ag, (ain (- - (a kait) -+ aiay') =
(aika; ') € K = - = (ap(-- (ai,ka; ') - )a;,') € K =

(aiy (ai (-~ (ai,kai ') - )ag, ai') € K.

(ii) Analogamente a (i).

Llamaremos grupo simple si no tiene subgrupos normales propios distin-

tos del {1}.
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Proposicién 30 Sea H, K subgrupos de G. Entonces
HK <G HK = KH.

DEMOSTRACION. (se deja al lector)

Corolario 17 Si H es subgrupo de G, de indice |G : H| = 2, entonces K es
normal en G.
DEMOSTRACION.

Si [G : H| = 2, los cocientes % = {H,aH}, H% = {H, Ha}, verifican
G = HUaH = H U Ha, uniones disjuntas, = aH = Ha = H es normal.
Corolario 18 Si K <G, H<G = HK <G,y KH <(@.
Proposiciéon 31 Sea H< G, K <G = HK <G, KH <G.

Grupo cociente

Analogamente con el caso conmutativo consideramos el grupo cociente
por un subgrupo normal.

Teorema 20 Sea G grupo y K subgrupo normal de G, entonces el cociente

G/~ = G/u ~ es un grupo con la operacion (aK)(bK) = (ab)K, V a,b €

G. El grupo se denota por G/K y se llama grupo cociente mddulo K.
DEMOSTRACION.

Como la operacién estd definida por los representantes de las clases,
veamos que esta bien definida,

sca oK =dK,bK =VK & dal=k cK,Vb'=kcK&
a' = kia, b/ = kob = '/ = kyakyb = (K normal)

dado aky, existe ks y aky = ksa = a't/ = k1ksab =

a't'(ab)™' € K = d'VK = abK.

Nota El elemento neutro del cociente es la clase del 1, 1K = K, y el
inverso de aK es a K.
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EJEMPLO:
Sean Dy = {1,0,0%, 03, 7,07,0°1,0%7}, y < 0 >={1,0,0%, 0%} <1 Dy,
Dy <o>={<o><o0>71}={{1,0,0% 0%} {1 01 0*r,0%r}},
es un grupo con dos elementos el neutro y otro de orden 2, es el mismo

que Z,.

Nota (i) Si G es abeliano cualquier cociente es abeliano y lo contario no
es cierto como puede verse con el ejemplo anterior, Dy/ < o > es abeliano
por tener solo dos elementos, y Dy no lo es.

(ii) Si G =< a > es ciclico el cociente G/K =< aK > es ciclico, pero el
reciproco no es cierto como prueba el ejemplo anterior D,/ < o > es ciclico
por tener solo dos elementos, y Dy no lo es.

(iii) Si G es finito, cualquier cociente es finito, el reciproco no es cierto,
Z/ < n >=1Z, es finito, de orden n y Z no lo es.

2.3 Teoremas de isomorfia

Definicién 30 Dados G,G' grupos, una aplicacion f : G — G’ es homo-
morfismo de grupos si ¥V ay,ay € G se tiene:

flaras) = f(ar)f(a2)
Si f: G — G’ es homomorfismo de grupos se verifica:
f1) =1

(f(a))™

fla™!
De lo anterior se deduce trivialmente que la composiciéon de homomorfis-
mos es homomorfismo.

EJEMPLOS:

- La inclusién H C G es un homomorfismo de grupos.

-f:2Z — Z, dado por f(a) = ksi I\ € Z cona—An =k, es

homomorfismo.
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Definiciéon 31 Dado f: G — G’ homomorfismo de grupos definimos:
Imagen de f, im(f) ={d' € G': Ja € G, y f(a) =d'}
Nicleo de f, ker(f) ={a€ G: f(a)=1}.

Nota El niicleo ker(f) es un subgrupo normal de G, ya que
si @€ ker(f), ¥a € G, flaza™) = f(a)f(2)f(a™) = f(a) - 1-(a™!) =
fla)(f(a))™' =1 = aza™! € ker(f).

EJEMPLOS:
Dado f : Z — Z,, como antes, im(f) = Z,, y ker(f) = nZ.

Sea [ : G — G’ homomorfismo de grupos
- f es monomorfismo si es homomorfismo inyectivo
- f es epimorfismo si es homomorfismo suprayectivo
- f es isomorfismo si es homomorfismo biyectivo
EJEMPLOS:
- El homomorfismo de inclusion i : H — G para H C G es inyectivo
- E1 homomorfismo de proyeccion para K < G subgrupo normal, sea

p:G— G/K, f(a) = aK es suprayectivo.

Proposicién 32 f: G — G’ homomorfismo de grupos,
es inyectivo < ker(f) = {1}

DEMOSTRACION.
=) Sea a € ker(f) = f(a) =1= f(1) = (por ser f inyectiva) a =1
<) Sea f(a) = f(b) = 1 = f(a)(f(b))~" = f(ab™") =
abt €ker(f)={1} = ab'=1=a=0

Nota. Lo anterior implica que todo homomorfismo f : G — G’ con
f(G) # {1}, y G grupo simple es inyectivo.

- Dos grupos G, G’ son isomorfos (G ~ G') si existe un isomorfismo
f entre ellos y en dicho caso f~1: G’ — G es también isomorfismo.

Teoremas de isomorfia
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Teorema 21 1¢ teorema de isomorfia: Sea f: G — G' homomorfismo de
grupos. Entonces existe un unico isomorfismo f : G/ker(f) — im(f), tal
que el diagrama siguiente

¢« L <
rd B T
Glker(f) 4 (im(f)

es conmutativo, i.e. f =10 fop

DEMOSTRACION.
Definimos f : G/ker(f) — im(f) como f(a(ker(f)) = f(a).
f es homomorfismo inyectivo ya que si 1 = f(a(ker(f))) = f(a)
= a € ker(f) = a(ker(f)) = L(ker(f))
f es suprayectivo ya que im(f) = im(f).

f es tinico, ya que si existe otro f* verificando lo mismo que f,Va € G

f*(a(ker(f))) = f(a) = f(a(ker(f))).
Por dltimo V a € G, (io fop)(a) = (io f)(a(ker(f))) = (io f)(a) = f(a).

Nota El teorema anterior nos muestra que los homomorfismos de G en
cualquier grupo dependen de los posibles subgrupos normales de G.

EJEMPLO:

El homomorfismo f : Z — Z,, f(a) =k, con k <n,y a—k = An verifica
que ker(f)=(n)y f:Z/ker(f) = Z,.

Teorema 22 Teorema de la correspondencia: Sea K<1G (subgrupo normal).
Entonces existe una biyeccion ¢

I'={H<G HO>K}&YT={H<G/K}

y ademds si H D K, H es normal < H/K es normal
DEMOSTRACION.

Definimos para K C H C G subgrupo, ¢(H) = H/K que se comprueba
facilmente que es subgrupo de G/K
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¢ es inyectiva ya que si H/K = H' /K = VY b € H, 3V € H' con
bK = VK

= bW =heK=1V=bhe H= H CH (andlogo H C H’)
Sea H <G, aKhKa 'K = aha 'K = como aha ' =h € H,
aKhKa'K € H/K

(similar en sentido contrario)

Teorema 23 2° teorema de isomorfia: Sea K, H subgrupos normales de G
con K < H. Entonces H/K es subgrupo normal de G/K y

GIE G
H/K ~ H
DEMOSTRACION.
Definimos f : G/K — G/H V a € G, f(aK) = aH que es trivialmente

homomorfismo suprayectivo.

f esta bien definido ya que si aK = d'K = a(d)™' € K C H = aH =
aH.

y como el nicleo ker(f) ={bK :bH =1H} ={bK:be H} = H/K, =
H/K es subgrupo normal de G/K, (por el 1¢" teorema de isomorfia) =

G/K .G
H/K ~ H
Teorema 24 3" teorema de isomorfia: Sea H < G, K < G. FEntonces

K < HK (subgrupo de G), HNK < H, y

H _ HK
HNK K

DEMOSTRACION.
Se comprueba facilmente que K << HK (subgrupo de G) y HN K < H
definimos el homomorfismo f: H — G/K por VY h € H f(h) = hK
(K ¢ H en general) = la imagen im(f) = (HK)/K

93



el nticleo ker(f)={he H:hK =1K}={he H:he K} =HNK
(por el 1¢" teorema de isomorfia) =

H _HK
HNK K

Grupos ciclicos

Sea G =< a >= {a"|n € Z} ciclico. Vamos a ver que hay dos tipos de
grupos ciclicos, Consideramos el homomorfismo

¢ :Z — G, p(n) =a", suprayectivo = (primer teorema de isomorfia)
Z/ker(y) ~ G,y tenemos dos casos:

(i) ker(¢) = {0}, esdecir a® #1,Vne€Z,y G~ Z,

G=<a>={...,a 2 a ! 1,a,d*...} grupo cilico infinito.

(ii) ker(¢) =nZ # {0}, esdecir An € Z,cona" =1,y G =~ Z/nZ = Z,,
con n minimo tal que a™ = 1, es decir o(a) = n,

G =<a>={l,a,a ...,a" '}, grupo ciclico finito..

2.4 Grupo Simétrico

Sea X un conjunto (finito o no) consideramos

Sx ={p: X = X|y biyeccion}
Sx con la composicion de aplicaciones yop = v, es un grupo y denotaremos
por I = identidad y el producto de permutaciones lo consideraremos de
derecha a izquierda.
Sx = Grupo Simétrico o Grupo de las permutaciones de X

Consideremos X = {1,2,...,n} tenemos S, el grupo de las permuta-
ciones de n elementos y |5,| = nl.

A lo largo de esta seccion estudiaremos el grupo simétrico S,

Denotamos v € S,

ay Qas ... Qp

1 2 ... )
’75< " ) 77(7’):@% aie{luzw"an}
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Definicién 32 Llamaremos ciclos a las permutaciones o = (ki, ko, ..., k
ki € {1,2,....,n},r < n, donde o(k;) = kiy1, o(k.) = k1, y o(j) =
\V/j € {1,2,...,n}, j ¢ {k’l,kg,...,kfr}

),
Js

Tenemos (kl,k’g, .. .,k’r) = (k’r,k’l, .. -akr—l) == (k’g,k’g, .. .,k?l),
el orden del ciclo o = (k1, ko, ..., k) esry ot = (k. ko_1,... k)

Llamaremos trasposicidn a un ciclo de orden 2, (ky, ko), y se tiene (ky, ko)™t =
(kla k2)

Diremos que dos ciclos (ky, ks, ..., k), (q1,q2,-..,qs) son disjuntos si
{/{51,/{?2,...71457«}(_] {Q17Q27~'aQs} = @

Nota Dos ciclos disjuntos conmutan entre si y el orden del producto de
dos ciclos disjuntos es el minimo comun multiplo de los ordenes de los ciclos.

EJERCICIOS
(i) Para toda v € S, Yy(k1, ko ... k)y ™t = (v(k1), v(ka), ..., y(k)).
() () = (Li)(L ) (1)
(iii) (1,4,7) = (1,2,7)%(1,2,4)(1,2, ), para todo j > 2.

A continuacién vamos a ver que las permutaciones son composicién de
ciclos disjuntos como se ve con el siguiente ejemplo

Ejemplo 1 En Sy tenemos descomposicion

¢

Teorema 25 Toda permutacion es composicion de ciclos disjuntos, univo-
camente determinados salvo el orden en la composicion.

9

3 5 6 7 8
4 96 8 2 5)2(134)(278)(59)

=~ Do

DEMOSTRACION,

Sea v € S,. Fijado i € {1,2,...,n} consideramos el primer ciclo de la
composicion:

o1 = (v(i),v%(i), ...,y (i) =1i), 7 <n, (si 7 =n hemos terminado)
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Consideremos j € {1,2,...,n} \ {7(i),7%(i),...,7" (i) = i}, y el segundo
ciclo de la descomposicién es

o2 = (v(7):7° (), -7 () = 7)

Continuando de manera similar, como n es finito obtendremos

Y =0k 0201

Los ciclos anteriores son disjuntos, ya que si y™(i) = v"(j) con h < m,
™" (i) = j, y entonces j € {v(i),v%(i),...,7" (i) = i} que no es posible.

Por el procedimiento anterior Vm € {1,2,...,n} si v(m) = m/, el ciclo
(...,m,m/ ...) pertenece a la descomposicién y esta univocamente deter-

minado por v y m. Por tanto solo puede variar el orden de las o; en la
descomposicion.

Dado que (ky, ko, ..., k) = (k1, k) (K1, k1) - - - (K1, k3) (K1, k2) tenemos
Corolario 19 Toda permutacion es composicion de trasposiciones.

En la anterior composicién ni el niimero ni las trasposiciones son unicas.
Por ejemplo

(Z,j) = (171)(17])(172)‘

Otra descomposicién de un ciclo en producto de trasposiciones seria

(kl) k27 ey kr) = (kla k2)<k27 kS) Tt (kT—la kr)

Por lo anterior el nimero de trasposiciones en la descomposion de una
permutacién no es unico, pero si lo es su paridad, es decir, el hecho de que
este nimero sea par o impar.

Llamaremos paridad de un producto de trasposiciones a el caracter par o

impar de su nimero.

Teorema 26 La paridad de cualquier descomposicion de una permutacion
v € S, en producto de trasposiciones es siempre la misma

DEMOSTRACION.

Dado que elcicloo = (kl, kg, ey k'T) = (kl, k?r)<]€1, k'T,1> s (kl, ]i'g)(]{]l, k'Q),
definimos N (o) = r — 1 (ntmero de trasposiciones en la anterior descom-
posicién)
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Si una permutacion v € S,, es v = gy - - - 0907, definimos

N(v) = N(og)+--+N(og)+ N(o1) = (rg — 1)+ -+ (ra = 1)+ (11 — 1),
si o(oy) =14

(notese que N(I)=0).

Sea v = ajas - - - oy, una descomposicién en producto de trasposiciones,
entonces

N(YQpy -+~ eary) = N(I) =0
Veamos cuanto es N(ya) donde « es una trasposicion.
Se verifican las siguientes descomposiciones:

(1) (a,c1,...,cp, b, dy, ... dg)(a,b) = (bycr,...,cn)(a,dy,. .. dy)
(2) (a,c1,...,cp)(b,dy, ... dg)(a,b) = (a,dy,... dg,byci,... cp)

Y por tanto si o = (a, b),

N(~va) = N(vy) — 1, si a,b estdn en un mismo ciclo de « (férmula (1))
N(ya) = N(vy) + 1, si a,b estéan en distintos ciclos de 7 (férmula (2))
N(ya) = N(y) + 1, si a,b no estan en algin ciclo de .

Por tanto si s de las trasposiciones estan en el mismo ciclo tenemos

N(voy, - asay) = N(y)+s(=1) 4+ (m —s)(+1) =, luego N(v) +m = 2s
par, y por tanto N () y m tienen la misma paridad.

O

Con el teorema anterior podemos dar la siguiente

Definicién 33 La paridad de una permutacion v € S, es el caracter par o
impar de cualquier descomposicion de v en producto de trasposiciones.

Nota. El conjunto de todas Las permutaciones pares A, forman un
subgrupo de S,,, dado que el producto de dos permutaciones pares es par
(suma de pares) y que la identidad I = (a, b)(a, b) es tambien par (las impares
no lo forman).

Veamos que el nimero de elementos de A,, es la mitad que el nimero de
elementos de S,,.

Definimos ¢ : S,, — {1, —1} & Zsy, por £(y) = 1 si la permutacén es par y
e(y) = —1 si la permutacién es impar.

Por lo anterior () = (—1)™ si v es producto de m trasposiciones. Por
tanto
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e(77) = e()e(?')
Por ejemplo un ciclo o de orden r es e(0) = (—1)""!, es decir o es par si

su orden es impar y viceversa.

Definicién 34 Llamaremos grupo alternado A, al conjunto de todas las per-
mutaciones pares de Sy,.

Corolario 20 FEl grupo alternado A,, es un subgrupo normal de S, y su orden
es | An [= (1/2) | Sn |
DEMOSTRACION.
e: S, = {1,—1} = Z3 es un homomorfismo suprayectivo. El nicleo de &
es A,, y por lo tanto A,, <0 S,,. Por el primer teorema de isomorfia
Sn/ker(e) & Zy, y por el teorema de Lagrange
| Sn |/ | An || 2y |=2
(]
Ay no es simple, ya que {7, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} < A,4.
En los demas casos no existen subgrupos normales de A,
Teorema 27 (Lema de Abel) A, es simple para todo n > 5.

(demostracién no elemental)

Teorema 28 (Teorema de Cayley)
G finito de orden n = G es isomorfo a un subgrupo de S,.
DEMOSTRACION.

Sea ¢ : G — Sg =~ S,, dado por ¢(g) : G — G definida por ¢(g)(x) =
gz, donde ¢(g) es biyeccién, ¢ es monomorfismo, y por tanto su imagen es
isomorfa a un subgrupo de S,,.
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2.5 Algunos grupos finitos

En esta seccion daremos algunos ejemplos de grupos finitos.

Proposicién 33 Sea |G| = p con p primo, entonces G es ciclico.

DEMOSTRACION.
Seaa € G,a# 1= <a>< Gy por el teorema de lagrange o(a)|p =
o(a) =py G =< a > ciclico, mas ain G = Z,,.

Grupos de orden < 8.

Consideramos grupos G con orden n, 2 < n < 8

-n=2,3,5,7, G es isomorfo a Zy, Z3, Z5, Z.

-n=4,seaa € G, a#1, <a><G, o(a)l4. Tenemos dos casos:
(i) 0(a) =4 = G =< a >~ Zy.

(ii) No hay elementos de orden 4 = G = {1,a,b, c}

con o(a) =o(b) =o0(c) =2, ya=at,b=0b"1 c=cly

por tanto ab=c, yaquesiab=a =b=1ysiab=b= a=1.
Entonces G = {1,a,b,ab} y como o(ab) = 2 = abab =1 = ababb = b =
aaba = ab = ba = ab, y G es abeliano, con

G~ Z2 X Z2 = {(6a6)7 (Tvﬁ)v (Gai)a (T7T)}

- n = 6, supongamos

(i) Existe a € G con o(a) =6 = G =< a >~ Z;.

(ii) Supongamos existe a € G, con o(a) = 3, (y no hay de orden 6),
entonces

<a>={1,a,a*} < G (por ser de indice 2) =

G/<a>={<a>b<a>},beG b¢<a>=

G = {1,a,a®} U {b, ba,ba*}, y falta determinar cuanto vale ab.
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Siab=a=b=1,siab=a’>=b=a,siab=b= a=1,

si ab = ba, es abeliano y o(a) = 6. Por tanto ab = ba?.

Falta determinar 02, si b* = a, 6 b*> = a?, entonces o(b) = 6.
Sit’=ba=a=0bysib>=0ba®>=a’>=0b

luego b = 1,y G = {1,a,a? b,ba,ba*}, con a®> =1, b* =1, ab = ba?,
es decir G =~ D3 no abeliano.

Como S5 no es abeliano y tiene elementos de orden 3 = G ~ D3 =~ S3.
Si todos los elementos tienen orden 2, G es abeliano,

y no puede tener 6 elementos, contendria {1, a,b,ab,c,d} y faltaria cd,

y no hay mas grupos de orden 6.
- n = 8, los ordenes de los elementos son 1,2,4, 8.

(i) Existe a € G con o(a) =8 = G =< a >~ Zs.

(ii) Supongamos existe a € G, con o(a) = 4, (y no hay de orden 8),
entonces

<a>={l,a,a*,a®} < G (por ser de indice 2) =
G/<a>={<a>b<a>},beG b¢<a>=

G ={1,a,a? a*} U {b,ba, ba* ba*}, y falta determinar cuanto vale ab.
Por un proceso analogo al caso n = 6, se prueba que hay dos casos
(a) ab = ba, abeliano, (b) ab = ba?,

Caso (a) ab = ba, G abeliano, y v* =1, 6 b* = a?,

sio(b) =2, G =1{1,a,a% a3 b,ba,ba® ba’},

y si b* = a® = o(ba) = 2 y tomando ba < b, y

G = {1,a,a? a3, ba,baa, baa?, baa®} = {1,a,a? a3, ba,ba® ba3, b}, y
G~ 7, xZy,=1{(0,0),(1,0),(2,0),(3,0), (0,1),(1,1),(2,1),(3,1)}.
Caso (b) ab = ba®, hay dos casos,

primero b* = 1, G = {1, a,a? a3 b, ba, ba* ba*} ~ D,
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con a* =1, y ab = ba?.

segundo bv* = a?, o(b) =4 y G = {1,a,a? a?,b,ba, ba’ ba*} = Qs
con a* = 1, y ab = ba?, el grupo de los cuaternios, con el producto de
matrices

a={+(s 1) =(0 )= (0 0)=(00))

(iii) Todos los elementos tienen orden 2, el grupo es abeliano, y
G~ 7y x 7y x Zy ={(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1),

(1,1,0),(1,0,1), (0,1,7), (1,T,1)}.

Grupos diedrales

Los grupos diedrales D,, son grupos de transformaciones del plano que
dejan fijo un poligono regular de n lados.

Suponemos En R? el poligono inscrito en la circunferencia de radio 1, y
uno de sus vértices es Py = (1,0). Denotamos por ¢ la rotacién con centro O
y angulo 27 /n y por 7 la simetria respecto al eje OX (que contiene el (1,0)).

Sea 0"(Py) =FPj,con0<r<n-—1,j<n-—1,j=(r+k)(modn).

Denotamos Py = (ag, by), ax = cos(k2m/n), by = sen(k2mw/n) =
7(Py) = (ag, —by) = P;, con j =n — k, ya que

el angulo 2(n — k)w/n = 27 — (2kw/n), y por tanto

A = cos(2(n — k)w/n) = cos(2km/n) = ay,

by = sen(2(n — k)n/n) = —sen(2kw/n) = —by.

Veamos que D,, = {1,0,0%,..., 0" ' 7, 70,70% ..., 70" 1},

los elementos son distintos, parai,j <n—1,i # j, o' # o,y 70° # 107,

y si 7o' = 07 = 7 = 077" que nunca es posible.

Por ultimo veamos que solo hay 2n transformaciones en D,

sea p € D, y sea p(Py) = Pg, hay n posibilidades de elegir k, y

si P; es un vértice consecutivo a F, y p conserva la distancia =

p(P;) serd consecutivo con p(Fp), y hay dos posibilidades de ello =

(como Fy, P; son una base RQ), que solo hay 2n transformaciones .
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2.6 Accién de un grupo sobre un conjunto

En esta seccién estableceremos una relacién entre un grupo y un conjunto
que nos permitira, entre otras cosas, reflejar las propiedades del grupo sobre
el conjunto. La utilizaremos para contar elementos de grupos finitos, y para
cuestiones de normalidad.

Definicién 35 Definimos una accion de un grupo G sobre un conjunto X,
a una aplicacion p: G x X — X, p(g, ) = gz, verificando:

(i) lx = x

(ir) g'(gz) = (9'9)x

Nota Dada una accién p de G en X, para todo g € G se tiene una
aplicacion p, : X — X, p,(z) = gz.

EJEMPLO:

El grupo de las rotaciones actuando sobre el plano R?.
La aplicacion antes definida verifica:

Proposicion 34 Dado G prupo y X conjunto se tiene:

(i) La aplicacion p, es una permutacion de X, y p: G — P(X),
(P(X) permutaciones de X ), definido por p(g) = pg es un homomorfismo
de grupos.

(ii) Existe una biyeccion:
{p, acciones de G en X} & {f : G — P(X) homomor fismos de grupos},

definida © por p — p, y ¢ por f — f, donde la accién [ es f(g,a:) =
f(g)(x).
DEMOSTRACION.

(i) py es una permutacién de X, ya que su inversa es p,-1,

Y Pg-1pg(r) = py1(9) = (g7 'g9)r =lo =2
(analogamente para el otro sentido).

Comprobemos que p es un homomorfismo de grupos, es decir

10.9192 = ,Ogl o pg2, €S deCir v €Tr E )(7
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Pg19:(T) = (9192) = 91(927) = pg, (92T) = Py, (Pg> (7)) = (Pg © Pgo) ().
(ii) f es f'(g,x) = f(g)(x) es una accidn,

flgg' @) = fgg')(x) = (f(g) o f(g))(@) = flg, f(g' x)).
Veamos la biyeccién, primero ?: fresdecirVge G, VrelX,

o~

(f(9)(z) = flg, =) = f(g)(x)
y también p = p, es decir Vg € G,V z € X,

~

plg,z) = p(g)(x) = p(g, ).

Nota Llamaremos a un homomorfismo f : G — P(X) una representacion
de G en X.

Definicién 36 Una accion p de G en X es fiel o efectiva si la representacion
asociada p : G — P(X) es monomorfismo, es decir¥V x € X, gr = = <

g=1.

Como p monomorfismo < ker(p) = {1} =

pg=1lx & g=1lesdecir Vz € X, pj(x)=gr =2 g=1.
Definicién 37 Una accion p de G en X es transitiva siV x,y € X, dg € G
con gr = 1.

EJEMPLOS:

- Accion por conjugacion, sea G un grupo y H < GG subgrupo, definimos
una accién de H en G, i(h,g) = hgh™!, (accién por conjugacion).

La representacién asociada es i : H — Aut(G), definida i,(g) = hgh™*
que se comprueba que es automorfismo de G.

En general no es efectiva, ya que el nicleo de la accion es

{he Hlhgh ' =g} ={h € Hlhg =gh, Vg€ G} = HNC(G),

- Accion por traslacion, Sea G grupo y H < G, definimos una accién de
H en G, A(h, g) = hg (accién de traslacién por la izquierda).

Es efectiva, ya que si hg =g = h = 1.

Si H = G, entonces la accién por traslacién es transitiva, pues dados
v,y €G a7y e Gy a(aly) =y
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- Accion sobre los subgrupos de un grupo. La acciéon de H en G por conju-
gaciéon da una accion de H en el conjunto de subgrupos de GG por conjugacion,
sea I'¢ = {K < G} definida por

p: HxTqg—Tg, p(h,K) = hKhil,
que es un subgrupo de G, ya que hkh=*hk’'h=' = hkk'h".

Acciones en cocientes
Veamos como se comportan las acciones de los ejemplos anteriores al

pasar al cociente.

Definicién 38 Sean K < G, H < G, diremos que K es estable por conju-
gacion de H < i(K)=hKh™'=K, Vh e H.

- Accion por conjugacion:

Si K es estable por conjugacion de H la accion por conjugacion de H en
G induce una accién por conjugacion de H en G/ ~g (si K <G en G/K),
ya que:

definimos para gK, in(gK) = hgKh™ = hgh *hKh™' = hgh™'K,

es decir i (gK) = ip(g)in(K) = in(g) K.

- Accion por traslacion: Sea cualquier K < G induce una accién por
traslacién de H en G/ ~k (si K < G en G/K), ya que:

definimos para gK, A, (gK) = (M(g)) K, puesto que h(gK) = (hg) K.

Si H = G La accién de G en G/ ~ por traslacién es transitiva,

dados gK, ¢'K, (¢g7 19K = ¢'K.

El nicleo de la accién es ker(\) = {h € H|h(9K) = gK), Vg € G,

hgk = gk’ & h = gk'k~'g7t = gk"g71, V g € G, es decir

ker(\) =HN () 9Kg ).

geG

Proposicion 35 Sea G un grupo finito, y p el menor primo que divide al
orden de GG, entonces todo subgrupo de G de indice p es normal en G.
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DEMOSTRACION
Sea H < G,y [G: H] = p, consideremos la accién de G en el cociente
G/ ~y por traslacién por la izquierda,
sea K = Nyeq gHg™"' (normal), el nicleo de la accién,
veamos que K = H.
G actia sobre G/ ~y = G/K actia sobre G/ ~p y es efectiva =
G/K — P(G/ ~pg) es inyectiva y |G/K]| divide a p!, y
como sabemos que [G : K] divide al orden de G, y
no hay ningin primo < p (por definicién de p),
todo divisor primo de [G : K] es > p (y no menor ap) = [G: K| =p
como K CH=|G:K|>|G:H|=p=p=|G:K|]=|G: H|H: K|
= [H:K|=1= H =K,y H es normal en G.
Proposicién 36 Sea G un grupo finito simple, y H < G con [G : Hl =m
entonces existe f : G — A,, homomorfismo inyectivo.
DEMOSTRACION
Sea la accién p: G X G/ ~g— G/ ~p por traslacién p(g,¢'H) = g¢ H
=3 f=p:G— P(G/ ~g)~ S, homomorfismo = f(G) C S,
(G es simple) ker(f) = {1} = f es inyectivo,

entonces si f(G) ¢ A, = K= f(G)NA,, CA, =
f(G) tiene la mitad de permutaciones pares y la mitad impares
= [f(G): K]=2=

K < f(G), y como f(G) essimple = K = {1}y f(G) C A,
Orbitas de una accion
dada una accién p de G en X, la drbita de x € X es O, = {gz|g € G}

EJEMPLO

Si H < G actua sobre GG por traslacién A por la izquierda, la érbita de
a€ Ges O, ={halh € H} = Ha la clase de @ médulo H.

Nota Si la accion p de G en X es transitiva entonces hay una sola orbita,
es decir ©, = X
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Definicién 39 Dada una accion p de G en X, llamaremos estabilizador de
re X, al,(r)={g € G|gr =z} (denotaremos también por I(x)).
I,(x) es un subgrupo de G, ya que

si g1, 92 € 1,(2), 1920 = g1 =z,

ysigr=x=glgr=g e =>r=glvyg!el(z).

Diremos que = € X es fijo por la accién si [,(x) = G, todos los elementos
del grupo lo dejan fijo. Entonces su 6rbita es O, = {x}.

El estabilizador de un elemento nos determina el ntiimero de elementos de

una orbita.

Proposicién 37 Dada una accion de G en X, existe una biyeccion entre la
orbita ©, y G/ ~ I1,(z), y card(©,) = [G : I,(x)], y si G es finito, entonces
|G| = card(0,)|1,(z)].

DEMOSTRACION

Definimos ¢ : G/ ~ I,(x) = O, por p(gl,(x)) = gz, que es suprayectiva,

ycomo gr =gv & =g g s gl € I(x) & gl (x) = ¢ ,(x),

¢ esta bien definida y es inyectiva.

Si G es finito por el teorema de Lagrange

|G| =[G = (@) [p(2)] = card(©.)|I,(x)].

La siguiente proposicion nos muestra que el centralizador determina el
nicleo de la accién.

Proposiciéon 38 Dada una accion de G en X, el nicleo de la accion es
ker(p) = N zexIp(x)

DEMOSTRACION
ker(p) ={g € Glpy = 1x} ={g € Glgz =z, Vv € X},
y como [,(x) ={g € Glgz =z} = ker(p) =N zexI,(x).

EJEMPLOS
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- Consideramos la acciéon de G en G por conjugacion, entonces si g € G
I(g) = {a € Glaga™ = g} = {a € Glag = ga} = Cc(9g),
llamado centralizador de g en G.

- Si H < G, denotamos Cy(g) = H N Cg(g), centralizador de g en H,
que es el estabilizador I(g) por la accién de conjugaciéon de H en G.

- Consideramos la accién de H < G en I'q = {K < G} por conjugacion,
I(K)={he HhKh™' =K} ={h € HhK = Kh} = Ng(K),

normalizador de K en H

- Si G actua sobre I'¢ por conjugacion I(K) = N(K),
normalizador de K en G,

K < N(K), y es el maximo subgrupo de G, en el que K es normal.
y se verifica N(K) =G & K <G.

Ecuacién de orbitas
Sea p una accién de G en X, definimos la relacién:
r~,ys dgeGceongr=y

La relacion es de equivalencia y el conjunto cociente X/ ~, que denotamos
por X/G, tiene como clases las érbitas por p, O, por tanto

card(X) = > card(©,)
0,€X/G

Si X es finito, sea Xy = {z € X|0, = {z}} el conjunto de los puntos
fijos por la accién, entonces

card(X) = card(Xo) + Y _ card(©;)
i=1

donde {O,...,0,} son las érbitas con més de un elemento, y por el
resultado anterior

card(X) = card(Xy) + XS:[G ()]

=1

conocida como la ecuacion de drbitas.

67



Corolario 21 Si G es un p-grupo, p primo (|G| =p"), y G actia sobre X
congunto finito, entonces

card(X) = card(Xo)(mod p).

DEMOSTRACION
Supongamos que hay puntos fijos, card(X,) # 0.
Sea x; € G con [G : I(z;)] > 1, (por el teorema de Lagrange)
G I@)I||G] = p" = plIG : ()] =p| 3L [G = [(2:)] =
card(X) = card(Xo)(mod p).

Corolario 22 Sea H p-subgrupo, p primo, de G finito, entonces:
[N(H): H =[G : H|(mod p)

DEMOSTRACION

Sea la accién de H en X = G/ ~p por traslaciéon por la izquierda, el
estabilizador
I(gH) ={h € H|h(gH) = gH} ={h € H|g"'hgH = H} =

{h € Hlg7'hg € H}, la érbita de g tiene un solo elemento si
I(9)=H,esdecirsiVhe H, g'hge H=ge N(H) =
Xo=N(H)/ ~g = (ecuacién de orbitas)

card(G/ ~g) = card(N(H)/ ~u) + > orb(©;) =
G:H)|=[N(H): H +X[H:I(x;)], con [H : I(z;)] =p" =

L H]
[N(H) : H] =[G : H](mod p)

Ecuacion de clases

Es un caso especial de la ecuacién de érbitas. Sea G actuando por con-
jugacién sobre G.

El conjunto de los puntos fijos Gy = {g € Glzgr ' =g,Vr € G} =
{9 € Glzg = gz,¥V x € G} = C(G), centro de G,
I(z;) ={g € Glgzig™ = 2} ={g € Glgz; = wig} = Z(x3),

68



centralizador de z; = (ecuacién de orbitas)
Gl =1C(G)] + 3_[G : Z(x)]
i=1

llamada ecuacion de clases, donde x1,...,x, son representantes de las
clases de conjugacién con mas de un elemento.

Proposicién 39 El centro de un p-grupo es C(G) # {1}.

DEMOSTRACION

Sea |G| = p", p primo, G actia sobre G por conjugacién y la ecuacién de
clases

|G| = |C(G)] + 254G+ Z(x)], y como [G + Z(x;)] = p*
es tal que |G|, >0 1[G : Z(z;)] son multiplos de p =
C(G)] es miiltiplo de p, 1 € C(G) = 0 #C(G)| = p, ¥ [C(G)] # {1},

2.7 Teoremas de Sylow

Dado un grupo finito G, los resultados siguientes nos dicen si p™ divide al
orden de G, cuando existen p‘-subgrupos de G y en algunos casos cual es su
nimero.

Teorema 29 de Cauchy (no conmutativo). Sea G un grupo finito, |G| = n,
con p"|n, p primo, entonces 3 x € G con o(x) = p, es decir 3 H < G con
|H| = p.
DEMOSTRACION

Sea X = {(x1,...,2,) € GP|zy--- 1, = 1},

como (x1 -+ Tp_1)xp =1 = (1 xp_1)" " = Ty,

y por tanto los elementos de X son los mismos que las posibles

(p — 1)-tuplas (z1,...,xp_1), es decir card(X) = nP~L.

Hacemos un accion de Z, sobre X, dado 0 < k < p,
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(B, (21, .., 2p)) = (Thaty oy Tpy T1y ooy Th)

que se comprueba facilmente que es accion.

Los puntos fijos son Xy = {(z,.?.,x)|zP = 1}

y como Z, es un p-grupo por un resultado anterior,
card(X) = card(X,)(mod p) = (card(X) = nP~1, y p|n)
card(Xy) es miltiplo de p, y como (1,.7.,1) € X,

es decir card(Xy) > 1, y entonces

existe 1 # x € G con (z,.?.,z) € Xy, es decir 2P = 1.
Por tanto < x >= H < G con |H| = p.

Sea G un grupo finito, |G| = n, con p"|n, p primo, definimos p-subgrupo
de Sylow de G es un subgrupo P < G con |P| = p" con r maximo.

Teorema 30 1° teorema de Sylow. Sea G un grupo finito, |G| = n, con
p'n, p prz’mo, r mdximo, entonces existen subgrupos H;, i = 1,...,r, con
|H;| =p', y HH<<Hy<--- <1 H,.
DEMOSTRACION
Hacemos induccion en r, para r = 1 por el teorema de Cauchy.
Supongamos cierto para r — 1, entonces existen existen subgrupos
Hiy,i=1,...,r—1,con |H;|=p",y HH<Hy < -+~ < H,_,
como p"|n = p|[G : H,._1] = (como [N(H) : H] = |G : H](mod p))
p|[N(H,_1) : H._1], luego el grupo cociente N(H,_1)/H,_1
tiene un subgrupo H,/H,_; de orden p, con H, < N(H,_1) =
|H,| = |H,alp=p",y H—1 < H,.

El teorema nos dice en particular que existen p-sugrupos Sylow para todo
primo p divisor del orden de G.

Corolario 23 Los conjugados de un p-subgrupos de Sylow son p-subgrupos
de Sylow.
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DEMOSTRACION
Para todo g € G si P < G es de Sylow, |[gPg™!| = |P|.

Corolario 24 Si G tiene un unico p-subgrupo de Sylow, entoces es normal.

DEMOSTRACION

1

Si P < G es de Sylow, por lo anterior p,ara todo g € G, gPg~" es de

Sylow, y como solo hay uno, gPg~' = P = P < (.

Teorema 31 2% teorema de Sylow. Sean G un grupo finito, |G| = n, H
un p-subgrupo de G, y S un p-subgrupo de Sylow de G = 3 x € G tal que
H C xSx~t. En particular, si P y S son p-subgrupos de Sylow de G, 3x € G
tal que P = xSx~1, es decir son conjugados.
DEMOSTRACION

Sea la accién de H en X = GG/ ~g por traslacién por la izquierda

xS es invariante por la accion < haS =xzSVh e H <

Vhe Hao theS =S < 2 the e S,YVhe H &

hexSzx'Vhe H< HC xSz

Veamos que hay invariantes:

card(X) =[G : 5],y card(X) = card(Xo) + > [H : I(z;S)],

y como H es un p-subgrupo =

|G : S| = card(Xy)(mod p), y p /|G : S] (por ser S Sylow) =

card(Xy) no es divisible por p = Xy noes vacioy 3z € G con H C xSz~

Por tltimo si P, S son p-subgrupos de Sylow, |P| = |5,

ycomodx € Geon P C Sz~ = |P| = |xSx~!| y por tanto P = xSz~

Corolario 25 Sea G grupo finito, entonces:
P es el 1unico p-subgrupo de Sylow de G < P < G.

DEMOSTRACION
=) visto anteriormente.

<)Si P<G = VgeG, gPg~! = P = solo hay uno de Sylow.
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Teorema 32 3°" teorema de Sylow. Sean G un grupo finito, |G| = n, y n,
el numero de p-subgrupos de Sylow de G, entonces:

(1) n, =[G : N(S)] para todo S p-subgrupos de Sylow de G.
(ii) n,||G : S] para todo S p-subgrupos de Sylow de G.
(iii) n, = 1(mod p).

DEMOSTRACION

(i) Por el 2% teorema de Sylow, G actia sobre I'c = {H < G} por
conjugacion =

n, = card(©g) (Og = drbita de S p-subgrupo de Sylow),

ya que los p-subgrupos de Sylow son conjugados, el estabilizador
1(8) = {g € GlgSg™' = 8} = N(S) = n, = [+ 1(S)] = [G : N(S)].
(ii) Como S C N(S) C G, [G: S| =[G : N(9)][N(S): 5] =

np =[G N(S)|G - 5.

(iii) Sea ahora X = {T' < G|T es de Sylow}, y consideramos que S de
Sylow, actia sobre X por conjugacion =

Xo={TeX|sTs'=T,VseS}={TeX|SCNT}

veamos que Xy = {S},

sea T' € Xy = S,T son p-subgrupos de Sylow, S C N(T),T C N(T),
son normales en N(T), luego por el 3°" teorema de isomorfia en N(7') =
ST/T~S/SNT = |ST|=p"|T|=m=0yST=T =
SCcT=S=T.

Entonces como [S : I(T;)] es potencia de p, y

card(X) = card(Xo) + X[S : I(T})] = np = card(X) = 1(mod p).

EJEMPLO Sea G un grupo con 227 elementos, por el 1 teorena de Sylow,

existen subgrupos de G, Hy, | H, |= 2, Hy, | Hy |= 2%, Hs, | H3 |= 7,
por el 3 teorema de Sylow, ny | % = 222—27 =7y

ny = 1mod(2) = ny =107,
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H}% — ? =4,y ny = 1lmod(7) = ny; =1y Hj es normal en G,

ny ’
ademéds, Hy = H1Hj3 con | Hy |= 14 es subgrupo de G,

y G tiene subrupos de todos los ordenes posibles, 1,2,4,7,14,28.

2.8 Grupos dados por generadores y relaciones

Vamos a construir grupos de la manera mas general posible. Comenzamos
con el grupo de las palabras.

Sea S un conjunto, consideramos S = S x {1}, y denotamos (s,1) = s’
Llamaremos simbolos a S U S".

Formamos G*(S) = {sucesiones finitas de simbolos de S U S'},
denotamos e = sucesion vacia, w palabra, I(w) longitud de la palabra.

Queremos que s’ sea el "inverso” de s, es decir ss’ y s's sean la palabra
vacia.

Llamaremos palabra reducida, p(w) a la palabra que no tiene términos
cancelables ss’, s's y e.

Denotaremos G(S) C G*(5), a las palabras reducidas.

p: G*(S) = G(S) aplicacion, y es la identidad sobre G(.5), es decir
p(w) = w & w es reducida.

Consideramos la operacion concatenacion de palabras:
1 G(S) x G(S) = G(9), w-a = p(wa)

(donde wa es escribir una palabra detras de la otra)

Proposicién 40 G(S) es un grupo llamado grupo libre generado por S o
grupo de las palabras.

DEMOSTRACION.

Se verifican las siguientes propiedades:

- Asociativa.

- El elemento neutro es la palabra vacia e.

- El inverso del simbolo s es s’ = s, es decir se tiene

p(ss') = p(s's) = p(e) =0,
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3 — -1 _ o/ /
por tanto sl w = S, + -+ Sj,, W~ =8; S .

Todo elemento w € G(S) se puede escribir
W= S; -85, 5, ...,8, €5, e ==£1, con

ejp1 7 —€j, 818, =5, 1 <5<

S C G(9),y S genera G(S).
Proposiciéon 41 Propiedad universal. Sea S un conjunto, G' un grupo y
f: 8 — G aplicacion = eziste un unico homomorfismo ¢ : G(S) — G tal

que p(s) = f(s), Vs € S, yim(p) =< f(5) >.
DEMOSTRACION.

Definimos ¢ : G(S) — G por ¢(s) = f(s), y p(e) = 1 (neutro de G),
p(s7) = (f(s)~"

¢ es homomorfismo, y es tinico puesto que esta definido en el conjunto de
generadores.

Teorema 33 Sea S C G un conjunto de generadores de G. Entonces existe
un subrupo normal K <1 G(S) que verifica
G~G(9)/K.

DEMOSTRACION.

Consideramos la inclusion i : S < G, como en la proposiciéon anterior, y
existe ¢ : G(S) — G homomorfimo suprayectivo, y por el primer teorema de

isomorfia G ~ G(95)/ker(yp).

Llamaremos relaciones a los elementos de ker(y), es decir w € G(.S), con
w=1,esdecir sj'---57" =1, n; € N.

Nota El isomorfismo G ~ G(S)/ker(y) describe G por sus generadores
y relaciones.

EJEMPLOS:

- Para D, los generadores son S = {0, 7}, y las relaciones son el subgrupo
normal K de G(S) generado por {o*, 72, (10)?} y Dy =~ G({o,7})/K.

- S, esta generado por permutaciones o; = (i, + 1), i = 1,...,n — 1,
verificando las relaciones

07 =1, 0,0; = 0,04, si |j —i] > 1 (son disjuntas), (0;0:41)* =1,

ya que 00,11 = (4,7 + 1,7+ 2).
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2.9 Producto directo de grupos

Vamos a considerar el producto directo de grupos. En primer lugar consid-
eramos un numero finito de grupos.

Sean G, ..., G, grupos, su producto cartesiano Gy X - -+ X G,

con la operacion (ay, ..., a,)(by,...,b,) = (aiby, ..., a,by)

(cada producto a;b; en G;)

Entonces G; X - -+ X GG, es un grupo llamado producto directo,
el neutro es (1,...,1), y el inverso de (a1,...,a,) es (a7*,...,a;").

Si todos los G; son abelianos, entonces el producto directo es abeliano, y
tambien lo podemos denotar G; @ - - - @ G, y llamarlo suma directa.

Si todos los grupos son iguales denotamos G x = xG =G

Homomorfismos desde el producto y sobre el producto
Sean G,y Gy, ...,G,, grupos, f; : G — G; homomorfismos

La aplicaciéon f = (f1,...,f.): G = Gy X -+ X G, definida por
f(a) = (fi(a),..., fr(a)), es homomorfismo de grupos y
es el inico homomorfismo de grupos que verifica que:

G i> G x - x G,

i Ipi
G;
es un diagrama conmutativo, i.e. p; o f = f;
donde p;(ay,...,a,) = a; es la proyeccion i-esima (suprayectiva).

Sean G , Gy, ...,G,, grupos, (G abeliano) y ¢; : G; — G homomorfismos

entonces la aplicacién

¢ : Gy x -+ x G, = G, definida por p(ay,...,a.) = p1(a1) - p(a,) es
un homomorfismo de grupos

y es el inico homomorfismo de grupos que hace

Gix--xG. 5 @&

Tui /‘ Pi
G;

75



conmutativo el diagrama, i.e. gou; = g;.
donde u;(a;) = (1,...,1,a41,...,1) = a; (inyectivo).
Producto de grupos ciclicos finitos

Sean Gy, ..., G, grupos ciclicos, con |G;| = n;, el producto
P =G, x---x G, es un grupo de orden m = ny - - - n,.

Proposicion 42 G x---xG, es ciclico < los ordenes de los G;, 1 =1,...,r,
n; son primos entre si.

En este caso si G; =< a; >, y (aq,...,a,) es un generador del producto
DEMOSTRACION.

Como (1,...,1,a;,1,...,1),(1,...,1,a;,1,...,1) conmutan,

1,...,1,a;,1,...,0(1,....La;1,... . 1) =(1,...,1,a;,1,...,1,a;1,...,1)

yo(l,...,1,a;1,...,1,a;,1,...,1) = mem(n;,n;), =
o(ay,...,a,) = mem(ny,...,n,), y silos n;’s son primos entre si
o(ay,...,a,) =ny---n,, es decir el orden de G; X - -+ X G, =
Gy x - x G, =< (ay,...,a,) > es ciclico.

Producto directo interno de grupos

Sea G grupo, y H, K subgrupos de G, consideramos H x K y nos pre-
guntamos cuando dicho producto es isomorfo a G.

Definimos ¢ : H x K — G, por ¢(h, k) = hk,

¢ es homomorfismo < hk =kh,Vhe H Vke K

@ es suprayectiva & HK =G

ker(o) ={(z,xYx € HN K}, y ker(p) = {1} & HN K = {1}

Definicién 40 Dados H, K < G diremos que G es producto directo interno
de H, y K si el homomorfismo ¢ : Hx K — G, p(h, k) = hk es isomorfismo,
G~ HXxK.
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Por lo anterior GG es producto directo interno de H, y K < se verifican
las condiciones:

(i)Vk e K hk =kh,¥ h € H,hk = kh.

(i) HN K = {1}.

(iil) G = HK.

Nota Si GG es producto directo interno de H, K < GV g € G, g = hk de
manera Unica.

Si G es abeliano escribiremos G =~ H & K, y lo llamaremos suma directa
interna.

EJEMPLOS:

- Sean Z¢ = {0,1,2,3,4,5}, H ={0,2,4,}, K = {0, 3},

H+K ={0,2,4,}+{0,3} = {0+0,0+3,2+0,2+3,4+40,4+3 = 1} = Zg,

y HN K = {0}, y como los elementos conmutan, Zg es producto (suma)
directo interno de H y K.

- En Dy = {1,0,0% 0% 7,70,70% 703}, sean H = {1,0,0% 0%}, K =
{1,02, 7,702}, se verifica Dy = HK, pero o7 # 70,y HNK = {1,0?}, luego
D, no es producto directo interno de H y K.

-En Dg = {1,0,0%, 0% 0% 0% 7,70,70%, 703, 70*, 70}, sean H = {1, 03},
K = {1,0% 0% 7,702,170}, se verifica que H N K = {1}, los elementos de
H conmutan con los elementos de K, y entonces Dg = HK,y Dg ~ H X K
como producto directo interno.

La condicién de conmutar respecto del producto de los elementos de dos
subgrupos, se da con las siguientes condiciones

Proposiciéon 43 Sean H, K <G, entonces:
HNK ={1} < los elementos de H y los de K conmutan

DEMOSTRACION.

HKaG = hkh™' € K, kh™'k~' € H = hkh 'kt e HN K = {1}
— hk = kh.

En general, si consideramos mas de dos subgrupos, sean Hq, ..., H, sub-
grupos de G,
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Definicién 41 Diremos que G es producto directo interno de los H;, si el
homomorfismo ¢ : Hy X +-- x H. — G, p(hy,...,h,) = hy---h, es isomor-
fismo, G = Hy x --- x H,.

Las condiciones para que ¢ se isomorfismo son:

(i) ¢ es homomorfismo < h;h; = hjh;, ¥V h; € H;, hj € H;, i # j.

(ii) Si ¢ es homomorfismo, ¢ es inyectivo < H; N (H;y--- Hj_1) = {1}.

(inyectivo = hy---h, = hy---hl < h; = h], V1)

(iii) ¢ es suprayectivo < Hy---H, =G

(esdecirVge G, g=hy--h,, h; € H;).

Vamos a comprobarlo:

(i) =) Suponemos ¢ homomorfismo, y i < 7,
(1,... Lkl D, L1, 1) =
(1, L1, L1, 1) =

o((1,..., 1,01, 1)L, 1 ka1, 1)
o1, 1,k 1. DL, 1 k1, 1) = hyhg,

y@(l,...,l,hi,l,... 1 hi 1 ,1):hlhj:>hjh1:hlhj,v2,j

YE)

<) Supongamos h;h; = h;h;, Vi, 7,
o, by (o 1) = (b o) = Bl -y, =

(hy---hy)(hy---hl) =@(hy, ... h)p(Ry, ... kL),
por la conmutatividad de los h; con los h;.

(i) =) Sea hj = hy---hj_y = hy---hj_1h;' =1 =

J
o(hi, ... hjoi, b1 ) =1=hy=--=hj_=h"=1=
H;N(H, - H; ) =1
<) Sea o(hy,...,hy—1,h;) =1 =
hi---hy_th,=1=hy---h_y=h'=h'c HN(H - H._)={1}

= h, = 1, y recursivamente para (hq,...,h,_1,1) y siguientes obtenemos
h; = 1 para todo ¢, y la inyectividad.

(iii) Es evidente.
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2.10 Grupos abelianos finitamente generados

En esta seccién estudiaremos los grupos abelianos G generados por un niimero
finito de generadores S = {1, ..., z,}. Denotaremos la operacién de G' como
la suma.

Consideramos en el grupo libre generado por S, G(S5) la relacién de con-
mutatividad, como w € G(S) es

— 7€ € —
w=uxy x, w; €85, e =+,
al ser conmutativo se agrupan las potencias y

w=ay"---xr, m; € Z, que en notacion suma es
W =miTy + -+ myr,, m; € Z y por tanto

L es un grupo libre conmutativo generado por S = {z1,...,x,} < L~ Z"
basta con asociar x; <> ¢; = (0,...,0,1,0,...,0).
Un grupo abeliano libre finitamente generado va a estar caracterizado por

su numero de generadores minimal, es decir que no se pueda suprimir uno
de ellos.

Lema 1 Sean dy,...,d, € Z, se tiene:

z"
< d161,...,dn€n >

~Zy DD 2y,

DEMOSTRACION:

Definimos un homomorfismo de Z" en Z,, & - - - ® Z,,, por
e; = (0,...,0,1,0,...,0),

y por el primer teorema de isomorfia tenemos el resultado.

Proposicién 44 Si L grupo abeliano es L ~ Z", y L ~ Z™, entoncesn = m
(es decir Z" ~ Z™ < n=m).

DEMOSTRACION:
Sea 2L = {2z|xr € L} < L, si L = Z" sean x; <> ¢; =
2L ~< 2ey,...,2e, >,y L)2L =~ Z"] < 2ey,...,2¢e, >,
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por el lema anterior

VAL
<2617---;26n>

~Zo® - DLy,

entonces L/2L tiene 2" elementos,
si suponemos L ~ Z™, L/2L tendria 2™ elementos, luego n = m.

Sea G un grupo finitamente generado por S = {x1,...,z,}, entonces
como grupo generado por un numero finito de generadores tenemos:

Zn
G~—
H

donde H es el grupo de las relaciones finitamente generadas, y podemos
suponer que los generadores de H son;
{(aiy ... am)},i=1,...,r, con apxy + -+ ame, =0,0=1,...,7.

Llamaremos rango de un grupo libre al nimero n de generadores (mini-
mal).

En esta seccion demostraremos que:
n

Z
Gr —=7"°Z B Zy,.
7 D L, DD L,
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Torsién de un grupo.

Estudiaremos a continuacién en un grupo abeliano la relacién que incluye
un solo elemento.

Definicién 42 Sea G grupo abeliano, a € G es de torsion si o(a) < oo, es
decir 3 m € N con ma = 0. Llamaremos a T(G) = {a € G de torsion}
subgrupo de torsion de G.

Definicién 43 Sea G grupo abeliano, G es libre de torsion si T(G) = {0},
es decir st ma =0, con a #0 = m = 0.

Nota Todo grupo abeliano libre L es libre de Torsion, ya que al ser
isomorfo a Z" el orden de todo elemento no es finito.

EJEMPLO:

- Dado Z & Z,,, su torsion T(Z & Z,,) = Z,

En general, si G' es suma directa interna, G = L & F con L < G libre y
F < @ finito, entonces T'(G) = F, yaque six = 21 + 23 € G, 0 = mzx =

m(zy + z2) = mxy + mxy = mx; =0 = x; = 0, ya que mzy # —mxy por
ser suma directa interna y L N F = {0}.

La ausencia de elementos de torsion caracteriza los grupos libres.
Lema 2 Sean {zi,...,z,} sistema de generadores de G abeliano, y eziste
una relacion mixy + -+ +myx, = 0, n; € Z = existe {2, ..., x.} sistema
de generadores de G, y 3q € N yi con qx;, = 0.
DEMOSTRACION:

Sir =1 el resultado es trivial.

Supongamos dos indices 1,2, y que |m| > |ms| >0 =
MiZ1 +MaZy = (M1 — M)y +Ma(x1 — T2) = (M1 +ma)x1 +ma(xg — 1)

y |m1 —ma| o |my +ms| < |my| =
existe {1, 29 + x1,...,2,} o {x1,29 — x1,...,2,} y relaciones

(m1 + m2)l’1 + m2($2 + 33’1) +msxs+ - +mpx, =0, 0
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(m1 + m2>l’1 + m2($2 — Il) +msxs + - +mx, = 0

y para una de las dos la suma de los valores absolutos de los coeficientes
es menor que m = |mq| + |ma| + -+ + |m,| > 0.

Demostraremos el resultado por induccion en m,

primer caso, sea m = 2, la relacion es x1 + x5 = 0, entonces
r1+ry=01—-1Dz 1+ (r2+21)=0= a2, =29+ 2, =0, con ¢ =1.
Supongamos cierto para coeficientes con suma de valores absolutos < m,
Veamos que es cierto para m, por lo anterior {x},..., 2.}, con x| = z,
R

Th =19 — T 0Ty = X9+ 21, T

; = x; para el resto es tal que

la suma de valores absolutos de las posibles relaciones son < m,

y por la hipotesis de induccién es cierto el resultado.

Teorema 34 Sea E un grupo abeliano finitamente generado, entonces
E es libre & E es libre de torsion
DEMOSTRACION:
=) trivial.
<) Sea {x1,...,2,} un sistema de generadores de £ con r minimo,
veamos que no puede haber ninguna relacién entre ellos:
si existe mixy + - -+ + m,x, = 0, por el lema anterior,
existe {z),...,2.} y 3 ¢q, i, con gz} =0, y como E es libre de torsion,
x, = 0 y existe un sistema de generadores con r — 1 elementos,

contradicién con r minimo.

Proposicién 45 Sea G grupo abeliano finitamente generado, T'(G) su torsion,
sea L' = G/T(G) y sean {ey, ..., e.} tales que sus clases {ei,...,€} generan
L, sea L =<ey,...,e. >, entonces G es suma directa interna G = LOT(G).
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DEMOSTRACION:

L' = G/T(G) es libre de torsién y finitamente generado =
(por el teorema anterior) L' es libre, y trivialmente L es libre.
G=L+T(G), yaquex € G, T =ae; + -+ a€ =
r=ae + - +ae +w,conw e T(G),ycomo L es libre,
es libre de torsién, y LNT(G) = {0},

y la suma es directa interna G = L @ T'(G).

Definicién 44 Sea G abeliano finitamente generado, entonces llamaremos
rango de G a el rango del grupo libre G/T(G).

EJEMPLO:

- Dado Z* @ Z,,, su rango es 2.

Teoremas de estructura

Sea GG abelianos finitamente generado por {xy,...,x,}, entonces existe
un homomorfismo

¢ : Z" — G definido por ¢(e;) = x; suprayectivo, y por el primer teorema
de isomorfia 7

~ (G
ker(p)

por tanto, para determinar G tenemos que saber determinar los subgrupos
de un grupo libre. Veamos como se pueden expresar los subgrupos de un
grupo libre.

Proposicién 46 Sea L un grupo abeliano libre de rango r y L' < L = existe
una base {ey,...,e.} de L, un s € N, cons <r, ydi,...,ds € N, tales que
{die1,...,dses} es una base de L' y d;|d;i1q1, 1 <1< s.

DEMOSTRACION:

Hacemos induccién en r, para r = 1, G =~ Z y sus subgrupos son
<dey >, e =1.

Supongamos cierto para r — 1, y supongamos V = {vy,...,v,} base de
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L,y L' C<w,,...,v, >, entonces es cierto por hipétesis de induccion.
Supongamos ahora L' < v,,...,v, >, para toda base de L,

dada una base V' definimos p, : L — Z, p,(z = nyvy + -+ - + nv,.) = ny,
y se tiene p,(L") C Z, y es no nulo ya que

p(L)=0= L C<wy,...,v. >, luego

para toda base de L, 3 d, con p,(L') =< d, >.

Consideremos V' con d, minimo para L', y denotamos d, = dj,

siaz’ € L esa’ =dyvy +nyvy + - - - + nlv,, podemos ver que

di|n;, 2 <j<r,y3dx€Lcona =dz,

dividimos n; por di, n; = ¢;dy + kj con 0 < k; < dy, 0 < j<r =

' =di(v1 + cua+ -+ 6vp) + kovg + -+ kv,

y como {v1 + cavg + -+ - + €0y, Vo, . .., U} €s base de L y dy es minimo =
k2:-~:k’r:Oydi|n;-,Ogjgr,yx’:dlx.

Sea ahora €] € L', verificando p,(e}) = dy, y sea e; € L con €| = dye; =
poler) =1,y {e1,va,...,v,} es una base de L.

Veamos que L' = (L'N < vy, ..., 0. >)D < dyeg >
(suma directa interna).

Es evidente que L' = (L'N < vq, ..., v, >)N < dye; >= {0}.
Comprobemos que L' = (L'0N < vy, ..., v, >)+ < dieg >,

sea x’ € L', por definicién de dy, 3 k con p,(2') = kdy = kdie; €< dye; >,
y ' — kdie; € (I'0 < vy,...,v. >) ya que

' — kdiey € L' 'y py(2' — kdiey) = 0 = 2/ = (' — kdyey) + kdye;.

Por hipétesis de inducién existe una base {es,...,e.} de < vy, ..., v, >,
({e1,...,e,} es una base de L),

y existe s < r y enteros positivos da, ...,d, con d;|d;41, 2 <i < s—1,
con {dsey,...,d.e.} base de L'N < vy,..., v, >, entonces

como L' = (L'N < vy,...,u, >)® < dye; >, =
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{die1,...,dses} base de L'.
Para terminar basta ver que si s > 1 = d;|ds,
se demuestra tomando ' = dye; + dsey € L'y pe(2') = dj,

y por lo anterior d; divide al resto de los de 2.

n

Fer(?)

Hemos visto anteriormente que ~ G,y como ker(y) < Z" por la

proposicion anterior
existen dy,...,ds; € N, tales que {dyeq,...,dses} es una base de ker(yp),
y d;i|div1, 1 <1 < s. Entonces analogamente a lo anterior
zn
ker(y)

Con lo anterior hemos demostrado el teorema siguiente:

mZ"‘S@Zd1@~~@ZdS.

Teorema 35 Teorema de estructura de grupos abelianos finitamente gen-
erados. Sea G un grupo abeliano finitamente generado, entonces existen
di,...,ds € N, tdnicos con d;|d;iy1, 1 <i<s,y

GrZ""®Zy & D Zy,.
DEMOSTRACION:

Por lo anterior falta ver solo la unicidad de los d;.

Llamaremos a dy,...,ds coeficientes de torsion o factores invariantes, y
n — s es el rango de G

Teorema 36 Teorema de estructura de grupos abelianos finitos. Sea G un
grupo abeliano finito, entonces existen dy,...,ds € N, dnicos con d;|d;i1,
1<i<s,y

G%Zdl@---@st.
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Sabemos que si d; = pyj’ - - - p;7’, con py; primos, tenemos

Zdj =~ Zp;lcjl_j PP Zpi:J”

donde los pf;j solo dependen de d;, y por tanto son tnicos para G.

Llamaremos a {pf;j b, 0 < j < s, los divisores elementales del grupo
finitamente generado (o finito) G y son tnicos.

EJEMPLO:

Los distintos grupos salvo isomorfismos de un grupo con n = 23 -52.7
elementos vienen determinadas por los posibles factores invariantes para n,
que son:

23.52.7, 23.5.7,5; 22.5%2.7,2; 22.5.7,2-5 2.5%.7,2 2,
2-5-7,2-5,2, que dan

Lys.soq, Lossg @ L, Lorseg @ Lo, ZLosy @ Los,

Calculo de sus coeficientes de torsién a partir de la presentacién.

EJEMPLO:

Sean G 1= Zyg x Zs y S = {e; = (1,0),e5 = (0,1)}. Cada elemento
g € G se escribe como g = (T, T3), donde T; es la clase del entero z; en Zyg
y Ty es la clase del entero x5 en Zs. Por tanto g = x1e; + x9eo, donde

€1 = (T76>7 €2 = (671%

lo que implica, puesto que G no es ciclico, que S es un sistema generador
minimal de G. Consideremos el homomorfismo suprayectivo

f:Z*=7Zx7Z— G, (a,b) — ae; + bes.

Por el primer teorema de isomorfia, Z*/ ker f = G, y vamos a determinar el
nicleo de f, que se denomina subgrupo de relaciones o subgrupo de sicigeas
de G respecto de Sy se denota Rg(G). Denotamos r; = (10,0) y ro = (0, 5),
que evidentemente pertenecen a ker f. Reciprocamente,
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(a,b) € ker f <= ae; + bey = (0,0) <= (a,b) = (0,0)
<~ da,f€Z,a=10a,b=50
< (a,b) = (10c,55) = «(10,0) + £(0,5) = ary + Pr,

luego ker f = (ry, 7). Lo anterior se abrevia diciendo que
G = <€1,€2 . 1061 = 07562 = O>,

que nos da una presentacion de G por generadores y relaciones con matriz
de G respecto del sistema generador minimal S como

10 0
M =
y observese que matriz codifica la presentacion de G. Estas notaciones indi-

can que G esta generado por los elementos ey, e5, cuyos 6rdenes son 10 y 5
respectivamente.

Nota Sean GG un grupo abeliano con notaciéon aditiva y un sistema gen-
erador

Si={x1,...,Tn}
de G. Sean Ay, ..., \, € Z y denotamos
y1:::1:1—|—2)\jxj & Y; ‘= Ty V2§j§n
j=2

Entonces, el conjunto T := {y1,...,y,} es también un sistema generador de
G, ya que

1=y — Y ANy; € (T).
=2

Veamos ahora en qué consiste el proceso inverso al seguido en el ejem-
plo anterior; se trata de reconocer un grupo abeliano finito a partir de una
presentacion suya.

EJEMPLO: Consideremos el grupo abeliano
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G = {x1,z9,23 : 627 — 9wy — 323 =0, 2421 + 929 + 923 = 0,
42131 + 45.732 + 27LL’3 = 0}

por tanto S := {x1, x2, x3} es un sistema generador de G y el subgrupo Rg(G)
de Z* esté generado por las relaciones

{ri =(6,-9,3), r» = (24,9,9), r5 = (42,45, 27)}.

A lo largo del ejemplo modificaremos el sistema generador S de modo
que la matriz de G respecto de otro sistema generador nos permita reconocer
el grupo. En cada paso veremos cémo se refleja en la matriz el cambio de
sistema generador. Inicialmente,

6 —9 —3
Mg(@)=1|24 9 9
42 45 27

es importante observar que uno de los coeficientes de la matriz divide a los
restantes. Este coeficiente es —3 y modificamos el sistema generador para
que dicho coeficiente ocupe el lugar de la fila primera y la columna primera.
Para ello definimos y; := —x3,ys := 1, y3 := x2. Por la Observacion anterior
el conjunto Sy = {y; : i = 1,2,3} es un sistema generador de G y se cumple

3yi. + 6y — Y9yz3 = 0
=9y + 24y, + 9y = 0
- 27y 1+ 42y2 + 45y3 =0

en COHSGCUGHCi&,

3 6 -9
Mg (G)=| -9 24 9
—27 42 45

el conjunto

es un sistema generador de GG, y sacando factor comin en la primera ecuacion
se tiene 3(y; + 2y — 3y3) = 0, es decir, 3z = 0. Las ecuaciones segunda y
tercera anteriores se leen
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como 3z; = 0 también 9z; = 0y 27z, = 0, por lo que las ecuaciones anteriores

se reescriben como
321 =0
4229 — 1823 = 0
9622 — 3623 = 0

y la matriz de G respecto del sistema generador S5 es

3.0 0
Mg, (G)=| 0 42 —18
0 96 —36

esto implica que G = Z3 x H donde H es el grupo generado por z, v 23, que
cumplen las relaciones.

4222 — ]_823 = 0 ~ 18(222—23) + 622 = 0
962’2 — 362’3 =0 36(222—23) + 2422 =0

el conjunto T := {(; = 29, (s := 229 — 23} genera el grupo H y

66, + 186 = 0
24¢, + 36(, = 0

por tanto, la matriz de H respecto del sistema generador T' es

My (H) = ( 264 zlag )

también el conjunto U := {u; := (; + 3(s, us := (2} genera H y estos
generadores cumplen

6U1 =0

36UQ = 0.

MH(U)=<3 306>,

lo que implica que H = Zg X Z3s. Finalmente,

en consecuencia,

GgZ:;XHngXZGXZg(;

por lo que los coeficientes de torsiéon del grupo G son 3,6 y 36.
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