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INTRODUCCION

2.1 OBJETIVOS

Describir la evoluciéon temporal observada de una tunica caracteristica de interés de cierta
entidad observable, y prever la evoluciéon futura (desconocida) a corto plazo de dicha
caracteristica, utilizando tan sélo informacién (conocida) sobre su pasado. Esta informacién

constituye lo que se conoce como una serie temporal univariante.

2.2 SERIES UNIVARIANTES

Una serie temporal univariante es una secuencia de N observaciones (datos), ordenadas y
equidistantes cronolégicamente, sobre una tnica caracteristica de cierta entidad observable

en diferentes momentos.

Una serie temporal univariante suele representarse como 41, y2, ..., YN, ¥ = [Y1, Y2, s YN |
(yy )ivzl, 6y (t =1,..., N), donde y; es la observaciéon nimero ¢ (1 < ¢ < N) de la serie y N

es el nimero de observaciones de que consta la serie completa (su tamano o longitud).
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FIGURA 2.1
Series Temporales Univariantes
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2.3 SERIES ESTACIONARIAS Y SERIES NO ESTACIONARIAS

Una serie temporal es estacionaria en media cuando su evolucién presenta un nivel medio

que es constante.

Una serie temporal es estacionaria en varianza cuando es estacionaria en media y, ademaés,

su evolucién presenta una dispersion constante alrededor de su nivel medio.

Observacion 1: Suele decirse que una serie es estacionaria (sin méds calificativos) cuando lo es en varianza. Algunos
términos asociados con la estacionariedad son estabilidad, homogeneidad, equilibrio y ausencia de tendencia.

Una serie temporal es no estacionaria en media cuando su nivel medio no es constante.

Una serie temporal es no estacionaria en varianza [i] cuando es no estacionaria en media, o
bien [ii] cuando su dispersién alrededor de su nivel medio no es constante, o bien [iii]

cuando se dan ambas circunstancias al mismo tiempo.

Observacioén 2: Los tipos de no estacionariedad mds frecuentes son los que tienen que ver con el caso [i] (incluyendo la
estacionalidad) y con el caso [iii] de la no estacionariedad en varianza. Suele decirse que una serie es no estacionaria
(sin més calificativos) cuando no es estacionaria por un sélo motivo o por varios al mismo tiempo. Algunos términos
asociados con la no estacionariedad son inestabilidad, heterogeneidad, desequilibrio y tendencia. Muchas series que
son no estacionarias pueden convertirse en series estacionarias mediante la aplicacién de transformaciones sencillas.
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FIGURA 2.2
Series Temporales Estacionarias
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FIGURA 2.3
Series Temporales No Estacionarias
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FIGURA 2.4
Series Temporales Estacionales
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2.4 MODELOS UNIVARIANTES

Modelo de Ruido Blanco - White Noise

. . . . / . .,
En este modelo se supone que una serie estacionaria y = [y1,¥2,..., yy | es una realizacién

particular de un vector A = [A4;,Ay,...,Ay]" de variables aleatorias IID (idéntica e

independientemente distribuidas) con media 0 y varianza 031 > 0. En un modelo de ruido

blanco Normal o Gaussiano se supone, ademds, que cada A; sigue una distribucién Normal.

Observacion 3: Una secuencia genérica (4;) = (..., A_1, Ay, 41, ...) de variables aleatorias IID con media 0 y varianza
0'124 > 0 se denomina un proceso de ruido blanco y se representa como (A4;) ~ I1ID(0, 031 ). Cuando, ademas, cada Ay
sigue una distribucién Normal, la secuencia (A;) es un proceso de ruido blanco Normal o Gaussiano, que se

representa como (A; ) ~ NIID(O0, aj ).

Modelo AR(1) - Autorregresivo de Orden 1

En este modelo se supone que una serie estacionaria y = [y1,¥2,..., yy | es una realizacién
particular de un vector Y = [Y, Y5, ..., Yy |" de variables aleatorias tales que
Yt :N+¢1Yt—1 +At (t:172a“'7N)7 [1]

donde @ y ¢ son pardmetros, |¢ | < 1 (estacionariedad), y (A;) ~ IID(0, 0'124 ).
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Modelo AR(2) - Autorregresivo de Orden 2

En este modelo se supone que una serie estacionaria y = [y1,¥2,..., yy | es una realizacién
particular de un vector Y = [Y1, Y5, ..., Yy |" de variables aleatorias tales que
}/t — N+¢1Yt—1 +¢2Yt—2 +At (t :172a“'7N)7 [2]

donde w, ¢ y ¢ son parametros, las dos raices de la ecuacién 1 — ¢z — ¢2x2 = 0 estan

fuera del circulo unitario (estacionariedad), y (A;) ~ I1ID(O0, 031 ).

Modelo MA(1) - Media-Mévil de Orden 1

En este modelo se supone que una serie estacionaria y = [y1,¥2,..., yy | es una realizacién
particular de un vector Y = [Y1, Y5, ..., Yy |" de variables aleatorias tales que
}/t — M+At _‘91‘425—1 (t :1727'"7N)7 [3]

donde p y 6; son pardmetros, |6 | <1 (invertibilidad), y (A4;) ~ IID(O0, le ).

Modelo de Paseo Aleatorio - Random Walk

En este modelo se supone que una serie no estacionaria y = [y;,¥2,...,yy] es una
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realizacién particular de un vector Y = Y7, Y5, ..., Yy ] de variables aleatorias tales que
Yt::u_‘_yvt—l—i_At (t:1727°"7N)7 [4]
donde p es un pardmetro (que puede ser igual a cero), y (4;) ~ IID(O0, 031 ).

Observacién 4: Un paseo aleatorio es un modelo AR(1) con ¢; = 1, es decir, un modelo AR(1) no estacionario. [Nétese
que cuando ¢; = 1, la ecuacién caracteristica 1 — ¢z = 0 asociada con un modelo AR(1) tiene una raiz unitaria
(z* =1).] Por otro lado, un paseo aleatorio puede escribirse como Y; —Y; 1 = u + A;, de manera que una serie
temporal y; (t =1,...,N) no estacionaria sigue un paseo aleatorio cuando su diferencia regular de orden 1
wy =y —yi—1 (t =2,..., N) es una realizacién particular de un vector de variables aleatorias IID(pu, 0124) [donde el
parametro p puede valer cero, en cuyo caso la serie w; (t = 2,..., N) seguiria un modelo de ruido blanco].

Observacién 5: Un paseo aleatorio es el modelo més sencillo para una serie integrada de orden 1, 6 I(1) (es decir, una
serie no estacionaria cuya diferencia regular de orden 1 es una serie estacionaria); por extensién de esta terminologia,
una serie estacionaria suele denominarse una serie serie integrada de orden 0, 6 I(0). La notacién (y; ) ~ I(1) significa
que (y; )ivz , es una serie I(1) (integrada de orden 1), mientras que la notacién (y; ) ~ I(0) significa que (y; )i\fz L es
una serie estacionaria (integrada de orden 0).

Observacion 6: Las seis series de la Figura 2.5 han sido simuladas (generadas artificialmente) a partir de la ecuacién
que define el modelo correspondiente, utilizando como punto de partida una secuencia de 150 nidmeros aleatorios
independientes generados con EViews a partir de una distribucién N(0,1) (una serie simulada a partir de un modelo
de ruido blanco con 0'124 = 1). Todas estas series se encuentran en el archivo ST26-Sim-Series.wf1, donde se describe
explicitamente la ecuaciéon empleada para generar cada una de ellas.
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FIGURA 2.5
Series Temporales Simuladas
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FIGURA 2.6
La Metodologia del Analisis Univariante de Series Temporales
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IDENTIFICACION

La identificacion de un modelo provisional o tentativo para una serie temporal consiste en
el planteamiento de ciertas hipétesis tedricas (estadisticas y matemédticas) que se espera

resuman adecuadamente las propiedades muestrales mas importantes de dicha serie.

La propiedad fundamental de una serie es la que tiene que ver con su cardcter estacionario

o no estacionario, segun el caso.

Cuando una serie es estacionaria, sus propiedades muestrales mds importantes son [i] su
nivel medio, [ii] su dispersién y [iii] su dindmica (inercia o memoria), que pueden resumirse

conjuntamente a través de un modelo univariante estacionario.

Cuando una serie es no estacionaria, un enfoque ttil consiste en aplicarle primero ciertas
transformaciones para convertirla en una serie estacionaria y proceder después como en el
caso de series estacionarias. Un modelo que se obtiene al juntar dichas transformaciones con
un modelo univariante estacionario para la serie transformada (estacionaria) suele

denominarse un modelo univariante no estacionario para la serie original.
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2.5 TRANSFORMACIONES DE SERIES NO ESTACIONARIAS

Aunque existen otras posibilidades, los tipos de no estacionariedad que se observan con mas

frecuencia en la practica son los que se indican en la Tabla 2.1.

TABLA 2.1
Tipos Frecuentes de No Estacionariedad

Nivel Medio General Estacionalidad Dispersion No Constante Dispersién Constante
No A C
No Constante
Si B D
No F - Poco Frecuente E - Estacionariedad
Constante
Si G - Poco Frecuente H

Observacion 7: Ejemplo A: Figura 2.1 IBEX 35. Ejemplo B: Figura 2.4 Viviendas Iniciadas. Ejemplo C: Figura 2.3
Inflacién Interanual. Ejemplo D: Figura 2.1 Tasa de Paro. Ejemplo H: Figura 2.4 Temperatura Media en Madrid.
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2.5.1 Estabilizacién de la Dispersion - Transformaciéon Logaritmica

Cuando la dispersion de una serie temporal no estacionaria y; (¢t =1,...,N) no es
constante porque su dispersion local es aproximadamente proporcional a su nivel local, la
dispersiéon de la serie transformada logaritmicamente ¢, = Iny; (¢t =1,..., N) suele ser

razonablemente estable.

Observacion 8: La justificacion tedrica de esta posibilidad es algo laboriosa, pero se puede ilustrar con ejemplos sobre
el efecto de la transformacion logaritmica en algunas series reales (Figura 2.7).

Observacion 9: La transformacién logaritmica es un caso particular de la llamada Transformacién de Box-Cox, cuya
férmula general puede escribirse como

m
—1
ytzyt , con |m| < 2.
m
Dado que lim,, g [(y;" —-1)/ m] = In y;, la eleccion m = 0 proporciona la transformacién y; = In y;. Para otros

valores del pardmetro m, la férmula general suele escribirse simplemente como g; = y;".

Observacion 10: Aunque en la transformacién general de Box-Cox caben muchas otras posibilidades, con frecuencia la
dispersiéon no constante de series de los tipos A y B en la Tabla 2.1 se puede estabilizar aplicindole a dichas series
simplemente una transformacién logaritmica. En la préctica, la decisiéon sobre cémo transformar una serie para
estabilizar su dispersién, suele reducirse a decidir si la serie requiere una transformacién logaritmica a la vista (Figura
2.7) de su gréfico temporal y de su gréafico desviacién tipica-media (programa PRG05-DTM.prg para EViews).
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FIGURA 2.7

Transformacion Logaritmica - Graficos Desviacion Tipica-Media
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2.5.2 Operador de Retardo

El operador de retardo se representa con el simbolo B (a veces L, del inglés Backshift o Lag

operator) y se define de acuerdo con que
BX, = X,_1,B%X; = X;_4 (d >1 entero), 5]

donde X; es una variable (real o aleatoria) referida a un momento t determinado.

2.5.3 Estabilizacion del Nivel Medio General - Diferenciacion Regular

El operador diferencia regular de orden d (d > 1 entero) se representa con el simbolo Ve
(a veces AY) y se define como V? = (1 — B)? (donde B es el operador de retardo de 2.5.2),
de manera que

VX, =X, — X, 1, V2X, =X, —2X, 1+ X4 9, ...,
donde X; es una variable (real o aleatoria) referida a un momento t determinado.

Observacion 11: En muchas ocasiones, la tendencia o nivel medio general no constante de series de los tipos C y D en
la Tabla 2.1, se puede transformar en un nivel medio general razonablemente estable aplicindole a la serie
correspondiente d > 1 diferencias regulares (en general, no més de 2). La justificacién tedrica de esta posibilidad es
algo laboriosa, pero se puede ilustrar con ejemplos sobre el efecto de la diferenciacién regular en algunas series reales.
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FIGURA 2.8
Diferenciacion Regular de Series con Tendencia
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2.5.4 Desestacionalizacion - Diferenciacion Estacional

El operador diferencia estacional de periodo Sy orden D (D > 1 entero) se representa con
el simbolo Vg (a veces Ag ) v se define como Vg = (1 — B*)P (donde B es el operador de

retardo de 2.5.2), de manera que, en particular (cuando D = 1),
VgXy = Xy — X3,
donde X; es una variable (real o aleatoria) referida a un momento ¢ determinado.

Observacion 12: En los casos de series estacionales mensuales (S = 12 meses) y trimestrales (S = 4 trimestres), Vio y
V4 suelen denominarse diferencias anuales. Nétese que Vg =1 — BY # (1 — B)S = V¥ para todo S > 1.

Observacion 13: Muchas series estacionales de los tipos D y H en la Tabla 2.1, se pueden transformar en series sin
estacionalidad aplicdndoles una tnica diferencia estacional. La justificaciéon teérica de esta posibilidad es algo
laboriosa, pero se puede ilustrar con ejemplos sobre el efecto de la diferenciacién estacional en algunas series reales.

Observacion 14: En conclusién, si una serie temporal y; (¢ =1,...,N) es no estacionaria por diversos motivos,
entonces una serie transformada del tipo
wp = Vdvg y, (que consta de n = N —d — DS observaciones)

puede ser razonablemente estacionaria si la transformaciéon de Box-Cox (con frecuencia ninguna, o bien un logaritmo
neperiano), el nimero d de diferencias regulares (en muchos casos 0, 1 6 2), y el nimero D de diferencias estacionales
o anuales (en muchos casos 0 6 1), se escogen adecuadamente (Figura 2.10).
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FIGURA 2.9
Diferenciacion Anual de Series Estacionales
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FIGURA 2.10
Efectos de Diferentes Transformaciones sobre una Serie Estacional Mensual
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2.6 PROPIEDADES MUESTRALES DE SERIES ESTACIONARIAS

2.6.1 Nivel y Dispersién

La media muestral y la varianza muestral de una serie temporal y = [y, 42, ..., yn ] son
1 al 2 1 ol 2
yENt;yt y Sy Eﬁgl(yt—y) - 6]

La desviacién tipica muestral (s,) de la serie es la rafz cuadrada de la varianza muestral.

Observacion 15: Cuando en un modelo para una serie temporal estacionaria (Apartados 2.4 y 2.7) se supone que
y =[y1,%2,...,yn ] es una realizacién particular de un vector Y = [Y;,Ys,...,Yy | de variables aleatorias con media
tedrica puy = E[Y;] y varianza teérica 032/ = Var[Y;] constantes, se puede contrastar la significacién de py con un
estadistico ¢ cuyo valor calculado es

Y
Jsi /N

y cuya distribucién (aproximada), bajo la hipdtesis nula de que py = 0, es una t(N —1).

t =

2.6.2 Dinamica |l - Autocovarianza

La autocovarianza muestral de orden k (k > 0) de una serie temporal y = [y1, 2, ..., yn |

es la covarianza muestral entre las series y; e ;.1 (¢t =1,..., N — k), o, equivalentemente,
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entre las series y;_p e y; (t =k+1,....,N):

N—k

N
= El (Yt =) (Ye4k —Y) = %t:%ﬂ(yt_k —y)y —y) (k=0,1,2,...).  [7]

Observacion 16: La autocovarianza muestral de orden cero (cy) es exactamente la varianza muestral (55) de la serie
considerada. Para k& > 0, la autocovarianza muestral de orden k£ mide el grado medio de asociacién lineal entre
cualquier par de componentes de una serie separados entre si por k periodos (es decir, el grado medio de influencia de
cualquier observacién y; sobre y;ij, 0, equivalentemente, el grado medio de dependencia de cualquier observacién y;
con respecto a y;_j). La secuencia cy, ¢y, co,... se denomina la Funcién de Autocovarianza Muestral de la serie

temporal yi,ya,..., yn -

2.6.3 Dinamica ll - Autocorrelacion Simple

La autocorrelacién simple muestral de orden k (k > 0) de una serie y = [y, %2, ..., yn | s
una medida total o bruta del grado de correlacién lineal entre cualquier par de componentes

de dicha serie separados entre si por k periodos. Habitualmente (Observacién 16),

X c
n, = Corrly, 1,y | = % (k=0,1,2,...) (=1nr =1). 8]

Observacion 17: A diferencia de las autocovarianzas, las autocorrelaciones carecen de unidades de medida y sus valores
estdn comprendidos entre +1 y —1. La secuencia 7y, 7, ... se denomina la Funcién de Autocorrelacién Simple (ACF)
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Muestral de la serie temporal y;, y9, ..., yny . La representacién gréfica de la ACF muestral de una serie se denomina el
correlograma de dicha serie. La ACF muestral es el instrumento bésico para describir en la préctica la duracién y la
intensidad de la dindmica (inercia o memoria) de una serie.

Observaciéon 18: Cuando en un modelo para una serie temporal estacionaria (Apartados 2.4 y 2.7) se supone que
y =[y1,%2,...,yn ] es una realizacién particular de un vector Y = [Y;,Ys,...,Yy | de variables aleatorias con media
tedrica py = E[Y;] y autocovarianzas teéricas v, = Cov|Y;, Y] = Cov[Y;_1,Y:] (K= 0,1,2,...) constantes, se
puede contrastar la significacién individual de cualquier autocorrelacién simple tedrica pp = 7 /o utilizando un
estadistico cuyo valor calculado es 7, /J1/ N y cuya distribucién (aproximada), bajo la hipétesis nula de que
pr = 0, es una N(0,1) (por lo que suele considerarse que cualquier p; (k > 1) es individualmente significativa al 5%
cuando \rk\ > 1.96/ JN ). Por otro lado, para decidir si las K primeras autocorrelaciones simples teéricas son
conjuntamente significativas, suele emplearse el valor calculado del estadistico de Ljung-Box

K 773
=N(N+2 )
QLp (N + )kz::1 N_&
que, bajo la hipétesis nula de que p; = py = ... = pg = 0, sigue aproximadamente una distribucién x? (K).
2.6.4 Dinamica lll - Autocorrelacién Parcial
La autocorrelacién parcial muestral de orden k (k > 0) de una serie y = [y1,y2,..., yn | es

una medida parcial o neta del grado de correlacién lineal entre cualquier par de
componentes de dicha serie separados entre si por k periodos, que no es debida a la posible

correlacién entre cada uno de ellos y todos los que se encuentran entre ambos.
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Observacion 19: Formalmente,

TR . N N R
Covld p 0] Xy_pyr U—gU
Var(i,_ | St G

n =1, ng = Corr[u,_;, U] = (k> 2),

donde 4, y u,_; son las series de residuos MCO de las regresiones de y, e y,_; (t =k +1,..., N), respectivamente,
sobre las variables intermedias y;_q,..., y;_;,1- (N6tese que 7y, es la estimacion MCO de la pendiente en la regresion
de 4, sobre 4, ;.) De manera equivalente, 1, (k > 2) es la estimacién MCO del pardmetro asociado con y, ;. en la
regresién de y, sobre y, i,...,y, .. Alternativamente, cada 7, (kK > 2) puede calcularse de manera aproximada
como el 1iltimo elemento en el vector del lado izquierdo de la siguiente expresion:

- ._1 - -
k1 L n o T n
Tk2 noo1 o Th-2 b

= Y
Tk Te=1 Th—2 0 1] [Tk
kx1 kxk kx1
lo que implica, por ejemplo, con k = 2, 3, que
T —r12 " (rf +r22 =21y )13 (1—7’12 )

Toy = Toq =
22 7 12 33 (1=ry ) (1=212 41y )

Con frecuencia, este cdlculo aproximado de la PACF muestral a partir de la ACF muestral correspondiente, se lleva a
cabo en la practica mediante el siguiente procedimiento recursivo:
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ol

k=11 =1

[\

. k= k+ 1. Calcular la autocorrelacién parcial muestral de orden k£ como

k-1
T =2 Te—1,i"k—i

ke T Tyl

i=1 Tk—1,i"i
3. Si k= K (retardo méximo que se desea calcular), parar. En caso contrario, calcular las cantidades auxiliares

T = Too1d = TekTh1 ki (i=1,2,....,k—1).
4. Volver al paso 2.

De esta manera, cada coeficiente de autocorrelacién parcial muestral 7, se calcula como una funcién determinada de
los coeficientes de autocorrelacién simple muestrales r,...,7, (k=1, 2,3, ...).

Observacion 20: La secuencia 7y, 759, ... se denomina la Funcién de Autocorrelacién Parcial (PACF) Muestral de la
serie temporal w1, ¥9,...,yny. La ACF y la PACF muestrales constituyen en conjunto el instrumento fundamental
para describir en la practica la duracién y la intensidad de la dindmica (inercia o memoria) de una serie temporal.

Observacion 21: Cuando en un modelo para una serie temporal estacionaria (Apartados 2.4 y 2.7) se supone que
y = [v1,%2,...,yn ] es una realizacién particular de un vector Y = [Y;,Ys,...,Yy|" de variables aleatorias con media
tedérica y autocovarianzas tedricas constantes, suele considerarse que cualquier autocorrelacién parcial tedrica
(Observacién 22) es individualmente significativa al 5% si |ry.| > 1.96 /VN (igual que en la Observacién 18 para el
caso de cualquier autocorrelacién simple tedrica).
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FIGURA 2.11
Autocorrelaciones Muestrales de Series Estacionarias Simuladas

RUIDO BLANCO - NIID(0,1) AR(1) PHI=0.8 MU=0

Ry ]
LA AT

1 15 30 45 60 75 90 105 120 135 150 1  PACF 15 1 15 30 45 60 75 90 105 120 135 150 1 PACF 15

'ACF 15

—_—]

—

4

=

=

==

—

—
=

e

pS=i

—]

]

—T

—]

—

B WON-=20 -2 DNW B>
—
[
[—
—
—
—
—
13
—
=
—
-
—
—
>
—
—
-
A WODN-_2 0 -2 DN WS

AR(2) PHI1=0.75 PHI2=-0.5 MU=0 MA(1) THETA1=0.8 MU=0
1 1

4] 4]

3. 3. ol

2 2 A . |

y T T T Y e
0. 0l I AVAﬂ,lthnvnvA 4 J il 1 ACF 15
by A
2 2 | ,
-3 -3 O’Wnrs,-:':
4 1 ] 1

1 15 30 45 60 75 90 105 120 135 150 1  PACF 15 1 15 30 45 60 75 90 105 120 135 150 1 PACF 15

PAGINA 26



ECONOMETRIA APLICADA 2 ANALISIS UNIVARIANTE DE SERIES TEMPORALES

FIGURA 2.12
Autocorrelaciones Muestrales de Series Estacionarias Reales
IBEX 35 - TASA DE VARIACION MENSUAL DIFERENCIAL DE TIPOS DE INTERES B-F EN EEUU
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FIGURA 2.13
Autocorrelaciones Muestrales de Series con Tendencia
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FIGURA 2.14
Autocorrelaciones Muestrales de Series Estacionales
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2.6.5 Ejemplo

En este ejemplo se ilustran todas las operaciones mencionadas en esta seccién para resumir

numéricamente las propiedades muestrales de la serie temporal (Num06-Series.wf1)

y = [2.82,0.09,-0.97, —1.13, —1.21, —0.81, —0.37, 2.02, 1.52, 2.44]',

considerada como una realizacién particular de un vector Y = [Y7, Y5, ..., Yio]" de variables
aleatorias con media py , varianza 012/, y autocovarianzas vy, v, ... (70 = 0)2/) constantes.

Observacion: Algunos de los resultados numéricos que figuran en este ejemplo se han obtenido con EViews. Si los
cdlculos se hacen a mano (con una calculadora) empleando sélo uno o dos decimales, los resultados pueden variar.

Nivel y Dispersion

U= 52N g =15 (2.82+ ..+ 2.44) = 0.440.

sy = v iy (v —Y)? = 15[(2.82 - 0.440)* + .. 4 (2.44 — 0.440)° | = 2.284.
El valor calculado del estadistico t para el contraste al que se refiere la Observacién 15 es

t =y x[s2 = N|7” = 0.440 x [2.284 = 10]"* = 0.921,
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con un p-value (bilateral) calculado a partir de una distribucién ¢t(N — 1) igual a
* = 2x(1—"Pr[t(9) <0.921]) = 0.381,
por lo que no se puede rechazar la hipétesis nula de que la media tedrica py sea cero.

Observacion: Algunos programas (como EViews) emplean como medida de la dispersién de una serie la cuasivarianza
muestral de dicha serie. Para la serie de este ejemplo, la cuasivarianza muestral es

csﬁ —Nl_l Zévzl (yr — @)2 = —N]\il 33 = 2.538.
Utilizando csg (cuasivarianza) como estimacién de 0%/ en lugar de sg :
t=y x[csy N]™” = 0.440 x [2.538 = 10]” = 0.873 = a* = 2x (1 — Pr[t(9) < 0.873]) = 0.405.

Por lo tanto, la conclusién del contraste de significaciéon de py es la misma que al utilizar 55.

Dinamica | - Autocovarianza

Las autocovarianzas muestrales de érdenes 1, 2, ..., 6 calculadas para la serie y son:

o =+ 20w =W — ) =351 — (w2 =)+ -+ (Y — ) (10 — )]
= L[(2.82 —0.440)(0.09 — 0.440) + ... + (1.52 — 0.440)(2.44 — 0.440) ] = 1.013.
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e =% 0w =) (w2 —¥) = 15[ =) (w3 —=5) + .+ (v —¥)(y10 — )]
— L [(2.82 - 0.440)(—0.97 — 0.440) + ... + (2.02 — 0.440)(2.44 — 0.440)] = 0.313,

s = S0P = wies —9) =151 =) (wa —9) + -+ (7 —9)(y10 — )]
L [(2.82 — 0.440)(—1.13 — 0.440) + ... + (—0.37 — 0.440)(2.44 — 0.440) ] = —0.570.

cs =550 =) Wiga —¥) = 15[ =) (w5 —¥) + -+ (y6 —¥) (10 —¥)]
— L[(2.82 = 0.440)(—1.21 — 0.440) + ... + (—0.81 — 0.440)(2.44 — 0.440) ] = —0.911.

5 = n W =)W —¥) =151 — 9w —¥) + -+ (5 —5) (10 — )]

% [(2.82 — 0.440)(—0.81 — 0.440) + ... + (—1.21 — 0.440)(2.44 — 0.440)] = —0.991.

—y) =351 =) (7 = 9) + -+ (g —9)(y10 — )]
[(2.82 — 0.440)(—0.37 — 0.440) + ... + (—1.13 — 0.440)(2.44 — 0.440)] = —0.714.

g = % zi\fz—f(yt —Y)(Yt+6

1
10

Observacion: La autocovarianza muestral de orden cero ¢y es idéntica a la varianza muestral 55 = 2.284.
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Dinamica Il - Autocorrelaciéon Simple

Teniendo en cuenta que ¢y = 35 = 2.284, la ACF muestral de la serie y es:

_C 1.013 — & _ 0313 _ 7 — 9 _ _ 0570 __ _
N =2 2.284 0.443, T =% = 2284 = 0.13 T3 =¢ = T 2284 — 0.250,
— & 0911 — 65 0.991 — C6 0.714
Ty =% = 9984 — —0.399, s =4 = 9984 — —0.434, 6 = = 9981 —0.313.

El valor del estadistico (); g para el contraste al que se refiere la Observaciéon 18 es
2 2

7"
Qp = N(N +2) 27 | 77 =10x12x 2P| =

04432 . 01372 , (—0.250)%  (-0.399)%> = (—0.434)  (-0.313)* | _
=120\ 5o+ 95° 103t 10—zt 105t 106 | = 146

con un p-value calculado a partir de una distribucion x? (K) igual a
1 —Pr[y?(6) < 14.6] = 0.024,

por lo que no puede rechazarse al 1% la hipétesis de que las seis primeras autocorrelaciones

simples tedricas sean cero (aunque dicha hipdtesis debe rechazarse, por ejemplo, al 5%).
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Dinamica lll - Autocorrelacion Parcial

Los tres primeros valores de la PACF muestral pueden calcularse a partir de la relacién

aproximada entre la PACF y la ACF muestrales que se menciona en la Observacién 19:

r, =1 = 0.443,

ry =17 0.137—0.4432
r22 — 2 — : . 2 — _00074’
1—7; 1—0.443

r (rf+r =2ny )+ry (1=17)  0.443(0.443% 40.1372 —2x0.137)—0.250(1—0.443% )

33 = 2 5 = —0.353.
(1-r, )(1-272 41, ) (1-0.137)(1—2x0.443% +0.137)

Para k£ > 4, las expresiones de ;. andlogas a éstas son muy complicadas. El procedimiento

recursivo de la Observacién 19 (utilizado por EViews) proporciona lo siguiente:

> Para k= 2:
1
Ty =21 TiTo Ty =M1" 0.137—0.443x0.443
: Let = = = —0.074,

Tooy = =
22 > o [ 1—0.443%0.443

1

Tyy = Tj1 — Tooly] = 0.443 + 0.074 x 0.443 = 0.476.
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> Para k= 3:
2
roo— Ty =21 Tyl _ 371" 7N —0.250-0.476x0.1374+0.074x0.443 __ _0.353
33 1_222:1 T 1=y 1 —TyoTy 1-0.476x0.443+0.074x0.137 ’

Tag = Thg — T3alTyy = —0.074 4 0.353 X 0.476 = 0.094.

> Para k = 4:
O o B T —To1To —TaoTn —TaaT:
r ! =1 "31'4—3 __ "4 31'3 322 331
44 3 o1 _ _
1=225 1 13,7; L=rgymy =191y —T3373

_ —0.399+0.450x0.250—0.094x0.13740.353x0.443
1-0.450%0.443—-0.094x0.137—0.353x0.250

Ty = Typ — TyuTyy = 0.450 — 0.204 X 0.353 = 0.378,
Tyg = T39 — TyuT39 = 0.094 + 0.204 X 0.094 = 0.113,
Tys = Ta3 — Tyulz; = —0.353 4+ 0.204 X 0.450 = —0.261.

= —0.204,

o Para k£ = 5:
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4

" Ty =21 TyiT5 T Ty Ty ey —TygTs =Ty

15%5) 4 o1 _ _ _
1=220 1 Ty L=ryymy —1yoTy —TysT3 =747y

_ —0.434+0.378%x0.3994-0.113x0.2504-0.261x0.1374-0.204x0.443 __ _0.192
- 1-0.378%0.443—0.113x0.137—-0.261x0.250—0.204x0.399 o ) ’

e =Ty — TasTyy = 0.378 —0.192 x 0.204 = 0.339,
restys = 0.113 — 0.192 x 0.261 = 0.063,
reryy = —0.261 4 0.192 % 0.113 = —0.239,
Iy =Ty — TssTy = —0.204 4 0.192 x 0.378 = —0.131.

> Para k = 6:
P S T —TeqTe —TroTy —Trala —Te Ty —TerT;
roo— 6 2= T5ife—i T T'51"s 75274 7533 TT54" T T5s
06 1_225:1 T5iT; L=15y 1 =759y —T5373 1547y — 75575
_ —0.31340.339x0.43440.063x0.399—0.239x0.2504-0.131x0.137+0.192x0.443 _0.150
o 1—-0.339x0.443—0.063x0.137—0.239x0.250—0.131x0.399—-0.192x0.434 o ) )

La ACF y la PACF muestrales que proporciona EViews para la serie y de este ejemplo son
las que se muestran a continuacion:
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Autocorrelation Partial Correlation AC PAC Q-Stat Prob

0.443 0.443 26200 0.106
0.137 -0.0v4 29015 0.234
-0.250 -0.353 3.9695 0.265
-0.399 -0.204 7.1503 0.128
-0.434 -0.192 11.671 0.040
-0.313 -0.150 14.605 0.024

[ 5 N - T N I

2.0
JN
EViews emplea para dibujar dichas bandas un 2.0 en lugar del valor critico bilateral al 5%

Las bandas de significacién individual en esta figura son =+ =+ % = 40.63, ya que

de una N(0,1), que es igual a 1.96 (Observaciones 18 y 21).

2.7 MODELOS ESTACIONARIOS

La hipdtesis inicial en cualquier modelo estacionario consiste en suponer que una serie
temporal estacionaria y = [y;,¥s2,...,yy ] es una realizacién particular de un vector de
variables aleatorias Y = [Y7,Ys,..., Yy | con media teérica py = E[Y;], varianza tedrica
052, = Var|Y;], y autocovarianzas tedricas ~; = Cov[Y;,Y; | = Cov[V;_,Y;] (K>1)
constantes, de manera que (i) py y o3 (= 79 ) no dependen de t, y (ii) cada v; (k >1)
puede depender del retardo k£ pero tampoco depende de ¢.
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Cada tipo de modelo tiene asociada una expresion matemadtica concreta de la que se derivan
una media, una varianza, unas autocovarianzas, y, en especial, unas autocorrelaciones

simples (ACF) y parciales (PACF) tedricas determinadas.

Observacion 22: Una ACF tedrica es la secuencia pq, py,... que puede derivarse a partir de la expresién matemaética
concreta asociada con un modelo determinado, donde p; = % (y, en su caso, pg = 1) mide el grado de correlacion
lineal total o bruta entre dos componentes cualesquiera del vector Y = [Y7,Ys,...,Yy]" separados entre si por un
retardo k > 1 dado (como Yy e Y;_j). Una PACF tedrica es la secuencia p;q, pyy,... que puede derivarse a partir de

la expresion matemadtica concreta asociada con un modelo determinado, donde p;; mide el grado de correlacién lineal
directa o neta entre dos componentes cualesquiera de Y separados entre si por un retardo £ > 1 dado (como Y; e
Yi_1), que no es debida a la presencia de los componentes de Y que se encuentran entre ambos (Y;_1, Y;_o, ...,
Yi_k+1)- Andlogamente a la PACF muestral de una serie temporal (Observacién 19), p11 = p1 ¥ pp. (K > 2) es el
pardmetro asociado con Y;_; en Y; = pro + pr1Yio1 + proYi—o + ...+ prrYi—r + Uy, con Uy, independiente de Y;_;
para todo i > 1 y E[Uy. | = 0. La regresién anterior puede escribirse como

Yy = pp1Yie1 + pp2Yio + o+ pYiek + Uy, con Y,y = Vs, —E[V;] (i = 0,1,..., k),
de manera que multiplicando por Y;_; (¢ > 1) y tomando valores esperados:

ElY, Vi) = pr1ElY; Vi 1]+ preElYi Y o]+ o + o E[Y; Y |+ E[Y, Uy |,
es decir,
Vi = Pk1Yi—1 t Pr2Vi—2 + -+ PREYi—k -
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Dividiendo la expresién anterior por g:
Pi = Pr1Pi-1 T Pr2Pi—2 + o+ prrpio (1> 1),

Escribiendo esta expresién para i = 1, ..., k, con (k > 2), resulta finalmente que p. (k > 2) es el tltimo elemento en
el vector del lado izquierdo de la siguiente expresion:

1P P || P P |
P1 1 o PE=2 || P2 Po
P11 Pp—o L )| Prk | P |

lo que implica, por ejemplo, con k = 2, 3, que

) po—p} ) p1 (P} +p5—2p2 )+p3 (1—pf )
90 = ' P33 = :
1-p? (1=p2 )(1=2p +p2 )

De esta manera, cada coeficiente de autocorrelacién parcial pg; en un modelo estacionario puede expresarse como una
funcién determinada de los coeficientes de autocorrelacién simple pg, ..., pr. (k= 1, 2, 3, ...) correspondientes.

En 1dltima instancia, la identificacion de un modelo univariante para una serie estacionaria
consiste en la eleccién (tentativa) de un modelo cuyas propiedades teéricas resuman

adecuadamente las propiedades muestrales de la serie considerada.
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2.7.1 Modelo AR(1) - Autorregresivo de Orden 1

Vi = i+ @1Yi 1 + 4, 0 bien 9]
(1—GB)Y, =+ A, 10]

donde p y ¢ son pardmetros, |¢; | < 1 (estacionariedad), y (A4;) ~ IID(O0, ai ).

Observacion 23: La condicién de estacionariedad de un modelo AR(1) puede enunciarse asi: "La raiz de la ecuacién
caracteristica 1 — ¢z = 0 (2" = ¢ 1) es en valor absoluto mayor que 1 (o bien tiene médulo superior a la unidad, o

bien se encuentra fuera del circulo unitario)".

Un modelo AR(1) estacionario tiene las propiedades tedricas siguientes:

Media

Varianza

ACF

L4

Hy = q [11]
2
o2 (= _ %4
pr = d1pp—1 (b >1). [13]

Observacion 24: Esta ecuacion para p; puede resolverse recursivamente a partir de la condicién inicial py =1
(Observacion 22), lo que proporciona py = (bf para todo k > 0 (una exponencial amortiguada). Por otro lado, dado
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que p; = ¢1, la varianza [12] de un AR(1) puede escribirse como

2
o2 = A
Yool-apm
P1 = Cbl si k= L,
PACF = 14
Phk {O para todo k > 1. [14]
Observacion 25: La demostracién de las propiedades [11]-[14] se basa en las expresiones siguientes:
Vi
Vi=p+d (pt+dYio+A40)+ 4
= (L4 ¢ )+ (A + ¢rA)+ | 6] Yi—2 |
Y19
=(1+ @)+ A +q A1 +62 (u+ @Y 3 + A4 2)
= (1+ ¢ + 67 )+ (A +dd1 + A o)+ Y3 | (A)

= (Z?io (bli )” +2% ¢fAt—i

- 1_/;51 +22 Sl A = ﬁ + A+ dAg R A AL+
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Hy EE[Yt]:E[l—Mgbl—FZZQiO ¢1¢At—i]:1—pb¢1’

0}2,(: vo) = Var[Y; ] = \/'zabr[l_ud)1 + 270 gbfAt_Z- ] =22, Var[gbfAt_i ] =
2

oo 4202 oo 42i\ .2 _ 94
=220 ¥ UA_<Zi:0 b1 )UA

= e
Vi =p+@Yi + 4 &YV -t = pn— ot a4 =
= R LY+ Ay = Y - P A = (Vi )+ A e

Y =¢Y, 1+ 4 & (1-@B)Y; =4, con V; =Y, —py (= 15).

e = Cov[Y;;, Yy ] = E[Y; 1Y | = E[Y,_j (¢1Y;1 + 4p)] =

= ¢ E[Y, Y, 1] + ElY, ;4] = 11 + CovlY 4] = gy (k> 1).
Cov]Yy 1,Yi 1] Cov[Yi 4] —0 para k>1

Pk E%:%:Qﬁpk—l (k>1)= p1 = ¢1po = ¢1,

pr =dipr =&, ... = pp = (k>0).
2 2

2 [ %4 %4

Jy(_ ,)/0) _ 1_¢12 - 1_¢1p1
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La PACF [14] puede calcularse a partir de la ACF [13] de acuerdo con la Observacién 22. Por otro lado, la llamada
representaciéon PSI o MA (Wold) de Y; en términos de A;, A;_1, Ai_9, ... es, en relacién con (A) y (D):

Ve =4 + Ay +0fAs +..=(1-dB) " A = U(B) =2, 9B =(1-aB) " (H)
w(B) A, ¢(B) ¢(B)

Por dltimo, la llamada representacién PI o AR de Y, en términos de Yt—l ) Yt—Q , ... es, en relacion con (D):

Y =@V +A4 &Y —¢Y g =4 = 7(B)=(1-¢B). (I)
m(B)Y, ¢(B)

2.7.2 Modelo AR(2) - Autorregresivo de Orden 2
Vi =p+¢1Yiq + @Y 2 + 4, o bien [15]
(1—¢B—¢B*)Y; = p+ A, [16]

donde u, ¢; y ¢o son pardametros, las raices de la ecuacién 1 — g1z — ¢2x2 = 0 estan fuera

del circulo unitario (estacionariedad), y (A4;) ~ IID(0, ai ).

Observacion 26: La condicién de estacionariedad de un modelo AR(2) implica que ¢, +¢; <1, ¢y —@ <1,y
\ o) \ < 1 (aunque, en general, la implicacién en sentido inverso no es cierta). Ver Figura 2.15.

Un modelo AR(2) estacionario tiene las propiedades tedricas siguientes:
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Media ny = 1_@”_@- 17]
72
Varianza 052/ =7 ¢1pA e [18]
— ¢1p1 — P2p2
ACF Pk = P1pp—1 + G2pr—2 (kK 2>1). [19]

Observacion 27: Esta ecuacion para pj puede resolverse recursivamente a partir de las condiciones iniciales py =1

(Observacion 22) y p; = ¢ /(1 — ¢o) (que se obtiene de [19] con k = 1; por otro lado, las dos ecuaciones que resultan
de [19] con £k = 1y k = 2 se denominan ecuaciones de Yule-Walker). En particular, si las dos raices de la ecuacién
caracteristica de un AR(2) son complejas, la solucién de [19] es

DFsen(2m fl + F)
sen(F)
cuyo numerador representa una oscilacién arménica amortiguada de amplitud DF , periodo 1/f, frecuencia f, fase

inicial —F /(27 f) y factor de amortiguamiento D; estas caracteristicas de p; son funciones de los pardmetros ¢ y

@9 de acuerdo con que D = =gy , cos(27f) = ¢ /(2J—¢2) y tan(F) =[(1 — &9 ) /(1 + ¢» )] tan(27f).

Observacion 28: Con p; = ¢ /(1 — o) y po = ¢ + gle /(1 —¢9) (ver [19]), la varianza [18] de un AR(2) queda

Pr = para todo k£ > 0,

02:{1—@ & .
Yo 14+ [|(1—¢r —o)(1+ 1 — o)
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pr=a¢ [(L—¢g)sik =1,
PACF Pk = 1 M si k= 2,
0 para todo k > 2.

20]

Observacion 29: Las propiedades [17]-[20] son extensiones de las propiedades [11]-[14] del AR(1). Por ejemplo, la
PACF [20] puede calcularse a partir de la ACF [19] [con p; = ¢1 /(1 — o), po = ¢o + ¢12 /(1—¢9), ...] de acuerdo

con la Observacién 22. En el mismo sentido, la representacion inicial [15]-[16] del AR(2) puede escribirse como

Vi =Y + &Y+ 4 & (1—¢B—¢B*)Y; = A, con Yy =Y, — py (=

1
1—¢1 —¢»
por lo que las representaciones PSI (MA) y PI (AR) del AR(2) son, respectivamente:

. . -1
Vi=A +idia +pd o+ 5 P(B) =272, hiB =(1-¢1B - 0B

w(é)At General, con Py = 1 o(B)

Vi=dVia+¢Vio+4 &V —dVig —dYig =4 = 7(B)=(1-¢B—nB).

7(B)Y; #(B)

(A)

(C)

En la representacion (B), cada coeficiente o “peso” 1; puede calcularse a partir de los pardmetros ¢ y ¢» de acuerdo
con que ¢(B)(B)=1 con vy =1, de manera que (1 — ¢ B — ¢pB>)(1+ B+ 1yB% +---) = 1. Esta relacién

proporciona Y| = ¢ v ¥, = 11 + ¢ _9 para todo i > 2.
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FIGURA 2.15
Condiciones de Estacionariedad

RAICES FUERA DEL IM
CIRCULO UNITARIO }
Raiz compleja con médulo
superior a la unidad 0,1)
Raiz real mayor
o gue uno en
valor absoluto
RE < + ~RE
CIRCULO
UNITARIO 0.-1)
Y
IM

MODELOS AR(2) ESTACIONARIOS

bo =1 =1

(-2,0)

0,-1)

RAICES REALES EN © Y @ - RAICES COMPLEJASEN © Y ©

VER FIGURAS 2.18 - 2.21
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2.7.3 Modelo AR(p) - Autorregresivo de Orden p

Vi=p+ oY1 + @Yo +..+ ¢, + A, o bien [21]
(1—¢B—oB* —...—¢,BP)Y, = pu+ 4, 22]
donde p, ¢, @2, ..., ¢, son pardmetros, las raices de 1 — ¢z — Pox? — ... — ¢pz? = 0 estdn
fuera del circulo unitario (estacionariedad), y (A4;) ~ 1ID(0, ai ).
Media ny =p(1-F ¢ )" 23]
Varianza oy =05 (1= ¢ip; )_1 . 24]
ACF pp = 20 Gipp—i (k>1). 25]
(p1 sik =1,
PACF P =1y ;i — [26]
~O para todo k > p.

Observacion 30: La solucién general de [25] consiste en una mezcla de exponenciales amortiguadas (asociadas con las
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raices reales de la ecuacién caracteristica) y oscilaciones arménicas amortiguadas (asociadas con las raices complejas).
Por 1ltimo, las representaciones mencionadas en la Observacién 29 son facilmente generalizables al caso de un AR(p).

2.7.4 Modelo MA(1) - Media-Movil de Orden 1
Y, = u+ A —01A;_1, o bien 27]
Y, =t (1-6B)A, 28]
donde p y 6; son pardmetros, y (A;) ~ HD(0,0’%). Cualquier modelo MA(1) tiene las

propiedades tedricas siguientes:

Media Ly = ib. [29]
Varianza 012/ = (1+ 912 )ai. 130]
—0, /(14+60?)sik =1,

ACE Pk = {O i : para todo k > 1. 31]
PACF Or = — ! _|oF = — Lo 912 0% para todo k > 1. [32]

Syttt |- 2D | -
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Observacion 31: Nétese la simetria o dualidad entre la formulacién y las propiedades de un modelo MA(1) y las de un
modelo AR(1). En este mismo sentido, dado que [29]-[32] son cantidades constantes, un modelo MA(1) es estacionario
independientemente de lo que valgan sus pardmetros. La demostraciéon de las propiedades [29]-[32] se basa en las
expresiones siguientes:

py = E[Y; ] =E[p+ 4 -0 4 1] = p. (A)

oy (= 70) = Var[V;] = Var[u + A — 64, 1] =

(B)

Var[4; ]+ HfVar[At_l ] —260,Cov[4;, 4 1]=(1+ (912 )0124 :
Vi=pu+4 -4 1 <Y —p=4 -04 1 < ©

&Y, =A -0 A4 &Y, =(1—-BO)A, conY; =Y, —py (= p).

m = Cov[Yi_1, Y] = B[, 1Yy ] = E[(A41 — 014 2) (A — 014 1)) =
= E[A4_1A] -0 E[A?,]-6 E[4_5A] +06} E[A4_s4_1] =007 (D)

— [ —— [ —" L y 5

Cov[A;—1,4; =0 Var[4; ] Cov|[A;_o,4; ]=0 Cov[A;_9,4;1]=0
e = CovlYy_, Vi1 = B[V, Yy ] = E[(A—p — O A—p—1)(A —014,1)] =0 (k> 2), (E)
== I g ) = 2 =0 (k> 9). ()
0 (1462 )0} 17 0 -
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Por su parte, la PACF de un MA(1) se puede calcular a partir de la Observacién 22, con la ACF dada en [31]. El
hecho de que un modelo MA(1) sea estacionario independientemente de lo que valgan sus pardmetros, sugiere la
conclusién general de que la estacionariedad es un asunto que requiere atencién sélo cuando un modelo contiene
términos de tipo AR. No obstante, en un modelo MA(1) debe ocurrir que |6, | <1 para que el modelo tenga ciertas
propiedades adicionales importantes (andlogas a algunas de las que tiene autométicamente un modelo de tipo AR).

Cuando |60 | < 1 (invertibilidad) en un modelo MA(1), puede comprobarse lo siguiente:

rp El modelo admite una representacién inversa (PI o AR) bien definida. 33]
ro> Dado un valor para pj, existe un tnico valor de 6; tal que p; = —6; /(1 + 912 ). 34]
Observacién 32: Cuando |6y | < 1 en un MA(1) [ver (C) en la Observacién 31]:

A =Y + 01 A

A
=Y+ 6 (Vi1 + 014 9) =Y, +6,Y, 1 + 604 ]
Ap o
=Y, + 0V + 6] (Yoo + 014 3) =Y, + 0V, + 67V 9 +[ 6743 ] (A)

=YX 0V, Y, = —0Y ) 0]V — 60V, g — .+ A

Por lo tanto, la representaciéon PI (AR) de un MA(1) invertible es la siguiente:
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Vi +0Y; 1 + 02V, 9 +..= A = 7(B) =%, 0B =(1-6,B)". (B)
*(B)Y; 0(B)

Por su parte, la representacién PSI (MA) de un MA(1) es simplemente [ver (C) en la Observacién 31]

Vi = A — 0 Ay = (1—,B) A = $(B) = 1- 6. (©)
b v / . v J [ ——
¥(B)A 0(B) 0(B)
Observacion 33: Por ejemplo, 6, = 0.5 y 6 =2 dan el mismo p; = —0.4, pero s6lo 6, = 0.5 es invertible. La

condicién de invertibilidad |6} | <1 de un modelo MA(1) puede enunciarse asi: "La raiz de la ecuacién caracteristica
1—6z=0 (2" =6 1) tiene médulo superior a la unidad (se encuentra fuera del circulo unitario)". Consideraciones
semejantes a las relacionadas con las propiedades [33]-[34] son también aplicables a modelos MA de cualquier orden.
Dado que un modelo AR estacionario satisface automédticamente ese tipo de propiedades, la invertibilidad es un
asunto que requiere atencién sélo cuando un modelo contiene términos MA.

2.7.5 Modelo MA(2) - Media-Mé6vil de Orden 2
Y, = pu+ A —01A;_1 —09A;_5, o bien 35]
Yy = p+(1—6,B—6,B%)A, [36]
donde g, ) y 65 son pardametros, y (4; ) ~ 1D(0, 0124 ).

Observacion 34: Un modelo MA(2) es invertible cuando las dos raices de su ecuacién caracteristica 1 — 6,z — 02352 =0
estdn fuera del circulo unitario, para lo cual es necesario que 6, +6; <1, 0, —6, <1,y [6y| <1.
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Cualquier modelo MA (2) tiene las propiedades tedricas siguientes:

Media Ly = [b. 137
Varianza 012/ = (1+ 912 + «922 )O’i. 38]
[0 (1—09)] /(1 + 02 +05)si k=1,

—0y /(1 + 62 +67) si k=2, 39
0 para todo k > 2.

A

Observacion 35: La expresion analitica de la PACF en un modelo MA(2) depende de la naturaleza de las dos raices de
su ecuacion caracteristica. Dicha expresion es muy complicada. No obstante, la PACF de un MA(2) sigue las mismas
pautas que la ACF (dualidad) de un modelo AR(2) [lo mismo que la ACF de un MA(2) y la PACF de un AR(2)]. Las
propiedades [37]-[39] son extensiones de las propiedades [29]-[31] del MA(1). En el mismo sentido, la representacién
inicial [35]-[36] del MA(2) puede escribirse como

Yy = A =0 A4 =634 5 &Y, =(1-0,B—0,B*)A4;, con Yy =Y, — py (= p), (A)
por lo que las representaciones PSI (MA) y PI (AR) del MA(2) son, respectivamente:
Y = A — A — Ao = (1—6B—0,B*) A = (B)=1—6,B— 0,57, (B)
v(B)4 0(B) 0(B)
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Yt = leitfl + 72}715*2 + .-+ A;, o bien

Y —mY g —mY g — =4 = 7(B)=-1%) mB' = (1- 6B - 05 B? )I_l' (C)

Y

m(B)Y; General, con 7y = —1 0(B)

En la representacion (C), cada coeficiente o “peso” m; puede calcularse a partir de los pardmetros 6; y 6 de acuerdo
con que O(B)m(B)=1 con my = —1, de manera que (1—0,B—60,B8%)(1—m B —myB? —---) =1. Esta relacién
proporciona m = —6; y w; = 0ym;_1 + 6hm;_9 para todo i > 2.

2.7.6 Modelo MA(q) - Media-Movil de Orden q
Vi =p+ A4 -0 Ay — 049 —...—0,4_,, o bien 40
Y, = u+(1—-6B—0,B*—...—0,B1) A, [41]
donde p, 6,09, ..., 0, son pardmetros, y (4; ) ~ 1ID(O0, 0124 ).

Observacion 36: Un modelo MA(g) es invertible cuando las raices de la ecuacién 1 — 0,z — 02332 — = an:q = 0 estdn
fuera del circulo unitario.

Cualquier modelo MA(¢q) tiene las propiedades tedricas siguientes:
Media Ly = [b. 142]

Varianza 032, = (1+ 912 + ...+ 9q2 )ai. 43]
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Observacion 37: Las expresiones analiticas de la ACF y la PACF en un modelo MA general dependen de la naturaleza
de las raices de su ecuacion caracteristica. Dichas expresiones son muy complicadas. No obstante, la ACF y la PACF
de un modelo MA general siguen las mismas pautas que la PACF y la ACF, respectivamente (dualidad), de un
modelo AR general (ver [25]-[26]). Por tltimo, las representaciones mencionadas en la Observacién 35 para un MA(2)
son ficilmente generalizables al caso de un MA(q).

2.7.7 Modelo ARMA(1,1) - Autorregresivo Media-Moévil de Orden 1,1
YVi=p+ @Y a1 + 4 — 06141, o bien [44]
(1— B, = p+(1—6,B)A, 45
donde u, ¢ y 6 son pardmetros (con ¢y #+ 61),y (4;) ~ 1ID(0, 031 ).

Un modelo ARMA(1,1) estacionario (] ¢ | < 1) tiene las propiedades tedricas siguientes:

- u
edia my =g [46]
1—2¢0; + 07 — 0, )

Varianza 052, = i 12 L ai =1+ (91 912) 0'124. [47]
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(61 = 0)(1 = ¢100)] /(1 — 26161 +07) si b =1,
ACF Pr = b1 [48]
P19; para todo k > 1.

Observacion 38: La PACF de un modelo ARMA(1,1) consiste en un valor inicial p;; = p; seguido de una secuencia de
valores que siguen exactamente la pauta de la PACF de un MA(1). Esto mismo ocurre con la ACF [48], que consiste
en un valor inicial p; seguido de una secuencia de valores que siguen exactamente la pauta de la ACF en un AR(1).
En general, la ACF (PACF) de un modelo ARMA sigue las pautas de la ACF (PACF) de su parte AR (MA). Por
otro lado, la representacién inicial [45]-[45] del ARMA(1,1) puede escribirse como

= oY1 + A — 04y & (=@ B)Yy = (1-0B)4;, con Yy =Y, —py (= 1), (A)
por lo que las representaciones PSI (AR) y PI (MA) del ARMA(1,1) estacionario (|¢; | < 1) e invertible (|6; | < 1)

son, respectivamente:

Y = 4 + 1Ay + 1 dis +.. = 9(B) = XX, B = (1- & B)"' (1-6,B), (B)
V(B )At General, con Py = 1 qb(B) H(B)

Y, = mY,_1 + mY,_g + -+ Ay, o bien

Y, —mYiy —mYiy — = A = n(B) = —ZZ o mB =(1-6B)"" (1-¢B) ()
7(B)Y; General, con T = —1 0(B) ¢(B)

En la representacion (B), cada coeficiente o “peso” 1; puede calcularse a partir de los pardmetros ¢; y 6; de acuerdo
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con que ¢(B)Y(B) = 60(B) con ¢y =1, de manera que (1 — ¢ B)(1+ B+ 1wB? —--.) = (1—6,B). Esta relacién
proporciona Y = ¢ — 01 y ¥, = ¢1¢;—1 para todo i > 2, o bien ; = gbli_l (¢ —6) para todo i > 1, de manera
que la secuencia i, s, ... sigue una pauta semejante a la de la ACF de un AR(1). Por su parte, en la representacién
(C), cada coeficiente o “peso” m; puede calcularse a partir de los pardmetros ¢, y 6, de acuerdo con que
0(B)w(B) = ¢(B) con my = —1, de manera que (1—6;B)(1—mB—mB%2 —-..)=(1—¢B). Esta relacién
proporciona m = ¢ — 6, v m; = 6ym;—1 para todo i > 2, o bien m; = Hf_l (¢ —6) para todo i > 1, de manera

que la secuencia 7, w9, ... sigue una pauta semejante a la de la PACF de un MA(1).

2.7.8 Modelo ARMA(p,q) - Autorregresivo Media-Mévil de Orden p,q

Yi = u+ oY1 + Yo+ ..+ 0pY

49
+ At — (91At_1 — QQAt_Q — .. — qut_q, O bien [ ]
O(B)Y, = u+ 0(B) Ay, 50
donde
¢(B)=1—¢B— $pB* —...— ¢,B? [51]
es el operador o polinomio autorregresivo (AR) del modelo,
0(B)=1-6,B—0,B> —...—0,B1 [52]
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es el operador o polinomio media mévil (MA), (A4;) ~ IID(0, 031), Y [y @1, @2, ey Op, 01,

0o, ..., 0, son pardmetros tales que todas las raices de la ecuacién caracteristica AR

1— 17— oz’ — ... — gpa? =0 53]

estdn fuera del circulo unitario (condicién de estacionariedad). Un modelo ARMA(p,q) es

invertible si todas las raices de la ecuacién caracteristica MA
1— 1 — 02 —...— 029 =0 [54]
estdn fuera del circulo unitario (condicién de invertibilidad).

Algunas propiedades tedricas de cualquier modelo ARMA (p,q) estacionario e invertible son

las siguientes:

o> La media del modelo es

_ _ H _ K
b = s = —e, T e )

donde ¢(1) es el valor del operador AR [51] evaluado en B = 1.
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o> El modelo puede escribirse como en [49]-[50], o bien como
S(B)Y, = 0(B)A, (con ¥, =Y, — puy ). 56

> La condicién de estacionariedad de un modelo ARMA garantiza que los pardmetros o

pesos Uy, Yy, U9, ... del polinomio de orden infinito

B _ 0(B) _ B B? — > B =

Y(B) = =1+ ¢ B+ wB? +..= Y ;B (¢ =1) [57]
¢(B) i=0

satisfacen la condicién >.>° |5 | < oo, de manera que la representacion Y, = (B)4,

(PST 0 MA) del modelo estd bien definida.

> La condicién de invertibilidad de un modelo ARMA garantiza que los pardmetros o

pesos my, T, 9, ... del polinomio de orden infinito
B .~ :
w(B) = o(B) =1-mB—-—mB*—...=—-% mB" (ny =—1) 58]
0(B) i=0

satisfacen la condicién >_7°, | m; | < co, de manera que la representaciéon (B )Y = A
(PI o AR) del modelo esta bien definida y tiene un sentido préctico adecuado.
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Observacion 39: En modelos AR(p), ¥(B) es un polinomio infinito (como la ACF) con cada v; (i > 1) expresable en

funcién de ¢y,...,¢,, mientras que 7(B) es un polinomio finito (como la PACF) de grado p con
m =¢; (i=1,....,p). En modelos MA(q), #(B) es un polinomio finito (como la ACF) de grado ¢ con
v; = —0; (1 =1,...,q), mientras que m(B) es un polinomio infinito (como la PACF) con cada m; (i > 1) expresable

en funcién de 6y, ..., 6,. En modelos ARMA(p,q), tanto ¢(B) como 7(B) son polinomios infinitos (como la ACF y la
PACF), con cada 1; y cada m; (i>1) expresables en funcién de ¢y,...,¢,,6;,....,0,. En general, los pesos
(coeficientes) 1; y m; de [57]-[58] pueden calcularse recursivamente teniendo en cuenta que ¢(B)i(B) = 0(B) y que
O(B)m(B) = ¢(B), de manera que, por un lado,

Vi = Qi1 + i + o+ Ophi_y — 0;
para todo i > 0 (donde g =1, ¢; =0sii<0y 6; =0sii> q),y, por otro lado,
m =0T +hm o+ + 0T+
para todo @ > 0 (donde mp = —1, m; =0 si ¢t < 0y ¢; =0 si i > p). Por tultimo, de la relaciéon ¥(B)w(B) =1
implicita en [57]-[58] se deduce que
m o= =2 mii g (mo = —1), ¢ = X'\ dymij (o = 1) para todo i > 1.

Las secuencias ¥, U9, ... y 1, m9,... calculadas a partir de un modelo ARMA siguen pautas semejantes a las de la
ACF y la PACF, respectivamente, del modelo (Observacién 38). [El célculo de la ACF y la PACF tedricas de
cualquier modelo de tipo ARMA puede llevarse a cabo en EViews con el programa PRG07-ACF-PACF.prg. Por su parte,
el calculo de los pesos ¢; v m; (i =1,2,...) estd programado en PRG08-PSI-Pl.prg.]
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-1.0

0.0

-1.0 !

0.0

ACF

1.0 -

0.0

-1.0 -

Figura 2.16

AR(1): Y, = 0.8Y,_1 + 4.

PACF

Parametro positivo.

ACF

i

-1.0

0.0

Figura 2.18

AR(2): Yy = 0.6Y,1 +0.2Y,_o + A;.
Raices de [56] reales: —4.19, +1.19 (dominante).

PACF

1.0,

0.0

-1.0 |

1.0,

0.0 1

-1.0 |

ACF 1.0 ;
0.0 -
-1.0 -

Figura 2.17

AR(1): Y; = —0.8Y, 1 + A;.

Parametro negativo.

ACF 1.0,
0.0 -
-1.0 -

Figura 2.19

AR(2): Y; = —0.6Y;_1 +0.2Y,_o + 4.

2 ANALISIS UNIVARIANTE DE SERIES TEMPORALES

PACF

PACF

Raices de [56] reales: +4.19, —1.19 (dominante).
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1.0,

0.0

-1.0

1.0

0.0

-1.0 |

ACF

e

1.0 -

0.0

-1.0 -

Figura 2.20
AR(2): Y; = 0.75Y;1 —0.5Y; o + 4.
Raices de [56] complejas: +0.75 £ 1.201.

ACF

1.0 -

0.0

Figura 2.22
MA(l) th = At - 0.8At_1.

Parametro positivo.

PACF

PACF

| L

-1.0 -

1.0,

0.0

-1.0 |

1.0,

0.0 1

-1.0 |
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ACF 1.0, PACF
0.0 “
-1.0
Figura 2.21
—0.8Y;—1 —0.6Y;_9 + 4;.
Raices de [56] complejas: —0.67 £ 1.114.
ACF 1.0, PACF
00 -I-I-I-I—.—'-‘—-—
-1.0 .
Figura 2.23

MA(l): Yt = At + 0.8At_1.

Parametro negativo.
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1.0
0.0 |

-1.0

Raices de [57] reales: —4.19, +1.19 (dominante).

1.0

:

-1.0 |

0.0

ACF 1.0
0.0 -
-1.0 -

Figura 2.24

PACF 1.0,

-1.0 |

MA(Q) }/t = At — O.6At_1 — 0‘2At—2'

ACF 1.0,
0.0

-1.0 -
Figura 2.26

PACF 1.0,
Illl.,__~ 0.0
1.0 .

MA(Q) th = At - 0'75At—1 + O.5At_2.
Raices de [57] complejas: +0.75 £ 1.201.
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ACF 1.0 ;
0.0

-1.0 -
Figura 2.25

PACF

| I

MA(2): Yy = A +0.64;_1 —0.24; 5.

ACF 1.0,
0.0

-1.0 -
Figura 2.27

Raices de [57] reales: +4.19, —1.19 (dominante).

PACF

| I

MA(2) }/t = At + O.8At_1 + O.6At_2.
Raices de [57] complejas: —0.67 £ 1.114.
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1.0, ACF 1.0, PACF 10, ACF 1.0, PACF
0.0 Illlllllln-— 0.0 | 0.0 0.0 II‘“““—
-1.0 | -1.0° -1.0 | -1.0
Figura 2.28 Figura 2.29
ARMA(1,1): Y; = 0.8Y;_1 + A; + 0.84;_1. ARMA(1,1): V; = —0.8Y;_1 + A; —0.84;_1.
1.0 4 ACF 1.0 - PACE 1.0- ACF 1.0, PACF
00 llll]]jm._.__ 0.0 _II- 0.0 ' oh 0.0 | L —
-1.0 . -1.0 - -1.0 -1.0 !
Figura 2.30 Figura 2.31
ARMA(1,1): V; = 0.8Y;; + A, —0.34;_4. ARMA(1,1): ¥; = 0.3Y,; + 4; — 0.84, ;.

PAGINA 63



ECONOMETRIA APLICADA

2 ANALISIS UNIVARIANTE DE SERIES TEMPORALES

TABLA 2.2

Algunas Propiedades Teoricas de Modelos Univariantes

Propiedades

Modelo AR(p)

Modelo MA(Q)

Modelo ARMA(p,q)

Condicién de
estacionariedad

Condicién de
invertibilidad

Y, en términos de A;_;
Y, en términos de Y;_;
Operador 1 (B)
Operador 7 (B)

ACF

PACF

Raices de ¢(z) = 0 fuera
del circulo unitario

Siempre invertible

Infinita:
Mezcla de exponenciales y
oscilaciones amortiguadas

Finita:
Igual a 0 después de k= p

Siempre estacionario

Raices de 6(z) = 0 fuera
del circulo unitario

Y = 0(B)A

6~ (B)Y; = 4

Y(B) = 0(B) (finito)
7(B) = 6~ (B) (infinito)
Finita:

Igual a 0 después de k = ¢

Infinita:

Dominada por mezcla de
exponenciales y oscilaciones
amortiguadas

Raices de ¢(z) = 0 fuera del

circulo unitario

Raices de 0(z) = 0 fuera del
circulo unitario

Yy = ¢~ (B)0(B)A

0= (B)o(B)Y; = 4

W(B) = ¢~ (B)(B) (infinito)
m(B) = 071 (B)¢(B) (infinito)
Infinita:

Mezcla de exponenciales y

oscilaciones amortiguadas después
de k=q—p

Infinita:

Dominada por mezcla de
exponenciales y oscilaciones
amortiguadas después de k= p — ¢
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2.8 MODELOS MULTIPLICATIVOS

Con mucha frecuencia, la ACF y la PACF muestrales de series estacionarias obtenidas a
partir de series estacionales, presentan pautas significativas en sus retardos mtltiplos del
periodo estacional (retardos estacionales, como 12, 24, 36, ... para series mensuales, 6 4, 8,

12, ... para series trimestrales) y alrededor de dichos retardos.

Estas pautas representan la dindmica estacional (un periodo con respecto al mismo periodo
en estaciones anteriores) de la serie original que ain estd presente en la serie transformada
(estacionaria), y que acompana a (e interactia con) la dindmica regular (un periodo con
respecto a los anteriores en la misma estacién) de dicha serie.
2.8.1 Ejemplo - Modelo AR(1) x AR(1)12 para Series Mensuales

(1—¢1B)(1— 1 B™)Y, = 4, [59]
donde ¢ y ®1 son pardmetros (con |¢p | <1,|®;1|< 1),y (4;) ~ IID(O, 0124 ).
Los términos AR(1) regular (1 — ¢ B) y AR(1) anual (1 — ®;B'?) describen la dindmica

regular y anual, respectivamente, de una serie estacionaria.
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2.8.2 Ejemplo - Modelo MA(1) x MA(1)4, para Series Mensuales
Y, = (1-6,B)(1-©1B"% )4, [60]
donde 6 y ©; son pardametros (con [0 | <1,|01|< 1),y (4;) ~ ID(0, 031 ).
Los términos MA(1) regular (1 —6;B) y MA(1) anual (1 —©;B'?) describen la dingmica
regular y anual, respectivamente, de una serie estacionaria.
2.8.3 Ejemplo - Modelo MA(1) x AR(2)1, para Series Mensuales
(1— @B — B> )Y, = (1-6,B) 4, [61]

donde &1, P9 y 6; son pardmetros (con las raices de 1 — &1z — <I>2:132 = 0 fuera del circulo
unitario, y |6 | < 1),y (4;) ~ IID(0, 0% ).

Los términos MA(1) regular (1—6;B) y AR(2) anual (1 — & B'?> — ®,B%*) describen la

dindmica regular y anual, respectivamente, de una serie estacionaria.
2.8.4 Modelo Multiplicativo General ARMA(p, q) x ARMA(P, Q)g

¢, (B)®p (B°)Y, = 0,(B)O¢g (B%)4;. 62]
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rp Comparar con [56] y [49]-[50]. En particular, ¢,(B) y 0,(B) son los operadores AR

(estacionario) y MA (invertible) habituales (que se denominan operadores regulares).

> Op(BY)=1-B% —3y,B8% — .. —0pB =1-Y &,B% es el operador AR

estacional o anual, con las raices de ®p (z) = 0 fuera del circulo unitario.

o @Q(BS) =1-0,B° —0,B% — . — @QBQS =1- ZZQ:l ©,B" es el operador MA

estacional o anual, con las raices de O¢ (z) = 0 fuera del circulo unitario.

Observacion 40: La ACF teérica de un modelo ARMA (p, ¢) x ARMA(P, Q)g presenta las pautas siguientes: [i] en los
primeros retardos (1, 2, 3, ...) aparece la ACF de la parte regular ARMA(p, q), [ii] en los retardos anuales (.S, 25, 35,
...) aparece la ACF de la parte anual ARMA(P,Q)g, [iii] la pauta de la ACF de la parte regular se repite a la
izquierda (en el sentido <) y a la derecha (en el sentido —) de cada coeficiente anual, con signo igual al producto de
los signos del coeficiente anual y de los coeficientes regulares correspondientes.

Por su parte, la PACF teérica de un modelo ARMA(p, q) x ARMA(P,@)g presenta las pautas siguientes: [i] en los
primeros retardos (1, 2, 3, ...) aparece la PACF de la parte regular ARMA(p, ¢q), [ii] en los retardos anuales (S, 25,
39, ...) aparece la PACF de la parte anual ARMA(P, @)g, [iii] a la derecha de cada coeficiente anual se repite (en el
sentido —) la pauta de la PACF de la parte regular, con el signo cambiado si el coeficiente anual es positivo, o con su
signo si dicho coeficiente es negativo, [iv] a la izquierda de cada coeficiente anual se repite (en el sentido <) la pauta
de la ACF de la parte regular, con signo igual al producto de los signos del coeficiente anual y de los coeficientes
regulares correspondientes.
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1.0 PACF
0.0
s s | -1.0 i i
12 24 36 24 36
Figura 2.32
AR(l) X AR(l)lQ, con qbl = 0.8, (I)l = 0.8.
1.0, ACF 10, PACF

0.0 L : 3 0.0

-1.0 | -1.0 |

12 24 36 12 24

Figura 2.34
MA (1) x MA(1);9, con 6; = 0.8, ©; = 0.8.

36

2 ANALISIS UNIVARIANTE DE SERIES TEMPORALES

1.0 1.0 PACF
0.0 0.0
1.0 | | 1 1.0 | |
12 24 36 24 36
Figura 2.33

AR(l) X AR(l)lQ, con gbl = 0.8, (I)l = —0.8.

1.0, ACF 1.0, PACF
1 |
OOM | -r | 0.0
1.0 | | % 10| | | |
12 24 36 12 24 36
Figura 2.35

MA(l) X AR(2)12, con 91 = 0.8, (I)l = —0.8, (132 = —0.6.
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2.9 MODELOS NO ESTACIONARIOS

Un modelo univariante no estacionario para una serie no estacionaria es el modelo que
resulta de considerar conjuntamente [i] las transformaciones que requiere dicha serie para

hacerla estacionaria y [ii] un modelo univariante estacionario para la serie transformada.
2.9.1 Modelo Multiplicativo General ARIMA(p, d, q) x ARIMA(P,D, Q)s

¢p (B)2p (B )[VIVEY, — ] =06,(B)Oq(B")A, 63]
donde py = E[W; ] con W; = Vdvth (comparar con [62]).

2.9.2 Dos Interpretaciones Equivalentes

El modelo general [63] puede interpretarse como un modelo no estacionario para una serie
(original) no estacionaria que requiere [i] una transformaciéon de Box-Cox, [ii] d diferencias
regulares y [iii] D diferencias estacionales de periodo S para hacerla estacionaria, o bien
como un modelo estacionario para una serie estacionaria que se obtiene aplicindole una

secuencia de transformaciones [i]-[iii] a una serie (original) no estacionaria.
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2.10 IDENTIFICACION - RESUMEN

ENTRADA: y = [y, ..., yy |" (serie temporal original); S (perfodo estacional).

1. Elegir m en la transformacién de Box-Cox — Gréfico desviacion tipica-media. Se
obtiene ¢, (t =1,..,N),con gy =Iny, sim =0, gy = y;" si m # 0.

2. Elegir d y D — Griéfico temporal (tendencia, estacionalidad) y ACF (amortiguamiento)
de 9 (¢t =1,..., N). Se obtiene una serie transformada (tentativamente estacionaria)
con n = N —d — DS observaciones del tipo w; = vdvg Yy -

3. Incluir o no upy — Contraste de significacién a partir de la serie transformada.

4. Elegir p, P, qy () — ACF y PACF muestrales de la serie transformada comparadas con

ACF y PACF tedricas de modelos ARMA (p, ¢) x ARMA(P, Q)g estacionarios:
> Considerar siempre en primer lugar lo méas obvio, empezando con la parte regular.

> Un valor grande en la ACF o en la PACF muestrales en un retardo k dado, puede

no ser relevante si se encuentra aislado y k es grande.

> Una configuracion reconocible de valores pequenos si puede ser relevante.

PAGINA 70



ECONOMETRIA APLICADA 2 ANALISIS UNIVARIANTE DE SERIES TEMPORALES

SALIDA: Modelo tentativo de tipo ARIMA((p, d, q) x ARIMA(P, D,Q)g para la serie original
[0, equivalentemente, de tipo ARMA(p, ¢) x ARMA(P, Q)s para la serie transformadal.

Observacion 41 - Contrastes Formales de Raices Unitarias: A veces pueden ayudar a elegir d (el nimero de diferencias
regulares que requiere una serie para estabilizar su nivel medio general) en el paso 2 anterior. Ver, por ejemplo, en
EViews 4.1 el enlace a Unit Root Test en Help — EViews Help Topics ... — Series.

Observacion 42 - Tasas de Variacion: La tasa convencional de variacion (neta) de y; es (en proporcién, o en tanto por 1)

_ 1 — Bk
tevy (k) = Y YT Yk ( )yt
Yt—k Yt—k Yt—k

Y
mientras que la tasa logaritmica de variacién de y; es (en proporcién, o en tanto por 1)

tly (k) = In[1 + tevy (k)] = In L Y yr —Iny = (1— B ) In gy,
Yt—k

que es aproximadamente igual a tcv; (k) para valores de tcvy (k) pequenos. La tasa convencional es multiplicativa, en
el sentido que

Yt—k Yt—1 Yt—2 Yt—k i=0

k—1

por lo que la tasa logaritmica es aditiva:

k—1 k—1
tlhy (k) =1In I [1+ tevy—; ()] = X In tloy_; (1).
1=0 1=0
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Dado que muchas series temporales requieren en la practica una transformacién logaritmica y algin tipo de
diferenciacién para hacerlas estacionarias, las series resultantes pueden interpretarse en términos de diferentes tasas de
variacién. Por ejemplo, si yi,..., yy €S una serie mensual, entonces:

> wy; = VIny; es una tasa logaritmica de variaciéon mensual.
wrg = V9 In y; es una tasa logaritmica de variacién interanual.

wys = V? In y; es una variacién (absoluta) mensual de una tasa logaritmica de variacién mensual.

$ &b

wiy = VVio Iny; es una variacién (absoluta) mensual de una tasa logaritmica de variacién interanual, o bien
una variacién (absoluta) interanual de una tasa logaritmica de variacién mensual.

Ejemplos de Identificaciéon

STO02: Serie TVPIB.
ST14: Serie VIVIN.
ST19: Serie AIRLINE.
ST20: Serie TPARO.

hobd =
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ESTIMACION

2.11 ESTIMACION - RESUMEN

ENTRADA: W = [wy, ..., w, ] (serie estacionara con n = N —d — DS observaciones del tipo
wy = Vdvgfgt.); modelo de tipo ARMA(p, ¢) x ARMA(P, Q)g para la serie w.

1. Estimacién de los pardmetros del modelo (méxima verosimilitud, minimos cuadrados).

2. (Calculo de los residuos del modelo estimado.

. . , R A A A / A A A
SaLDA:  Estimaciones de los pardmetros (fay, & =[¢,....0p], @ =[P1,...,Pp],
N A N 1V A ~ N 1 4 . . s : : ;
0=10,..,0,], ©=1[01,...0¢0], 0124); estimacién de la matriz de varianzas-covarianzas
del estimador utilizado (V); serie de residuos (dj , ..., dy, ).
Observacion 43 - Estimacion de modelos univariantes: La funcién de verosimilitud exacta (FVE) asociada con el modelo
univariante [63] es la funcién de densidad de un vector W = [W;,....W,]" (con W; = Vdvg Y;) del que se supone
procede la serie (estacionaria) w = [wy, ..., wy, ]', considerada como funcién de los pardmetros que figuran en [63]. Si

W sigue una distribucién Normal multivariante [es decir, bajo la hipétesis de que (A; ) ~ NIID(0, Ji )], entonces la

FVE asociada con el modelo univariante [63] es
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L(B,0% ) =(2m) 2 T, [2 exp (— L WD), (1)

donde (B contiene todos los pardmetros del modelo [63] excepto ai, ', = Var[W]|, y w=w—E[W], con
E[W]=[uw,....,sw] . Dado que T, siempre puede escribirse como T, = aiﬂ (definiendo Q = JZ2I‘”), el
logaritmo neperiano (In) de la FVE (1) puede escribirse como

—2
In L(B.0% )=~ n(2r) ~ § o} — 3@ - "5 Q. 2)

Por ejemplo, para modelos AR(1) (ver 2.7.1) y MA(1) (ver 2.7.4),

1 ¢ 2 e enl] 1+62 -6, 0 - 0 0

RS BN PR L S 0 1+6% —¢ - 0 0
T N L T L LI

P2 gn3 gnt 1 gy 0 0 0 1462 —f

e 0 0 0 - —6 1+6]

En todos los casos, los elementos de 2 = 0'22]:‘” en (2) s6lo dependen [como se ilustra en (3)] de los pardmetros AR y
MA del modelo [63] (recogidos en & = [d1,...,¢,], ® =[Py,...0p], 6=[0,...0,] vy ©® =[01,..,0¢0]); el
célculo de dichos elementos es semejante al de las ACFs tedricas de las Secciones 2.7-2.8.

Para obtener estimaciones por Maxima Verosimilitud (MV) de 3 y ai, se requiere maximizar numéricamente (1) 6
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(2) con respecto a B y a 031. SiBy 6124 son las estimaciones numeéricas de 3 y 0124 que maximizan (localmente) (2),
entonces ocurre necesariamente que

O L(B,57 ) .2 _ S(B)
0 0 T AT (4)
donde § (B) es el valor de la suma de cuadrados S(3) = W' Q% evaluada en B = f'} Sustituyendo ai por S(nﬁ) en

(2), se obtiene el In de la FVE concentrada en 3:

lnL*(B):—g[ln(27r)+1—lnn]—gln(fvlﬂ_l\ﬁxQ}m),

de manera que
MAX L(B,0% ) & MAX InL(B,03 ) & MAX InL,(B) < MIN WO x| Qs

En resumen, para estimar 3 y ai por MV se requiere (i) minimizar numéricamente con respecto a 3 la funcién

1
FR)=wQ lwx|Qpn (5)
(lo que proporciona una estimacién puntual B de B), y (ii) estimar posteriormente ai como, por ejemplo,
.2 _ S(B)
UA — n—m> (6)

donde m =1+ p+ P+ q+ @ es el nimero de pardmetros contenidos en (3. [N6tese que la estimacién (6), que no
coincide con la que figura en (4), es andloga a la estimaciéon de minimos cuadrados de ¢2 en modelos de regresion. |

El problema fundamental para calcular una estimacién MV de (3 consiste en que (5) es una funcién no lineal
complicada de 3. Por ejemplo, para un modelo AR(1), a partir de (3) puede comprobarse que
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1 — 0 0 0 ' 1 ]
o (1-¢7)> 0 0 0 0
2
0 —¢ 1+¢>- 0 0 _
Q_l_ . . ! . ) P = | ¢11 ’ 07
0 0 0 - 1+¢7 —¢ 0 0 0-- 1 0
0 0 0 - —¢ 1 0 0 0 —¢p 1

donde P es tal que P'P = ﬂ_l; por lo tanto, en este caso el primer factor de F'(B) en (5) es
s = (PW) (PW) = (1— 62)(wy — )2 + Sy [(wy — iy ) — 61 (s — puy P2,

mientras que el segundo factor de F(3) en (5) es
2

1 1w P -2 2y | " 2\-1
QpF =|Q =[PP[ " =|P[n =|(1—¢}) = (1—¢2) .

En general, no posible obtener analiticamente una expresién para 3 que minimice (5), por lo que en la préctica, para
obtener una estimacién MV de (3, es necesario minimizar (5) mediante algin método de cdlculo iterativo para
minimizar numéricamente funciones de varias variables (como el método de Gauss-Newton, el de Newton-Raphson, el
de Levenberg-Marquardt, o algin método cuasi-Newton). Las caracteristicas de cualquier método de este tipo son:

rp; Partiendo de una estimacién inicial 3 proporcionada por el usuario, un método iterativo genera una secuencia
de estimaciones (31, B9, ... que, bajo ciertas condiciones, converge a un minimo local de (5). En general, no
puede asegurarse que dicho minimo sea un minimo global.
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> Si () tiene varios minimos locales, el minimo al que converge la secuencia anterior depende crucialmente de la
estimacién inicial 60.

> Si (5) es una funcién relativamente plana, puede resultar dificil localizar numéricamente un minimo. Esta
situacién es andloga a la multicolinealidad aproximada en modelos de regresiéon lineal, e indica la posible
presencia de términos redundantes (sobrantes) en el modelo [66].

Los detalles sobre el funcionamiento de este tipo de métodos y muchos otros aplicables a la resoluciéon de diversos
problemas numeéricos, pueden consultarse, por ejemplo, en [i] Monahan, J.F. (2001), Numerical Methods of Statistics,
Cambridge University Press, y [ii] Press, W.H.; Teukolsky, S.A.; Vetterling, W.T.; Flannery, B.P. (2002), Numerical
Recipes in C - The Art of Scientific Computing (Second Edition), Cambridge University Press.

Aunque en la actualidad no existen razones objetivas para hacerlo, en la practlca a veces se estima un modelo como
[63] por Minimos Cuadrados (MC) (lo que se justifica suponiendo que \Q\n en (5) tiende a 1 para n suficientemente
grande), incluso considerando alguna aproximacién al término w '‘Q 1w en (5) en lugar de su expresién exacta [como
la aproximacién basada en el célculo de retroprevisiones de Box, Jenkins y Reinsel (2008), Capitulo 7, o la
aproximacién empleada por EViews en Help — EViews Help Topics ... — Time Series Regression — Estimating ARIMA Models].
En teoria, todos los estimadores de (3 definidos implicitamente a través de las estimaciones que minimizan
numéricamente F(B3) en (5) o alguna aproximacién a F(f), tienen las mismas propiedades asintéticas (consistencia,
Normalidad y eficiencia asintéticas); sin embargo, cuando n no es grande, o cuando los verdaderos valores de los
pardmetros AR y MA estdn préximos a la no estacionariedad o a la no invertibilidad, pueden darse diferencias
importantes entre las propiedades de unos y otros estimadores, que son en general favorables al estimador MV.

Por ultimo, la estimaciéon V de la matriz de covarianzas del estimador de (3, se puede calcular a partir de la matriz de
derivadas segundas (matriz hessiana) de la funcién que se haya minimizado para calcular B Por ejemplo, si B es una
estimacién obtenida por MV [es decir, un minimo local de (5)], entonces V se calcula a partir de la matriz
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[VZF(B)]! [la inversa de la matriz hessiana de F(B) evaluada en B = B]; teniendo en cuenta que V2F(B)
representa la curvatura de F(3) en 3 = B, cuanto mayor sea dicha curvatura, con mayor precisién (menor varianza)
estard localizado el verdadero valor de (3; por el contrario, si F(B) en 3 = B tiene poca curvatura, el verdadero
valor de B estard localizado con poca precisién (mucha varianza).

Observacion 44 - Calculo de los residuos: Igual que en un modelo de regresién, la serie de residuos (at) __, asociada con
la estimaciéon del modelo [63] contiene las diferencias entre los valores observados y los valores ajustados para la
variable dependiente VVt VdVD Y; de [63]. Una vez estimado (Como se describe en la Observacién 43 anterior), [63]
puede escribirse como ®'(B)(w; — fuyy ) = ©’(B)ds, o bien como ®'(B)w; = fi + ©'(B)d;, donde

) d/B" (p' = p+ PS),

é’(B) = éq(B) X (S)Q(BS) =1-%7,0/B" (¢ =q+QS),

De manera mads explicita, el modelo [63] estimado puede escribirse, por lo tanto, como
wt—zllcbwtz—,u—kat—z @atZ (t=1,...,n).
En consecuencia, cada residuo d; se calcula como
ap = wy — | fi + Zfil Ofwy_; — 23;1 Old;_i | (t=1,..,n), (7)

donde el término entre corchetes es el valor ajustado o previsto para W; = vdvg Y, correspondiente al valor
observado w; (de manera que a; puede interpretarse como un error de previsién intramuestral).
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Para evaluar (7), se requieren algunos valores de w; y de a; para t < 1 (es decir, algunos valores premuestrales). Por
ejemplo, en un modelo con p =2, ¢=1, P=0y @ = 0, (7) queda

G = wy — | it Gy + Gpwpy — iy | (t=1,..m),

de manera que para calcular a; hacen falta wy, w_1 y ag (también hace falta wy para calcular ds). En la practica,
dichos valores pueden estimarse utilizando la serie estacionaria (w; )y ; y el modelo [63] estimado (lo cual suele
hacerse de forma automética cuando el modelo se ha estimado por MV), o bien (aunque no es recomendable,
especialmente cuando n no es grande) se puede suponer que w; = [y (la media estimada de W; = vdvg Yt) y que
a; = 0 (el valor esperado de A;) para t < 1.

Ejemplos de Estimacion

STO02: Serie TVPIB.
ST14: Serie VIVIN.
ST19: Serie AIRLINE.
ST20: Serie TPARO.

> w N e

PAGINA 79




ECONOMETRIA APLICADA 2 ANALISIS UNIVARIANTE DE SERIES TEMPORALES

DIAGNOSIS

2.12 DIAGNOSIS - RESUMEN
ENTRADA: Modelo estimado; residuos.
1. Diagnosis de pardmetros: significacién (individual y conjunta); correlaciones estimadas

entre estimadores; estacionariedad e invertibilidad.

2. Diagnosis de residuos (remplazan a las perturbaciones en el modelo estimado): grafico

temporal; Normalidad; media muestral; ACF y PACF residuales (Ljung-Box).

3. Posible revisién del modelo segiin las conclusiones de los dos pasos anteriores.

SALIDA: Si modelo revisado = Volver a estimacién. Si modelo adecuado = Utilizar para

describir y prever la serie original.

Observacioén 45 - Diagnosis de parametros: Las operaciones siguientes se refieren a los pardmetros AR y MA incluidos en
el modelo identificado y estimado:

> Contrastar la significacién individual de cada pardmetro, o la significacién conjunta de varios pardmetros, segin
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interese. A veces, estos contrastes indican que pueden eliminarse algunos pardmetros no significativos.

> Examinar la matriz R de correlaciones estimadas entre los estimadores de los parametros, que puede calcularse a
partir de V como R = D_lVD_l, donde D es una matriz diagonal cuyos elementos son las raices cuadradas de los
elementos en la diagonal principal de V. La presencia de correlaciones elevadas suele indicar que el modelo esté
sobreparametrizado.

> Factorizar los operadores AR y MA estimados y comprobar que no tienen factores comunes. Si dichos operadores
tienen factores aproximadamente comunes, en general deben cancelarse.

rp Comprobar que los operadores AR y MA estimados satisfacen las condiciones de estacionariedad y de
invertibilidad, respectivamente. La presencia de una rafz de ¢(z) =0 o de ®(z) = 0 préxima o igual a 1 indica
subdiferenciacién, por lo que es conveniente aplicar una diferencia regular o estacional, respectivamente, a la serie
(w;). Por su parte, la presencia de una rafz de 6(z)=0 o de O(z)=0 préxima o igual a 1 indica
sobrediferenciacién, por lo que es conveniente eliminar una diferencia regular o estacional, respectivamente, de la
serie (w; ) (ademds, quizds, de reconsiderar la presencia de un término constante en el modelo revisado).

> Cuando en la etapa de identificacién no estd claro si d (el nimero de diferencias regulares) debe ser igual a uno o
igual a dos (también cuando se duda entre d = 1 y d = 0), una buena practica consiste en escoger d = 2 y anadir
un factor MA(1) regular (testigo de sobrediferenciacién) al modelo identificado con d = 2; si el modelo estimado
resulta tal que A(z) =0 tiene una rafz unitaria, se reformula el modelo con d = 1 y sin el factor MA(1) no
invertible (reconsiderando, ademds, la presencia de un término constante en el modelo revisado).

> Aunque en muchos casos es suficiente llevar a cabo las operaciones descritas en los dos puntos anteriores de
manera informal, en ocasiones se requiere contrastar formalmente la presencia de raices unitarias en los operadores
AR y MA del modelo considerado. Una dificultad asociada con esta cuestién es que los estadisticos habituales para
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contrastar hipétesis sobre los pardmetros no siguen distribuciones estdndar (Normal o ¢ de Student) cuando se
emplean para contrastar la presencia de raices unitarias. Ver Brockwell y Davis (2002), paginas 193-198; Shin,
D.W., y Fuller, W.A. (1998), “Unit root tests based on unconditional maximum likelihood estimation for the
autoregressive moving average,” Journal of Time Series Analysis, 19, 591-599; y Davis, R.A., Chen, M., y
Dunsmuir, W.T.M. (1995), “Inference for MA(1) processes with a root on or near the unit circle,” Probability and
Mathematical Statistics, 15, 227-242.

rp Cuando en la etapa de identificaciéon no estdn claros los 6rdenes p, P, ¢y @, se puede llevar a cabo un ejercicio de
sobreajuste, que consiste en (i) incluir (sin un respaldo muestral claro) de uno en uno factores AR y MA de orden
1 6 2, (ii) estimar el modelo resultante, y (iii) comprobar si cada factor anadido es significativo.

Observacion 46 - Diagnosis de residuos: Las operaciones siguientes se refieren a los residuos calculados a partir del
modelo identificado y estimado:

> Examinar el grafico temporal de la serie de residuos estandarizada. La presencia de cualquier tipo de tendencia
suele indicar la conveniencia de aplicar una diferencia regular o estacional (segun sea la tendencia) a la serie w;. Si
se observa que la dispersiéon de los residuos no es constante, probablemente la transformaciéon de Box-Cox incluida
en w; no es adecuada.

> Examinar el histograma de la serie de residuos y utilizar el estadistico de Jarque-Bera para contrastar la hipétesis
de Normalidad de las perturbaciones.

> Si el modelo no contiene el pardmetro puyy , contrastar la significaciéon de la media de las perturbaciones utilizando
la media residual; si se rechaza la hipétesis nula del contraste, anadir el pardmetro uy al modelo.

p Examinar la ACF y la PACF residuales. Un amortiguamiento muy lento de la ACF indica que la serie de residuos
no es estacionaria, por lo que conviene aplicar una diferencia (regular o estacional, segin convenga) adicional a la
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serie w;. Si la ACF y la PACF presentan alguna configuracién reconocible, anadir al modelo los operadores AR y
MA correspondientes. Para determinar si las autocorrelaciones simples entre las perturbaciones del modelo son
todas iguales a cero hasta cierto retardo g, puede utilizarse el valor calculado del estadistico de Ljung-Box,

A g TL a 2
Qup (i) = n(n +2) 3> 0T
k=1 T —
que bajo la hipétesis nula de que p1(4;) = pa(A4;) = ... = py(4;) = 0, sigue una distribucién x> (g—b)

(aproximadamente), donde b es el nimero total de pardmetros AR y MA estimados.

Observacion 47 - Consideraciones Adicionales: [Comparar ACF-PACF muestrales de w; con ACF-PACF tedricas del
modelo estimado para w;, y con ACF-PACF residuales| [Grado de ajuste] [Evaluacién de previsiones] [Observaciones
atipicas/influyentes].

Ejemplos de Diagnhosis

STO02: Serie TVPIB.
ST14: Serie VIVIN.
ST19: Serie AIRLINE.
ST20: Serie TPARO.

> W N e
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PREVISION

Un modelo ARIMA(p,d, q) x ARIMA(P, D, (Q)s para una serie ¥, ..., yy que no requiere

ninguna transformaciéon de Box-Cox puede escribirse como
6p (B)®p (BY)[VIVEY, — ] = 0, (B)Og (B )A;. [64]

Observacion 48: Para prever una serie temporal que si requiere alguna transformacién de Box-Cox (como un logaritmo
neperiano), primero se hacen todos los calculos referidos a la serie transformada (como se explica en la Seccién 2.13) y
luego se "deshace" la transformacién que corresponda (como se ilustra en la Observacién 60).

2.13 PREVISION CON MODELOS ARIMA

En un modelo como [64], la previsién puntual de Y; en origen N a horizonte [ > 1 (lead-
time) es el valor esperado de Yy ; condicionado por toda la informacién disponible sobre

Y; hasta el momento N, lo que suele representarse como
Yv()=EnN[Yny ] paral=1, 2, .. 65]

Observacion 49: El modelo general [64] puede escribirse como
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O*(B)Y; = i+ ©*(B)A,,
donde

& (B) = ¢, (B)®p (BS)VIVED =1 -7 B, con p* = (p+d)+ (P + D)S,
©*(B) = QQ(B)@Q(BS) =1- Zg; @;‘Bi, con ¢ = q+ Q8S,
p=[op (1)Pp (1)]pw -

Por lo tanto, el modelo general [64] puede escribirse de manera explicita como

*

Vi =p+Xr Y+ A -2 074 .
Escribiendo esta expresion en t = N + [, la previsién puntual [65] queda

Yn(l)=p+X0 | EN Yyl + En[An ] — X7 O/En [An4—i] para 1=1,2, ...
Considerada como una funcién de [, esta expresiéon se denomina la funcién de previsién del modelo ARIMA [64].

Observacion 50: La funcién de prevision se utiliza en la practica para calcular previsiones gy (1), yn (2), ... a partir de
un modelo estimado. Para ello, se remplazan los pardmetros p, ® (i =1,...,p"), ©;(i =1,...,¢") por sus valores
estimados, se remplaza cada Ey [Y;] por y; (un dato) si j < N, o bien por gy (j— N) (una previsién) si j > N,y
se remplaza cada Ey[A4;] por a; (un residuo) si j < N, o bien por 0 (la esperanza incondicional de A;) si j > N.
Los errores de previsién asociados con gy (1), gy (2), ... suelen representarse como éy (1) = yyi; —oyn (1) (I=1, 2,
...), y s6lo se pueden calcular cuando yyi11,ynN12,... son cantidades conocidas [por ejemplo, cuando se quiere evaluar
la calidad de las previsiones de un modelo graficamente o a través de medidas como la raiz del error cuadratico medio
(RMSE), el error absoluto medio (MAE), o el error porcentual absoluto medio (MAPE); ver Apartado 2.14.2].
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2.13.1 Ejemplo - Prevision con un modelo AR(1)
Yi =p+ oY + A

Escribiendo esta expresién en t = N 4+ [ (I > 1), y aplicando al resultado el operador Ey [],

se obtiene que la funcién de previsién de un modelo AR(1) es
Yn()=p+ ¢ EN[Yniia |+ Ex[Avyi ] 66]
Para [ = 1, [66] queda
Yn(1)=p+ d¥y, 67]
mientras que para [ > 2, [66] queda

Yv(l)=p+a¥Yn(-1). 68

[68] es una ecuacién recursiva cuya solucién a partir de la condicién inicial [67] es

Yy (l) = (Zé;lo o )u — ¢fYN para todo [ > 1. 69]

[69] es la funcién final de prevision de un modelo AR(1), que converge a la media del
modelo [puy = pu /(1 —¢)] cuando |¢ | <1yl — oo.
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Observacion 51: Los errores de prevision de un modelo AR(1) tienen ciertas propiedades que pueden establecerse
examinando las diferencias teéricas entre cada Yy = u+ ¢ Yyi;-1 + Ay y las previsiones [67]-[68]:

gN (1) = AN+17
En(2)=¢én (1) + Ayso = Anyo + d1 AN+,
En(3) = hEn(2)+ Anys = Anys + drAN 1o + ¢P AN 11,

En() =X ¢l Ay o (1>1).

Por lo tanto, los errores de previsién tienen media cero y varianza
-1 123 2
v(l) = (ZZ.:O or" )UA'
que converge a la varianza del modelo AR(1) (032/ =[1/(1- <b12 )]ai) cuando |[¢; | <1y [ — 0.

Observacion 52: En la préctica, a partir de un modelo AR(1) estimado:

v (D) = (Z2h ol ) i+ ooy — 1_‘; ICo.95[Yiv+1] = [ i (1) F 1.96,/5(1) | para todo I > 1.
2.13.2 Ejemplo - Prevision con un modelo MA(1)
Vi =p+ A4 — 04 1.

Escribiendo esta expresién en t = N 4+ [ (I > 1), y aplicando al resultado el operador Ey [],
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se obtiene que la funcién de previsién de un modelo MA(1) es

Yn() = p+En[Anvii] - OEN[Avyia ] 70]
Para [ = 1, [70] queda
Yn(1) = pn—6Ay, [71]
mientras que para [ > 2, [70] queda
Yy () =p. 72]
[72] es la funcién final de previsién de un modelo MA(1), que coincide con la media del
modelo (py = u).

Observacion 53: Los errores de previsién de un modelo MA(1) tienen ciertas propiedades que pueden establecerse
examinando las diferencias teéricas entre cada Yy.; = pu+ Ayi; — 61 Ay;—1 y la previsién [71]-[72] correspondiente:
En(1) = An 1,

EN(2) = Any2 — 1 AN 11,

EN(3) = ANt3 — 01 AN 12,

En (1) = Ay — AN 11 (1> 2).
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Por lo tanto, los errores de previsién tienen media cero y varianza
_ 2 _ 2y .2
v(l) =03, v(l) =1 +0)oy (1=2)
que a partir de [ = 2 es constante y coincide con la varianza del modelo MA(1) [052, = (1+ 912 )031 ].

Observacion 54: En la préctica, a partir de un modelo MA (1) estimado:

gn (1) = a—bay, gn()=p=py (1>2), ICoos5[Ynri]=[in(1)F1.960(1)] para todo I > 1.

Observacion 55: En general, puede comprobarse que gy (1) — fy y 0(l) — 6}2, en cualquier modelo estacionario.

2.13.3 Ejemplo - Prevision con un modelo IMA(1,1)
Vi=p+Yiq +4 —04 .

Escribiendo esta expresién en t = N + [ (I > 1) y aplicando al resultado el operador Epy [],

se obtiene que la funcién de previsién en origen N a horizonte [ > 1 es

YN()=p+EN[YNyi1 ]|+ En[Avg ] — OEN[AN 1], 73]

Para [ = 1, [73] queda
Yn(1)=p+Yy — 6 Ay, [74]
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mientras que para [ > 2, [73] queda
Yy(l)=p+Yy(-1). 73]
[75] es una ecuacién recursiva cuya solucién a partir de la condicién inicial [74] es
Yy () =Ilu+ Yy — 0 Ay para todo [ > 1. [76]

[76] es la funcién final de previsién de un modelo IMA(1,1), que no depende de [si u = 0,

pero diverge cuando [ — oo si u # 0.

Observacion 56: Los errores de previsién de un modelo IMA(1,1) tienen ciertas propiedades que pueden establecerse
examinando las diferencias teéricas entre cada Yyi; = pu+ Yyi; 1 + Ay — O Aya;1 v la prevision [74]-[75]
correspondiente:

Ev (1) = Ay,
En(2)=En(1)+ Anyo — 01 AN 41 = Anyo + (1= 01 ) AN,
En(3)=En(2)+ Any3 — 01 AN 2 = Anyi3 + (1= 01 ) Ay g2 +(1— 01 ) AN 1,

gNU) - Zi;l()w:AN—{—l—iacon ¢S = 17 77/)2* = (1_91> (Z > 1)

Por lo tanto, los errores de previsién tienen media cero y varianza
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o(l) = o4 Ty (¢ )P = [1+(1—6 )2 (1—1)]05
de manera que v(l) — oo cuando [ — oo.
Observacion 57: En la préctica, a partir de un modelo IMA(1,1) estimado:
in (1) = i+ 9n — bran, 1Co05[Yivsr] = [ (1) F1.96,5(1) | para todo I > 1.

Observacion 58: En un paseo aleatorio (Y; = pu + Y;_1 + 4;), los resultados del Ejemplo 2.13.3 con # = 0 indican
que Yy (I) =lp+ Yy para todo [ > 1, con v(l) =[x 0124. En general, puede comprobarse que en cualquier modelo no
estacionario (d > 1, D > 1), tanto Yy (I) como v(l) son funciones que divergen cuando el horizonte de previsién [
tiende a infinito; en particular, v(l) — oo cuando [ — oo, lo cual contrasta claramente con los resultados de los

ejemplos 2.13.1-2.13.2 para modelos estacionarios.

Observacion 59: En un modelo ARIMA(p, d, q)x ARIMA(P, D, Q)s general (Observacién 49), puede comprobarse
que los errores de previsién tienen media cero y varianza v(l) = 2 ( )2 donde Yoy, Y5, ... son los
coeficientes del polinomio ¢*(B) = ©*(B) / ®*(B) =1+ ¢{B + @b;B? = ZZ o ¥FB" (Observacion 39):

_ P '
¢z* - _@? =+ ijl (I)j-ib;;j (2 Z 1)7
con Yy =1, =0sii<0,y ©f =0sii>q". [Programa PRG08-PSI-Pl.prg para EViews.]

Observacion 60: Si una serie (original) 1,9, ..., xy requiere un logaritmo neperiano para estabilizar su dispersion,

entonces las previsiones puntuales, las varianzas de los errores de prevision, y los intervalos de confianza descritos en
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esta seccién hacen referencia a la serie transformada y; = In(x;). En este caso, la prevision puntual para la serie
original puede calcularse simplemente como Zy (1) = exp{yy (1)}, y el intervalo de confianza del 95% correspondiente
como | exp{gy (1) —1.960(1)}, exp{gn (1) + 1.96\0(1)} |, que no es simétrico con respecto a Zy (). Un intervalo de
confianza (aproximado) que si es simétrico puede calcularse como [ ) F 1.96/w(l) ] donde w(l) = &y (1)* x 6(1)

es una aproximacién lineal a la varianza estimada del error de prevision asomado con la serie original.

2.14 PREVISION - APLICACIONES

2.14.1 Ejemplo
Modelo para la serie PIB del archivo ST02-PIB.wfl (34 datos anuales desde 1964 hasta 1997):

(1-0.6747B) [V In z; —0.0311] = a; ,
(0.1302) (0.0096) [77]
n =32, o4 = 0.0176.
[77] también puede escribirse como

w; = 0.0101 + 0.6747w;_1 + Gy, 78]

donde w; = V In z;, o bien como
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y; = 0.0101 + 1.6747y, 1 — 0.674Ty;_o + ay, 79]

donde y; = In z;, dependiendo de si se quiere prever la tasa logaritmica de variaciéon anual
del PIB real (w; = V In ), o bien el PIB real directamente (z; ).

[78] es un modelo AR(1) estimado para w; = V In x;; por lo tanto (ver Ejemplo 2.13.1),
ligo (1) = 0.0101 + 0.674Twss = 0.0329, w39 (2) = 0.0101 + 0.674T 130 (1) = 0.0323, ..., que
converge a la media estimada del modelo, iy = 0.0311 (un 3.11%).

Por su parte, [79] es un modelo ARI(1,1) estimado para y; = In z;; por lo tanto:
T39 (1) = exp [ 0.0101 4+ 1.6747y39 — 0.6747y31 |,
51?32 (2) = eXp [ 0.0101 + 1.67473}32 (1) — 0.67473;/32 ],
739 (3) = exp [ 0.0101 + 1.6747y39 (2) — 0.6747 139 (1) |,
que es una secuencia creciente (no convergente) con el horizonte de prevision.

Observacion 61: En general, un modelo estimado para una serie temporal puede utilizarse para prever dicha serie o
cualquier transformacién de la misma contenida (en su caso) en la serie estacionaria correspondiente.
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2.14.2 Criterios de Evaluacion de Previsiones

Si yy (1), yn(2), ..., yy (L) una secuencia de previsiones calculadas en origen N a
horizontes 1, 2, ..., L, la raiz del error cuadritico medio (RMSE, del inglés Root Mean

Squared Error) asociada con dicha secuencia es

N 9 N
RMSE = \/%Zle[iij(l) —yn T = \/% SEoen (1),
es decir, la desviacion tipica muestral de los errores de previsién éy (1), ey (2), ..., ey (L).

El error absoluto medio (MAE, del inglés Mean Absolute Error) es

— 1 L ~ — 1 L 5
MAE = 7 lel‘yN(l) — YN+ ‘ = lezl‘eN(l)‘7
es decir, la media muestral de los valores absolutos de los errores de previsién.

El error porcentual absoluto medio (MAPE, del inglés Mean Absolute Percentage Error) es

100 L | IN () —yn4i
MAPE = Wk [

es decir, la media muestral de los valores absolutos de los errores de previsién porcentuales.
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2.14.3 Ejemplo
Dos modelos alternativos para la serie VIVIN del archivo ST14-Estac.wfl (132 datos
mensuales desde 1989:01 hasta 1999:12):
(1 + 0.5404B + 0.4583B%)VV 5 In z; = (1 — 0.8809B'2)4, ,
(0.0831) (0.0831) (0.0242) 80
n =117, 04 = 0.1359, AIC = —1.1282, BIC = —1.0574.

VViy Inz; = (1—0.6753B) (1 — 0.8918B2)4, ,
(0.0700) (0.0236) 81]
n =119, 64 = 0.1371, AIC = —1.1194, BIC = —1.0727.

Por ejemplo, como VVis = (1 — B)(1— B'?)=1- B — B + B el modelo [81] queda
Yt = Yt—1 + Y12 — Yt—13 + a4 — 0.6753a;—; — 0.8918a;_12 + 0.6022a;_;3, 32]

donde y; = Inx;. A partir de [82], las previsiones puntuales para la serie original ()

calculadas en origen 119 (1999:12) a horizontes 1, 2, ..., 24, son:
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FIGURA 2.36
Previsiones Calculadas con los Modelos Estimados [83]-[84]
100 ‘ /‘ 100 ‘
ORIGEN - 1099:12 ORIGEN - 1099:12 \
80 ; /o 80
60 60
40 40
20 20
O IIIIIIIIIIIIIIIIIIIII | IIIIIIIIIIIIIIIIIIIII 0 IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
1998 1999 2000 2001 1998 1999 2000 2001
RMSE = 6.586 - MAE = 5.206 - MAPE = 11.44% RMSE = 5.435 - MAE = 4.465 - MAPE = 10.26%

58119 (1) = exp [ (73119 + }:/1()8 — :&107 — 0.67535&119 — 0.891851,108 + 0.6022&107 ] — 38.455,
7119 (2) = exp [ Y119 (1) + Y109 — Y108 — 0.8918a1099 + 0.6022a108 | = 37.000,

(XN

119 (24) = exp [ 4119 (23) + y119 (12) — Y119 (11) | = 43.974.
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ANALISIS DE INTERVENCION

Sea y; (t =1,..., N) una serie temporal tal que y; = 1; + u;, donde 7; representa el efecto
sobre el nivel de y; derivado de un suceso especial o de intervencién (quizds fdcilmente
identificable) ocurrido en un momento t* dado de la historia de ;.

Si uy = y; — m; es una serie estacionaria, un modelo plausible para la serie y; podria ser

Yi = ap +woé&s + Uy, 33]
donde ¢(B)U; = 0(B)A;, y & es una variable determinista o de intervencién del tipo

g 1 ,sit=1t";

Impulso: v = 84

P t 0,sit+#t*. 84]
o 1 ,sit>t";

Escalon: L= . [85]
0,sit<tr.

Observacion 62: Un impulso como [84] representa un cambio puntual o transitorio en el nivel de la serie y;, mientras
que un escalén como [85] representa un cambio permanente en el nivel de y;.
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Observacion 63: El modelo [83] puede generalizarse para contemplar: [i] los posibles efectos de varios sucesos de
intervencién en la historia de y;, [ii] respuestas de y; ante dichos sucesos mds complejas que una respuesta
instantdnea, y [iii] la posibilidad de que y; — 1; sea una serie no estacionaria. Un modelo de intervencién en el que
caben todas estas posibilidades es el siguiente:

Yi = wi(B)&1 +wa(B)&a + ...+ wi (B)&x + Uy,
donde w; (B) = wig — wj1 B — wjaB? — ... — w5 B% (i = 1,2,..., K), ¢(B)®(B%)VIVEU, = 0(B)©(B%)4;, o bien
(VIVGY] = w1 (B)[VIVG&n ]+ wn (B)[VIVG&a]+ .t wi (B) VIV &k | + W,
donde ¢(B)®(B° W, = 0(B)O(B°)A; con W, = Vdngt. Si se incluye un término constante g en el modelo:
(VIVEY ] = ag + w1 (B)[VIVEG ]+ wa (B)[VIVEEa |+ ... + wi (B)[VIVE &k 1+ Wy,

entonces y; tiene un componente determinista en su tendencia (lo cual no resulta apropiado en muchos casos). En
general, un modelo de intervencién adecuado para muchas series no estacionarias es el siguiente:

(VIVEY 1 = B [VIVEEG 1+ B2 [VIVEGa ]+ .+ Br [VIVE &k |+ Wi, con ¢(B)®(BY )W, = 0(B)O(B” )4;.

Observacion 64: En muchas ocasiones, los valores anémalos o atipicos presentes en una serie temporal pueden
corregirse mediante términos de intervencién semejantes a los considerados anteriormente. No obstante, en general,
dichas correcciones sélo deben figurar explicitamente en un modelo cuando se dispone de informacién extramuestral
que justifique su presencia, o bien cuando los valores atipicos correspondientes son influyentes (aunque no se disponga
en este caso de informacién extramuestral al respecto).
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2.15 ANALISIS DE INTERVENCION - APLICACIONES

2.15.1 Ejemplo

4 1 4 1
1 191
3] 899 913 I . 3]
ﬂ o NNNEEEE s AR EN 0 S N -

2 2 |
1W[w -1 ' ' : 17 -1
0 o ﬂ’ 1 ACF 15 04 1 ACF 15
-1 ! y W X 1 -1 1
-2 | 21
3 ! (U — 3 0 Ll - Lk
-4 T T } T T T -1 T T T -4 T T T T T -1 T T T

1880 1900 1920 1940 1960 1 PACF 15 1880 1900 1920 1940 1960 1 PACF 15

PANEL A - FLUJO ANUAL - NILO PANEL B - VARIACION DEL FLUJO ANUAL - D( NILO )
FIGURA 2.37

Volumen del flujo anual del rio Nilo en Asuan (1871-1970) - ST16

El grafico temporal y la ACF muestral del Panel A sugieren que la serie y; original es no
estacionaria en media. Los graficos del Panel B sugieren que la serie y; podria representarse
con un modelo IMA(1,1). La Figura 2.38 de la pdgina siguiente contiene un modelo
IMA(1,1) estimado, junto con los residuos y la ACF y la PACF residuales correspondientes.
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Dependent Variable: D(NILO) 4 1

Method: Least Squares 3] 1899 1913
Sample(adjusted): 1872 1970

Included observations: 99 after adjusting endpoints 2
Convergence achieved after 12 iterations

I8
| sl L Ll |
Backcast: 1871 ﬁ 7‘ 1 N —
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic  Prob. 0 EJ&? i PILT AL g ﬂﬂ] i ‘iﬁ 1 ACF 15

MA(1) -0.754555 0.068153 -11.07146  0.0000 1 uw w “iﬁ! MM# !)&lg l# M 1
R-squared 0.264126 Mean dependent var -3.838384 il
Adjusted R-squared 0.264126 S.D. dependentvar 168.1319 241
S.E. of regression  144.2287 Akaike info criterion 12.79073 ; !
Sum squared resid  2038589. Schwarz criterion 12.81694 -3+
Log likelihood -632.1410 Durbin-Watson stat  1.720484 B S S S o al
1880 1900 1920 1940 1960 1 PACF 15
FIGURA 2.38

Estimacion de un modelo IMA(1,1) para la serie NILO

Alternativamente, el grafico temporal del Panel A de la Figura 2.37 sugiere que el nivel
medio de y; cambié de forma permanente a partir de 1899 (debido probablemente al inicio
de la construccién de una presa nueva en Asudn), y que en 1913 el nivel de y; fue

especialmente bajo.

La Figura 2.39 contiene los resultados de la estimacién de un modelo de intervencién para

y; que incluye tan sélo un término constante, un escalén en 1899 y un impulso en 1913.
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Dependent Variable: NILO
Method: Least Squares
Sample: 1871 1970
Included observations: 100

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic  Prob.

C 1097.750 23.02634 47.67366 0.0000

E1899 -242.2289 27.19026 -8.908663 0.0000

11913 -399.5211 122.6990 -3.256107 0.0016
R-squared 0.492071 Mean dependent var 919.3500
Adjusted R-squared 0.481599 S.D. dependent var 169.2275
S.E. of regression  121.8439 Akaike info criterion 12.47290
Sum squared resid  1440057. Schwarz criterion 12.55106
Log likelihood -620.6450 F-statistic 46.98588
Durbin-Watson stat 1.723503 Prob(F-statistic) 0.000000

2 ANALISIS UNIVARIANTE DE SERIES TEMPORALES

Estimacion de un modelo de intervencion para la serie NILO

La Figura 2.40 contiene una representacion grafica del componente de intervencién

4 1
3 1899 1913
2l ¢ I
1 1L ;
04 1 ACF 15
-1 i 1
2 L 1 0 0oecog—rngea=a=]
-3
'4""| """"" LI T T T 1L L L B T
1880 1900 1920 1940 1960 1 PACF 15
FIGURA 2.39

estimado (1097.75 — 242.2355’1899 — 399.5257{’1913) junto con la serie original.

Observacion 65: La ocurrencia de sucesos especiales puede distorsionar el aspecto de una serie temporal, provocando
apariencia de no estacionariedad y estructuras de autocorrelacién espurias. Un andlisis de intervencién sistemético,
basado en el empleo de informacién extramuestral y en la deteccién de observaciones influyentes, permite modelizar
adecuadamente dichos sucesos. Las intervenciones de tipo impulso afectan sélo a una observacién y pueden incluirse
en un modelo con cierta discrecionalidad; por el contrario, las intervenciones de tipo escalén son mas comprometidas y

conviene justificarlas con informacién detallada.
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FIGURA 2.40
Componente de intervencion estimado para la serie NILO

2.15.2 Ejemplo

Un ejemplo muy popular del andlisis de intervencion trata del efecto de legislaciones acerca

del uso del cinturén de seguridad sobre el niimero de victimas en accidentes de trafico.
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4 4

3 3

2 2

1 1

04k 04

-1 14

-2 -2

.34 -3

-4 , , , , , , , , , -1 . . . -4 , , , , , , . ; . -1 , , ,

1976 1978 1980 1982 1984 1 PACF 39 1976 1978 1980 1982 1984 1 PACF 39
PANEL A - FALLECIDOS Y HERIDOS GRAVES - ACC PANEL B - VARIACION INTERANUAL - D( ACC, 0, 12)
FIGURA 2.41

Fallecidos y heridos graves en carreteras del Reino Unido (1975:01-1984:12) - ST23

La Figura 2.41 sugiere estimar para la serie original y; un modelo de intervencién del tipo
Y; = woftE ,1983:02 + Uy, donde ffj A9B302 o6 un escalén que representa la entrada en vigor
de una nueva legislacién sobre el uso del cinturén de seguridad en febrero de 1983, y
ViU = (1 — 0, B2 JA;. La Figura 2.42 contiene el modelo estimado para y;, junto con los
residuos y la ACF y la PACF residuales correspondientes; la Figura 2.43 contiene el

componente de intervencién estimado (—287.41V12§ZE ’1983:02) junto con la serie Vioy; de la

Figura 2.41 (Panel B).
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Dependent Variable: D(ACC,0,12) 4 1
Method: Least Squares 3 1983:02
Sample(adjusted): 1976:01 1984:12 i
Included observations: 108 after adjusting endpoints
Convergence achieved after 12 iterations
Backcast: 1975:01 1975:12 -1 , , ,
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic  Prob. 1 ACF 39
D(E0283,0,12) -287.4082 22.42712 -12.81521  0.0000 1
MA(12) -0.930343 0.026039 -35.72909  0.0000
R-squared 0.618060 Mean dependent var -25.85185
Adjusted R-squared 0.614457 S.D. dependent var 180.5618 R
S.E. of regression  112.1146 Akaike info criterion 12.29527
Sum squared resid  1332387. Schwarz criterion 12.34493 4 1
T

Log likelihood -661.9443 Durbin-Watson stat  1.596903 o |1976| T |1978| T |1980| T |1982| T |1984 1 ' PA(IZF 39

FIGURA 2.42
Estimacion de un modelo de intervencion para la serie ACC

Observacion 66: El modelo estimado de la Figura 2.42 puede escribirse como (ver Observacién 63)
Yy = —287.4151‘?’1983:02 + 4, con Vigu; = (1 — 0.93B!? )a;, o bien como

Vigy = —287.41V 1567 19902 L, con @y = (1—0.93B2)d,.

El efecto estimado de la entrada en vigor de la nueva legislacién es una reduccién permanente en el niimero de
fallecidos y heridos graves aproximadamente igual a 287 personas cada mes a partir de febrero de 1983 (un efecto
notable, teniendo en cuenta que la media de la serie ACC hasta enero de 1983 es igual a 1621).
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2 ANALISIS UNIVARIANTE DE SERIES TEMPORALES

Por otro lado, la modelizacién de este suceso de intervenciéon permite descartar una estructura de tipo autorregresivo
en Vioy;, que parece clara en la Figura 2.41 (Panel B), pero que no estd presente en los residuos de la Figura 2.42.

400

200 -

0

-200

-400

-600

| 1984:02

Al il W

J !

s |
1983:02 |

1976 1978 1980 1982 1984

FIGURA 2.43

Componente de intervencion estimado para la serie ACC - Variacion interanual

2.15.3 Ejemplos Adicionales

Intervenir algunos valores atipicos o anémalos en series como TEMP y VIVIN (ST14) para

comprobar su posible influencia en los modelos estimados correspondientes.
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