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1. INTRODUCCION

En ocasiones, el investigador no esta seguro acerca del tipo de distribucion de
probabilidad de la que proceden las observaciones muestrales que ha recogido, y le parece muy
arriesgado hacer un supuesto concreto acerca de la misma. Los procedimientos que hemos
analizado en capitulos anteriores consideran la situacién contraria, en que se hace un supuesto
especifico acerca de la familia de distribuciones de probabilidad que generd la muestra, y se
procede a estimar los parametros que caracterizan la distribucién correspondiente: Poisson,
Normal, etc., y posiblemente se lleven a cabo contrastes de hipdtesis acerca de valores numéricos
de dichos parametros. Vamos a considerar en este capitulo situaciones en que el investigador no
esta interesado en los valores de parametros concretos, entre otras razones, porque tampoco esta
muy seguro acerca de la familia de distribuciones de probabilidad con la que esta trabajando, y
quiere aprender algo acerca de la misma.

En tal situacion, el investigador puede estar interesado, precisamente, en detectar el tipo
de distribucion de que procede su muestra, es decir, en llevar a cabo : a) contrastes de ajuste de
una distribucion muestral a una distribucion teorica 'y, en particular, contrastes de Normalidad,
que son el primer tipo de contrastes que veremos en este Capitulo. El segundo tipo de preguntas
se refiere a si dos o mas muestras independientes proceden de una misma distribucion de
probabilidad, sin necesidad de especificar de qué tipo es €sta: b) contrastes de homogeneidad
entre distribuciones. El tercer tipo de cuestiones se refiere a la posible independencia de distintas
caracteristicas observadas en lamuestra, con independencia del tipo de distribucion que siga cada
una de ellas: d) contrastes de independencia entre caracteristicas muestrales.

Todos estos contrastes son denominados no paramétricos o independientes de la
distribucion, a diferencia de los paramétricos, aquellos que se basan en un supuesto especifico
acerca de la distribucion de probabilidad poblacional, como son tanto los de tipo t de Student,
como los de chi-cuadrado y los contrastes F que vimos en el Capitulo XX, y que requieren el
conocimiento o la estimacién de los valores paramétricos relevantes.

Estos contrastes son generalmente rapidos y faciles de utilizar, y apenas precisan ningin
supuesto. Muchos de ellos tienen la enorme ventaja de ser aplicables a datos cualitativos, cuya
clasificacion ha de ser necesariamente ordinal, situacion tipica en la que no podriamos aplicar
muchos contrastes paramétricos, que se basan en la consideracion de una distribucion de
probabilidad de tipo continuo: Normal, ¢ de Student, etc. Tampoco es obvio que en las
situaciones en las que parece suficientemente adecuado efectuar un supuesto concreto acerca de
la distribucidn poblacional, como puede ser la Normalidad, sea generalmente preferible utilizar
contrastes paramétricos, pues los contrastes no paramétricos tienen algunas ventajas, entre ellas
el tener expresiones sencillas y bastante intuitivas, y son validos en muestras muy cortas, en las
que los procedimientos paramétricos pueden no serlo. Ademas, no requieren la estimacion de
pardmetros de ninguna distribucion de probabilidad.

2. CONTRASTES DE AJUSTE A UNA DISTRIBUCION TEORICA
2.1 Contrastes basados en la distribucion de frecuencias muestral
2.1.1 El contraste chi-cuadrado

La idea basica de este contraste consiste en comparar las frecuencias observadas en la
muestra para cada suceso relevante, con las que deberian haberse obtenido en una poblacién que
perteneciese a una distribucién de probabilidad especifica. La hipotesis alternativa es que la
muestra procede de una distribucion de probabilidad diferente de la que utilizamos en el



2

contraste. El contraste puede aplicarse tanto a distribuciones discretas como continuas, pero
previamente el investigador debe establecer una particion del espacio muestral en k sucesos
mutuamente exclusivos.

En este tipo de contraste, la hipdtesis nula recoge una determinada distribucion de
probabilidad teorica, que implica una determinada probabilidad p, para cada uno de los k sucesos
considerados, con X p =1 . La probabilidad p;, multiplicada por el tamafio muestral, n,
proporciona la frecuétlcia tedrica T, = np, que deberia habersg observado en la muestra, de ser
la hipétesis nula cierta, para cada uno de los & sucesos, con: X mp =nXp, = n . Por ptra parte,
cada uno de tales sucesos tiene su propia frecuencia muestral dbservada, O, =n,con Xn = n
Si la muestra procediera efectivamente, de la distribucion de probabilidad que hemds'recogido
en la hipdtesis nula, ambas frecuencias, la tedrica, 7, y la empirica, O, es decir, la observada en
la muestra, no deberian diferir mucho.

El estadistico:

(O,' N TY,‘)2 (n,' 7”19,-)2
Xi—l =X =X
1 T =1 np,

1

k

1

propuesto por Pearson, sigue una distribucion chi-cuadrado con un numero de grados de libertad
igual al naimero de sucesos diferentes considerados, £, menos uno [ver Apéndice 1]. No todas las
frecuencias de una distribucién multinomial son independientes entre si, puesto que el tamafio
muestral # estd dado, y la suma de las k& frecuencias debe ser igual a n. Existe, por tanto, una
restriccion entre todas ellas, y sélo £-1 son independientes. Por eso es que la distribucion de
probabilidad del estadistico de Pearson es y,_,*. Para que la distribucién chi-cuadrado sea una
aproximacion razonable, es preciso que las frecuencias observadas en la muestra para cada
suceso sean mayores o iguales a 5. Si algun suceso tiene frecuencia inferior, debe agruparse con
otros.

Como en algunas ocasiones anteriores, estamos utilizando nuevamente una distribucion
de tipo continuo para aproximar variables discretas. Es conveniente, por tanto, utilizar la
correccion de continuidad de Yates en el calculo del estadistico chi-cuadrado, cuando solo existe
un grado de libertad, es decir, cuando las dos variables en consideracion pueden presentarse en
la forma de tan solo dos alternativas diferentes, y las frecuencias de casillas son pequenas:

m (|0, - E] - 05)
X =)
i1 E

i

En muestras pequefias, en que cada frecuencia esperada se encuentra entre 5y 10, es conveniente
comparar ambos valores de la distribucidn chi-cuadrado, corregido y sin corregir, y confiar en
obtener la concordancia entre los resultados que de ambas se derivan.

Por ultimo, hay que tener en cuenta que si es preciso estimar algun parametro para
caracterizar la distribucion tedrica, entonces el nimero de grados de libertad de la distribucién
chi-cuadrado del estadistico de Pearson pierde un grado de libertad adicional por cada parametro
estimado. Generalmente, cuando se rechaza la hipétesis nula de ajuste a la distribucion teérica
especificada, se dispone de suficiente informacién como para precisar en qué sentido es el
rechazo, como veremos en algunos ejemplos.

Ejemplo 12.1.- El ejemplo tipico de esta situacion considera un dado, del que se han obtenido
300 tiradas, y cuya perfeccion, entendida como ausencia de sesgos en los resultados, se pretende
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contrastar. La particion del espacio de sucesos es clara en este caso, pues consiste en los 6
resultados distintos que pueden observarse. La hipotesis nula H, recoge en tal caso una
distribucion de probabilidad uniforme. Es decir, la hipdtesis nula es que el dado esta,
efectivamente, correctamente construido, y, al no tener sesgos, la probabilidad tedrica con que
deberiamos observar cada uno de los sucesos posibles: 1,2, 3, 4, 5y 6, es de 1/6, lo que aparece
en la segunda linea del Cuadro 12.1:

Cuadro 12.1
Resultado
1 2 3 4 5 6 Total
Observada (O)) 44 62 52 45 50 47 300
Tedrica (E,) 50 50 50 50 50 50 300

mientras que la primera linea presenta las frecuencias que suponemos que se observaron en el
experimento. Ello genera un valor del estadistico:

2 - %(Of—T,-)z _ (44-50)° (62-50)* (52-50)° (45-50)* (50-50)° (47-50)° _

i=1 T, 50 50 50 50 50 50
_ 36+144+4+25+0+9 _ 218 _ 436
50 50

que debemos comparar con una chi-cuadrado con 6-1 =5 grados de libertad.

Esta es una tabla de clasificacion simple en la que la lista de frecuencias observadas de
una caracteristica se compara con la de una distribucion tedrica. A lo largo de este capitulo
utilizaremos tablas de clasificacion, simples y multiples, es decir, de una o varias caracteristicas,
sobre las que definiremos contrastes del tipo chi-cuadrado, como el que acabamos de ver. En
ellos, el nimero de grados de libertad en tablas como la anterior es igual a: (m-1)(n-1), siendo
my n el nimero de columnas y de filas. En nuestro caso: (m-1)(n-1) = (6-1)(2-1) = (5)(1) =5,
que es el valor de £-1 en este caso. El valor critico para la distribucidn chi-cuadrado con 5 grados
de libertad a niveles de significacion del 0,05 y 0,01 es, respectivamente: 11,1 y 15,1. Nuestro
estadistico es inferior aambos valores, por lo que no rechazamos la hipotesis nula de que el dado
es correcto, teniendo todos los resultados posibles, del 1 al 6, igual probabilidad.

Ejemplo 12.2.- Supongamos ahora que, en un examen de preguntas con multiple eleccion, cada
una con 4 opciones, un alumno contesta correctamente 40 de entre las 100 preguntas que se le
formularon. ;Como podemos contrastar la hipotesis nula de que el alumno conoce,
efectivamente, la materia de la que se ha examinado? Para ello, construimos el cuadro:

Cuadro 12.2
Respuestas Total
Correctas Incorrectas
Frecuencias observadas: 40 60 100




Frecuencias teoricas: 25 75 100

La hipdtesis nula consiste en creer que el alumno contesta sin conocer la respuesta. Si asi
fuese, contestando al azar y puesto que hay cuatro opciones en cada pregunta, el alumno habria
contestado correctamente una de cada cuatro preguntas, es decir, 25 de las 100 cuestiones
formuladas. Por ello tenemos las frecuencias teoricas de la ultima columna de la tabla.

El estadistico chi-cuadrado toma el valor:

2 (0 -T)? 2 (n-np)* _may2 a2
2 - Z( .~ T) (n,-np)y"  (40-25) . (60-75¢ _ 225 225

LT -1 np, 25 75 2575

1

1

que excede sobradamente de los valores criticos de la distribucion chi-cuadrado con 1 grado de
libertad a los niveles de significacion del 0,05 y 0,01, que son: 3,84 y 6,63. En consecuencia,
rechazamos la hipotesis nula, habiendo encontrado evidencia en el sentido de que el alumno
conoce la materia mejor que para simplemente creer que ha contestado las cuestiones al azar.

Ejemplo 12.3.- Un partido politico manifiesta que el 75% de la poblacion es favorables a sus
propuestas politicas. Para contrastar tal hipdtesis frente a la alternativa de que el porcentaje de
simpatizantes es inferior, se efectua una encuesta a 1.000 personas, a las que se les pregunta si
son o no favorables a dicho partido politico, obteniendo el resultado de que 680 lo son, mientras
que las 320 restantes se manifiestan como no favorables al partido politico. Ello conduce al
cuadro:

Cuadro 12.3
Opinion del encuestado
Frecuencias Favorable No favorable Total
Observadas 680 320 1.000
Teoricas 750 250 1.000

en la que aparecen las frecuencias tedricas que surgen de la opinion emitida por dicho partido
politico. En consecuencia, tenemos el valor del estadistico:

2 - E(O’ - Ty _ i(n,-—mv,-)2 _ (680-750  (320-250)
-t T -1 np, 750 250

1

= 26,13

que excede con mucho del valor critico de las tablas correspondientes a la distribucion chi-
cuadrado con 1 grado de libertad. Consecuentemente, rechazamos la hipdtesis nula y, con ello,
la opinion emitida por el partido politico en consideracion. Como el nimero de simpatizantes
observado, 680, es inferior al que corresponderia a la proporcion anunciada, 0,75, al rechazar la
hipétesis nula pasamos a creer que la verdadera proporcion es inferior a ésta.

El mismo contraste puede resolverse utilizando la aproximacion Normal a la distribuciéon
binomial. Recordemos que, para valores grandes de #, la distribucién binomial B(n,p) puede
aproximarse por una N(np, np(1-p)), por lo que la proporcion, que no es sino el cociente de la
binomial B(n,p) por n, se aproxima por una distribucion N(p, p(1-p)/n). Asi, bajo la hipdtesis nula
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de que la opinion del partido politico es correcta, la proporcion muestral sigue,
aproximadamente, una distribucion N(0,75 ;6°) donde la desviacion tipica es:

o= | LTNO2) 9137
1000

Por tanto, el intervalo de confianza del 0,95 de una cola comprende valores superiores
a: (0,75)-(1,65)(0,0137) = 0,727. Por tanto, como la proporcion muestral, 0,68, cae fuera del
intervalo del 95%, constituye significativa evidencia en contra de la hipétesis nula, que postulaba
la veracidad de la afirmacion del partido politico, y que habremos de rechazar, en favor de que
la proporcion de simpatizantes es inferior al 75%.

2.1.2 Contraste de Kolmogorov-Smirnov.

El contraste de Kolmogorov-Smirnov sigue una idea similar al anterior, pero en vez de
comparar las probabilidades de diversos sucesos, compara los valores de las funciones de
distribucion, tanto en la muestra, como la que tedricamente se derivaria de la poblacion que se
ha explicitado en la hipdtesis nula. El estadistico de Kolmogorov-Smirnov consiste en la maxima
distancia observada entre ambas funciones de distribucion:

D = Supremo | F (x)-F(x)|

donde F,(x) denota la funcion de distribucion muestral, y hay que comparar su valor con unas
tablas especificas de este estadistico, pues no sigue ninguna distribucion conocida. Para tamafios
muestrales, n, superiores a 100, el valor critico puede obtenerse mediante: y/-In(a/2)/2n ,
siendo 1-a el nivel de confianza. Logicamente, se rechaza la hipdtesis nula si el estadistico toma
un valor superior al de las tablas. Bajo H,, la muestra fue extraida de la poblacion considerada
en dicha hipotesis nula, por lo que las funciones de distribucion muestral y tedrica serian tan
similares que, incluso tomando su maxima distancia, ésta seria suficientemente reducida. Cuando
el valor numérico del estadistico excede del valor critico de las tablas, se considera que no es
suficientemente reducido, constituyendo evidencia en el sentido de que las funciones de
distribucion difieren una de otra y, por ello, la hipotesis nula debe rechazarse.

La distribucion del estadistico de Kolmogorov-Smirnov es independiente del tipo de
distribucion de la que fue extraida la muestra, lo cual es interesante, pues nos permite utilizar una
Unica tabla de valores criticos para este estadistico; de lo contrario, deberiamos tener una tabla
para cada tipo de distribucion de probabilidad F incluida en H,. Este contraste puede utilizarse
asimismo con distribuciones de tipo discreto, pero entonces solo podemos decir que o es el
mdximo nivel de significacidon del contraste que hayamos disefiado. Para aplicar el contraste con
distribuciones continuas es preciso agrupar sus valores en clases o intervalos, con lo que se
pierde cierta informacién. Al utilizar unicamente la informacion muestral incorporada en la
maxima distancia entre las funciones de distribucion, este estadistico ignora mucha informaciéon
muestral, a diferencia del contraste basado en el estadistico y* de Pearson.

El estadistico de Kolmogorov-Smirnov puede utilizarse para construir bandas de
confianza para una distribucion tedrica desconocida F'(x), a partir de una distribucidon empirica.
Para ello, fijado un valor de a, tomamos de la tabla el valor critico D, correspondiente a a. y 7,
el tamafio muestral del que se dispone. El extremo superior F,(x) de la banda para F(x) se
construye sumando D, a la funcion de distribucion empirica, hasta que se alcanza el nivel 1,
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permaneciendo entonces en éste. El nivel inferior F(x) es igual a cero hasta que la distribucion
empirica llega a ser igual o mayor a D,. A partir de entonces, F(x) = F(x) - D,.

Ejemplo 12.4.- Volviendo al ejemplo del lanzamiento del dado, podemos construir el cuadro de
ambas funciones de distribucion:

Cuadro 12.4
Resultado
1 2 3 4 5 6
Funcion de distribucion 0,145 0,353 0,527 0,677 0,843 1.0

muestral
Funcion de distribucion teorica | 0,167 0,333 0,500 0,667 0.833 1.0
Diferencias en valor absoluto 0,022 0,020 0,027 0,010 0,010 0

con una maxima diferencia de 0,027. En nuestro caso, con n = 300, tenemos, para o = 0,05, un
valor critico de 0,035. Como el valor del estadistico de Kolmogorov-Smirnov que hemos
obtenido es inferior a este nivel critico, no rechazamos la hipdtesis nula de que la muestra
procede de la poblacion tedrica, que asignaba probabilidad 1/6 a cada resultado posible.

2.2 Contrastes basados en estadisticos de posicion.

Otro enfoque para contrastar el grado de ajuste de la distribuciéon muestral a una
distribucion tedrica se basa en el uso de medidas de posicion, como la mediana, los cuartiles, etc..
Laidea es que si la muestra procede de la distribucion hipotética que se considera, entonces sus
medianas no deberian ser muy diferentes, pero tampoco sus cuartiles, etc.. Por tanto, estos
contrastes se basan en la distancia entre los estadisticos de posicion de la muestra y los tedricos.
Distintos contrastes utilizan distintos estadisticos de posicion.

2.2.1 Contraste de los signos

Este contraste considera un percentil ¢, 0 <g <99 en la poblacion que se considera bajo
la hipdtesis nula. Denotemos por 6 el valor numérico del percentil g en la distribucion tedrica.
A continuacidn, definimos para cada elemento muestral una funcién indicatriz X; que toma el
valor 1 si el dato esta por debajo de 0, y 0 si la observacion muestral esta por encima de 0. Este
esun fenomeno Bernouilli, con probabilidad p = 4 puesto que, por definicion de percentil,
bajo la hipotesis nula, exactamente ¢% de los eleththtos poblacionales estan por debajo de 6,

y (100-g)% esta por encima de 6. Si consideramos ahora la suma de tales funciones indicatriz:

esta variable seguird una distribucion binomial B(n,p). Se recoge evidencia en contra de la
hipoétesis nula cuando el porcentaje de elementos muestrales por debajo de 0, el tedrico percentil
de orden ¢, es muy superior o muy inferior a ¢%. Deberemos hacer, por tanto, un contraste de
dos colas, y determinar los valores criticos A, y A, tales que:



P[X21] = f(”)(i)x(li)“_
<5\ oo 100

s

A, X n-x
x=0\%/ \ 100 100 2

El contraste se denomina de los signos porque considera el nimero de signos positivos y
negativos de las diferencias x -0, siendo x; cada una de las observaciones muestrales.

Cuando el tamafio muestral es suficientemente grande, podemos utilizar la aproximacion
Normal a la distribucion binomial, con lo que el calculo de estos valores criticos se simplifica
enormemente.

|

Ejemplo 12.5.- Si tomamos el primer cuartil como criterio de ajuste de la distribucién muestral
a una distribucion teorica, la probabilidad de que un elemento muestral esté por debajo de €l es
0,25, siendo 0,75 la probabilidad de que sea superior. Supongamos que disponemos de una
muestra de tamaifio » = 20. El nimero de observaciones muestrales por debajo del primer cuartil
sigue, por tanto, una distribucion B(20,0,25). De acuerdo con las tablas, esta variable toma un
valor igual o inferior a 1 con probabilidad 0,0243, y un valor igual o inferior a 9 con probabilidad
0,9861. En consecuencia, tenemos: P(2<X<9) = 0,9618 , proxima aun nivel de confianza del
95%. Supongamos que 0 es el primer cuartil bajo la hipotesis nula; deberiamos esperar tener en
la muestra un nimero entre 2 y 9 de datos inferiores a 6. Uno 6 2, o bien 10 6 mas datos
inferiores a 0 constituirian evidencia contra H,,.

Alternativamente, si tuviéramos como hipdtesis alternativa que el primer cuartil es
superior a 0, utilizariamos el hecho de que una variable B(20;0,25) toma un valor igual o inferior
a 8 con probabilidad 0,9591. Por tanto, 9 0 més observaciones muestrales por debajo de 0 seria
un nimero excesivo bajo H,, lo que nos llevaria a rechazar dicha hipdtesis en favor de la
alternativa.

2.2.2 El contraste de l1a mediana

Un caso particular del anterior, de especial interés, consiste en el uso de la mediana como
estadistico de ajuste. Una vez calculada la mediana m de la distribucion teorica, entonces la mitad
de los elementos muestrales deberian estar por encima de m y la mitad restante por debajo de m,
si la muestra procede realmente de la poblacidn tedrica. Evidentemente, no se espera que esto sea
exactamente cierto en todas las muestras, pero si la division que m introduce en la muestra deja
porcentajes de elementos por encima y por debajo muy diferentes de 50%, entonces tendremos
evidencia significativa en contra de la poblacion tedrica que hayamos especificado bajo H,, que
deberemos rechazar.

Ahora habra que determinar un valor critico A tal que:

P[X>2] = E(})(%}- %

X=A

y puede utilizarse nuevamente la aproximacion Normal si el tamafio muestral es suficientemente



grande. El otro valor critico que delimita el intervalo de confianza del 100(1-a)% es n-A

2.2.3. Contraste de Wilcoxon de rangos con signos

Los contrastes de signos anteriores consideran si las observaciones muestrales estan por
encima o por debajo de un determinado estadistico de referencia, pero no tienen en cuenta la
magnitud de sus distancias a dicho estadistico. El contraste de Wilcoxon salva tal limitacion,
considerando los valores numéricos de las diferencias x, - m, donde m es la mediana de la
distribucidn tedrica. Una vez calculadas, se ordenan crecientemente los valores absolutos de
dichas diferencias, y se asigna a cada una de ellas su rango, siendo éste el orden que ocupa cada
diferencia en dicha secuencia creciente.

El estadistico 7" de Wilcoxon consiste en la suma de los rangos que corresponden a las
diferencias que eran positivas, antes de tomar valores absolutos, mientras que el estadistico 7~
consiste en la suma de los rangos que corresponden a las diferencias que eran negativas. Un valor
elevado de 7" indicara que las mayores diferencias tienen signo positivo, de modo que la
poblacion no parece ser simétrica alrededor de m, estando desplazada hacia la derecha. Un valor
reducido indica que las mayores diferencias se producen con datos por debajo de m, sugiriendo
que esta desplazada hacia la derecha. Por ultimo, el estadistico 7" de Wilcoxon consiste en la
suma de todos los rangos, habiendo asignado esta vez a cada uno de ellos el signo de la diferencia
x, - m. Dicho de otra forma: 7T=T7T" -T".

Los rangos asignados de este modo a una muestra de tamafio » constituyen una secuencia
formada por los primeros #» nimeros naturales. Bajo la hipdtesis nula de simetria alrededor de
m, deberiamos esperar que la mitad de los rangos proviniese de diferencias de signo positivo, y
la otra mitad, de diferencias de signo negativo. Ademas, cada uno de ellos deberia ser positivo
0 negativo con probabilidad 1/2. Por tanto, el rango k-€simo toma valores k'y -k con probabilidad
1/2 en cada caso, por lo que tiene esperanza cero, y lo mismo ocurrira con el estadistico 7. En
consecuencia, la varianza de 7 coincide con la suma de los cuadrados de los 7z primeros niumeros
naturales, es decir:

nn+1)2n+1)

Var(T) = g

Una primera forma de utilizacion del contraste de Wilcoxon consiste en utilizar el
estadistico 7, con la aproximacion Normal a su distribucidn, con esperanza cero y la varianza que
acabamos de ver. Una segunda forma se basa en el uso del estadistico 7. Como este estadistico
utiliza solo los rangos procedentes de diferencias x- m positivas, su suma deberia ser igual, en
promedio, a la mitad de la suma de los » primeros nimeros naturales, de modo que:

KT - n(n+1)

mientras que su varianza es la cuarta parte de la del estadistico 7=

nn+1)2n+1)

Var(T") = i
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Existe una tabla de valores criticos del estadistico 7" de rangos de Wilcoxon con la cual puede
compararse el estadistico si no se quiere efectuar la aproximacién Normal, aunque ésta es muy
conveniente. Si el estadistico muestral de Wilcoxon esta por debajo del valor critico de las tablas,
no podremos mantener la hipotesis nula de simetria alrededor de m.

Ejemplo 12.6.- Consideremos los resultados que en un examen de inglés ha obtenido un grupo
de 20 alumnos. Queremos contrastar que las calificaciones proceden de una poblacion simétrica
alrededor de una mediana igual a 70.

Cuadro 12.8
Calificaciones en el examen de inglés

Calificaciones

Diferencias x; -
m

75 62 80 71 67 69 73 83 71 74 73 79 65 73 64 67 76 72 68 T4
58101 -3 -131314 39-53-6-3©62-2 4

Rangos

13,5-1719 2 -8 -2 8 20 211,5 8 18-13,58-15,5-815,54,5-4,511.5

Al asignar rangos, cuando una determinada magnitud para la diferencia x, - m aparece repetida, se
asigna a cada una de ellas el promedio de los rangos que corresponderian a dichas observaciones. Asi, la
menor diferencia observada es de magnitud 1, que aparece en tres ocasiones, a las que corresponderian
rangos 1, 2 y 3. Su promedio es 2, que asignamos a cada una de las tres observaciones. La siguiente
magnitud, que es 2, aparece en dos ocasiones, a las que corresponderian rangos 4 y 5, cuyo promedio, 4,5,

es el rango que asignamos a ambas observaciones.

El estadistico 7" esigual a 141,5, mientras que 7-=68,5,porloque 7=7 -T =141,5 -
68,5 = 73, con esperanza nula, y varianza: (20)(21)(41)/6 = 2870. Por tanto, el ratio: [7-
E(T)]/vVar(T) que se distribuye N(0,1) en muestras grandes, toma el valor: 73/(53,57) = 1,363,
que esta dentro del intervalo de confianza del 95% de dicha distribucion. Por tanto, en la medida
en que dicha aproximacién sea correcta, no rechazamos la hipotesis nula de que la distribucion
es simétrica alrededor de su mediana.

Si utilizamos el estadistico T tipificado: [T"- E(T)]/vVar(T ), que tiene como
distribucion aproximada N(0, 1) en muestras grandes, toma en esta muestra un valor: [141,5 -
105]/(26,79) =
-1,362 que estd nuevamente dentro de la banda de confianza del 95% para la N(0,1). El lector
puede comprobar que el estadistico que podria obtener con 7'~ conduce al mismo resultado
numérico.

2.4 Contraste de Normalidad

Un caso especial de ajuste a una distribucion teérica se produce cuando la hipdtesis nula
especifica que dicha distribucion es Normal. Para efectuar el contraste, se calculan la media, asi
como la varianza muestral, S.°, y se ordena la muestra en sentido creciente. A continuacion, se
toman las diferencias entre mayor y menor elementos, segundo mayor y menor, terceros
elementos menor y mayor, etc.. Cada una de estas diferencias viene corregida por un coeficiente
que se toma de una tabla construida al efecto por Shapiro y Wilk, y se agregan los resultados en

una suma D. El estadistico de Shapiro-Wilk es el cociente:
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y el valor critico se toma de una segunda tabla propuesta por estos autores. El valor critico que
proporciona esta tabla para un nivel de significacion o es el minimo que puede tomar el
estadistico ¥ si la poblacion de la que se extrajo la muestra es Normal.

Ejemplo 12.XX .- Las calificaciones del examen de inglés, ordenadas, son:

62<64<65<67<67<68<69<71<T71<T72<T3<T3<T3<T74<
74 <75<76 <79 <80<83

y el estadistico es:

D =(0,473)(83-62) +(0,321)(80-64) +(0,257)(79-65) +(0,209) (76 -67) +(0,169) (75 -67) +
(0,133)(74-68) +(0,101)(74-69) + (0,071)(73 -(71) + (0,042) (73 -71) + (0,014) (73 -72) = 23,44

que, genera un estadistico:

2
o (23447
20(27,96)

E

que, casualmente, coincide con el valor critico de las tablas al 95% de confianza, y es inferior al
valor critico al 99%, que es de 0,988. El valor critico al 90% es 0,979, por lo que no hay mucha
evidencia ni a favor ni en contra de la Normalidad en este caso.

Otro contraste de Normalidad, muy popular en el trabajo econométrico, utiliza el hecho,
ya mencionado en el Capitulo XX de que toda poblacion Normal tiene coeficientes de asimetria
y de curtosis igual a cero. C.M.Jarque y A.K.Bera probaron que, si la distribucioén de probabilidad
es Normal, entonces el estadistico:

4S? | (K37
24

JB =n

se distribuye como una chi-cuadrado con 2 grados de libertad.

Para los mismos datos del ejemplo anterior, la hoja de cadlculo NOPARAM.WQ1 contiene
los célculos, que conducen a un valor numérico de 0,2434 para este estadistico, muy inferior a
los valores criticos, a los niveles de significacion habituales, de la distribucién y,%, por lo que no
rechazamos la hipotesis nula de Normalidad.

3. CONTRASTES DE HOMOGENEIDAD ENTRE DISTRIBUCIONES

Los contrastes de homogeneidad de entre distribuciones tratan de discernir si dos
muestras independientes pueden haber sido extraidas de la misma distribucion de probabilidad
poblacional. La hipdtesis nula es que las distribuciones de probabilidad de las que se extrajeron
ambas muestras son idénticas aun siendo desconocidas, siendo la hipdtesis alternativa que ambas
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distribuciones son diferentes.
3.1 Contrastes de homogeneidad en muestras bidimensionales apareadas

Una clase importante de problemas cubre los casos en que tenemos, bien observaciones
de varias caracteristicas de un conjunto de individuos, o bien mediciones de una misma
caracteristica en distintos instantes de tiempo. En ambos casos tenemos varias observaciones para
cada individuo en la muestra, y queremos contrastar la homogeneidad de las distribuciones de
cada una de dichas observaciones. Estas son muestras pareadas, en las que tendremos el mismo
numero de observaciones de cada una de las caracteristicas, a diferencia de los casos que
analizaremos posteriormente.

Los contrastes de rangos que vamos a examinar se basan en la idea de que, si las dos
muestras proceden de igual poblacion, entonces no deberia haber mucha diferencia entre los
rangos de sus elementos, una vez que estos se hubieran ordenado creciente o decrecientemente.
Todos estos contrastes de rangos producen los mismos resultados con independencia de que los
elementos muestrales se ordenen creciente o decrecientemente. Los contrastes denominados de
signo se basan Unicamente en la diferencia entre los elementos ordenados de ambas muestras,
mientras que los contrastes de rangos mas generales utilizan asimismo informacién acerca de
la magnitud de las distancias que separan los elementos que ocupan igual rango en las dos
muestras ordenadas. Son similares a los que ya analizamos en la Seccién XX para el caso de
ajuste a una distribucion teorica.

3.1.1 Contraste del signo

El contraste del signo se utiliza para contrastar la homogeneidad de dos poblaciones
continuas, utilizando como informacion muestras de igual tamafio, seleccionadas de cada una de
las poblaciones. El contraste se basa en ordenar de acuerdo con algtn criterio las observaciones
en cada muestra, y comparar cada par de ellas, substituyendo los dos nimeros por un signo mas,
un signo menos o un cero, segin que el elemento de la primera muestra sea superior, inferior o
igual al elemento correspondiente de la segunda muestra.

Ejemplo 12.7.- Supongamos que el grupo anterior de alumnos realiza un segundo examen de
inglés a la vuelta de una estancia en el Reino Unido. Este examen es de idéntica dificultad al
primero, y se pretende con €l analizar la efectividad de la estancia en el extranjero en cuanto al
aprendizaje del inglés. Los resultados en ambos examenes fueron:

Cuadro 12.6

Alumno | Calificacion  Calificacion
antes de la  después de
estancia  la estancia

1 75 78 3 10,0
2 62 66 4 14,5
3 80 78 -2 -5.5
4 71 71 0
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5 67 69 2 5,5
6 69 71 2 5,5
7 73 76 3 10,0
8 &3 82 -1 -2,0
9 71 75 4 14,5
10 74 72 -2 -5.5
11 73 74 1 2,0
12 79 71 -8 -18,0
13 65 68 3 10,0
14 73 76 3 10,0
15 64 67 3 10,0
16 67 71 4 14,5
17 76 72 -4 -14,5
18 72 72 0

19 68 73 5 17,0
20 74 75 1 2,0

La hipoétesis nula es: H,: la estancia no ayudo a mejorar el nivel de inglés de los
alumnos. En esta aplicacion no tiene sentido pensar que la estancia en el Reino Unido fue
perjudicial para el nivel de inglés de los alumnos, por lo que el contraste serd de una sola cola.
La hipotesis alternativa es: H,: la estancia contribuyé a mejorar el nivel de inglés de los
alumnos. En un contraste de dos colas la hipotesis alternativa consideraria tanto la posibilidad
de que la estancia haya, efectivamente, contribuido a mejorar el nivel de inglés de los alumnos,
como que haya contribuido a deteriorarlo.

Podemos observar que la calificacion del examen realizado al regreso de la estancia es,
en 13 alumnos, superior a la calificacion obtenida antes de la estancia, mientras que para dos
alumnos fue idéntica. Si la hipdtesis nula fuese cierta, esperariamos que, a la vuelta de la estancia
en el Reino Unido, la probabilidad de obtener un mejor resultado en la prueba de inglés fuese
igual a la probabilidad de obtener un resultado inferior, ambas igual a 1/2. Estariamos entonces
ante una variable aleatoria binomial para cada alumno, que se materializa en dos sucesos:
calificacion superior, calificacion inferior, con probabilidades: p = 1-p = 0,5.

Eliminando de la muestra los 2 alumnos cuya calificacién no varia, tenemos un total de
18 alumnos, con 13 signos positivos. Bajo H, estariamos ante una variable binomial: B(18; 0.,5),
con esperanza matematica: £(X) = np=(18)(0,5) =9 y varianza igual a: np(1-p) = 18(0,5)* =45,
por lo que la desviacion tipica seria 2,12 .

Utilizando la aproximacion Normal a la distribucion binomial, podemos calcular
(aproximadamente) la probabilidad de obtener 13 o0 mas signos positivos:

P:12,5)=p| X8, 120 "1 pf 7 125 79y b7y 65
o o 2,12

b
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donde hemos incorporado la habitual correccion por ser la distribucion que se aproxima de tipo
discreto. Generalmente se utiliza esta aproximacion, porque el calculo de las probabilidades
binomiales es sumamente complejo.

Trabajando al nivel de significacion a = 0,05, en un contraste de una cola, tendriamos un
nivel critico para la variable N(0,1) de 1,645. Es decir, bajo la hipotesis nula, estariamos en
presencia (aproximadamente) de una variable N(9; 2,12), y con probabilidad 0,95, el resultado
de la prueba estandarizada deberia ser inferior a 1,645. Nuestro resultado es superior, si bien
ligeramente, por lo que el supuesto contenido en H,, que nos ha servido para obtener la
distribucion Normal no puede mantenerse. Rechazariamos la hipotesis nula y pasariamos a
aceptar la hipotesis alternativa de que la estancia en UK ha servido para mejorar el nivel de inglés
de los alumnos en el grupo de estudio.

El nivel critico para el contraste de una cola al nivel de confianza del 0,99 (nivel de
significacion de 0,01) es de 2,33, en cuyo caso no rechazariamos la hipdtesis nula y
mantendriamos la hipdtesis de que la estancia en UK no ha servido para mejorar el nivel de inglés
de los alumnos en el grupo de estudio, mientras que al 90%, el rechazo es bastante claro.

En casos en que el contraste a un determinado nivel de significacion tiene una resoluciéon
tan marginal como aqui ha ocurrido trabajando al 5%, el investigador debe decidir si se decanta
por aumentar o disminuir dicho nivel, y resolver el contraste al nuevo nivel escogido. En este
ejemplo podriamos habernos desplazado al 0,10 o al 0,01, pero ha parecido mas interesantes la
segunda opcidn, que nos ha llevado a no rechazar la hipotesis nula, muy posiblemente porque
quisiéramos estar seguros de que las diferencias realmente existen si es que creemos detectarlas.

Este contraste tiene la misma limitacioén que el similar que ya examinamos en la Seccidon
12.2.2, de tener en cuenta unicamente los signos de las diferencias, pero no su magnitud, a
diferencia del contraste de Wilcoxon que presentamos a continuacion. A diferencia de éste, sin
embargo, el contraste del signo tiene la ventaja de poder ser utilizado con distribuciones
cualitativas.

3.1.2. Contraste de Wilcoxon

El contraste de Wilcoxon para la homogeneidad de distribuciones es muy similar al
contraste de igual nombre que ya vimos para el ajuste de una distribucién muestral a una
distribucion tedrica.

Ejemplo 12.8.- Si tomamos nuevamente el ejemplo de los alumnos de inglés, el Cuadro 2
presenta todos los calculos necesarios para obtener el estadistico 7"de Wilcoxon: en la cuarta
columna aparece no s6lo el signo de cada diferencia, sino también su magnitud. Al igual que en
el contraste de los signos, ignoramos los casos en que las observaciones numéricas en ambas
muestras coinciden. La quinta columna asigna rangos a tales diferencias, asignando a las
observaciones con igual rango, el promedio de estos, de igual modo que hicimos en el contraste
descrito en la Seccidn 2.2.3. De acuerdo con la hipdtesis nula, las diferencias provienen de una
distribucion simétrica con mediana cero.

El contraste de Wilcoxon se basa en que, si las dos muestras fuesen homogéneas,
entonces las diferencias entre cada dos observaciones correspondientes no sélo se distribuirian
uniformemente entre valores positivos y negativos, sino que también sus magnitudes se
distribuirian simétricamente: habria, en promedio, tantas diferencias pequefias de signo positivo
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como de signo negativo, y tantas diferencias grandes de un signo como de otro.

En nuestro ejemplo, los rangos positivos suman 125,5, mientras que los rangos negativos
suman 45,5, lo cual parece, a simple vista, bastante heterogéneo. Si el valor del estadistico T de
Wilcoxon es suficientemente pequefio, es decir inferior al nivel critico de las tablas, es que esta
suma menor es significativamente inferior a la otra suma mayor, rompiendo la simetria que debe
cumplirse bajo la hipdtesis nula. En consecuencia, rechazamos ésta.

Yahemos argumentado que nuestro ejemplo se presta a un contraste de una sola cola. La
idea es que la estancia en el Reino Unido puede haber aumentado el nivel de inglés de los
alumnos, por lo que la mediana seria ahora superior a la de antes. Por tanto, si el valor del
estadistico excede del valor critico de las tablas, tendremos evidencia significativa en contra de
la hipotesis de que ambas medianas son iguales. Los valores de la tabla de Wilcoxon para 7" [al
final de este texto] para n = 18, y niveles de significacién de 0,025 y 0,01 son 40 y 33,
respectivamente, que son superados por el valor de nuestro estadistico, 45,5. En consecuencia,
no rechazamos la hipétesis nula de homogeneidad de resultados en los examenes de inglés de
antes y después de la estancia en UK, manteniendo por tanto que dicha estancia no contribuyo
a mejorar significativamente el nivel de inglés del grupo de alumnos.

A partir de n =25, es mejor utilizar el hecho de que la suma de los rangos posmvos
se distribuye aproximadamente Normal, con: E(7) = mnrl) . Var(T) = M
En nuestro ejemplo, con » = 18, aun no siendo la sifiacion més recomendabféd para la
aproximacion, tendriamos una distribucion Normal con esperanza matematica 85,5 y desviacion
tipica igual a 22,96, de modo que el valor de nuestro estadistico, estandarizado, seria:

;o T-ED _ 455855 _ .

[Var(T) 22,96

que conduciria a rechazar la hipotesis nula al 99% de confianza, aunque no al 99%, ya que los
valores criticos de la N(0, 1) para contrastes de una cola, a niveles de significacion de 0,05y 0,01
son, respectivamente, 1,645 y 2,33. A pesar de no ser totalmente apropiada en nuestro caso la
aproximacion Normal conduce, al 95% de confianza, a los mismos resultados que obtuvimos sin
dicha aproximacion. El resultado numérico del contraste es el mismo, s6lo que cambiado de
signo, si en vez de 7', se utiliza 7.

3.2 Contrastes de homogeneidad generales

Examinamos en esta seccion contrastes de homogeneidad entre muestras cualesquiera,
no necesariamente procedentes de un mismo conjunto de individuos, a diferencia de los casos
comprendidos en la seccion anterior. Por tanto, vamos a comparar muestras de tamafos
generalmente diferentes entre si.

3.2.1 Contraste de Kolmogorov-Smirnov para dos muestras

Este contraste puede utilizarse para la hipotesis nula de que las distribuciones continuas
de las que han sido extraidas dos muestras aleatorias simples de tamafios #, y n,, son iguales.
Para llevarlo a cabo se divide el espacio muestral en & intervalos (o sucesos) disjuntos, se
calculan ambas funciones de distribucion empiricas, F,(x) y F,(x) ,ysetoma el estadistico:
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D, , = suprem0|Fnl(x)an2(x)|
X

Si las dos muestras proceden de la misma poblacién, sus funciones de distribucion

empiricas no pueden ser muy distintas, por lo que el contraste es siempre de una cola, y se

rechaza la hipotesis nula de igual distribucion si el estadistico toma un valor suficientemente

grande. Para ello, se utilizan las tablas de este estadistico, para encontrar el umbral A tal que:

P(D,  >X) = a .Dichovalor critico puede aproximarse, cuando ambas muestras son grandes,
1-72
por:
po=k | DT
ny 1y

siendo k= 1,22; 1,36; 1,63 aniveles de confianza del 90%, 95% y 99%, para el contraste de dos
colas, yde k= 1,07; 1,22 y 1,52 para contrastes de una sola cola.

El contraste de Kolmogorov-Smirnov tiene mdas potencia para el caso en que las
distribuciones tienen diferentes medianas que para el caso en que, teniendo la misma posicion
central, difieren en su dispersion.

Ejemplo.- Supongamos que disponemos de dos muestras, ambas sobre el intervalo [0,1]:

Muestra1: 0,65 0,31 0,42 0,81 0,12 0,91 0,72 0,41 0,94 0,61 0,52 0,21 0,16 0,74 0,65 0,83
0,44 0,42 0,56 0,73

Muestra2: 0,15 0,94 0,81 0,72 0,21 0,35 0,18 0,74 0,73 0,62 0,85 0,91 0,18 0,23 0,65

a partir de las cuales obtenemos las siguientes distribuciones empiricas sobre intervalos de
longitud 0,20:

Funciones de distribucion empiricas

F.(x) 0<x<0,20 0,20<x<0,40 0.40<x<0,60 0.60<x<0,80 0.80<x<1,00
Muestra 1: n, = 20 0,10 0,20 0,50 0,80 1,0
Muestra 2: n, = 15 0.20 0.40 0,40 0,73 1,0

Lamaxima diferencia entre ambas funciones de distribucion se produce en el segundo intervalo,
y es de: 0,20 - 0,40 = -0,20. El valor critico de las tablas del estadistico de Kolmogorov-Smirnov para
estos tamarfios muestrales es de 13/30 = 0,433, por lo que no rechazamos la hipotesis nula de igualdad
de distribuciones de probabilidad. La aproximacion: UUHUULVDQI +n,)/nn, es, en este caso, igual a
0,464, no muy diferente del valor de las tablas. Tampoco en esta comparacion rechazariamos la hipotesis
de igualdad de distribuciones.

3.2.2 El contraste de Mann-Whitney de sumas de rangos

Este estadistico, introducido simultineamente por Mann y Whitney en 1947, se utiliza para
contrastar si dos muestras, extraidas independientemente, proceden de la misma poblacion. El Ginico
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supuesto preciso es que la poblacidén o poblaciones de que se han extraido las muestras, sean de tipo
continuo, pero no requiere simetria. La hipotesis nula H, es que las esperanzas matemdticas de ambas
poblaciones son iguales, mientras que la alternativa puede establecer que las esperanzas matematicas son
diferentes (contraste de dos colas), o que una de ellas, previamente escogida, es superior a la otra
(contraste de una cola). Este contraste resume, por tanto, las caracteristicas de la distribucion de
probabilidad en su esperanza matematica.

El planteamiento logico del contraste es, por tanto, igual al del contraste de igualdad de
esperanzas que ya resolvimos mediante un estadistico ¢ de Student cuando suponiamos que ambas
poblaciones eran Normales. El estadistico U se construye, al igual que los anteriores, a partir de las
sumas de rangos. Supongamos que disponemos de dos muestras de tamafio », y n,, tomadas de dos
poblaciones potencialmente diferentes. Comenzamos considerando ambas como una muestra global de
tamafio n,+#,, y asignamos rangos a todos estos elementos, resolviendo casos de igualdad de rangos del
mismo modo que en los estadisticos previos, ignorando dichas observaciones. Después, calculamos las
sumas de rangos, R, y R,, de ambas muestras. A continuacién, calculamos los estadisticos:

n(n,+1)
U:nn +;—
1 1" ) 1
ny(n,+1
U, =mny + 2(22 . 2

y se compara el menor de ellos U,, =min (U,, U,), con los valores criticos de las tablas especificamente
calculadas para este estadistico, que aparecen en el Apéndice XX. Si el valor del estadistico muestral es
inferior al de las tablas, se rechaza la hipotesis nula de igualdad de distribuciones de probabilidad.

Ejemplo 10.- Una determinada universidad cree que es posible que los alumnos que proceden de
instituciones privadas de ensefianza media tengan distinto rendimiento académico en las licenciaturas
universitarias que aquellos que provienen de instituciones piblicas. Con el objeto de contrastar esta
hipotesis, se recogen aleatoriamente los siguientes resultados de las pruebas de selectividad:

Cuadro 12.7
Puntuacion
Priv |9 6 7 9 7 8 8 94 73 69 85 93 85 88 91 74 60
ada 7 8 5 5 5 4
Publ |8 6 8 9 7 7 67 95 68 74 78 74 67 91
ica 4 5 7 3 8 7

7
4

que genera las dos primeras filas en la siguiente tabla de rangos, obtenidos a partir de la muestra
agregada:

Cuadro 12.8

Rangos en la muestra global

Privada

32 55 13,5 305 135 185 22 29 8 7 20,5 275 205 24 25,5 105 1 10,5

319.5
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Publica 18,5 2 23 275 16,5 15 3,5 30,5 55 10,5 165 10,5 35 255 2085
Privada < 0 10 8 0 8 4 4 1 10 10 4 1 4 3 2 8 14 99
Publica

Las sumas de los rangos son 319,5 y 208.5, respectivamente, y tenemos »n,=18
observaciones para alumnos de escuelas privadas y n, = 14 para los que provienen de escuelas
publicas, de modo que tenemos:

U, = (18)(14) + (18)(19)/2 - 319,5 =252 + 171 - 319,5 = 103,5
U, = (18)(14) + (14)(15)/2 - 208,5 = 252 + 105 - 208,5 = 148.5

El menor estadistico es U}, con un valor de 103.5 que excede del valor critico al nivel de
significacion de 0,05 para el contraste de una cola, que es igual a 82 (ver Tabla XX en el
Apéndice XX). En consecuencia, inferimos que la menor suma de rangos no es substancialmente
inferior a la suma mayor y, en consecuencia, las dos poblaciones no parecen diferentes, en base
a las dos muestras de que disponemos. No rechazamos la hipotesis nula de homogeneidad
poblacional, por lo que los alumnos provenientes de ambos tipos de instituciones parecen obtener
resultados académicos similares.

Conviene tener en cuenta que a través de la relacion: U, + U,= n,n,, puede obtenerse un
estadistico a partir del otro, de modo que basta calcular uno de ellos. Si el que calculemos es
inferior a (n,n,)/2, sabremos que hemos obtenido el estadistico mas bajo, es decir, el que
queremos comparar con los valores criticos de las tablas, y si no, su "complemento": U, = n,n, -
U,ij=12,i# ,es el estadistico que deseamos utilizar, sin necesidad de tener que utilizar la
expresion que aparece en su definicion.

Bajo la hipdtesis nula de igualdad de distribucion de probabilidad para ambas muestras,
el estadistico U, no debe tomar valores excesivamente grandes. Hay que obtener valores criticos

m

Ay A, tales que:
PA<U,<L)=1-a

teniendo en cuenta que la tabla al final del texto proporciona las probabilidades p,
p=P(U=<U) .
Existe también para este estadistico una aproximacion Normal, obtenida por Mann-
Whitney para cuando tanto 7, como », aumentan de tamafio. Dicha distribucién Normal, que
aproxima el comportamiento del estadistico U tiene por esperanza matematica y varianza:

y parece proporcionar aproximaciones admisibles cuando ambos tamafios muestrales son
superiores a 20. En nuestro ejemplo, tenemos:



18

EU,) = % = 126

(18)(14)(18+14+1)

= 26,32
12

Desviacion tipica(U,) = J

por lo que el valor estandarizado de nuestro estadistico, 103,5, es igual a:

7o 1035 - 126 o
26,32

que esta notablemente por debajo de los valores criticos para el contraste de una cola en una
poblacion Normal(0,1), a los niveles de significacion habituales: 0,10, 0,05 6 0,01. En
consecuencia, no rechazamos la hipétesis nula, llegando asi a la misma conclusion que en el
analisis anterior.

Una segunda forma de calcular el estadistico consiste en comparar cada dato de una de
las dos muestras, con todos los de la otra, para contabilizar el nimero de ocasiones en que se
tiene que el primero es inferior al segundo. Si efectuamos este ejercicio con los datos del
ejemplo, la tercera fila del cuadro muestra que cada puntuacion de un alumno de ensefianza
privada resulta inferior a las puntuaciones obtenidas por los alumnos de ensefianza publica en 99
ocasiones. Ademas, puede comprobarse que se producen 9 casos de empates, con igual
calificacion entre alumnos de ambos tipos de ensefianza. Sumando la mitad de los empates, 4,5,
al total de 99, tenemos 103,5, el mismo valor del estadistico que antes ya calculamos.

3.2.3 Contraste de Siegel-Tukey de igualdad de varianzas

El procedimiento de Mann-Whitney fue adaptado por S.Siegel y J.Tukey puede adaptarse
para contrastar si dos muestras independientes han sido extraidas de poblaciones con igual
varianza, frente a la hipotesis alternativa de que han sido extraidas de poblaciones con varianzas
diferentes. Para ello, una vez ordenados todos los elementos de ambas muestras, combinados,
se asignan rangos comenzando desde el menor y el mayor, hacia el centro: al menor valor se le
asocia el rango 1; al valor mas elevado y al que le precede se asignan los rangos 2 y 3 ; al
segundo y tercer valores mas bajos se asignan los rangos 4 y 5, y asi sucesivamente. Si el nuimero
total de observaciones en ambas muestras es par, una de ellas se quedara sin rango. Las
expresiones anteriores se utilizan para calcular el estadistico R, que es la suma de rangos de la
muestra de menor tamafio. La interpretacion del contraste estriba en que si una de las dos
muestras procede de una poblacion con mayor dispersion, recibira los rangos menores, mientras
que la que procede de una muestra de menor variabilidad recibira los rangos mayores. Puede
apreciarse que el contraste tiene interés cuando condicionamos en que ambas distribuciones
tienen una media de posicidn central similar.

El estadistico R, puede aproximarse, para »n,+n, > 20, por una distribucion Normal:

R n,(m+1) nn,(m+1)
" 2 72

donde n,, = min(n,,n,), y n = n,+n,.
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Ejemplo 12.7 (NOPARAM.WQ1).- Supongamos que, para tratar de evaluar las diferentes
capacidades de 16 hombres y 14 mujeres, se somete a un examen logico a una muestra de 16
estudiantes varones y 14 estudiantes mujeres, obteniendo los siguientes resultados:

Puntuacion

Hombre |92 76 85 70 84 66 72 68 74 90 84 82 74 70 76 82
S

Mujeres |84 88 94 90 78 82 64 70 82 74 76 80 78 90

Las calificaciones ordenadas son:

64m; 66h; 68h; 70h; 70m; 70h; 72h; 74m; 74h; 74h; 76m; 76h; 76h; 78m; 78m; 80m:;
82m; 82m; 82h; 82h; 84h; 84h; 84m; 85h; 88m; 90m; 90h; 90m; 92h; 94m;

donde hemos anotado si corresponden a hombres o mujeres. Los rangos correspondientes a este
contraste son:

64m; 66h; 68h; 70h; 70m; 70h; 72h; 74m; 74h; 74h; 76m; 76h; 76h; 78m; 78m; 80m;
82m; 82m; 82h; 82h; 84h; 84h; 84m; 85h; 88m; 90m; 90h; 90m; 92h; 94m;
con rangos:
Im 4h 5h 8h 9m 12h 13h 16m 17h 20h 21m 24h 25h 28m 29m --
27m 26m 23h 22h 19h 18h 15m 14h 11m 10m 7h 6m 3h 2m

que producen sumas de rangos 201 para hombres y 234 para mujeres. La distribucidon aproximada
es:

N (14)2(31);(14)(12)(31) - N(217:578.67)
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con desviacion tipica: 6 =24,06. Como el estadistico procedente de la muestra de menor tamafio,
la de mujeres, es 234, que no resulta significativamente distinto del valor esperado en una
poblacion N(217;578,7), no rechazamos la hipdtesis nula de que ambas poblaciones tienen igual
dispersion.

3.2.4 El contraste de Kruskal-Wallis

Este estadistico, propuesto por W.H.Kruskal y W.A.Wallis en 1952, generaliza el
estadistico U, cuando se trabaja con mas de 2 muestras independientes y se pretende contrastar
la hipotesis nula de que todas ellas proceden de la misma poblacion. El procedimiento es idéntico
al seguido con el estadistico U, s6lo que ahora utilizamos el estadistico H:

2 2 2 2

RS R, R R
H = 12 LI R 3(N+1)
nn+1) \ n, n, n, n,

siendo #; el tamafio de cada una de las k£ muestras independientes de que se dispope, y R, las
respectivas sumas de rangos. # denota la suma de los k tamafios muestrales: » = Xn, . Todo
lo que se requiere es que la poblacion o poblaciones de las que se extrajeron las mi@stras, sean
de tipo continuo. La hipotesis nula es que las medias de las k poblaciones de donde se extrajeron
las muestras son idénticas. Para ello, se ordenan los valores combinados de todas las k£ muestras
en orden creciente, y se asignan rangos.

La distribucion del estadistico H depende del numero de muestras consideradas y de sus
tamafios, por lo que es preciso disponer de un amplio nimero de tablas de valores criticos.
Kruskal y Wallis probaron que si la hipotesis nula es cierta, y si cada muestra consta de al menos
5 observaciones, entonces el estadistico H sigue una distribucion chi-cuadrado con -1 grados
de libertad, y rechazamos la hipdtesis nula de homogeneidad de las poblaciones cuando el valor
del estadistico H que hemos obtenido en nuestra aplicacion excede del valor de las tablas de
dicha distribucion. Las tablas de Kruskal-Wallis dependen del nimero de muestras distintas, &,
por lo que hay que disponer de varias de ellas. No las presentamos aqui, y sugerimos la
aproximacion y,_,
mencionada.

El contraste de Kruskal-Wallis es mas potente que un contraste no paramétrico semejante,
como el contraste de la mediana que a continuacion presentamos, cuando se utiliza para varios
grupos. Es algo menos potente que el contraste paramétrico F, pero mas sencillo de utilizar.

Ejemplo 12.8.- Una agencia oficial esta preocupada acerca de la posibilidad de que las practicas
de precios que se siguen en ciudades pequefias para un determinado producto, reflejan practicas
de monopolio. Para contrastar dicha posibilidad toma muestras de tamafio 6 en tres ciudades: una
de menos de 50.000 habitantes, otra de menos de 500.000 habitantes, y otra muestra en una gran
ciudad. Si detecta que los precios son mayores en las ciudades pequefias, tendra cierta evidencia
acerca de practica monopolista en las mismas, por la poca presencia de competencia. Las
observaciones muestrales fueron:

Precios en ciudad pequetia: 186, 162, 146, 174, 192, 178
Precios en ciudad media: 166, 142, 180, 135, 162, 174
Precios en gran ciudad: 142, 126, 118, 135, 127, 156
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que generan los rangos en la muestra global:

Rangos en ciudad pequeiia: 17;10,5; 8; 13,5; 18; 15  Suma = 82
Rangos en ciudad media:  12; 6;5, 16; 4,5; 10,5; 13,5 Suma = 63
Rangos en gran ciudad:  6,5;2;1;4,5;3;9 Suma =26

que producen un valor del estadistico de Kruskal-Wallis de 9,94, superior a los valores criticos
de de una y,%, que son de 5,99 y 7,38 al 95% y 97.5%, por lo que rechazamos la hipétesis nula
de ausencia de diferencias en las practicas de fijacion de precios, obteniendo cierta evidencia a
favor de practicas de monopolio.

3.2.5 Contrastes chi-cuadrado de Pearson

Este contraste se diferencia del de ajuste tedrico por el hecho de que, en los contrastes de
homogeneidad, no especificamos cual es la poblacidn estadistica hipotética de la que las muestras
de que disponemos habrian sido seleccionadas, sino que contrastamos tan sélo que estos han sido
extraidas de la misma poblacion, sin especificar cudl sea ésta.

Ejemplo 12.9.- Supongamos que se pretende contrastar si la distribucion de tipos sanguineos es
igual en hombres que en mujeres, para lo que se efectiia un analisis de sangre a 12.000 personas,
5.000 hombres y 7.000 mujeres, teniendo los siguientes resultados:

Tipo A Tipo B Tipo 0 Total
Hombres 2.400 1.900 700 5.000
Mujeres 3.100 2.700 1.200 7.000
TOTAL 5.500 4.600 1.900 12.000

Si las muestras fuesen homogéneas, como afirma la hipétesis nula, la mejor estimacion
de la proporcidn de personas con sangre tipo A en la poblacion, seria la obtenida a partir de todas
las observaciones muestrales, con independencia de si la sangre fue extraida de un hombre o de
una mujer. Asi, las proporciones estimadas de personas con sangre tipo A, tipo B y tipo 0, serian,
respectivamente, 55/120, 46/120 y 19/120, es decir: 0,4583, 0,3833 y 0,1583. Entonces,
esperariamos encontrar en nuestra muestra (teéricamente) que un namero de (0,4583)(5.000) =
2.292 hombres tiene sangre tipo A, (0,3833)(5.000) = 1.917 tienen sangre tipo B, y
(0,1583)(5.000) = 792 tienen sangre tipo 0. Haciendo un célculo similar para las mujeres,
obtendriamos el cuadro de frecuencias tedricas (bajo la hipotesis nula):

Tipo A Tipo B Tipo 0 Total
Hombres 2.292 1.917 792 5.000
Mujeres 3.208 2.683 1.108 7.000
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TOTAL 5.500 4.600 1.900 12.000

y el estadistico chi-cuadrado:

1

k(O -T) 2 2 (- 2
P2 = Z( - T)(1083) 16,7y (9L
a4 T 2292 1917 792

1

L1083y (16,7 (9L7) _
3208 2683 1108

27,2

que compara las frecuencias observadas O, con las frecuencias teoricas 7, excede de 5,991 y
9,210, que son los valores criticos de una chi-cuadrado con (3-1)(2-1) = 2 grados de libertad, lo
que nos lleva a rechazar la hipdtesis de homogeneidad en la distribucidon de tipos sanguineos
entre hombres y mujeres.

3.2.6 El contraste de rachas

El contraste de rachas sirve para discutir la homogeneidad de las poblaciones de las que
fueron extraidas dos muestras independientes. Se basa en la ordenacién natural, creciente o
decreciente de los elementos de ambas muestras, pero en vez de utilizar los rangos, utiliza las
rachas, secuencias de valores sucesivos de una de las muestras. Si las muestras proceden de la
misma poblacion, entonces los valores de ambas se alternaran en la lista global, de modo
puramente aleatorio. Si, por el contrario, una de las muestras procede de una poblacion situada,
en alglin sentido, a la derecha de la otra, entonces los valores de ambas muestras tenderan a
aparecer en la forma de unas pocas rachas amplias. El contraste se resuelve, por tanto, utilizando
el namero de rachas, del modo que vamos a ver con unos ejemplos. De esta discusion se intuye
que el contraste de rachas es ttil para analizar la posible heterogeneidad de dos poblaciones
cuando la alternativa es que la funcion de distribucion de una de ellas estd desplazada a la
derecha con respecto a la otra. No es excesivamente potente cuando las distribuciones tienen
similar posicion central, y difieren en su varianza.

Ejemplo 12.10.- Los dividendos distribuidos por una muestra que engloba a empresas eléctricas,
de comunicaciones y transportes, aumentaron un determinado afio con respecto al afio previo:
5,2%; 2,3%, 6,5%; 3,4%, 4,5%, 3,5%, 6,2%, 4,0%, 4,7%, 3,2%, 5,1%, 4,6%, mientras que los
repartido por una muestra de bancos crecieron: 8;4%, 4,2%, 3,6%, 6,7%, 7,2%, 7,4%, 10,5%,
6,6%, 6,3%, 7,0%. Al establecer una Unica secuencia, tenemos:

2,3;3,2;3.4;3,5; 3,6, 4,0, 4,2;4,5; 4,6, 4,7; 5,1, 5.2, 6,2; 6,3; 6,5; 6,6; 6,7; 7,0; 7.,2;
E EEEBEIBEETETETETEIDBLERB B B

7.4; 8.4; 10,5

B B B

que comprende una primera racha de datos de dividendos de 4 empresas no bancarias, una racha
de 1 banco, una racha de 1 empresa, una racha de 1 banco, una racha de 6 empresas, un banco,
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una empresa no bancaria y una ultima racha de 7 bancos. Hay un total de 8 rachas.

Aunque hay tablas para este contraste de rachas, tampoco las vamos a presentar, porque
la aproximacion Normal es suficientemente buena en la mayoria de los casos. Cuando el tamafio
de ambas muestras es al menos igual a 10, el nimero de rachas sigue una distribucidon que puede
aproximarse por:

2.2
2n.n 2n.n,2n,n,-n, —n 2n.n dnn
R -~ N 12+1; 12(21212) - N 12+1; 125
ny +n2 (l’ll +I’12) (n1 +ng_]) n +n2 (n1 +ng)J

donde la ultima expresion para la varianza, mas simple, es valida para tamafios muestrales
grandes.

En nuestro ejemplo, el nimero esperado de rachas es 11,9, con desviacion tipica de 2,269, por
lo que el intervalo del 95% de confianza es (11,9-4,45 ; 11,9+4,45) = (7,45 ; 16,35). Como el
numero de rachas en la muestra estd dentro del intervalo, no rechazamos la hipdtesis nula de
aleatoriedad pura en la generacion de los incrementos de dividendos. En consecuencia, no
detectamos evidencia en contra de que las politicas de dividendos de empresas bancarias y no
bancarias sean iguales. Ademas, el intervalo del 90% de confianza es: (11,9-3,73 ; 11,9+3,73)
= (8,16 ; 15,63), que conduce a rechazar la hipdtesis de igualdad. El bajo numero de
observaciones sugiere utilizar un nivel de confianza en linea con el 90%, por lo que la hipotesis
de igualdad deberia rechazarse.

El resultado de este contraste es algo sorprendente, pues la estructura de rachas al
principio y final de la muestra sugiere todo lo contrario, que las politicas de incremento de
dividendos no son iguales. Cabe hacer varios comentarios respecto al resultado: 1) con unaracha
menos, habriamos rechazado la hipdtesis nula, 2) si sospechamos, como sugiere la evidencia
muestral, que los bancos han aumentado sus dividendos mas que las empresas no bancarias,
entonces tenderiamos a encontrara pocas rachas, con las empresas no bancarias concentradas al
comienzo de la lista ordenada, y los bancos concentrados al final de dicha relacion. El contraste
deberia ser entonces de una cola, rechazando la homogeneidad si el nimero de rachas es inferior
a un cierto numero critico. Dicho nivel critico se obtiene, al 95%, utilizando el umbral de 1,645
para la normal: 11,9 - (1,645)(2,27) = 11,9 - 3,73 = 8,17. Como el nuimero de rachas en la
muestra, 8, es inferior a este umbral, rechazamos la hipdtesis nula de homogeneidad.

4. CONTRASTES DE ALEATORIEDAD

Quiza el contraste mas basico se refiere al hecho de que las observaciones disponibles
proceden de una poblacién realmente aleatoria, frente a la alternativa de que hay cierto
determinismo en ellas, lo que consideramos en esta seccion.

4.1 Contraste de rachas

El contraste que presentamos en esta seccion se refiere a una situacion en que las
observaciones muestrales pueden presentar una de dos determinadas caracteristicas. Si éstas se
producen de manera puramente aleatoria, al observar la secuencia de extracciones, ambas
caracteristicas se alternaran de modo totalmente impredecible. Imaginemos, sin embargo, que al
extraer secuencialmente los elementos muestrales tenemos una racha larga en la que se produce
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la primera caracteristica, seguida de otra larga racha de elementos en los que aparece la segunda
caracteristica. Pensaremos entonces que hemos extraido elementos de dos poblaciones diferentes.
En este caso, un niamero reducido de rachas nos ha proporcionado evidencia en contra de la
aleatoriedad de la muestra.

Los contrastes de rachas pueden ser ttiles, pero hay que disefiarlos especificamente en
funcién de cudl sea la hipdtesis alternativa. Por ejemplo, supongamos que la hipotesis nula es
muestra aleatoria, frente a una alternativa de valores crecientes con cierta tendencia, y que
examinamos larelacion de elementos muestrales en el orden en que fueron extraidos. Asignamos
a cada elemento muestral un indicador £ o D, segun que esté por encima o por debajo de la
mediana muestral m. En este caso, obtendremos evidencia en contra de H,, si observasemos un
namero reducido de rachas, con indicadores D concentrados al comienzo de la relacion, e
indicadores £ concentrados hacia el final de la relacion. El contraste, que deberia ser de una cola
en este caso, se lleva a cabo como describimos en la Seccion 3.2.6.

Podria ocurrir que sospechemos que los valores altos y bajos se alternan sistematicamente
en la extraccion de la muestra, siendo ésta la alternativa a la aleatoriedad pura. En tal caso,
tendriamos evidencia en contra de H, si el nimero de rachas fuese elevado, por lo que
deberiamos efectuar un contraste de una cola, pero esta vez rechazando H, si el numero de rachas
es suficientemente elevado. Si quisiéramos contrastar frente a ambas posibilidades
simultaneamente, entonces elaborariamos un contraste de dos colas.

4.2 Contraste de diferencias sucesivas

En datos temporales, podemos estar interesados en contrastar que las observaciones
muestrales no son independientes, en el sentido de que un valor elevado condiciona que la
siguiente extraccion muestral, haciendo mas probable que ésta sea asimismo elevada. Decimos
entonces que tenemos una situacion de correlacion serial positiva. Siun valor elevado hace mas
probable que la siguiente extraccion muestral sea reducida, decimos que tenemos correlacion
serial negativa. Si consideramos el cuadrado medio de las diferencias sucesivas de los valores
x, observados:

, Z;(xr _x/—l)2
d* = =

2(n-1)

que, bajo la hipotesis nula de independencia, tiene un valor esperado de 2. Por tanto, si tomamos
el cociente entre este estadistico y la cuasivarianza muestral:

d> %(xl_xrfl)2
r=2" ==L
SZ n _
2% (x, -x)
t=1

bajo H,, este estadistico serd proximo a 1, puesto que la cuasivarianza es un estimador insesgado
de la varianza poblacional. Si existe correlacion serial positiva, cada elemento muestral tendera
a ser similar a su predecesor, con lo que 7 se hara pequefio. Si existe correlacion negativa, r se
hara grande. Para muestras grandes, la distribucion de probabilidad de  puede aproximarse por:
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5. CONTRASTES DE ASOCIACION ENTRE DISTRIBUCIONES

Los contrastes que analizamos en esta seccion estan disefiados para analizar si dos
caracteristicas de una poblacion estan o no relacionadas. Posteriormente, aprenderemos cdmo
cuantificar el grado de correlacion entre variables utilizando modelos econométricos, pero los
contrastes que aqui introducimos tienen dos ventajas: 1) no estdn condicionados por ningin
supuesto acerca del tipo de distribucién que sigue la poblacion de la que se extrajeron las
observaciones muestrales, y 2) no esta condicionado en una hipotesis de causalidad acerca de la
direccidn en que se produce la asociacion entre dos variables.

En tal sentido, los estadisticos que aqui introducimos son semejantes al coeficiente de
correlacidn lineal de los Capitulos XX y XX, pero tienen frente a éste la enorme ventaja de ser
utilizables con caracteristicas cualitativas.

5.1 Contraste de Spearman de correlacion por rangos

La correlacion por rangos consiste en examinar el grado de correspondencia que existe
entre los rangos que asignamos a las caracteristicas cuyo grado de asociacion queremos medir.
Como siempre, los rangos pueden asignarse en orden creciente o decreciente. Cuando las
observaciones muestrales no son cualitativas, sino que son cuantificables, o se pueden ordenar
de acuerdo con un determinado criterio, entonces pueden definirse unos pseudo-coeficientes de
correlacion, que cuantifican el grado de asociacion entre distribuciones, a partir de los rangos.

El coeficiente de correlacion de rangos, propuesto por Carl Spearman en 1904, es:

6% d
po= ] - =
n(n’-1)

donde d, es la diferencia entre los rangos correspondientes a los valores de las dos caracteristicas
correspondientes a un mismo elemento u observacién muestral.

Ejemplo 12.12.- Para examinar el grado de relacion que existe entre las calificaciones de
Macroeconomia y Matematicas, se tomaron las notas de 15 alumnos, teniendo los datos del
Cuadro XX. Tras las calificaciones de las materias de Macroeconomia y Matematicas, hemos
obtenido las dos columnas de rangos de cada una de ellas, y la columna 6 tiene precisamente las
diferencias de rangos, d., que no es sino la diferencia de las dos columnas anteriores. El
coeficiente de correlacion de rangos de Spearman toma valores entre -1 y +1. Al igual que con
el coeficiente de correlacion lineal, un valor préximo a cero indicaria que ambas variables apenas
tienen relacion. Valores proximos a la unidad indican que ambas variables tienen una relacion
estrecha. Si es positivo, la relacion es directa, es decir, valores elevados de Y vienen asociados
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a valores elevados de X , y valores bajos de X, con valores bajos de Y. Si el coeficiente de

correlacion por rangos es negativo, valores elevados de una variable vienen asociados con valores

reducidos de la otra. Al igual que con los otros estadisticos de rangos antes estudiados, cuando

varias observaciones son iguales se les asigna el promedio de los rangos que les corresponderian.
El valor del coeficiente de correlacion de rangos en este ejemplo es:

Calificaciones Rangos
Alumno Macroc;conomi Matersnética Macroe;conomi Matersnética d; d?
1 70 64 7 9 -2,0 4,0
2 82 90 4 1 3,0 9,0
3 54 36 11 15 -4,0 16,0
4 91 86 2 2,5 -0,5 0,25
5 64 52 10 12,5 -2,5 6,25
6 87 76 3 6 -3,0 9,0
7 32 40 14 14 0,0 0,0
8 74 82 5 1,0 1,0
9 66 54 11 -2,0 4,0
10 42 58 13 10 3,0 9,0
11 52 66 12 8 4,0 16,0
12 30 52 15 12,5 2,5 6,25
13 78 84 5 4 1,0 1,0
14 92 86 1 2,5 -1,5 2,25
15 68 72 8 7 1,0 1,0
120 120 0 85
6% d’
poel -t oo OB 518 - 0,8482
‘ nn?-1) (15) (15%-1)

mostrando una relacion muy estrecha entre las calificaciones que los alumnos obtienen en ambas
asignaturas.

Lasignificatividad del coeficiente de correlacion de rangos de Spearman puede calcularse
aplicando la relacion:
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para comparar el valor de 7 con la tabla de la distribucion # de Student con #n-2 grados de libertad.
Esta aproximacion es valida para n > 10, que en este ejemplo conduce a una valor numérico de
5,774 que esté fuera del intervalo de confianza de la ¢ de Student con 13 grados de libertad, a
niveles del 95% 6 99%. En consecuencia, rechazamos la hipotesis nula de ausencia de
asociacion entre ambas calificaciones, y pasamos a mantener la alternativa de asociacion
positiva entre ambas, ya que el coeficiente de correlacién de rangos es positivo.

Alternativamente a este tipo de andlisis, los procedimientos de regresion que
analizaremos en los Capitulos 13 a 15 permiten cuantificar la relacion entre las calificaciones
obtenidas en ambas materias, si bien una justificacion totalmente rigurosa descansa en el
supuesto de distribucién Normal de las observaciones muestrales, que, en ocasiones el
investigador no esta en condiciones de asegurar.

Debe notarse que, aunque nuestro ejemplo caracterizaba la relacion entre dos variables
de naturaleza cuantitativa, el mismo tipo de analisis puede llevarse a cabo para variables
cualitativas, siempre que éstas puedan ordenarse con una determinada escala ordinal. De este
modo, el coeficiente de correlacion de rangos de Spearman puede interpretarse como pseudo-
coeficientes de correlacion de rangos entre dichas variables.

5.2 Contraste de Kendall

El estadistico t de Kendall es otro coeficiente de correlacion de rangos. Para utilizarlo en
la medicidon de la asociacion entre dos atributos, se obtienen primero los rangos de ambas
variables X e Y. A continuacion, se ordenan las observaciones de una de ellas, X, por ejemplo,
de acuerdo con su orden natural, y se considera la lista de los rangos de ¥ ordenada del modo que
asi resulta. Se compara cada rango de Y con cada uno de los que le siguen, y se define una
funcién indicatriz que toma el valor +1 cuando los dos rangos de Y en la comparacion estan
ordenados, y el valor -1 cuando estan invertidos. El rango de Y que aparece en primer lugar, es
decir, el que corresponde con el menor' rango de X, se compara con fodos los que le siguen. El
rango de Y correspondiente al segundo rango de X se compara con los #-1 rangos de Y que le
siguen, y asi hasta el correspondiente al penultimo rango de X, que se compara con el rango de
Y correspondiente al ultimo rango de X.

El namero total de comparaciones es: (n-1)+(n-2)+...+1 = (=Dn , y el estadistico
de Kendall es el cociente entre la suma S de todos los valores de la funcién fdicatriz y el nimero
total de comparaciones:

S 285

‘E = =
(n-1n/2 (n-1)n

Si los rangos de Y resultasen quedar ordenados cuando hemos seguido el orden natural
de las observaciones de X, entonces la suma S tomaria su méximo valor numérico, que con el
numero total de comparaciones, y el estadistico t seriaigual a 1. Si los rangos de Y quedasen en
un orden exactamente inverso al natural, el estadistico t tomaria entonces su minimo valor
posible, que es -1. En general: -1 < 1 < 1. La hipdtesis nula de ausencia de asociacion entre
ambas variables hara que en cada comparacion de rangos de Y hay la misma probabilidad de que
sus rangos estén o no invertidos, por lo que habra aproximadamente tantos 1 como -1, y la suma

' O mayor, segun se haya ordenado la muestra, lo cual es irrelevante.
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S sera proxima a cero.
Para muestras de tamafio superior a 10, la distribucion del estadistico puede aproximarse
por:

. N(O; 2(2n+5))
9n(n-1)

Por tanto, se trata de construir un intervalo de confianza para t al nivel deseado, 100(1-a),
utilizando sus tablas, y rechazar la hipdtesis de ausencia de asociacion si el valor numérico de
1 cae fuera de dicho intervalo.

Ejemplo 12.13.- Volviendo a examinar las calificaciones de Macroeconomia y Matematicas del
ejemplo anterior, si ordenamos las primeras, y las acompafiamos de la calificacion en
Matematicas, tenemos:
Macroeconomia: 30 32 42 52 54 64 66 68 70 74 78 82 87 91 92
Matematicas: 52 40 58 66 36 52 54 72 64 82 84 90 76 86 86

donde se producen 91 comparaciones en el orden correcto, y 14 inversiones en las calificaciones
de Matematicas. Es decir, hay 14 ocasiones en que una calificacion de Matematicas viene seguida
de una calificacion mas baja. El nimero total de comparaciones es (15)(14)/2 = 105. Por tanto,
la distribucion del estadistico t puede aproximarse por una N(0;0,0307), con desviacion tipica
o =0,192. El estadistico t toma valor: T=(91-14)/105 = 0,733, cuyo cociente por la desviacién
tipica: 0,733/0,192 = 3,82 excede de los valores criticos de la N(0,1) alos niveles de significacion
habituales, por lo que rechazamos la hipdtesis nula de independencia, y pasamos a creer que
existe asociacion entre las calificaciones recibidas por los alumnos en ambas materias.

4.3. Tablas de contingencia

Las tablas de contingencia se utilizan para contrastar la posible independencia de dos
caracteristicas de los elementos muestrales. Por ejemplo, podemos contrastar si la edad de un
votante esta relacionada con su opinidn politica, el sexo de una persona con la opcion profesional
que escoge, etc.. Como en los contrastes anteriores, la hipdtesis nula es la ausencia de asociaciéon
entre ambas caracteristicas, y la tabla de contingencia puede utilizarse con variables discretas de
cualquier tipo, cualitativo o cuantitativo. De hecho, uno de los aspectos de interés de estas tablas
es su aplicabilidad al contraste de ausencia de asociacion entre variables aleatorias de tipo
cualitativo.

Ejemplo 12.14.- Supongamos que se celebra un referéndum que considera la posibilidad de
introducir una legislacion de caracter ecologico, que lleva asociada importantes restricciones de
acceso a la zona afectada. En una muestra de 5.000 votantes, 3.000 mujeres y 2.000 hombres,
observamos que votaron a favor de introducir la legislacion: 1.200 de los 1.800 votantes menores
de 25 afos, 900 de los 2.100 votantes entre 25 y 35 afios, y 400 de los 1.100 votantes mayores
de 35 afios. Queremos contrastar la hipotesis de que la opinién de los votantes no es
independiente de su edad, para lo que construimos la tabla:
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Menores de 25 Entre 25 y 35 Mayores de 35 Total

afios afios afios
A favor 1.200 1.200 400 2.800
En contra 600 900 700 2.200
Total 1.800 2.100 1.100 5.000

en la que debe apreciarse que hemos calculado la ultima columna a partir de la informacién
muestral, agregando, por ejemplo, el numero de votantes favorables a la propuesta, con
independencia de su edad. La distribucion por edades de los votantes favorables a la propuesta
no es uniforme, pero tampoco lo es la composicion por edades de la muestra total. Precisamente,
se trata de contrastar si la distribucion por edades de las 2.500 personas favorables a la propuesta
no es significativamente diferente de la composicion por edades de la muestra. Ello seria
evidencia a favor de la ausencia de asociacion entre opiniones y edades.

Los totales parciales que aparecen, tanto en la tltima fila de la tabla como en la ultima
columna, son las distribuciones de probabilidad marginales de las dos variables que configuran
la distribucion bivariante objeto de andlisis: edad y opinidn hacia el referéndum.

La hipotesis nula en este tipo de contrastes es siempre la de independencia entre las dos
variables consideradas. Bajo independencia, la probabilidad de encontrar en la muestra una
persona inferior a 25 afios que estuviese a favor de la propuesta seria igual al producto de las
probabilidades de dos sucesos independientes: 1) que al considerar una persona al azar de entre
la muestra, resulte ser un joven con edad inferior a 25 afios, y 2) que dicha persona resulte tener
una opinidn favorable a la legislacion. Hay 1.800 personas con edad inferior a 25 afios en la
muestra, por lo que la probabilidad del primer suceso es 1.800/5.000; por otra parte, hay 2.800
personas a favor de la legislacion, por lo que la probabilidad del segundo suceso es: 2.800/5.000.
Asi, la probabilidad del suceso compuesto: obtener una persona inferior a 25 afios, favorable a
introducir la legislacion, seria:

P(menor de 25 aiios, favorable a la legislacion) =
=P(menor de 25 afios).P(favorable a la legislacion)=

_ 1.800 2.800

. = 0,2016
5.000 5.000

por lo que, bajo la hipotesis nula, la frecuencia muestral observada para este suceso (casilla (1,1)
en el Cuadro) deberia haber sido 0,2016 por el tamafio muestral (5.000), es decir, 1.008 personas.
Razonando de modo similar, puede completarse el cuadro de frecuencias teodricas:

Menores de 25 Entre 25 y 35 Mayores de 35 Total

afios afios afios
A favor 1.008 1.176 616 2.800
En contra 792 924 484 2.200
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Total 1.800 2.100 1.100 5.000

El contraste de independencia se basa en un estadistico chi-cuadrado del tipo que hemos
visto en contrastes previos, que compara las frecuencias realmente observadas en la muestra para
cada suceso compuesto, con las que tedricamente deberian haberse observado en el caso de ser
cierta la hipodtesis nula de independencia:

donde O, y E, denotan, respectivamente, las frecuencias observadas (Cuadro XX) y teoricas
(Cuadro XX). Setrata, por consiguiente, de comparar las frecuencias que aparecen en cada casilla
en las dos tablas anteriores. Si las frecuencias fuesen similares, ello querria decir que las
frecuencias observadas en la muestra no difieren significativamente de las que tedricamente
deberian haberse obtenido bajo independencia, por lo que no rechazariamos la hipdtesis nula de
independencia. Ello vendra indicado por un valor reducido del estadistico chi-cuadrado.
Alternativamente, un valor "suficientemente" elevado de dicho estadistico nos llevara a rechazar
la hipotesis nula, habiendo encontrado evidencia en el sentido de que las dos variables
consideradas estan relacionadas.

El nimero de grados de libertad del estadistico chi-cuadrado es el nimero de casillas
independientes en la tabla de contingencia. Ocurre que no todas ellas lo son porque, una vez que
se tiene la muestra, el numero de personas de cada tramo de edad esta dado. En nuestro ejemplo,
puesto que hay en la muestra 2.800 personas a favor de la proposicion de ley, siendo 1.200 de
edad inferior a 25 afos y otras 1.200 entre 25 y 35 afios, entonces debe haber necesariamente 400
personas a favor de la propuesta de ley con edad superior a los 35 afios. De igual modo, puesto
que hay 2.200 personas en contra de la proposicion, siendo 600 de ellas de edad inferior a los 25
afios y 900 de edad entre 25 y 35 afios, entonces hay, necesariamente 700 personas de edad
superior a 35 afios, en contra de la propuesta de ley. Hay s6lo dos frecuencias independientes,
coincidiendo con el producto
(m-1)(n-1) que ya hemos propuesto en ocasiones previas, donde m denota el numero de columnas
y n el nimero de filas de la tabla de frecuencias.

En este ejemplo, el valor numérico del estadistico chi-cuadrado:

2 _ (1200-1008)*  (1200-1176)° (400-616)> (600-792)> (900-924)° (700-484)"
1008 1176 616 792 924 484

excede con mucho del valor critico de las tablas de la distribucion chi-cuadrado a los niveles de
significacion habituales, 0,05 6 0,01, por lo que rechazamos la hipdtesis nula de independencia,
manteniendo la hipdtesis alternativa de que existe asociacion entre edades y opinion frente a la
propuesta. A continuacidn el investigador deberia examinar la direccion de tal asociacion. para
ello, compararia la distribucion por edades de personas a favor de la propuesta, que es: un 42,9%
de las personas favorables tiene menos de 25 afios, otro 42,9% esta entre 25 y 35 afios, y el 14,3%
restante es mayor de 35 afios. La concentracion de la opinidn favorable entre los jovenes es
mayor que la distribucidon por edades de la muestra global, que es de: un 36% de personas
menores de 25 afios, un 42% entre 25 y 35 afios, y un 22% mayores de 35 afios, lo que sugiere
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que la opinién favorable a la legislacion esta concentrada de modo significativo en las personas
menores de 25 afios.

El contraste de independencia puede aplicarse con irrelevancia del nimero de opciones
a que da lugar cada una de las variables consideradas. La distribucion chi-cuadrado de este
estadistico es tan solo aproximada, por lo que no debe utilizarse salvo cuando las frecuencias de
todas las casillas de la tabla de contingencia excedan de 5.

En general, el contraste de independencia con proporciones muestrales en una tabla de
contingencia 2x2 es equivalente a un contraste de significacion de diferencias de proporciones
mediante la aproximacion Normal, como vemos en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 12.14.- Consideramos la posible dependencia existente entre el tipo de carrera escogida
(técnica, humanistica) por los alumnos que acceden por primera vez a la universidad y su sexo.
Tras encuestar a 400 alumnos, obtuvimos la tabla de contingencia:

Técnica Humanista
Masculino 80 110 190
Femenino 125 85 210
Total 205 195 400

que, como el lector puede comprobar facilmente, conduce a rechazar la hipdtesis nula, en favor
de la alternativa, que afirma que una proporcion superior de mujeres que de hombres prefiere las
carreras técnicas. El valor numérico del estadistico chi-cuadrado es de 11,59, muy por encinma
de los valores criticos de la distribucion y, a los niveles de confianza habituales. Por eso se
rechaza la hipotesis de independencia.

Este contraste puede asimismo plantearse como un contraste de igualdad de proporciones
entre dos poblaciones distintas, las de estudiantes de distinto sexo que acceden a un tipo de
estudios. Para cada persona encuestada, disponemos de una variable tipo Bernouilli: X=1 si se
eligio una carrera técnica, X=0 si se escogié una carrera humanista, por lo que el niimero de
personas de un determinado sexo que escogid carrera técnica es una variable B(n,p). Recordando
que la varianza de una proporcién es igual a p(1-p)/n, tendriamos las estimaciones de las
proporciones por sexo, y sus varianzas:

8 11

8 1919
= — =042; Var(p,) = —— = 0,001283;
P 19 ®.) 190
125 85
125 210210
= == =0,60; Var(p) = ——— = 0,001147;
pf 210 (pf) 210

El estadistico para el contraste de igualdad de proporciones se basa en comparar su diferencia
numérica: p,, - p,con la desviacion tipica de dicha diferencia, bajo el supuesto de independencia
de ambas proporciones, es decir:

Var(p,-p) = Var(p,) + Var(p) = 0,001283 + 0,001147 = 0,002430
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Por tanto, el valor estandarizado de nuestro estadistico es:
0,42 -0,60 _ 0,42 -0,60

/0,002430  0,0493

= 3,651

2

que excede del valor critico de una Normal(0,1) a los niveles de significacion habituales de 0,05
0 0,01. Podemos utilizar la distribucién Normal porque cada una de las dos proporciones se ha
estimado con un numero elevado de observaciones, 190 hombres y 210 mujeres, de modo que
cada una de las dos proporciones muestrales es aproximadamente Normal, y también lo sera su
diferencia.

4.4. Coeficientes de correlacion para datos cualitativos

El grado de relacion existente entre las dos variables que se recogen en las tablas de
contingencia que analizamos en secciones anteriores puede evaluarse a partir de una medida que
tiene la interpretacion de un coeficiente de correlacion. Para ello, se divide el valor del estadistico
chi-cuadrado por el nimero 7 de observaciones, y se extrae la raiz cuadrada:

p: =

X
P nk-1)

para tablas cuadradas kxk, con k> 2, que toma valores positivos, entre cero y uno, y se denomina
coeficiente de correlacion de atributos. Este coeficiente es un complemento al contraste de
independencia, y cobra sentido cuando la hipdtesis nula de independencia es rechazada. Es
entonces cuando el investigador estard interesado en aportar un indicador del grado de
dependencia entre los atributos considerados, y este estadistico es una herramienta util a tal fin.

Existe otro procedimiento de normalizar la variable chi-cuadrado del contraste de
contingencia, que permite comparar su valor numérico entre aplicaciones diferentes. Se trata del
coeficiente de contingencia C, que se define:

0, mas generalmente:

oo |_x
n o+
por lo que:
n 0’
XY 2L -n
C2 Xz — i=1 -1 ]:/
2 2
n+y O
Z Z ]

En el caso del ejemplo 12.XX, el estadistico d eindpendencia toma un valor de 11,59, por lo que
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el coeficiente de contingencia es:

_ 11,59
411,59

>

mostrando cierto grado de relacion entre Sexo y preferencia por estudios técnicos frente a
humanistas.

El magxi alor de este estadistico en tablas con igual numero de filas que de columnas
es: C . = 1 , siendo & el nimero de filas o columnas, por lo que es siempre inferior a la
unidad. Comparfndo el valor numérico del estadistico C en una determinada aplicacion con su
maximo valor posible, se tiene una idea del grado de correspondencia entre ambas variables. La
hipétesis nula del contraste es, en este caso: H,- C = 0, 0, lo que es lo mismo: O, = T, Vi,j, es
decir, que no hay asociacion entre las variables, siendo la hipdtesis alternativa que existe
asociacion, y el coeficiente de contingencia C es estadisticamente diferente de cero. Para
contrastar esta hipotesis se utiliza la tabla de la distribucion chi-cuadrado, con un nimero de
grados de libertad igual a (m-1)(n-1).

Una limitacion del coeficiente de contingencia es que, si bien toma el valor cero cuando
las variables no estan relacionadas, no alcanza necesariamente el valor 1 cuando estan

perfectamente relacionadas.

APENDICE 12.1: Derivacién del coeficiente de correlacion de rangos de Spearman.

Dada una variable cualitativa, supongamos que hemos calculado los rangos x; e y, de sus
respectivas observaciones, una vez ordenadas de acuerdo con algun criterio. Si quisiéramos
calcular el coeficiente de correlacion lineal de dichos rangos, tendriamos:

LS o009
n i

y =

Jizwﬁyizmﬂz
n n

pero siendo x; e y; rangos, tenemos que su suma coincide con la de los »n primeros numeros
naturales, es decir: n(nt+1)/2, y la de sus cuadrados, con la de los cuadrados de estos:
n(n+1)(2n+1)/6, por lo que sus medias: x e y sonigual a: (nt+1)/2 y sus varianzas:

Var(x) = f:x ,.2 -n(x)* =

i1 6

n(m+)@n+1) [+l > _n’-nm
2 12

Por otra parte:

Z_ (x,'iy,')z = E[(x,'i')?)i(y,' 7.)7)]2 = O-i * 0)2/ -2 Z (x,-’f)()’,-’;)

de modo que, teniendo en cuenta que x; - y; es la diferencia de rangos, d, tenemos:
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n 3 3 n n
0f+0i—2d,2 n12n+n12n_2d’2 5 Yd;
Y (x -0y~ = i-1 _ i1 A
i (6, 700,75) 2 2 12 2

que llevada a la expresion analitica del coeficiente de correlacion lineal r anterior, deriva en el
coeficiente de correlacion de rangos de Spearman.

Este coeficiente oscila entre -1 y +1. Si la concordancia de rangos es perfecta, entonces:
d, = x-y, = 0 para todo i = 1,..., n, y, en consecuencia, r, = 1. Si la discordancia es perfecta,
entonces los pares de rangos son: (1,n), (2,n-1),...(1,n) y la suma de las diferencias al cuadrado
es igual a (n°-n)/3, lo que implica que: r, = -1.

APENDICE 12.B: Distribucién del estadistico de Pearson.

La demostracion, para el caso general es algo complicada, pero obedece a lamisma ldgica
que en el caso de dos alternativas, k=2, para el que presentamos aqui la demostracion. En primer
lugar, notemos que, al examinar cada elemento muestral, estamos ante una distribucion
multinomial, en la que dicho elemento puede presentarse en la forma de uno cualquiera de los
k sucesos considerados, cada uno con una probabilidad diferente, p,. Como sabemos, la
distribucion marginal de cada una de las k frecuencias multinomiales, O, sigue una distribucién
una binomial. Por tanto, su valor esperado es igual al producto de frecuencia total por
probabilidad: np,, y su varianza: np,(1-p;). Ademas, si el tamafio muestral es suficientemente
grande, entonces la distribucidon binomial de la frecuencia », puede aproximarse por una Normal,
con la esperanza y varianza mencionadas: O, ~ Nnp.np.(1-p)) 'y, en consecuencia:

(O,-np)/np,(1-p,) ~ NO,1) :

(0, -np\} . (O,-npy) (O, -np,)’ X [n-0,-n(1-p)F

np, np, np, I’ll(l 7p1)
(01 _np1)2(1 _p1)+(_01 +np1)2p1 _ (Ol _npl)2
np1(1 *]91) npl(l 7p1)

Ahora bien, con k= 2, tenemos:

que es el cuadrado de una N(0,1) y, por tanto, una variable y,°.
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3.2.3 Contraste de la mediana

Este contraste trata de evaluar la hipdtesis nula de que las medidas de centramiento de
las poblaciones de que proceden nuestras muestras son las mismas. Es similar a los anteriores,
pero se basa en las medianas y es, por tanto mas aconsejable cuando se cree que la mediana es
una medida de posicion mas representativa que la esperanza matematica. Este contraste no exige
ninguna hipotesis acerca de la distribucion o distribuciones de las que se extrajeron las muestras,
excepto que sean de tipo continuo. Comenzamos ordenando todos los datos que integran las
distintas muestras de mayor a menor, y obteniendo la mediana de esta muestra agregada. A
continuacion, calculamos el nimero de elementos que en cada muestra se hallan por debajo y por
encima de dicha mediana global. Bajo la hipotesis nula de homogeneidad poblacional,
esperariamos que aproximadamente la mitad de los elementos de cada submuestra se hallase por
encima o por debajo de lamediana global. Disponemos las frecuencias asi obtenidas en una tabla
de doble entrada, del tipo utilizado en los contrastes de contingencia, y utilizamos precisamente
el mismo estadistico que el de dichos contrastes, que sigue nuevamente una distribucion chi-
cuadrado, al igual que en aquellos andlisis.

Ejemplo 4.- Supongamos que, para tratar de evaluar las diferentes capacidades de hombres y
mujeres, se somete a un examen ldgico a una muestra de 16 estudiantes varones y 14 estudiantes
mujeres, obteniendo los siguientes resultados:

Puntuacion

Hombre (92 76 85 70 84 66 72 68 74 90 84 82 74 70 76 82
S

Mujeres |84 88 94 90 78 82 64 70 82 74 76 80 78 90

Al tomar la muestra global se obtiene una mediana de 79, y tenemos 30 elementos, y
podemos construir la tabla:

Grupo Hombres Mujeres Total
N° de observaciones por encima de la 7 8 15
mediana

N° de observaciones por debajo de la 9 6 15
mediana

Total 16 14 30

del que podemos calcular las frecuencias tedricas o esperadas E;:

Grupo Hombres Mujeres Total
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N° de observaciones por encima de la 8 7 15
mediana
N° de observaciones por debajo de la 8 7 15
mediana
Total 16 14 30

por lo que el estadistico chi-cuadrado tiene un valor numérico de: (7-8)*+(8-7)*+((9-8)*+(6-7)*
=4, que cae dentro del intervalo de dos colas de la variable chi-cuadrado con (2-1)(2-1) =1
grado de libertad, al 0,05 de significacion, que es (0,001;5,02) por lo que no rechazamos la
hipétesis nula de homogeneidad de medianas en las poblaciones que generaron las dos muestras.
Ental sentido, rechazamos la homogeneidad de ambas poblaciones, habiendo obtenido evidencia
que sugiere que el grupo con mayor porcentaje de observaciones por encima de lamediana global
(mujeres) tiene una mediana (medida de centramiento) superior al correspondiente a la muestra
con un mayor numero de observaciones por debajo de la mediana global.

Para contrastar dicha hipdtesis, se podria proceder a un contraste de una cola, elaborando
la hipotesis alternativa utilizando ya la informacién que acabamos de resefiar. Es decir,
podriamos ahora efectuar un contraste de una cola para la igualdad de proporciones. Sin
embargo, en este caso parece que el resultado podria ser debido a un numero excesivamente bajo
de categorias. Contrastando al 0,01 de significacion (99% de confianza), el valor critico para el
contraste de dos colas es de:5,02 (?? 7,88 ??), y no rechazamos la hipdtesis nula de
homogeneidad de ambas poblaciones.

Para el contraste, suele utilizarse el estadistico chi-cuadrado con la correccidon de Yates:

N(|ad-bc| _g)z

(a+b)(a+c)(c+d)(b+d)

2

que tiene un grado de libertad.

Cuando alguna observacion coincide con la mediana, suele omitirse, siempre que no sean
muy numerosos, o que los tamafios muestrales nl y n2 sean suficientemente elevados. Este
contraste es muy sencillo de utilizar, aunque tiene poca potencia, especialmente en comparacion
con el contraste paramétrico comparable. Por ello, es aconsejable que se disponga de tamafios
muestrales grandes.

El estadistico H puede utilizarse para contrastar la homogeneidad de medianas en mas
de dos poblaciones, elaborando un cuadro como el anterior, pero con mas de dos columnas, es
decir, para mas de dos muestras, si bien puede sustituirse por el contraste de Kruskal-Wallis, que
parece ser mas potente. En tal caso, las frecuencias esperadas de elementos por debajo y por
encima de la mediana global en cada muestra pueden aproximarse por la mitad del tamafio
muestral respectivo.
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Nota 1: Utilizando la propiedad de que, tanto la suma de las frecuencias observadas como las
tedricas es igual al tamafio muestral, n, el estadistico chi-cuadrado puede también escribirse:

n ()2

2 _ i

1

Nota 2: Hay procedimientos alternativos, generalmente mas sencillos, para calcular el valor del
estadistico para el contraste de independencia en tablas de contingencia. En el caso de tablas 2x2
dicha expresion es:

v = N(a,by-a,b,)’ . NA?
(a,+b,)ay+b,)(a, +a,)(b,+b,) NlNzNANB

donde A denota el "determinante": a,b,-a,b,, N es el tamafio muestral, N, y N, son las frecuencias
de la distribucion marginal de una variable, y N, N las frecuencias marginales de la otra. Notese
que, por simetria, no importa que variable est4 representada en cada caso.

Con la correccion de Yates, esta expresion resulta:
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En el caso de tablas de contingencia 2x3, se tiene:
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donde a, y b,, i=1,2,3, denotan los elementos de las dos filas de la tabla de contingencia. Para
llegar al cual hemos utilizado la expresion alternativa que antes vimos para el estadistico chi-
cuadrado en la nota 1 anterior.



