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1 Momentos poblacionales: momentos de una distribucion
de probabilidad.

Toda variable aleatoria estd caracterizada por su distribucién de probabilidad, que no es sino el
conjunto de valores posibles de la variable aleatoria, acompanados de sus respectivas probabilidades.
El modo en que se representa la distribucién de probabilidad depende de que la variable aleatoria
en cuestién sea de naturaleza discreta o continua.

Si denotamos por P(x;) la masa de probabilidad en cada punto z; del soporte 2 de la distribucién
de probabilidad de una variable aleatoria X, (conjunto de valores posibles de la variable aleatoria
X), y por f(z;) la funcién de densidad que la representa, cuando ésta existe (distribuciones de tipo
continuo), la esperanza matemadtica de la variable X se define:

o

B =, = [ of(a)ds

— 00

si la medida de probabilidad es continua, o:
E(X) =M, = ZmldP(xZ)

si la medida de probabilidad es discreta. En este tltimo caso, x; denota cada uno de los valores
posibles de la variable aleatoria X, en nimero finito o no.
La mediana m esté definida por el punto del soporte valor numérico para el cual se cumple:

/_: f(z)dz = %

en el caso de una variable aleatoria o distribucién de probabilidad continuas, y:

m
1
Med(X) =inf < m dP(x;) = =
o0 = int {3 arten = 3

en el caso de una variable discreta. Esta formulacién de la definicién se debe a que en distribu-

ciones discretas puede aparecer alguna ambigiiedad en su célculo.
La moda es el valor mds probable de una distribucién, es decir, el punto x,; del soporte €2 de

la distribucioén, tal que:

P(X=xp)>P(X =x)VzeQ,

La moda puede no ser tnica. No existen condiciones bajo las cuales la mediana o la moda deban
preferirse a la esperanza matemadtica como medida representativa de la distribucién, pero hay que
considerar tal posibilidad, dependiendo de las caracteristicas de la distribucién de probabilidad.

La esperanza matemética [suma de los valores numéricos ponderada por probabilidades| de las
desviaciones entre los valores del soporte de la distribucién y su esperanza matematica es igual a
cero:



El valor numérico que minimiza la expresién: E [(X —a) ] es: a = . El valor minimizado es

la varianza de X.

El valor numérico que minimiza la expresiéon: E(| X —a |) es: a =m.

La varianza de una variable aleatoria (cuando existe), es la esperanza matemadtica del cuadrado
de las desviaciones entre los valores de la variable y su esperanza matemética:

Q
I

A T (@ ) f(@)de

— 00

ol = > (zi—p,)dP(x;)

Zq

en distrib uciones continuas y discretas, respectivamente.
La varianza puede escribirse también:

o2 = B[(X-p?| = B(X? - 2uX +p?) = B (X?) - p?
= 3 (- )2 dP(es) = S atdP(w) — 23w, dP(ai) + 3 p2dP(wi) =

Zq

= Y aldP(w;) — 2, Y widP(w;) + p2 Y dP(xi) = E(x]) — 2p% + p2 = E(a}) — pi2

Como en muchas ocasiones se quiere poner dicho indicador en relacién con el valor medio de la
variable, se prefiere un indicador que tenga unidades comparables a las de la rentabilidad por lo
que, cuando hablamos de volatilidad solemos referirnos a la desviacidn tipica: raiz cuadrada de la
varianza, tomada con signo positivo:

DT(X)=0,=+/02

x

Otros momentos poblacionales son:

.. L, Oy
Coeficiente de variaciéon = 100—=
My
que considera la desviacién tipica (volatilidad) como porcentaje del nivel alrededor del cual
fluctda la variable, lo cual es 1til al comparar la volatilidad de variables que tienen una esperanza
matemadtica diferente; por e€j., al comparar la volatilidad de dos indices bursétiles distintos.

3
. , ) E{(w—um)]
Coe ficiente de asimetria = —————
O’{L‘

que es positivo cuando la distribucién es asimétrica hacia la derecha, en cuyo caso la moda es
inferior a la mediana, y ésta es, a su vez, inferior a la media aritmética. El coeficiente de asimetria
es negativo cuando la distribucién es asimétrica hacia la izquierda, en cuyo caso la moda es mayor
que la mediana, y ésta es, a su vez, superior a la media aritmética. Toda distribucién simétrica

tiene coeficiente de asimetria igual a cero.

E|(z—p.)"]

4
Oy

Coeficiente de curtosis =



también llamado coeficiente de apuntamiento, es un indicador del peso que en la distribucién
tienen los valores mds alejados del centro. Toda distribucién Normal tiene coeficiente de curtosis
igual a 3. Un coeficiente de curtosis superior a 3 indica que la distribucién es mas apuntada que la
de una Normal teniendo, en consecuencia, menos dispersién que dicha distribucién. Se dice entonces
que es leptocirtica, o apuntada. Lo contrario ocurre cuando el coeficiente de curtosis es superior a
3, en cuyo caso la distribucién es platicirtica o aplastada. A veces se utiliza el Coeficiente de exceso
de curtosis, que se obtiene restando 3 del coeficiente de curtosis.

La covarianza entre dos variables mide el signo de la asociacién entre las fluctuaciones que
experimentan ambas. Esencialmente, nos dice si, cuando una de ellas estd por encima de su valor
de referencia, p.ej., su media, la otra variable tiende a estar por encima o por debajo de su respectiva
media:

Cov(X,Y)=E[(X — EX)(Y — EY)] = E(XY) — E(X)E(Y)

Siempre se cumple que:

Cov(X,Y)=E[X(Y — EY)| = E[(X — EX)Y]

Cuando alguna de las dos variables tiene esperanza cero, entonces:

Cov(X,Y)=E(XY)

El coeficiente de correlacion lineal entre dos variables es el cociente entre su covarianza, y el
producto de sus desviaciones tipicas:

Corr(X,Y) = Cov(X, Y)

VVar(X)/Var(Y)

Mientras que la covarianza puede tomar cualquier valor, positivo o negativo, el coeficiente de
correlacion solo toma valores numéricos entre -1 y +1. Esto ocurre porque, por la desigualdad de
Schwarz, la covarianza estd acotada en valor absoluto por el producto de las desviaciones tipicas de
las dos variables.

Un caso importante es el de la covariacién entre los valores de una variable con sus propios
valores pasados. Asi, tenemos, para cada valor entero de k:

ve = Cov(Xy, Xi—k), k=0,1,2,3, ...

sucesion de valores numeéricos que configura la funcién de autocovarianza de la variable X;, as{
como su funcién de autocorrelacién:

 Cov(Xy, Xy—k) Vi
Pr Var(Xy) Yo
El primer valor de la funcién de autocovarianza, 7, es igual a la varianza de la variable. El
primer valor de su funcién de autocorrelacién, p,, es siempre igual a 1.
Dos variables aleatorias son independientes si su funcién de densidad conjunta es igual al pro-
ducto de sus funciones de densidad marginales:

f(z,y) = fi(x).f2(y)



dentro del rango de variacién de ambas variables.
En el caso de distribuciones discretas (aquéllas en las que la variable en estudio toma valores en
un conjunto discreto de puntos, que puede ser infinito), dos distribuciones son independientes si:

PX=z,Y=y)=PX=2)PY =y)
En general, en el caso continuo, la funcién de densidad de una variable Y, condicionada en otra
variable X viene dada por:

f(z,y)
fly/z) @)

pudiendo definirse de modo similar la funcién de densidad de la variable X, condicionada por
la variable Y.

En el caso discreto, se tiene:

Ver Ejemplo 1.
Es fécil probar que si dos variables aleatorias son independientes, entonces su covarianza es cero.
La varianza de una suma o de una diferencia de dos variables aleatorias es:

Var(X+Y) = Var(X)+Var(Y)+2Cov(X,Y)
Var(X —=Y) = Var(X)+Var(Y)—-2Cov(X,Y)

de modo que solo si ambas variables son independientes se tiene que la varianza de su suma es
igual a la varianza de su diferencia:

Var(X+Y)=Var(X)+ Var(Y)

En tal caso, el riesgo (medido por la desviacién tipica) de una cartera seria funcién de las
ponderaciones con que entran en ella cada uno de los activos que la configuran y del riesgo de cada
uno de dichos activos, pero no dependeria de si la posicién adoptada en cada activo es corta o larga,
es decir, de si estamos comprados o vendidos en cada uno de ellos.

Estas expresiones pueden extenderse andlogamente a cualquier combinacién lineal den variables.

Un ejemplo serfa la suma de dichas n variables.
Desigualdad de Chebychev:

Bl - | " @) f(@)de > 2 /S f()dz

siendo S el conjunto de puntos del soporte de X donde la funcién g es superior o igual a 2. Por
tanto,

Elg(x)] > & /S f(@)dz = 2P [g(X) > <]

y, finalmente:



1.1 Distribuciones marginales y condicionadas: Un ejemplo

Consideremos la distribucién de probabilidad bivariante,
X1
-2 -1 0 1 2
X, —1 2/24 0 2/24 4/24 0
0 0  1/24 2/24 0  2/24
2 0  3/24 2/24 0  6/24
donde X; puede tomar valores -2,-1,0,1,2, mientras que X5 puede tomar valores -1, 0,2. El
cuadro recoge probabilidades; por ejemplo, P[X; = —1, X3 = 0] = 1/24. Las 15 probabilidades del
cuadro suman 1.
La distribucién marginal de X es,
Valores de X1 —2 -1 0 1 2
Probabilidades 2/24 4/24 6/24 4/24 8/24
con E(X1) =1/2,Var(X;) = 1/28,siendo la distribucién de X,
Valores de Xo —1 0 2
Probabilidades 8/24 5/24 11/24
con E(Xs) =7/12,Var(Xs) = 263/144.
La distribucién d eprobabilidad de X; condicional en un valor numeérico de X5 es,
Valores de X; -2 -1 0 1 2
Si Xo=-1 1/4 0 14 1/2 0
Si Xo=0 0 1/5 2/5 0 2/5
Si Xy =2 0 3/11 2/11 0 6/11
con B(X1/X; = —1)=0,E(X1/Xs =0) = 3/5, B(X1/Xz = 2) = 9/11.
Luego E(X;/X2) es una variable aleatoria que toma valores 0, 3/5, 9/11, con probabilidades
respectivas: 8/24, 5/24, 11/24. Por tanto, su esperanza matemdtica es 1/2, que coincide con E(X).
Este es un resultado general, pues siempre se tiene,

E[E(X1/X3)] = E(Xy)

Las dos variables que hemos analizado no son independientes, pues ninguna de ellas satisface la
condicién de que su distribucién marginal coincida con su distribucién condicionada en cualquier
valor de la otra. Dicho de otro modo, el valor que toma una variable X5 es informativo acerca de
los posibles valores de la otra variable X;.

1.2 Media, Varianza, Desviacién Tipica, Covarianza y Coeficiente de
correlacion muestrales:

En general, contamos con observaciones histéricas acerca de una o varias variables (precios, rentabil-
idades, etc.) y queremos calcular medidas de posicién central, de dispersién y de correlacién con el
objeto de resumir las propiedades bédsicas de dichos datos.

El conjunto de datos observados define un histograma de frecuencias, o distribucién muestral
de frecuencias, que contiene toda la informacién disponible acerca de la variable considerada. Un
histograma de frecuencias es similar a una distribucién de frecuencias, pero es diferente de ella.
Para entender la diferencia entre ambos, hemos de comprender el concepto de proceso estocdstico,
y el modo de utilizarlo en el andlisis de datos de series temporales.



Un proceso estocdstico Xy, t = 1,2,3,...es una sucesién de variables aleatorias, indexadas por la
variable tiempo. Las variables aleatorias pueden ser independientes entre si o no, y pueden tener
la misma distribucién de probabilidad, o una distribucién de probabilidad diferente.

Cada dato de una serie temporal debe interpretarse como una muestra de tamano 1 de la
distribucién de probabilidad correspondiente a la variable aleatoria de ese instante. Por ej., el
dato de cierre del IBEX35 (suponiendo que disponemos de datos de cierre diarios) de hoy es una
realizacion, es decir, una muestra de tamano 1 de la variable aleatoria ”precio de la cesta IBEX35”
(como indice) el dia de hoy. La distribucién de probabilidad de esta variable puede ser diferente
de la variable aleatoria IBEX35 hace un ano por tener, por ejemplo, una esperanza matemética
menor, una volatilidad mayor, o no ser Normal, mientras que hace un ano sf lo era.

Vamos a suponer inicialmente que las variables X; tienen todas la misma distribucién de prob-
abilidad, y son independientes entre si. Este es el caso méds sencillo, y constituye un proceso de
ruido blanco. S6lo en este caso estd totalmente justificado la utilizaciéon de momentos muestrales
como caracteristicas de ”la variable X”. Esta observacién debe servir como llamada de atencién
al lector, dada la excesiva frecuencia con que se calculan estadisticos muestrales, calculados con
datos histéricos, para representar caracteristicas de una variable; por €j., la desviacién tipica de la
rentabilidad bursétil de un determinado mercado.

Las medidas de posicién central y dispersién andlogas a la esperanza, varianza y desviacién
tipica son:

n n _\2
= Zi:ﬁi; Si:w; DT$:5§
n n—1

mientras que la covarianza y coeficiente de correlacién muestrales son:

RS 1 &
Cov(X,Y) th—x g):Tthyt—fg
t=1 t=
La media, varianza, mediana, covarianza y coeficiente de correlacién muestrales satisfacen
propiedades similares a las ya mencionadas para sus andlogos poblacionales. Entre ellas:
e La suma de las desviaciones de la variable respecto de su media, es igual a cero:
n n n
Z(xi—i)=Zmi—Zf=n§:—n:ﬁ:0
i=1 i=1 i=1

e Como consecuencia de lo anterior, la media muestral de las diferencias z; — Z,i = 1,2, ...,n es
igual a cero.

e Si una de las dos variables, X o Y tiene esperanza cero, tenemos:

Cov(X,Y) thyt E(XY)

e La varianza de X puede escribirse:



Al igual que en el caso de una distribucién de probabilidad, otras medidas utilizadas en la
representacion de una muestra son:

DT,

Coeficiente de variacion = 100
T —\3
% Do (T —7)
DT3B

T 4
% > i (T — )
DT?

Coeficiente de asimetria =

Coeficiente de curtosis =

siendo T el tamano muestral.

El recorrido o rango es la diferencia entre el mayor y el menor valor observados de una variable.
Los cuartiles son los datos que dividen a la muestra, una vez ordenada crecientemente, en cuatro
submuestras de igual tamano (aproximadamente). El segundo cuartil es la mediana. El rango
intercuartilico es la distancia entre los cuartiles primero y tercero. Estos estadisticos tienen la
virtud de no verse afectados por la presencia de valores atipicos. De modo anslogo se definen los
deciles y percentiles.

En una variable temporal, las funciones de autocovarianza y autocorrelacion muestrales se de-
finen:

T
1
e = Cov(Xe, Xy ) = > (@ —2) (w-k — T)
t=k+1

Cov(Xy, Xi—x) % Z?:k+1 Tyt — T

NENCA 5z

pr = Corr( Xy, Xi ) =

siendo siempre: v, = Var(X;) y p, = 1.

1.3 Distribuciones condicionales e incondicionales en procesos tempo-
rales: El caso del proceso autoregresivo

Especialmente interesante en el andlisis de datos financieros es el modelo autoregresivo,

Yr = Qg+ P1yt—1 +u, —1 <Py <1

donde suponemos que u; es un proceso sin autocorrelacion (correlacién temporal consigo mismo).
Es decir, Corr(ug, ui—g) = 0 Vk.
En estas condiciones, si u; sigue una distribucién Normal u; ~ N(0,02), entonces y; sigue una
distribucién
2
¢0 Oy )
) 2
1—¢1 1-¢7
Esta es la distribucién marginal o incondicional, de y;.

Por otra parte, condicional en la historia pasada de y;, sin incluir el dato de fecha t, la dis-
tribu8ién de probabilidad condicional de y; es,

yth(
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Yyr ~ N(¢g + d1yi—1,00)

que tiene una menor varianza. De hecho, la varianza incondicional de y; es tanto mayor cuanto
més se acerque el pardmetro ¢; a 1, creciendo dicha varianza sin limite. Sin embargo, la varianza
condicional es siempre 02, con independencia del valor numérico del pardmetro ¢, .

La varianza condicional de y; es igual a la varianza de u;, 02, mientras que la varianza incondi-
cional de ¥, es siempre mayor que o>

.
Ademss,

E(ye/ye1) = ¢o + dr9e-15 Ely) = 1 S

2 El modelo de regresién lineal

El objeto basico de la Econometria consiste en especificar y estimar un modelo de relacién
entre las variables econémicas relativas a una determinada cuestién conceptual. Por ejemplo, para
conocer en profundidad el comportamiento del consumo privado agregado de un pais, seré preciso
especificar y estimar un modelo de relacién entre observaciones temporales de consumo privado
y renta disponible. De modo similar, para analizar si la expansién monetaria en un pafs ha sido
inflacionista, sera preciso especificar y estimar un modelo de relacién entre las tasas de inflacién y
las tasas de crecimiento histéricas de algin agregado monetario. En su forma més general y, por
tanto, mds abstracta, tal modelo de relacién puede representarse como:

Y = f(Xl,XQ,Xg, ,Xk,ﬁ)

donde Y es la variable cuyo comportamiento se pretende explicar, y X7, Xo, ..., X} son las dis-
tintas variables que se suponen potencialmente relevantes como factores explicativos de la primera.
El vector denota una lista de pardmetros que recogen la magnitud con que las variaciones en los
valores de las variables X; se transmiten a variaciones en la variable Y.
Vamos a limitarnos aqui al estudio de modelos de relacién o modelos de regresién lineales,
es decir, del tipo:

Y =By + 81 X1 + By Xo 4 B3 X3 + ... 4+ B X

en el que resulta evidente que los pardmetros transmiten directamente efectos inducidos por los
valores de las variables X; sobre la variable Y, que se pretende explicar.

La estimacién de tales relaciones se efectia a partir de informacién muestral acerca de los
valores tomados por Y, X7, X5, ..., Xi, y trata de cuantificar la magnitud de la dependencia entre
ellas.

Con objeto de ganar precisiéon y aprender mas acerca del proceso de relacién entre las variables
consideradas querremos evaluar criticamente la validez de las hipétesis propuestas por la Teorfa
Econémica acerca de las relaciones estimadas que, en ocasiones, consistirdn en si determinada
variable explicativa entra o no en la relacién que se analiza, o si aparece con un determinado
coeficiente, por ejemplo, 1 6 -1. Ejemplos del primer tipo son las cuestiones:

1) Influye el déficit sobre los tipos de interés?

2) I Afecta el precio de la competencia a la demanda de nuestro producto?

mientras que ejemplos del segundo tipo son:
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3) LEs el crecimiento monetario neutral, es decir, incide con coeficiente unitario sobre la
inflacién?

4) . Tiene la demanda de nuestro producto elasticidad-precio unitaria? es decir, jel efecto
de un aumento de un 10% en el precio es una caida del 10% en la demanda?

Estos son problemas de inferencia estadistica, similares a los que resolvimos para contrastar
hipétesis acerca de la esperanza o la varianza, desconocidas, de una determinada distribucién de
probabilidad. Por iltimo, especialmente en cuestiones macroeconémicas, estaremos interesados en
efectuar un ejercicio de seguimiento coyuntural y de previsién de las variables analizadas. Todo
ello puede realizarse de modo riguroso mediante la utilizacién de procedimientos econométricos que
vamos a estudiar en éste y en los dos préximos capitulos.

Asi, mediante métodos econométricos, el analista econémico puede tratar de responder a
preguntas como:

1) jcudles son los determinantes de la tasa de inflacién?

2) sobre la base de la informacién histérica disponible, jcudl es la importancia cuantitativa
de cada uno de dichos determinantes?

3) . podemos contrastar algunas de las implicaciones de la Teorfa Econémica acerca del efecto
que variables como el crecimiento monetario tienen sobre la tasa de inflacién?

4) .qué sugiere el modelo que hemos estimado para la tasa de inflaciéon acerca del compor-

tamiento de esta variable durante el préximo ano?
Es crucial que el analista econémico:

a) comience delimitando muy claramente la cuestién tedrica que va a ser el centro de su
ejercicio empirico,
b) a continuacién, debe tratar de identificar cudl es la variable cuyo comportamiento pre-

tende explicar, y cuédles son sus determinantes potenciales. Denominamos a este proceso especifi-
cacién de un modelo de relacién entre variables econémicas. Como parte del proceso de especifi-
cacién, el investigador toma posicién acerca de qué variable influye sobre cudl, es decir, propone
una relacion causal. A diferencia del andlisis que pudo efectuarse mediante un coeficiente de cor-
relacion, que no descansa en una determinada direccién en la relacién entre dos variables, un andlisis
de regresién en Econometria supone que una variable X influye sobre otra variable Y, y no al revés;

c) luego, el analista debe escoger cuidadosamente la informacién estadistica relevante para
cuantificar tal relacién, y

d) debe proceder a su cuantificacion, es decir, debe estimar los pardmetros desconocidos que
aparecen en la relacién antes especificada;

e) por tultimo, utilizard el modelo de relacién estimado, ya sea a efectos de contrastacion de
alguin supuesto teérico, mediante un proceso de inferencia, o como elemento de anélisis y seguimiento
de la variable cuyo comportamiento escogié explicar.

2.1 El modelo de regresién lineal simple.

Vamos a limitarnos inicialmente al estudio del denominado modelo de regresién lineal simple,
que considera una sola variable explicativa X:

Y =po+ 61X (1)

En aplicaciones précticas disponemos de una muestra de observaciones de ambas variables,
y el modelo anterior sugiere que la relacién entre las dos variables se satisface para cada una
de las observaciones correspondientes. En algunas ocasiones especificaremos modelos de relacién
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como (1) con el objeto de estimar el comportamiento de determinados agentes econémicos. Un
ejemplo importante consiste en entender la evolucién del consumo agregado del sector privado de
una economia real. En algunos casos se tratard de una muestra de datos temporales, y tendremos
una relacion del tipo (1) para cada instante de tiempo. Para ello, considerariamos el modelo:

Ct - 50 +51}/t, t - ].,27...7T

donde Y; denota el PIB del pafs, o la renta disponible del sector privado (renta total, menos
impuestos, més transferencias), segun el alcance que se quiera dar al andlisis. Los subindices ¢ hacen
clara referencia al hecho de que éste serd un modelo a estimar con datos de series temporales. El
coeficiente (; indica la variacién que experimenta el consumo privado del paifs al variar, a lo largo
del ciclo econémico, la variable renta que hayamos incorporado como variable explicativa en (1).
En otros casos se dispondrd de una muestra de seccién cruzada o de datos transversales, y
tendremos una relacién como (1) para cada una de las unidades muestrales que, en datos transver-
sales, estdn constituidas por familias, empresas, paises, comunidades auténomas, etc.. Por ejemplo,
si disponemos de datos de observaciones de consumo y renta disponible de un conjunto de familias,
podriamos especificar:

Ci=Bo+pBYs, i=12,..n (2)

siendo éste un modelo en que la interpretacién del coeficiente 3; serfa ahora diferente de la
que hicimos con datos de series temporales; en tal caso, §; nos proporciona el incremento que se
produce en el gasto en consumo de una familia cuando aumenta su renta. No tendria ninguna
connotacién temporal, pues no hemos utilizado datos de tal tipo. De hecho, si dispusiésemos de dos
muestras de seccién cruzada, de las mismas familias, pero obtenidas en distintos momentos de un
ciclo econémico, bien podria ocurrir que la estimacién del coeficiente 5, variase significativamente
entre ambas muestras.
En otras ocasiones, se pretende estimar una relacién que no es de comportamiento, sino
que refleja, més bien, un determinado proceso econémico, como pueda ser la produccién de bienes.
Asi, un modelo como:

Ct == ﬁO +B1Kt +ﬁ2Lt7 t: 1,2, ,T

podria interpretarse como la linealizacién de una funcién de produccién agregada del tipo Cobb-
Douglas para una determinada economfa real, en la que los coeficientes 5, y 84 serfan las elastici-
dades de produccién de ambos inputs. En este caso, necesitariamos un modelo de regresién algo
més complejo que el modelo de regresién simple, que incluya varias variables explicativas.

El problema que nos interesa en economia estriba en la estimacién de los valores numéricos
de los dos coeficientes del modelo de regresion, por ejemplo, 5,y 51 en (2), asi como en la posibilidad
de contrastar hipdtesis acerca de sus verdaderos valores numéricos, que son desconocidos.

2.2 Componentes del modelo de regresion

Por razones de exposicién, y sin pérdida alguna de generalidad, suponemos en lo sucesivo que
disponemos de una muestra de seccién cruzada, y mantenemos el criterio notacional que venimos
utilizando, designando con mayusculas las variables genéricas con las que trabajamos: Y, X, y
por mintsculas las observaciones numéricas incluidas en las muestras: Y1, 42, ..., Yn, L1, L2y ey Ty
Denotamos el modelo de regresién, como relacién entre las variables: Y = 8, + 5, X, mientras que
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denotamos la relacién entre cada par de observaciones por: y; = B, + B;2;. Resulta evidente que
es imposible que una relaciéon como (1) se satisfaga para todas y cada una de las observaciones:
1 =1,2,...,n. Si ello ocurriese, podriamos sustituir las dos primeras observaciones muestrales de
ambas variables en (1), y determinar exactamente los valores de los coeficientes 5, y f;:

y1 = Bo+BiT1
y2 = Bo+ Bix2

obteniendo las estimaciones de dichos coeficientes con tan sélo estas dos observaciones mues-
trales. Sin embargo, no debe sorprendernos que al incorporar los valores numéricos de ambos
coeficientes, junto con los de las variables Y y X correspondientes a la tercera observacién en (1),
ys = B + 5123, la relacién no se cumpla, salvo por una enorme casualidad.
Queda claro, por tanto, que no es obvio cémo obtener estimaciones de los coeficientes
del modelo lineal simple a partir de una determinada muestra de T observaciones temporales, o
n observaciones de secciéon cruzada. A ello dedicaremos algunas de las siguientes secciones. En
cualquier caso, nos enfrentamos a una aparente paradoja: el modelo (1) no se satisfard para todas
las observaciones muestrales, no importa qué valores numéricos asignemos a sus coeficientes 3, y
B1. Por ello, no consideramos exactamente el modelo (1), sino una variante del mismo:

yi =By + Biwi+u;, 1=1,2,3,..,n

donde la tdltima variable, u;, denominada perturbacién estructural o término de error del modelo
de regresion no es observable, y permite explicar las diferencias entre los dos miembros de la igualdad
en (1). El problema de interés estriba en la estimacién de los dos coeficientes en el modelo (2),
cuando se dispone de una muestra de observaciones para las variables Y; y X;, aunque sin disponer
de observaciones de la variable u;.

La variable cuyo comportamiento se pretende explicar, Y;, recibe el nombre de variable
dependiente, mientras que la variable X; recibe el nombre de variable independiente. En ocasiones,
también se denomina a Y; variable endégena o variable a explicar, mientras que a X; se le denomina
variable exdgena o explicativa. Los coeficientes 3, y 8, se denominan término constante y pendiente
del modelo de regresién simple, respectivamente.

La perturbacién aleatoria o término de error del modelo econométrico es una variable
no observable para la que, en consecuencia, no dispondremos nunca de observaciones muestrales.
Suponemos que su distribucién de probabilidad, que puede ser diferente para distintas observaciones
muestrales, es independiente de los valores tomados por la variable X;. Su interpretacién es diversa:

a) en primer lugar, puede contener otras variables explicativas que, aun siendo relevantes,
no acertamos a especificar;

b) también pudiera ser que, aun siendo conscientes de la existencia de tales variables, no
dispusiéramos de observaciones muestrales para las mismas;

c) por ultimo, el término de error puede estar reflejando errores de medida en la variable
dependiente Y;, que suelen surgir porque las variables que utilizamos en la estimacién reflejan
aproximadamente, pero no exactamente, los conceptos que querriamos incorporar en el modelo.

En el caso de la funcién de consumo anterior, es dificil en la préactica disponer de datos
precisos acerca de los gastos en consumo de una determinada familia: en primer lugar, el consumo
es un flujo, y la recogida de datos en un determinado instante de tiempo puede producir todo tipo
de distorsiones en dicha variable. Para evitar este tipo de dificultades, en ocasiones, se utiliza como
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variable de consumo el resultado de sustraer de los ingresos declarados por la familia, el ahorro
realizado durante el periodo.

Una vez estimados los coeficientes 5, y ; en (2), tendriamos una ecuacién lineal, una recta,
entre el gasto en consumo y la renta de un conjunto de familias, denominada recta de regresion.

La recta de regresién proporciona la mejor relacién existente entre las variables Y y X,
en el caso de una regresién simple, o entre la variable dependiente, Y y el conjunto de variables
explicativas, en una regresién lineal multiple. Es tentador interpretar la recta de regresién como
si nos proporcionase el valor esperado de Y condicional en los valores que pueda tomar la variable
X. El concepto de esperanza condicional es, desde luego, muy importante en el andlisis estadistico
de datos econdémicos. Por ejemplo, un banco central puede estar interesado en un determinado
momento en estimar la trayectoria que seguiria la tasa de inflacién condicional a que dicho banco
siga una politica monetaria restrictiva. Querria asimismo caracterizar la trayectoria esperada de la
inflacién condicional a que se ponga en prictica una politica monetaria expansiva, y asi comparar
ambas trayectorias esperadas, y escoger la politica monetria acorde a la senda de inflacién preferible.
De modo simple, este es un ejemplo del importante problema de disenio de politica monetaria.

Los modelos econométricos pueden ayudar en este tipo de situaciones. Una vez estimados los
coeficientes (8, disponemos de valores numéricos para ellos, y fijando una senda numérica para X
(tasa de crecimiento monetario) podemos calcular una senda numeérica para Y (tasa de inflacién).
Este ejercicio también se conoce como prediccidn por escenarios. Se trata de establecer sendas o
escenarios alternativos para X, cuyos efectos se quieren comparar entre si, estimar la senda de Y
bajo cada uno de dichos escenarios, y calcular el resultado econémico o de cualquier otro tipo.

El mismo esquema aplica a la gestién de la empresa, o en muchos contextos financieros. Por
ejempo, una empresa se estd planteando la conveniencia de dos politicas de publicidad alternativa,
una de bajo y otra de alto coste. Si, utilizando datos histéricos, estima un modelo de regresién que
explique las cifras de ventas (V") utilizando el gasto en publicidad (X) durante los ltimos 40 afos,
puede utilizar el modelo estimado para calcular aproximadamente las ventas que puede esperar
bajo cada una de las dos politicas de publicidad. A continuacién, un sencillo cédlculo, aplicando
los margenes con que opera a las cifras de ventas estimadas y sustrayendo el coste de la campana
publicitaria, podré decidir la preferencia por una u otra de las dos campanas.

Existe una limitacién, sin embargo, y es que si recordamos el concepto de esperanza condicional,
sabemos que dicha esperanza condicional esj, en general, una funcién no lineal. Es decir, para
calcular el valor esperado de Y para un determinado valor numérico de X, deberfamos utilizar la
esperanza de la distribucién de Y condicional en X | y ésta es, en general, una funcién no lineal.
Cuando ambas variables, Y y X, tienen una distribucién conjunta Normal, entonces, la esperanza
condicional es una funcién lineal, pero no lo es en cualquier caso. Si no aceptamos la Normalidad
de la distribucién conjunta, entonces la regresién sélo se puede entender como una aproximacion a
la esperanza condicional de Y, dado X.

Por tanto, en este capitulo imponemos una forma funcional lineal para la dependencia de Y
respecto de X y no hay ningin razén para pensar que la recta de regresién es una esperanza
condicional. Para cada nivel de renta concreto como Y; = y*, la recta estimada nos proporciona
una estimacién o prediccién de gasto en consumo, C; = ¢*. Si hay alguna familia en la muestra
con dicha renta, su gasto en consumo observado no coincidird, salvo por casualidad, con el nivel
previsto por la recta estimada. La diferencia:

;= C; — (Bo - BlYi)a
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que puede ser positiva, si el gasto en consumo excede del estimado por la recta, o negativa, si
el gasto observado es inferior al estimado, se conoce como residuo de dicha observacién muestral,
denotado por #; y, como veremos en la seccién 2, juega un papel fundamental en la estimacién
del modelo de regresién. Es importante observar que la recta de regresién estimada proporciona el
nivel de consumo que deberfamos prever para cualquier nivel de renta, incluso si y¥* no coincide con
el de ninguna familia en la muestra. En tal caso tenemos un verdadero ejercicio de prediccion.

En resumen, cuando se lleva a cabo un ejercicio empirico como la estimacién del modelo de
consumo (2), se tiene en mente un argumento del siguiente tipo: con el modelo (2) no se pretende
explicar el comportamiento de la renta disponible de las familias, sino de su nivel de gastos en
consumo. Para ello, consideramos las observaciones de la variable explicativa, la renta Y;, como
fijas: es decir, creemos que si hubiésemos entrevistado a otras n familias, hubiéramos generado
los mismos datos para dicha variable. Sin embargo, las observaciones muestrales de la variable
dependiente, el consumo C;, habrian sido diferentes, como consecuencia de: a) aspectos especificos,
no observables, de las familias encuestadas, b) errores de medida de diferente cuantia a aquellos
en los que hemos incurrido en la muestra actualmente disponible, etc., y que aparecen recogidos
en la perturbacién aleatoria. El término de error es una variable aleatoria, diferente para cada
observaciéon muestral, y su realizaciéon no es observable. Por el contrario, el residuo es observable,
puesto que se construye a partir de las estimaciones y de los datos de las variables dependiente e
independiente. Término de error y residuo son entes de diferentes naturaleza.

Desde el punto de vista puramente estadistico, el modelo de regresién no tiene necesaria-
mente una connotacién de causalidad en la relacién entre variables. Del mismo modo que podemos
estimar una regresiéon de una variable Y sobre otra variable X, podemos estimar una regresién en el
orden inverso. Sin embargo, el andlisis de este modelo elemental no trata a ambas variables de igual
modo: las variables explicativas se consideran deterministas, mientras que la variable dependiente
se considera de naturaleza aleatoria. El papel que juega cada una de las variables debe decidirse en
funcién del aspecto tedrico que estd siendo objeto de estudio. En el ejemplo de consumo y renta,
es evidente que queremos explicar los gastos en consumo en funcién de la renta, y no al revés; el
consumo es la variable dependiente, y la renta es la variable independiente. Por eso, el investigador
debe decidir de antemano el papel que juega cada una de estas dos variables, porque el tratamiento
estadistico del modelo de regresién no concluye nada a este respecto. Sin embargo, su utilizacién
en Econometria se efectiia condicional en una determinada hipdtesis acerca de la direccién de la
relacion, y no al revés.

El modelo de regresién presupone que los valores numéricos de la variable dependiente gastos
de consumo, C}, se generan, en la realidad, a partir de los valores tomados por la variable renta Y; y
precisamente a través de la relacién (2). En general, creemos que los procesos econémicos son algo
més complejos, y que se precisa méas de una causa para explicar adecuadamente el comportamiento
de una variable como el consumo, C;, o bien formas funcionales mas complicadas que la lineal. Sin
embargo, el modelo de regresién simple es también una herramienta 1itil, al menos en una primera
aproximacion, desde la que no es muy complejo pasar al andlisis del modelo de regresién lineal
multiple, cuyo estudio en profundidad dejamos para temas posteriores.

Comentemos un poco més en detalle estos aspectos:

2.3 Supuestos del modelo de regresién lineal

1. Linealidad en las variables: en algunos casos, el supuesto de que la determinacién de los valores
del gasto en consumo, Cj;, a partir de los de la renta, Y;, se produce a través de un modelo lineal
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es excesivamente restrictiva, pues creemos que el modelo de relacién es mdas bien no lineal.
Examinaremos en el préximo capitulo una variedad de modelos alternativos al lineal que aqui
analizamos. Sin embargo, en la mayoria de estos casos, el modelo lineal es nuevamente una
buena aproximacion al verdadero modelo, no lineal, de relacién entre variable dependiente e
independiente. El caso quizd mas paradigmaético de no linealidad, surge cuando se cree que el
porcentaje de aumento en renta disponible que se transmite a consumo, no es constante, sino
que decrece con el nivel de renta. Nétese que el modelo lineal tiene la propiedad de que el
cociente de incrementos consumo/renta disponible o, si se prefiere, la derivada del consumo
con respecto a la renta disponible, es 1, constante y, por ello, independiente del nivel de renta.
Se tendria una relacién muy distinta con un modelo del tipo:

Ci:60+61}/i_62y2+ui7 i = 1727"'7”

Este tipo de no linealidad en las variables puede incorporarse al andlisis sin gran dificultad,
del modo que veremos en el préximo capitulo,

. Linealidad en los pardmetros: muy diferente es la situacién en que los pardmetros entran en
la relacién entre variable dependiente e independientes de modo no lineal. El tratamiento
que requieren tales modelos, con excepcién de algunos casos sencillos, es sustancialmente mas
complejo, por lo que no es discutido en este texto,

. Esperanza matemadtica nula: suponemos que la esperanza matemética del término de error u;
del modelo es cero: E(u;) = 0,7 =1,2,...,n. Si, por el contrario, tuviésemos: E(u;) =a # 0
, éste serfa un efecto constante sobre Y; y, por ello, determinista, y deberia incluirse como
parte del término constante 5, en (1). Una situacién en que este supuesto no se cumpliria es
cuando el investigador, por error, omite del modelo una variable explicativa relevante. Asi,
supongamos que en vez de especificar el modelo:

Yt = BO +B1xt +ﬂ2w2t + Uy, t= 1,2>37"'7T

se especifica el modelo:
Yt = BO + let + vy, t= 172,3, ,T

en el que, inadvertidamente, se ha omitido la variable explicativa X5. En este tltimo modelo,
erréneamente especificado, el término de error v; serfa igual a: v, = Sy%a: +us, y SU esperanza
matemdtica: F(vy) = E(Byzar+us) = E(Byxar) + E(ut) = BoE(x2t) +0, donde E(X3) denota
la esperanza matemadtica de los valores que toma la variable omitida, X5, que suponemos
constante a través del tiempo. Como consecuencia, E(v;)serd distinta de cero en general,

. Varianza constante del término de error (Homocedasticidad): suponemos que la varianza del
término de error, que denotamos por Var(u;) = o2 para todo i = 1,2,...,n, es la misma para
todas las observaciones muestrales, ya sean éstas de naturaleza temporal o de seccién cruzada,

. Ausencia de autocorrelacién: ademds, suponemos que los términos de error correspondientes
a dos observaciones muestrales cualesquiera, que son dos variables aleatorias diferentes, son
estadisticamente incorrelacionadas (autocorrelacion espacial en un corte transversal de datos
ordenados geograficamente).
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6. Estabilidad temporal: otro supuesto incorporado en el modelo es que sus coeficientes, 8, y
(1, son constantes en el tiempo; igualmente, creemos que el modelo es el mismo para todas las
observaciones muestrales. Si disponemos de datos de series temporales, no hay submuestras
de tiempo en las cuales los modelos sean diferentes; si estamos explicando los hébitos de
consumo de las familias espanolas, creemos que la dependencia consumo/renta es igual para
familias de renta alta y renta baja, o para familias que habitan en un medio rural y para las
que viven en un medio urbano,

7. Causalidad unidireccional: también suponemos que existe una relaciéon causal desde la variable
explicativa X hacia la variable endégena Y, es decir, cambios en X influyen sobre cambios en
Y, pero no al revés. Ello debe basarse en la naturaleza de la cuestién conceptual que se esté
analizando, y el investigador siempre debe tener buenos argumentos al respecto, pues ésta no
es una cuestiéon empfirica, sino tedrica. De aqui surge la denominacién de variable exégena
para X, es decir, determinada fuera del modelo, y variable endégena, es decir, determinada
dentro del modelo, para Y.

En el ejemplo de relacion entre inflacién y crecimiento monetario, si durante el periodo mues-
tral se ha seguido una politica monetaria consistente en fijar un determinado crecimiento
anual para la cantidad de dinero y seguirlo estrictamente, el crecimiento monetario serd una
variable exégena en el modelo que pretende explicar la tasa de inflacién. Si, por el contrario,
se ha seguido una politica monetaria en la que el crecimiento monetario se ha decidido en cada
periodo como funcién de las tasas de inflacién que hasta entonces se han registrado, entonces,
no estaria justificado calificar de exdgeno al crecimiento monetario a la inflaciéon de endégena;
quizéd ambas deberfan ser consideradas variables endégenas, para cuyo necesitarfamos otro
tipo de modelos con varias ecuaciones.

8. Variables explicativas deterministas: el modelo incorpora el supuesto, claramente restrictivo,
acerca de que la variable explicativa X es determinista. La variable endégena Y no lo es, pues
depende de la evolucién de una variable aleatoria: el término de error del modelo, u.

En el ejemplo de relacién entre expansiéon monetaria e inflacion, este supuesto significa la
creencia de que, si pudiésemos volver al ano inicial en las mismas condiciones econémicas
entonces existentes, y recoger otra muestra para el mismo periodo, obtendriamos los mismos
valores del crecimiento monetario. Desde este punto de vista, las tasas de crecimiento de
la oferta monetaria que se han observado en este periodo son las tinicas que pudieron haber
ocurrido, con independencia de la informacién de que dispuso la autoridad monetaria, y de los
objetivos de politica econémica que se trazaron. Sin embargo, nétese que, en esta hipotética
situacién, las tasas de inflacién observadas para el periodo serian diferentes entre distintas
muestras, debido a su componente estocastica u;.

En un andlisis méds general (y mas realista) del modelo de regresion, que precisa de un in-
strumental técnico més complejo que el que presentamos en este texto, se considera que las
variables explicativas son también estocdsticas, como sin duda queremos creer en la realidad.
En estas condiciones méds generales, el modelo de regresién lineal simple estd plenamente
justificado bajo el supuesto de que las dos variables que en él aparecen, X e Y, tienen una
distribucién de probabilidad conjunta de cardcter Normal o Gaussiano. En efecto, ya vimos
al estudiar esta familia de distribuciones que la esperanza de la variable Y condicional en la
variable X, es una expresién del tipo (1), donde las constantes 5, y 5, estdn relacionadas con
los momentos de primer y segundo orden de la distribucién bivariante Normal. De hecho, en
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tal caso, trabajamos generalmente bajo el supuesto de distribucién Normal conjunta de todas
las variables que aparecen en el modelo de regresién, e interpretamos éste como la esperanza
condicional ya mencionada, lo cual puede extenderse al caso de varias variables explicativas.

3 El estimador de Minimos Cuadrados Ordinarios

Supongamos que queremos estimar el modelo:

Yi :/60+/61xi+ui7 1= 172,3,...,71

donde suponemos que: 1) u; es una variable aleatoria con E(u;) = 0y Var(u;) = o2 para
todo i, 2) los valores x; son fijos, 3) 8, y 8, son constantes desconocidas. Esta es la especificacién
del modelo de regresion lineal simple. Para ello, el investigador dispone de una muestra de 16
observaciones acerca de dos variables X e Y, la tltima de las cuales queremos explicar por medio
de la primera:

Cuadro 1
Produtode
Desiiadones  Desviedones
Vda Resdio enXd enXeY respedc
expicado  Resdwo aedrado cuadredo  desusnedias

n Y X X2 XY  Y-gwakh u Xu w X-mX)2  (Y-mY)(X-mX)

1 16 15 25 240 163 033 50 o 208 151

2 18 13 169 4 147 326 424 1066 66 136

3 8 u 121 8 131 514 565 2639 03 -26

4 9 8 64 yys 107 174 -139 303 59 9.0

5 9 6 H 5 91 014 -09 o0 197 164

6 10 8 64 80 107 074 59 055 59 6.6

7 12 9 8l 108 15 046 41 o021 21 10 11

8 14 i 144 168 139 006 08 000 24 21

9 13 10 100 130 123 066 6.6 044 02 01

10 10 5 5 50 83 166 83 27 26 146

1 7 9 81 63 15 454 -409 2060 21 82

12 15 1 144 180 139 106 128 113 24 36

13 16 13 169 28 147 126 164 160 6.6 85

14 18 18 34 34 187 073 -131 053 572 402

15 15 10 100 150 123 266 266 70 02 -10

16 13 8 64 104 107 226 181 51 59 08
Sures: 23 167 1911 2253 208300 000 000 802 167% 13419
Medias: 1260 104 194 14081 1269 000 000 500 1050 839
Vaiazas 1171 1050 6.70 501

Asi, tenemos un sistema de ecuaciones:
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16 = Bo+15,31 +'&17

18 = fBy+ 138, + s,
8 = [By+ 1173, + ds,
13 = B+ 83 + g

que no puede resolverse, pues contiene 18 incégnitas, B, y [, junto con los 16 residuos u;
pero s6lo 16 ecuaciones. Podriamos fijar los residuos igual a cero en dos ecuaciones y utilizarlas
para obtener estimaciones Bo y Bl. Pero dichas estimaciones dependeran del par de ecuaciones
seleccionadas, por lo que tal procedimiento no es adecuado. El método apropiado consiste en
obtener valores numéricos para 3, y B; que satisfagan de la manera mds aproximada posible,
simultdneamente, las 16 ecuaciones del sistema anterior.

Una vez estimados los coeficientes, se puede calcular para cada observacion i:

Ui = Bo + B Xi (3)

en el que las estimaciones Bo y Bl han sustituido a los verdaderos valores, desconocidos. La
expresion (3) representa la estimacion, de acuerdo con el modelo econométrico, del valor que debia
haber tomado la variable dependiente Y. Habra siempre una discrepancia entre el valor realmente
observado y; y la estimacién anterior, el residuo correspondiente a dicha observacién muestral:

@ = yi — (Bo + Bimy),
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Grifico 1

Nubeldelpuntos, [dectaldeldegresion,
valoresl[djustados, [fesiduos

Y N .
% Y =(@+bXx)
b 3
b 3
~ *x
Y, i
x a=Y - Y, =Y,- (A+bX,)
% X
Tk (X))
* Yo
X, X

Hay muchos modos posible sde utilizar la informacién muestral para asignar valores numéricos
a los dos pardmetros desconocidos del modelo, 5, y ;. Parece razonable que queramos utilizar un
procedimiento que genere unos residuos o errores de ajuste que sean reducidos, en algin sentido que
hemos de definir. Pero tenemos tantos residuos como observaciones muestrales, y no cabe pensar
que podamos conseguir que todos y cada uno de ellos sea pequeno. Generalmente, preferiremos
no tener ningin residuo muy grande, sea positivo o negativo, por lo que supondria de tener un
importante error de ajuste para la observacién muestral correspondiente. Entonces, la posibilidad
més inmediata serfa utilizar un estimador que consiga que la suma de los residuos sea igual a cero.
Pero enseguida vemos que esta idea no funciona:
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Grdfico 2

X X
1 2 X

un posible criterio que defina a un estimador sea la minimizacién de la magnitud de los residuos
que dicho estimador genera. Tal idea es correcta, pero hay varias dificultades para hacerla prictica:
en primer lugar, tenemos no un residuo, sino un conjunto de n residuos, por lo que no se trata de
minimizar un residuo determinado, sino una medida conjunta del tamano global de todos ellos.
Una vez obtenidas unas estimaciones numéricas de los coeficientes, podria pensarse en
sumar los n residuos generados: Z?:l i;, y escoger como estimacién el par de valores Bo y Bl
que produce la menor suma de residuos. Una dificultad con tal procedimiento es la cancelacién
de residuos negativos con residuos positivos. Ademsds, si realmente se pretendiese minimizar la
suma de residuos, bastaria generar residuos de tamano muy grande, pero negativos, lo cual no es
adecuado.

3.1 Estimador de Minimos Cuadrados

El estimador de minimos cuadrados que introducimos en esta seccién utiliza como criterio la
minimizacién de la Suma de los Cuadrados de los Residuos (SCR), o también Suma Residual,
aunque hay que recordar que es una suma de cuadrados. Se trata, por tanto, de seleccionar valores
de los coeficientes 3, y 8; que resuelvan el problema:

n
Minimizar SCR = Zﬂf
BosB1 i=1

Nétese que el residuo asociado a cada observacién i, = 1, 2, ...,n, depende de los valores de los
coeficientes escogidos, porque:
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i; = y; — (B + B1:)
de modo que el problema anterior puede escribirse:

n

. . 2
Minimizar SCR = Z (yi —Bo — 511"11)
Bo:P1 i=1

La solucién a este problema de optimizacién se denota por: 307 Bl, y se denomina estimador
de Minimos Cuadrados Ordinarios (que abreviaremos como MCO) de los coeficientes del modelo
de regresién lineal simple. El estimador MCO escoge, de entre todas las posibles, la recta que
minimiza la suma de los cuadrados de las distancias entre cada punto de la nube generada por las

observaciones muestrales y el asignado por la recta.

Derivando SCR con respecto a ambas variables (8, y ;) e igualando dichas derivadas a

cero, tenemos:

dSCR - .
3B, ;:1 (y Bo — By )
OSCR - .
95, ;:1 (y Bo — By ) z; =0
con matriz de derivadas segundas:
0?SCR _ 2n 250 @

98,084 2 Z?:l z; 2 Z?:l mf

que tiene por determinante:

n n 2 n 2 n 2
2 o (i1 TP o 2 2im 22
DET =4 nZwZ—<Z:EZ> =n (’nz—x>:nlzn5’w
i=1 i=1
siendo S2 la varianza muestral de X : $2 = " (z; — 2)° /n. Como el primer menor, el

elemento (1,1) de esta matriz, que es 2n, es también positivo, podemos afirmar que la solucién
al sistema de ecuaciones (4) y (5) serdn, los valores numeéricos de los coeficientes 3, v 8, que,

efectivamente, alcanzan un minimo de la Suma Residual.

3.1.1 Ecuaciones normales

Si resolvemos dicho sistema, obtenemos:

nBy + B Zmz

i=1

Bo sz + 31 lez
i=1 i=1

n
Zyi
i=1

n
Z YiZi
i=1
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que constituyen un par de ecuaciones simultdneas en las incégnitas, By, 5;. Este sistema se
conoce como sistema de ecuaciones normales.
Utilizando los estadisticos que aparecen en la iltima fila del Cuadro 1, tendriamos:

203 = 1683, + 1675,
2253 = 1678, + 191183,

que resuelto, proporciona las estimaciones MCO:

By =4,348; B, = 0,799
con dichos datos. La sexta columna del cuadro presenta los valores previstos por el modelo para
la variable dependiente. La columna siguiente muestra los residuos, es decir, la diferencia entre los
valores de Y y los valores previstos por el modelo.

3.1.2 [Expresiones para el estimador de Minimos Cuadrados

En general, si primero despejamos Bo en (6), tenemos:

Z?:l Yi — 51 Z?Zl X
n

Bo = :ﬂ—Blf (8)

que podremos utilizar para obtener el estimador MCO de f3, una vez que tengamos el estimador
de 1. Substituyendo en (7), tenemos:

D i Yii — % (i i) Q2 vi) _ Sy (x — ) (i — 9) _ NSy —p Sy 9)
Y e = (0 ) S (@ —3)° nSz TS,

donde S, S2, SZ, Sz, Sy, denotan, respectivamente, la covarianza, varianzas y desviaciones
tipicas muestrales de X e Y. Las expresiones (8) y (9) son ttiles, pues proporcionan directamente
las estimaciones MCO como funcién de estadisticos muestrales, sin necesidad de resolver el sistema
de ecuaciones normales. Primero se calcula Bl y, luego, se obtiene: ,@’0 =7— Blj. Ello demuestra
una propiedad del estimador MCO: la recta estimada pasa por el punto (7, Z).

31:

3.1.3 Regresién inversa
Supongamos ahora que estimamos la regresion lineal inversa de la anterior, es decir, la regresion
que tiene a Y como variable explicativa, y a X como variable dependiente:

T; = o+ a1Y; +v;

El estimador de minimos cuadrados de la pendiente en este modelo es:

Say

ay =
Sy

que es distinta de la que estimamos en la primera regresién. Sin embargo, el estimador de
la pendiente de esta regresién no es el inverso del estimador de la pendiente en el modelo de
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regresion original. Sin embargo, existe una relacién entre ambos. En efecto, si multiplicamos
ambos estimadores, tenemos:

oA S:E Sm (Sm )2 2

luego el producto de ambos estimadores es igual al cuadrado del coeficiente de correlacién lineal
entre ambas variables.

3.1.4 Interpretaciéon del estimador de Minimos Cuadrados

Podemos ahora deducir la relacién que existe entre el estimador MCO de la pendiente 3, del modelo
de regresion lineal simple y el coeficiente de correlacion de X e Y :

Es decir, el estimador de 3, el coeficiente que proporciona la relacién entre la variables X e Y
del modelo de regresion lineal simple, estd muy relacionado con el coeficiente de correlacién entre
ambas variables, siendo una modificacién del mismo por el cociente de las desviaciones tipicas.

Como la desviacién tipica es una medida del tamano de la fluctuacién que experimenta una
variable a lo largo de la muestra, si X e Y tienen igual desviacion tipica, experimentan fluctuaciones
de igual tamano. En tal caso, una variacién de una unidad en X se traducird, de acuerdo con 3
en una variaciéon en Y igual a p,,. Si, a lo largo de la muestra, las fluctuaciones en Y son de
un tamano aproximadamente doble del de las fluctuaciones en X, entonces el modelo de regresién
implicard que una variacién unitaria en esta ultima variable se traducird en una variacién de dos
veces p,, en Y. Por ejemplo, si ambas variables tienen igual varianza, y p,, = 0,50,entonces una
elevacién de 2 unidades en X vendrd acompanada, en media, de una elevacién de 1 unidad en Y.
Si la varianza (o volatilidad) de X es doble de la volatilidad de Y, entonces la elevacién de dos
unidades en X sélo generard, en media, una elevacién de 0,5 unidades en Y. Evidentemente, si el
signo de la correlacién fuese negativo, entonces una elevacién en una de las dos variables vendria
acompanada de un desenso (no una elevacién) en la otra variable.

3.2 Ejemplo: Peso de bebés recién nacidos’

Analizamos en este ejemplo datos tomados de Wooldridge, Introduccién a la Econometria: un
enfoque moderno, primera edicién. Partiendo de un modelo de regresién estimado en dicho texto,

e discutimos el modo de llevar a cabo un anélisis descriptivo, tanto de tipo gréfico como de tipo
estadistico, acerca de la capacidad explicativa que un conjunto de variables tiene sobre una
determinada variable dependiente, y

e describimos cémo el habitual uso mecédnico de los estadisticos tipo ¢ de Student y F' puede con-
ducir a conclusiones erréneas sobre la capacidad explicativa de una variable o de un conjunto
de ellas.

5Fichero de trabajo de EVIEWS: Bwght.wfl
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3.2.1 Descripciéon del ejemplo

Consideramos en este ejemplo la especificacién de un modelo de regresién para tratar de caracterizar
factores que pueden afectar al peso de bebés al nacer. La base de datos®, tomada de Wooldridge
(2001), contiene informacién sobre el peso de los bebés, recogido en 1.388 nacimientos, la renta
de la familia en la que se produce el nacimiento (renta;), el nimero medio de cigarrillos fumados
diariamente por la madre durante el embarazo (cigarrillos;), el nimero medio de cajetillas de
tabaco fumados diariamente por la madre durante el embarazo, el nimero de orden que ocupa el
recién nacido dentro de los hijos de la familia (ordenac;), los anos de educacién del padre (educp;) y
de la madre (educm;), el sexo del bebé y si éste es blanco o de otra raza. Estas dos tltimas variables
son ficticias, y aparecen en el archivo como variables dicotémicas, es decir, tomando dos valores
tnicamente. La variable sexo ha sido definida mediante Sexo = 1 si el recién nacido es varoén,
Sexo = 0 en caso contrario, mientras que la variable que recoge el grupo étnico se ha definido
Raza =1 si el bebé es de raza blanza, Raza = 0 en caso contrario. Falta informacién acerca del
nivel educativo del padre del recié nacido en 196 nacimientos, faltando informacién acerca del nivel
educativo de la madre en un caso méds, por lo que las regresiones que incluyen estas variables como
explicativas utilizan un méximo de 1191 observaciones.
En Wooldridge (2001) se estima el modelo de regresion,

Peso; = 114,52 — 0,596¢tgarillos; + 0,056renta; + 1, 788ordenac; +
(3,73) (0,110) (0,037) (0,659)
+0,472educp; — 0,370educm; +u;, ¢ = 1,2,...,. N
(0,283) (0,320)
R?> = 0,035, 6, = 19,789

donde se muestran entre paréntesis las desviaciones tipicas estimadas de cada uno de los co-
eficientes. El autor contrasta la significacién conjunta de los niveles educativos de ambos padres
mediante el estadistico F', en la forma del R?, no rechazando la hipétesis nula de ausencia de ca-
pacidad explicativa de ambas variables, conjuntamente consideradas. Por tanto, el nivel educativo
de los padres no parece ser un condicionante significativo del peso de los bebés al nacer.

La discusién que llevamos a cabo en la Secciéon XX ya sugiere que, en cualquier caso, la inter-
pretacién de este resultado no debe hacerse con cardcter absoluto. El investigador deberia decir
que "una vez incluidas considerados como posibles factores explicativas del peso del recién nacido la
renta de la familia, el nimero de cigarrillos fumados por la madre durante el embarazo y el nimero
de orden del recién nacido entre sus hermanos, los indicadores educativos de los padres no aportan
informacion adicional relevante”.

El segundo matiz que hemos de hacer es que podria darse el caso de que los indicadores educativos
contengan informacién relevante incluso una vez que ya se ha tenido en cuenta la informacién
aportada por las variables mencionadas pero, por alguna razon, la informacién muestral disponible
no permite medir con suficiente precisién el impacto que sobre el peso del bebé tiene el nivel
educativo de los padres. Una reducida precisién podria conducir a un estadistico-t reducido y, con
ello, a no rechazar la hipétesis nula de ausencia de relacién entre nivel educativo de los padres y
peso del bebé.

6El] archivo Bwght.des contiene la descripcién de las variables incluidas en el archivo Bwght.raw, algunas de las
cuales se han utilizado en el ejemplo.
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La tercera consideracién a efectuar es que el contraste tipo F' efectuado para analizar conjunta-
mente la informacién proporcionada por las dos variables educativas descansa sobre el supuesto de
Normalidad del término de error del modelo de regresién, cuestién que habriamos de analizar.

Comenzamos nuestro andlisis indagando la informacién que cada una de las potenciales variables
explicativas contiene sobre el peso del recién nacido. Al hacerlo individualmente, estamos ignorando
el hecho de que distintas variables pueden contener informacién comin; debemos interpretar que se
trata de un anélisis que trata de detectar la ausencia de capacidad explicativa en alguna variable.
Si, como es habitual, nos limitdsemos al andlisis de los estadisticos tipo ¢, dirfamos que, entre las
variables consideradas, el nimero de cigarrillos fumados por la madre afecta al peso del recién
nacido, habiendo asimismo un efecto estadisticamente significativo en relacién con el nimero de
orden que el recién nacido ocupa entre los hijos de la familia. Los indicadores de educacién no
parecen aportar informacion relevante, al igual que tampoco parece haber relacién con la renta de
la familia en la que se produce el nacimiento.

3.2.2 Caracteristicas muestrales de las variables (archivo bwght.wfl)

Los histogramas” de las variables revelan caracteristicas interesantes (ver HIS nombre variable en
el fichero bwght.wfl): la variable dependiente peso es una variable continua, cuyo exceso de curto-
sis genera un comportamiento no Normal en la muestra, rechazdndose claramente dicha hipétesis
mediante el test de Jarque-Bera. Este resultado despierta dudas acerca del uso de las distribu-
ciones habituales tipo ¢ de Student y F' de Fisher-Sendecor para los estadisticos utilizados en la
contrastacién de hipétesis.

Las variables cigarrillos y paquetes tienen una correlaciéon exactamente igual a 1,0. Esto significa
que se han construido una a partir de la otra, pues si se hubiera encuestado sobre ambas existirfa una
relacién algo menos que perfecta entre ellas. Examinando sus valores, vemos que la primera es igual
a 20 veces el valor numérico de la segunda en todos los casos, por lo que utilizaremos tinicamente la
variable cigarrillos. Esta es una variable discreta, con un valor minimo de 0 y un valor méximo de
50; la mediana es 0, reflejando el hecho de que en casi un 85% de los 1.388 nacimientos recogidos en
la muestra, la madre declaré no haber fumado durante el embarazo®. Sélo en 212 casos, la madre
del recién nacido declaré haber fumado un nimero medio de cigarrillos por dia mayor que cero. Esto
sugiere que disponemos de una informacién relativamente reducida para estimar la contribucién al
peso del bebé de un cigarrillo adicional, lo que podria hacer que dicha estimacién se obtenga con
una precisién no muy alta, salvo si la diferencia entre el peso de los bebés de madres fumadoras y
no fumadoras es muy sistemética.

La educacion de la madre toma valores entre 2 y 18 afios, con una mediana de 12 anos; ésta es
también la moda, recogiendo el 40,5% de las observaciones muestrales. La educacién del padre toma
valores entre 1 y 18 anos, también con una mediana y moda igual a 12 anos; valor que aparece en un
37,2% de los nacimientos. El elevado nimero de observaciones en el nivel educativo correspondiente
a 12 anos segmenta la muestra de padres y madres entre los que alcanzan el grado medio y los que
continiian con estudios superiores.

La informacién numérica sobre la renta familiar, en miles de délares, tiene el aspecto de haber
sido redondeada, apareciendo dnicamente valores numéricos entre 0,5 y 19,5, ademds de 22,5, 27,5,
32,5, 37,5, 42,5, 47,5, 65,0. Por tanto, la variable renta tiene naturaleza discreta, tomando un
nimero relativamente alto de valores igualmente espaciados en el primer rango mencionado, para

"Los nombres en cursivas, entre paréntesis, denotan elementos del archivo de trabajo Bwght.wfl.
8Por tanto, la moda de esta variable es cero.
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pasar a tomar valores mds dispersos posteriormente. Un 38% de las observaciones estdn en el
rango (0,5;19,5) de renta, estando el 62% restante en niveles de renta superiores, por lo que el
proceso de redondeo afecta a un alto nimero de observaciones. Si hubiera una relacién continua
entre la renta de la familia y el peso del recién nacido, tal proceso de simplificacién numérica podria
dificultar notablemente su estimacién. Aunque ignoramos el modo en que la concentracién de valores
numéricos ha sido hecha, imaginemos que se ha asignado un dato de renta de 65,0 a las familias con
renta en (56, 75,65,0), asignando renta de 47,5 a aquellas familias con renta en (47,5;56,75). El
peso del recén nacido podria crecer suavemente con la renta, pero ésta se ha colapsado en los dos
extremos del intervalo, generando una importante cantidad de errores en cualquier relacién lineal
entre peso y renta. Por tanto, tenderiamos apensar que dicha relacién no existe.

La variable ordenaci;, que recoge el orden del recién nacido entre los hijos de la familia, toma
valores entre 1 y 6, siendo la moda igual a 1, con una frecuencia relativa de 57,3%. Por tanto, la
mediana de esta variable es asimismo igual a 1.

El 48% de los recién nacidos (665) son mujeres y el 52% (723) varones, por lo que la muestra
estd bastante equilibrada en este sentido; por el contrario, el 78% son de raza blanca y el 22%
restante de otras razas. Los posibles efectos del sexo y la raza del recién nacido sobre su peso no
han sido considerados en la regresién anterior, pero los consideraremos mds adelante. Es asimismo
interesante observar que de las 212 madres que declararon haber fumado durante el embarazo, 165
eran de raza blanca, mientras que de las 1089 madres que declararon no haber fumado durante
el embarazo, 924 eran de raza blanca.” Como se muestra en Bwght.xls, haber fumado durante el
embarazo es independiente de la raza de la madre.

3.2.3 Asociacién con la variable dependiente, peso del recién nacido.

Los coeficientes de correlaciéon habituales son reducidos (Tabla correlaciones), siendo el més ele-
vado numéricamente (-0,16) el del nimero de cigarrillos fumados, que es de signo negativo, como
esperarfamos. Recuérdese que una desviacién tipica aproximada del coeficiente de correlacién es el
inverso de la rafz cuadrada del tamano muestral, que estarfa en torno a 0,027. Ello harfa que la
correlacion mencionada, aun siendo reducida, fuese estadisticamente significativa. Sin embargo, el
resto de las correlaciones recogidas en la tabla sugiere que la bisqueda de capacidad explicativa del
peso del recién nacido en las variables disponibles puede resultar poco fructifera. Entre las variables
explicativas, la renta de la familia tiene coeficientes de correlacién superiores a 0,40 con los niveles
educativos del padre y la madre que, a su vez, muestran una correlacién de 0,64 entre ellos.

Sin embargo, las variables explicativas tienen naturaleza discreta, por lo que los coeficientes de
correlacion habituales no estdn plenamente justificados. Esto mismo hace que las nubes de puntos
con la variable dependiente no sean tan informativas como en otros casos; como muestra, recogemos
en el fichero de trabajo la nube de puntos entre el peso y el orden que el recien nacido ocupa entre
los hijos. Un efecto negativo, por ejemplo, vendria dado por una reduccién del peso al aumentar
el valor de la variable ordenac;. La nube de puntos nos da un intervalo de pesos observados entre
los recién nacidos que comparten un mismo valor de la variable ordenac;, y se tratarfa de ver si el
valor representativo de cada intervalo de pesos es decreciente al aumentar ordenac;.

9Esto se muestra en Bwght.xls, multiplicando las columnas de variables dicotémicas {0,1} "Fuma” y ”Blanco”, y
hallando la suma de dicho producto, y repitiendo el cédlculo con ”Blanco” y 1-”Fuma”. Suponemos aqui que la raza
de la madre y del recién nacido son las mismas. De modo andlogo, puede verse que de las 212 madres que declararon
haber fumado, 100 tuvieron un hijo varén. Esta divisién aproximada entre hijos varones y mujeres es, por supuesto,
muy razonable.
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Esto nos dirige a estimar la asociacién entre variables mediante tablas de clasificacién de sus
valores, asi como contrastando la igualdad de medias y medianas entre clases. Por ejemplo, para
analizar la posible asociacién entre el peso del bebé y la educaciéon de la madre, calculamos la
mediana del peso de los bebés para cada uno de los posibles niveles educativos de la madre, con-
trastando la igualdad de dichos valores mediana. Si estas dos variables no estuvieran relacionadas,
las medidas de posicién central (mediana o media) de la variable peso serfan similares para los
distintos niveles educativos; si existe una asociacién positiva entre ambas variables, esperarfamos
que la media o mediana de peso fuese creciente con el nivel educativo, y lo contrario ocurriria si
existiera una relacién negativa entre ambas. En ambos casos se rechazarfa la hipétesis nula de
igualdad de medias asi como la de igualdad de medianas. Para ello, debe calcularse la media o
mediana de la variable dependiente para cada uno de los distintos rangos de valores numéricos de
la variable explicativa que se considera. Nos centramos en las medianas y no en las medias debido
a la fuerte desviaciéon que muestran las distribuciones de estas variables respecto de la Normalidad,
tanto por razén de la muy elevada frecuencia observada en el valor modal, como de su asimetria. El
lector interesado puede reproducir nuestro andlisis contrastando la igualdad de medias muestrales
del peso para los distintos niveles educativos de la madre o el padre.

Al comparar las variables peso y educm, los contrastes Kruskal-Wallis y van der Waerden de
igualdad de medianas rechazan la igualdad de medianas, sugiriendo asociacién entre ambas vari-
ables (MEDN _PESO_EDUCM). Repetimos el contraste llevando a cabo cierta agrupacién
de los niveles educativos, para eliminar el problema de que algunos niveles educativos recogen un
nimero muy reducido de observaciones: para algunos niveles educativos hay una séla observacién
muestral. La agrupacién proporciona indicios aiin mds claros en contra de la igualdad de medianas.
Los valores numéricos de las medianas por clases de niveles educativos'? después de la agregacién,
recogidas en (MEDN _PESO_EDUCM?2) sugiere cierta asociacion positiva entre ambas vari-
ables, puesto que la mediana del peso parece ser creciente con el nivel educativo de la madre. Asi
lo sugieren asimismo los valores p de los contrastes de la chi-cuadrado, de Kruskal-Wallis y de van
der Waerden que aparecen en la tabla. Tal asociacién podria reflejarse en un grafico de barras
que mostrase los pesos medianas que aparecen debajo del rétulo Category Statistics en la tabla
MEDN PESO EDUCM?2 como funcién de los valores centrales de los intervalos que aparecen
para la variable educm;. Sin embargo, tal como muestra el grafico de barras de Med_peso_educm?2,
la asociacioén, si existe, es débil.

También en la relacién con el nivel educativo del padre, hemos efectuado dos veces el contraste
de igualdad de medianas: una, sin agrupar los niveles educativos (M EDN PESO EDUCP),y
otra, agrupandolos (MEDN _PESO_EDUCP2); la segunda es preferible, a pesar de que el nivel
de agrupacién es relativamente arbitrario. En casos como los que estamos analizando, 15 clases
parece un nimero razonable, pues permite que aflore cierta disparidad entre medianas, a la vez que
permite recoger una minima frecuencia dentro de cada clase. Si juzgamos por los valores p de los
contrastes, la evidencia contraria a la hipétesis nula de igualdad de medianas, lo que sugerirfa una
posible asociacién entre las variables peso y educp, es claramente menor que en el caso del nivel

10Para obtener una clasificacién de la variable Peso utilizando como clasificador los niveles educativos de la madre,
seleccionar Peso y entrar en ”Descriptive Statistics/Stats by Classification” escribiendo EDUCM en la ventana
"Series/Group for Classify”. Para contrastar la igualdad de medianas entre grupos a la vez que se lleva a cabo la
clasificacién, entrar en ”Tests for Descriptive Statistics/ Equality Tests by Classification”, escribiendo EDUCM en
"Series/Group for Classify”, y marcando "Mediana”, en vez de "Media” bajo "Test Equality of”. Para obtener
una clasificacién con agrupacién de niveles educativos, a la derecha, donde aparece ”Group into Bins if ” marcar
un nimero reducido (por ej., 10) en la ventana ”# of values”, que se refiere al nimero de rangos de valores que se
quieren utilizar para la variable que se utiliza como clasificador, en este caso, EDUCM.
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educativo de la madre, sugiriendo que el nivel educativo del padre podria no ser muy relevante para
explicar el peso del bebé. Sin embargo, no hemos de olvidar que estamos comparando tnicamente
una medida de posicién central de la variable peso para los distintos grupos definidos para educm
o educp; no examinamos el conjunto de todos los valores de peso observados dentro de cada nivel
educativo, lo que podria arrojar ciertas diferencias entre distintos niveles de educm;. Por ejemplo,
podriamos observar que los rangos observados para peso; se amplian o se estrechan al aumentar
educm;, sugiriendo que la varianza de la variable peso; es funcién del nivel educativo de la madre.
Una evolucién creciente de los pesos minimo y méximo sugeriria asimismo una relacién positiva,
siendo negativa si si se observase la evolucién contraria; esto podria ocurrir sin observar variaciones
significativas en los valores mediana.

La evidencia a favor de asociacién es bastante mds clara en la comparaciéon de peso y renta
(MEDN _PESO_RENTA),y todavia més clara en el caso de peso y cigarrillos ( MEDN _PESO_CIGS2).
Un diagrama de barras de las medianas de peso por clases de renta sugiere una asociacién posi-
tiva (MED PESO_ RENTA), mientras que un diagrama de medianas de peso por clases de
valores de cigarrillos sugiere una asociacién negativa (MED PESO _CIGS2), si bien esta dltima
clasificacién estd contaminada por el elevado porcentaje muestral con un valor cero de la variable
cigarrillos. En el fichero de trabajo se incluye asimismo la variable FUM A, que hemos definido de
modo que el valor 0 si la madre no fumé durante el embarazo, y el valor 1 si lo hizo. El valor medi-
ana de los pesos de los bebés fue de 111 y 120 onzas, respectivamente, en cada caso, lo que sugiere
cierta dependencia negativa entre el peso y el hébito de fumar. Los valores p de los contrastes en
MED PESO _FUM A son bastante concluyentes respecto a la existencia de tal dependencia.

La igualdad de medianas no se rechaza cuando se clasifica la variable peso de acuerdo con los
valores de la variable ordenac, sugiriendo que el orden del recién nacido entre sus hermanos podria
no ser informacién relevante para explicar su peso. Este andlisis descriptivo es preliminar, habiendo
relacionado, alternativamente, cada una de las variables explicativas, con la variable dependiente.
No hemos considerado, por tanto, la posible colinealidad entre variables explicativas, es decir,
que éstas puedan proporcionar informacién comun. A titulo preliminar, podriamos concluir con
una ordenacién de variables por niveles de capacidad explicativa, comenzando con el nimero de
cigarrillos y la renta familiar, junto con una posible dependencia débil respecto del nivel educativo
de la madre, mientras que el orden del recién nacido dentro de los hijos de la familia parece no
aportar informacién relevante acerca de su peso. Esta evidencia es coherente con la obtenida en la
regresion mostrada al inicio en lo relativo al efecto del mimero de cigarrillos fumados, pero no en
cuanto a los posibles efectos de las variables renta;, ordenac;, o educm;.

3.2.4 Anadlisis de regresién

Nuevamente hay que hacer notar que aunque esta seccién deberia comenzar presentando las nubes
de puntos de las variables de la regresién pero, debido a la naturaleza de las variables explicativas,
no lo hacemos. Si lo desea, el lector puede utilizar el fichero de trabajo para construir dichos
graficos. Estimamos regresiones individuales sobre las dos variables aparentemente més relevantes,
cigarrillos y renta, obteniendo,
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Peso; = 119.77 — 0,514 cigarrillos; + u;, (10)
(0,57) (0,090)
(209.3)  (—5,68)

R? = 0,022, 6, = 20,13, Ratio= 0,011 (11)

Peso; = 115,27+ 0, 118renta; + u;, (12)
(1,00)  (0,029)
(115.0)  (4,08)

R?2 = 0,011, &, = 20,24, Ratio = 0,005 (13)

donde Ratio denota el cociente entre la desviacién tipica muestral de los residuos, y la de la
variable peso, que es de 20,35.

Estos modelos de regresion simple puedan estar incorrectamente especificados por omitir algtin
efecto significativo. Si asi fuese, el coeficiente estimado (la pendiente del modelo de regresién) en
la primera estaria sesgado, en el sentido de no medir el efecto que sobre el peso tiene la tnica
variable explicativa incluida en la regresion, cigarrillos; la estimacién de dicho coeficiente estaria
recogiendo asimismo los efectos de variables omitidas que no sean independientes de la variable
incluida, por ejemplo, la renta de la familia, o la ordenacién del recién nacido entre sus hermanos.
Sabemos algo més: de acuerdo con la discusién tedrica relativa al sesgo por variables omitidas, al
omitir una variable explicativa negativamente correlacionada con cigarrillos, el coeficiente de ésta
se subestimard,sobreestimédndose si la variable omitida tiene correlacién positiva con cigarrillos
pues, en ambos casos, asignariamos a cigarrillos el efecto combinado de ambas variables. Esto es
precisamente lo que diria nuestra intuicién.

El primer paréntesis debajo de cada coeficiente estimado contiene la desviacién tipica de la
estimacién, mientras que el segundo contiene el estadistico tipo-t, cociente entre la estimacién y su
desviacion tipica. En muestras amplias de seccién cruzada es habitual obtener un valor numérico
muy reducido para el coeficiente de determinacién, si bien deseariamos que fuese algo mayor del
obtenido en estas regresiones individuales. En todo caso, los niveles obtenidos del R? en absoluto
indican ausencia de relacion.

Este es un caso en el que el uso habitual de los estadisticos tipo-t sugeriria que ambas variables
tienen capacidad explicativa relevante, siendo estadisticamente significativas; de acuerdo con tal
criterio, nadie dudarfa en incluirlas en un modelo de regresién. Sin embargo, las desviaciones
tipicas residuales, y los Ratios indican que la capacidad explicativa de cada una de estas variables
por separado es, verdaderamente, muy reducida. El coeficiente estimado para cigarrillos, implica
que, para el valor mediana de los cigarillos fumados durante el embarazo (cuando no son cero),
que es de 10, la diferencia en peso de bebés de madres fumadoras y madres no fumadoras seria
de 5 onzas, menor que la diferencia observada en la muestra, de 112 a 121 onzas, a que antes nos
referimos.

Evidencia adicional acerca de la reducida informacién que cigarrillos y renta proporcionan sobre
peso aparece en FIG_RES CIGSy FIG _RES RENTA, que representan los valores ajustados
y los residuos de ambas regresiones. Este es un tipo de gréaficos que siempre hemos de examinar, tras
estimar un modelo de regresién. Estos gréficos son la evidencia mas clara acerca de la reducidisima
capacidad explicativa de las dos variables, ya que la mayor parte de la fluctuacién en peso de unos
bebés a otros permanece en los esiduos, npo habiendo sido explicada por las variables utilizadas
como explicativas en la regresion.

Indicios adicionales acerca de la baja capacidad explicativa aparecen en CORR_PESO _AJUSTE,

31



que muestra coeficientes de correlacion entre peso y los residuos de las dos regresiones, asi como
de la regresién que incluye ambas variables, cigarrillos y renta, como variables explicativas, y de
otras regresiones que analizaremos posteriormente. Las variables mencionadas son las que han sido
incluidas como explicativas en cada regresién. Todas las correlaciones son muy elevadas, lo que
significa que la parte de la variable Peso que queda sin explicar por las variables renta y cigarrillos
es muy similar a la propia variable Peso, es decir, que las regresiones apenas explican las diferencias
en peso entre bebés. Es interesante que la correlacién sea algo menor cuando se utilizan ambas
variables, lo que sugiere que la informacién que contienen no es exactamente comtun, si bien es
reducida en ambos casos.

Correlaciones tan elevadas pueden interpretarse asimismo en el sentido de que, si utilizdsemos las
regresiones estimadas para predecir el peso de un recién nacido utilizando las variables cigarrillos y
renta como predictores, la correlacion entre la prevision resultante y el peso observado del bebé serfa
muy pequena o, lo que es equivalente, la calidad de la prediccién seria muy baja. Por ejemplo, para
el nivel mediana de renta, 27,5, el modelo (12) predice un peso de 118,52 onzas. En la muestra se
observa!!, para dicho nivel de renta, un rango de pesos entre 80 y 167 onzas; demasiada dispersién
para poder prever con precision, lo que explica el bajo ajuste del modelo.

3.3 Ejemplo: Discriminacién salarial'?

Este ejemplo tiene como objetivo describir la utilizacién de variables ficticias para contrastar la
estabilidad del modelo de regresion entre submuestras. En la primera parte del ejercicio, utilizamos
un modelo de determinacién de salarios en funcién del nivel educativo y la experiencia laboral del
trabajador, y se examinan las posibles diferencias en el modelo estimado entre las submuestras de
hombres y mujeres. Tras detectar evidencia consistente con la existencia de discriminacién salarial
en contra de las mujeres, se profundiza en analizar si la dscriminacién se debe a una menor valoracién
del nivel educativo, la experiencia laboral, o de ambos factores. En la segunda parte explicamos
diversas maneras en que el uso de variables ficiticias, convenientemente definidas e introducidas en
el modelo econométrico, permite contrastar la homogeneidad salarial entre trabajadores de distintas
caracteristicas. En esta segunda parte nos centramos en caracterizar el posible impacto diferencial
que sobre el salario tengan la experiencia laboral y el nivel educativo.

3.3.1 Descripcion de los datos

El archivo Bwages.wfl contiene datos relativos a 1.472 personas encuestadas en Bélgica en 1994,
como parte del European Community Household Panel, a las que se ha preguntado por: a) su
salario en Bef. (40 Bef. equivalen aproximadamente a 1 euro), b) su nivel de educacién, indicando
uno entre cinco niveles posibles, y ¢) su experiencia laboral, en términos del nimero de anos que el
encuestado ha trabajado hasta el momento. El salario es una variable de naturaleza continua, si bien
toma tunicamente valores positivos; la experiencia profesional es una variable discreta, observable
numéricamente, por lo que no se trata de una variable ficticia. Por el contrario, el nivel educativo
es una variable cualitativa, para la que hay que definir un variable ficticia. Esto podria hacerse
de muchas formas distintas, pero lo méds natural es utilizar los cinco primeros nimeros enteros,
asigndndolos a cada nivel educativo, en orden creciente. Hay que entender, sin embargo, que
cualquier otra asignacién numérica seria asimismo posible.

Ver Bwght.xls
12Fichero de trabajo: Bwages.wfl. La base de datos Bwages.txt estd tomada de los archivos que acompaifian a
Kuleuven
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A priori, es logico considerar que ambas variables, experiencia y educacién, pueden incidir
positivamente sobre el nivel salarial del trabajador. Un aspecto a tener en cuenta en la interpretacién
del modelo es que, a diferencia de la experiencia laboral, cuyos valores numéricos sucesivos estan
separados siempre por un ano més de experiencia, los valores sucesivos de la variable educacién
recogen distintos niveles educativos, no siendo en absoluto evidente que la diferencia entre dos
cualesquiera de dichos niveles sucesivos haya de tener siempre un mismo efecto sobre el salario.

Por tltimo, disponemos asimismo de informacién acerca de si el encuestado es hombre o mujer;
ésta es también una variable cualitativa, para la que el investigador debe construir, por tanto, una
variable ficticia. Dicha variable, con el nombre male, ya estd incluida en el fichero de trabajo. En
la descripcién del archivo (Bwages.txt)se nos dice que el valor male = 1 corresponde a varones;
en la base de datos, la variable solo toma valores 0 6 1, por lo que se ha asociado male = 0 a las
mujeres encuestadas.

3.3.2 Estadisticos descriptivos

El cdlculo de estadisticos de la variable male, en la tabla de clasificacién proporcionada por
Eviews,'® revela que hay en la encuesta 579 individuos con valor cero de esta variable (mujeres),
siendo varones el resto, 893. Podemos calcular la media muestral (0,606) y la mediana (1,000) de
esta variable pero, evidentemente, estos estadisticos carecen de interés, salvo que quisiéramos calcu-
lar, de modo muy indirecto, utilizando la media muestral, el porcentaje de personas de uno y otro
sexo dentro de la muestra. La mediana tnicamente nos dice en este caso que hay mads individuos
en la muestra con valor male = 1 que con valor male = 0; la media nos dice que el 60,6% de los
encuestados son varones.

Los estadisticos muestrales, recogidos en HIST WAGES,HIST EDUC,HIST EXPER
nos revelan asimismo que los niveles educativos observados en la muestra son 1, 2, 3,4, 5, con media
muestral de 2,38 y mediana de 3,0, mientras que los niveles de experiencia oscilan entre 0 y 47,
siendo dnicamente nimeros enteros, con una media de 17,22 anos y una mediana de 16,5 anos.

Vamos a utilizar estos datos para efectuar un doble andlisis: por un lado, caracterizar los
determinantes del salario que recibe un trabajador; por otro, contrastar si existe discriminacién
salarial entre hombres y mujeres en el mercado de trabajo de donde provienen los datos.

Para analizar los determinantes salariales, comenzamos calculando el salario medio por nivel
educativo, obteniendo, respectivamente, 340,03; 371,74; 411,60; 461,13; 563,20, para los cinco suce-
sivos niveles educativos.!* Que dichos salarios medios sean crecientes sugiere que el nivel educativo
es un posible determinante del salario. La evidencia similar para la experiencia profesional es més
dificil de obtener, entre otras cosas, porque en este caso hay 48 niveles de experiencia diferentes, en
muchos de los cuales hay un nimero reducido de encuestados, lo que hace que el salario medio de
dicho grupo se mida con poca precisién. Estrictamente hablando, el salario medio no es creciente
con cada afio de experiencia profesional'®, aunque se observa una clara tendencia a aumentar con
dicha variable; en todo caso, la evidencia muestral acerca de que el salario aumenta con la experi-
encia profesional es mds tenue que respecto al nivel educativo. El coeficiente de correlacién entre
salario y experiencia es de 0,307, sugiriendo que existe cierta relacién entre estas variables. La

13Tras marcar la variable male, marcar las pestafias: View Descriptive Statistics_ Stats by classification, y en la
ventana Series/Group for classify, indicar: male.

MPara ello, utilizamos la variable educ como clasificador al calcular los estadisticos descriptivos de la varible wage,
obteniendo WAGE_BY_ EDUC.

15Como se puede ver clasificando la variable WAGE utilizando EXPER como clasificador, lo que da lugar a la
taba WAGE BY EXPER.
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nube de puntos (nube wage_exper) que representa el salario en funcién de la experiencia arroja
asimismo una cierta imagen de dependencia, aunque débil, especialmente para los trabajadores de
mayor experiencia.

Para obtener una primera evidencia acerca de una posible discriminacién salarial, calculamos
el salario medio por sexos, obteniendo 413,95 Bef. para las mujeres, frente a 466,42 Bef. para
los hombres, y un salario medio global, para todos ellos, de 445,78 Bef. que estd, l6gicamente,
comprendido entre el promedio de uno y otro grupo. Este dato inicial ya es favorable a la posible
existencia de discriminacién salarial, por cuanto que el salario medio de los hombres es superior al
de las mujeres, supuesto que todos ellos desempenan tareas laborales comparables. Otro aspecto
interesante es que el histograma de la variable salarios revela una fuerte curtosis, que conduce al
rechazo de la hipétesis de Normalidad de acuerdo con el test de Bera-Jarque. Esto significa que
no es muy razonable creer que dicha variable quede determinada mediante la suma de un conjunto
de variables deterministas y un término estocdstico con distribucién Normal, como se supone en el
modelo de regresion lineal habitualmente.

Antes de afirmar categéricamente la existencia de discriminacién salarial, sin embargo, debemos
considerar la posibilidad de que la diferencia entre los salarios medios de ambos grupos pueda
obedecer a que las caracteristicas de los hombres y mujeres encuestados, en términos de educacién
y experiencia, sean diferentes: que el salario medio de los varones fuera més elevado no indicaria
necesariamente discriminacién salarial, si su nivel educativo y experiencia profesional fuesen més
altos. La experiencia profesional media es de 15,2 afios entre mujeres y de 18,5 afios entre hombres'®,
con una media global de 17,2 anos. Los valores mediana son 14 y 18, respectivamente, para ambos
grupos. El nivel educativo medio es de 3,59 entre mujeres, y de 3,24 entre hombres, con una
media muestral global de 3,38. Los niveles educativos mediana son de 4 y 3, respectivamente,
para mujeres y hombres. Asi, en esta muestra los hombres tienen, en media, mayor experiencia
laboral pero menor nivel educativo que las mujeres. Al no ser ambas variables més elevadas entre
hombres que entre mujeres, la diferencia en salarios entre ambos grupos puede estar indicando,
efectivamente, discriminacién salarial contra las mujeres.

3.3.3 Anadlisis de regresién

Comenzamos el anélisis de regresién utilizando separadamente el nivel educativo y la experiencia
laboral como variables explicativas del salario,

Salario; = 249,51+ 58,10 FEducacién; +u;, R*> = 0,151, &, = 165, 4. (14)
(3,58)
(16,22)

Las desviaciones tipicas y los estadisticos ¢ aparecen entre paréntesis, bajo el valor estimado de
la pendiente de la recta de regresién. Como la desviacién tipica muestral de la variable salario es
179,53, el Ratio 1 — g—: = 0,08. El salario parece aumentar, en media, en algo més de 58 Bef. por
ano de educacién; por el modo en que se ha definido la variable Fducacion, la regresion estimada
sugiere, ademds, que el incremento salarial por ano de educacién adicional es siempre el citado,
con independencia de que se trate del paso del nivel educativo 1 al 2, o del nivel 4 al nivel 5. La
regresion,

16Como se puede ver clasificando la variable EXPER utilizando MALE como clasificador. View Descriptive
statistics _Stats by classification, escribiendo male en la ventana de Series/Group for Classify.
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Salario; = 352,36 + 5,43 Experiencia; + u;, R?> = 0,094, 6, = 170, 9. (15)
(0,44)
(12, 38)

proporciona una estimacién de que el salario aumenta en unos 5,4 Bef. por ano de experiencia
laboral. Nuevamente, la regresién estimada restringe a que el incremento salarial por ano de
experiencia adicional sea el mismo tanto si el aumento se produce a un nivel reducido como a
un nivel elevado de experiencia.

4 Medidas de bondad de ajuste del modelo de regresién

Hasta aqui, hemos propuesto un criterio, de entre los muchos posibles, para obtener estimadores
de los coeficientes del modelo de regresién lineal simple: minimizar la suma de los cuadrados
de los residuos, y hemos obtenido las expresiones analiticas de los estimadores resultantes, asi
como de sus varianzas y su covarianza. Cada uno de estos estimadores es una funcién de las
observaciones muestrales de ambas variables, X e Y, y son, por tanto, variables aleatorias; por
eso hemos calculado sus esperanzas matemadticas y varianzas. Si alguno de ellos fuese funcién
tinicamente de las observaciones de la variable X tendrfa naturaleza determinista, y su valor no
cambiaria si en vez de utilizar en la estimacién del modelo la muestra de que disponemos, pudiésemos
utilizar otra muestra diferente de igual tamano.

Sin embargo, éste no es el caso: ambos estimadores dependen también de las observaciones
de la variable Y, por lo que tienen naturaleza estocdstica, es decir, su valor numérico serfa distinto
con muestras diferentes. Variando la muestra, obtendriamos distintos valores de 0 y 1, todos los
cuales nos describirian el histograma de frecuencias correspondiente a su distribuciéon de probabil-
idad. En los pdrrafos anteriores hemos demostrado que la esperanza matemaética de cada uno de
estos estimadores es el verdadero valor, que es desconocido, del pardmetro que pretende estimar,
y hemos deducido las expresiones analiticas de las varianzas de cada una de sus distribuciones de
probabilidad.

El procedimiento MCO que hemos utilizado garantiza que la recta de regresién obtenida es
la que proporciona la menor Suma de Cuadrados de Residuos que es posible obtener trazando rectas
a través de la nube de puntos. Sin embargo, en unas ocasiones tal mejor ajuste puede ser excelente,
en otras, el mejor ajuste puede no ser muy bueno. Necesitamos, en cualquier caso, disponer de
criterios que puedan resumir en un indicador el grado de ajuste de la regresion MCO a la nube de
puntos de que partimos.

Recordemos que:

U = yi — i = yi — (Bo + B13)
Si la perturbacién aleatoria sigue una distribucién de probabilidad Normal, entonces y; = 5, +

B1xi + u; también sigue una distribucién Normal, pues es igual a una constante, mds una variable
con distribucién Normal. Adems4s:

E(yi) = E(By+Bimi+ui) = By + By
Var(y;) = Var(By+ Bz +w;) = Var(w) = oo,
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de modo que, de acuerdo con el modelo, todas las observaciones de la variable endégena tienen
la misma varianza, pero diferente esperanza matemadtica, pues ésta depende del valor numeérico de
la variable X, que varia a lo largo de la muestra.
Puede probarse que el residuo correspondiente a cada observacién es una combinacién lineal
de todos los términos de error del modelo y, por tanto, si la perturbacién aleatoria del modelo es
Normal, el residuo también tiene distribuciéon Normal. Su esperanza matematica es:

E(i;) = E(yi— )= E(wi)— EBo+ B12:) = E (Bg + Brwi +wi) — E(By) — E(Byz;) =
= Bo+ 81w+ E(u;) — Bo — B12i =0

Teniendo en cuenta que, entre 8, 51, By, 51V %4, s6lo By y Bson aleatorios, puede obtenerse la
siguiente expresion para la varianza de cada residuo:

Var(a;) = Var(y, —4;) = Var |(By + Brzi +u;) — ([30 + Blzi)] =
ﬁ Z;’L:1 (zj — xi)Q

n Z;‘L:1 (z; — 57)2

Al tener esperanza cero, la varianza del residuo es un adecuado indicador de su tamafio. Podemos
ver que la varianza es tanto mayor (lo cual no es deseable), cuanto mayor es o2, pero es menor
cuanto mayor sea el tamano muestral. También es menor cuanto mayor es la varianza muestral de la
variable explicativa, lo cual es, por tanto, un aspecto deseable: un apreciable grado de fluctuacién
en X no es negativo, sino positivo. Por tltimo, nétese que la observaciéon x; correspondiente al
residuo 7 aparece en el numerador. Cuanto més se separe ésta de la media de todas las x;, mayor
serd la varianza del residuo correspondiente a dicha observaciéon muestral.

4.1 Error Estandar de la Regresién (EER)

No sélo es cierto que la esperanza matemadtica de la distribucién de probabilidad de cada uno
de los residuos MCO es igual a cero. También se cumple que su media muestral es igual a cero,
puesto que la suma de todos ellos lo es, como vimos en las ecuaciones normales. Esta es una
peculiaridad del método de estimaciéon MCO, que otro procedimiento de estimacién no tiene. Si,
considerados a lo largo de toda la muestra, los residuos tienen media cero, entonces su desviacién
tipica muestral serd un indicador del tamano promedio de cada uno de ellos. Esto es importante,
porque si la recta estimada se ajusta bien a la nube de puntos, entonces los residuos deberfan ser
pequenos en algin sentido. Utilizar la desviacién tipica muestral de los residuos parece un criterio
razonable de ajuste. Ademds, sabemos que si utilizamos n — 2 en el denominador, su cuadrado
es un estimador insesgado de 02. La ausencia de sesgo en este estimador puede demostrarse sin
necesidad de obtener previamente los residuos de la regresién, tomando esperanzas en la expresion:

Q»
SN

SCR <~ a2 I . .
n—2:;n—an—QZui(yi_ﬁo_ﬁlxi):

- nig Za’yz = ﬁ (ny _Bozyi - B Z%%)
i=1 i=1 i=1 i=1
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Su raiz cuadrada, la desviacién tipica estimada, recibe el nombre de error estdndar de la regresion
EER:

FER = L=l 7 = o

Es claro que minimizar la varianza residual equivale a minimizar el error estdndar de la regresion,
EER. Sin embargo, recordemos que la desviacién tipica tiene, respecto a la varianza, la ventaja de
estar medida en las mismas unidades que la variable a la que se refiere, el residuo, que tiene, a su
vez, las mismas unidades que la variable endégena y;. Para valorar si el ajuste obtenido por la recta
MCO a la nube muestral de puntos es bueno, es conveniente utilizar el valor numérico del EER en
relacién con alguna referencia, y la media muestral de la variable endégena es un buen indicador.
Ello nos permite presentar el porcentaje que de la media de y; representa el EER, pudiendo decir,
por ejemplo: el modelo estimado es bueno, puesto que el EER es tan sélo un 4% de la media de
la variable end6gena o, por el contrario: "el ajuste obtenido no es muy bueno, porque el tamafno
medio de los residuos, indicado por el EER, es de un 65% de la media de Y".

4.2 El coeficiente de determinacion

El interés del EER como indicador del grado de ajuste de un modelo de regresién disminuye
cuando queremos comparar la bondad del ajuste de dos modelos que tienen una variable dependiente
diferente. En tal caso, no es en absoluto cierto que el modelo con menor EER, sea el modelo con
mejor ajuste; de hecho, no podremos afirmar nada al respecto, salvo que establezcamos alguna
medida relativa de grado de ajuste, que es lo que hacemos en esta seccién. A diferencia del EER, el
coeficiente de determinacion que ahora definimos, denotado por R?, es un indicador sin unidades,
que no es preciso ni tiene sentido poner en relacién con ninguna de las variables del modelo.

En primer lugar, escribamos para cada observacién 1 :

Yi—y= G —9)+ Wi—9)= (0 —y) +

que muestra que la distancia entre una observacién y; y su media y puede escribirse como la
distancia entre su valor ajustado g; y dicha media, mds el residuo correspondiente. La distancia
a la media del valor ajustado puede ser mayor o menor que la de la observacién y;, por lo que
el residuo puede ser negativo o positivo. La regresién estimada por MCO proporciona el valor
numérico de ¢; — ¥, que es una aproximacion a la distancia y; — 4. El resto es la parte no explicada,
o residuo. Como hemos mencionado, la explicacién puede exceder o no de y; — y. La igualdad
anterior muestra cémo la desviacion total respecto a la media puede escribirse como la suma de la

desviacion explicada y el residuo.

Si elevamos al cuadrado ambos miembros, tenemos:

N2 ~ —\2 ~92 ~ N
(i —9)" = (9 —9)" +a; +2 (9 —y)

y sumando a lo largo de toda la muestra:

D=9 =3 G —9)+ 38 +2) (5 —9) (16)

Pero:
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n

n n n n
Swilpi—9) = Y w5 =Y wigi= wB+ B =
=1 =1 i=1 =1

i=1 i=

Bo Y i+ 1Y iz = Bo(0) + 5, (0) =0
i=1 1=1

donde hemos utilizado repetidamente el hecho de que la suma de los residuos MCO es igual a
cero, asi como que la suma de sus productos por x; también es igual a cero. Ambas condiciones
provienen de las ecuaciones normales.

Finalmente, substituyendo en (16), llegamos a:

es decir:

nSj = nSy +nSge

que expresa como la wvariacidn muestral total en la variable Y, que es n veces su varianza,
puede descomponerse como la suma explicada por la regresion estimada, nSgp = >0 | (9 — gj)z,
el primero de los sumandos del miembro derecho, mas la suma no explicada, que es la suma de los
cuadrados de los residuos. Si dividimos la suma explicada por la variacién total en Y, tenemos la
definicién de coeficiente de determinacion:

R2 — nSgp Sy — Sp2 1— Sy > (5 — 7)?
T nS2 S2 - n N2 N N2
Yy Yy >ie1 (i —9) >ic1 (i —7)

de modo que:

R?_1 Variacion no explicada en' Y Variacion explicada en 'Y

Variacion total en' Y o Variacion total en' Y

Proposition 1 FEl coeficiente de determinacion de todo modelo de regresion toma siempre valores
numéricos entre 0 y 1.

Proof. El miembro derecho de la ecuacion es el cociente de dos términos positivos, luego es positivo.
Ademds, hemos visto que el numerador es uno de los dos componentes del denominador, luego su
valor numérico es inferior al de éste. En consecuencia, el cociente, que es positivo, es inferior a la
unidad. =

El coeficiente de determinacion, a veces denominado R — cuadrado, nos indica el porcentaje
de la variacién total en la variable Y que la regresion estimada es capaz de explicar. La idea es que
si la regresion tiene un ajuste suficientemente bueno, sera debido a que la variable X explica buena
parte de la variacién que Y experimenta a lo largo de la muestra, los residuos serdn generalmente
pequenos, la variacién explicada en Y serd un porcentaje elevado de su variacién muestral total, y
el coeficiente de determinacién serd préximo a la unidad. Lo contrario ocurrird cuando el ajuste
de la recta MCO a la nube de puntos no sea suficientemente bueno, en cuyo caso el coeficiente de
determinacién serd proximo a cero.
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Asi pues, un coeficiente de determinacion préximo a 1 significa que las estimaciones obtenidas
para los coeficientes del modelo de regresiéon hacen a éste capaz de explicar un elevado porcentaje de
las variaciones que experimenta la variable endégena. El modelo proporciona en tal caso un buen
ajuste a los datos, por lo que puede utilizarse con confianza para efectuar evaluaciones e inferencias
acerca de la cuestion conceptual que lo motivé inicialmente. En el extremo contrario, un coeficiente
de determinacién préximo a cero significa que las estimaciones obtenidas apenas explican las varia-
ciones que experimenta la variable endégena, por lo que el modelo no puede utilizarse con una gran
fiabilidad.

Hay que tener bastante cuidado, sin embargo, con la interpretaciéon del coeficiente de de-
terminacién de una regresién. En ocasiones, si la muestra consta de pocas observaciones, quizd uno
o dos residuos elevados pueden generar un coeficiente de determinacién reducido y, por ello, con-
ducir a creer que la regresiéon estimada es mala, cuando excepto por dichas observaciones, el ajuste
puede ser excelente. Por otra parte, si la muestra consta de muy pocas observaciones, y ningin
residuo es especialmente alto, se tendra un coeficiente de determinacién muy elevado, sin que deba
interpretarse como un excelente ajuste, sino méas bien como un indicador de escasa informacién
muestral.

Otro caso delicado se refiere al uso del coeficiente de determinacién con muestras de series
temporales que muestran una tendencia similar. En tales casos, el coeficiente de determinacién se
aproxima a la unidad, aunque la relacién entre ambas variables, excepcién hecha de sus tendencias,
pueda ser pobre. Esto viene indicado por dos ejercicios relacionados: a veces, basta estimar y extraer
una tendencia determinista de dos series temporales X e Y para que un coeficiente de determinacién
en torno a 0,90 antes de la extraccién de tendencias, se reduzca a 0,3 6 0,4. El otro ejercicio, casi
reverso del anterior, puede efectuarse tomando dos variables con poca relacion, y anadiéndoles una
tendencia, es decir, el producto de un detemrinado coeficiente, como 8 = 0,27, 6 8 = 3,45, por una
variable de tendencia, que toma valores 1,2,3,... . Pues bien, si el coeficiente de determinacién antes
de anadir la tendencia estaba en torno a 0,20, por ejemplo, podria pasar a ser de 0,80 tras anadir la
misma tendencia a ambas variables. Estos ejercicios son importantes, porque no querriamos decir
en ninguno de los dos casos que las dos variables estdn muy relacionadas y que, en consecuencia,
el modelo de regresion estimado es bueno, sélo porque el coeficiente de determinacién sea elevado
debido a la presencia de la tendencia comun a ambas variables. Este aspecto, de suma importancia,
es conocido como el problema de regresién espiria, y es estudiado en detalle mas adelante.

Todo esto hace que, entre otras cosas, se exija un coeficiente de determinacién superior en
regresiones estimadas con datos de series temporales que con datos de seccién cruzada. En todo
caso, es imprescindible acompanar toda estimaciéon de un modelo de regresién, con los estadisticos
que permitan evaluar la bondad del ajuste entre modelo y datos. Estos incluirdn el coeficiente de
determinacién R?, el EER, asi como estadisticos que examinaremos en las préximas secciones.

4.3 Correlacién en el modelo de regresién lineal

Correlacién es el grado de dependencia que existe entre variables. Cuando se trata de sélo dos
variables, existe una medida, el coeficiente de correlacién, introducido por K.Pearson:
b = Cov(z,y)
Y Var(z)y/Var(y)

cuya justificacién estamos ahora en condiciones de comprender. Vamos a demostrar que el
coeficiente de correlacién de Pearson mide el grado de dependencia lineal que existe entre dos
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variables, X e Y.
Para ello, partimos del coeficiente de determinacién de una regresién lineal simple, y ex-
traemos su rafz cuadrada, denotando por r,, al estadistico que asf se obtiene:

Txy:VRQZ 1*5‘;}22
V Y

Ui :BO+lei = (§73153> +Blmi = g+31($i )

Ahora bien, puesto que:

tenemos:
L e 1 R N\
Sz = ”Z-:l(yl i) 7”1:1 [yz <y+ 52 (w x)ﬂ =
1 i _ Sx 2 — SJL
R (R E R 1 a:)(yi—y)]:
=1 x x
2 2 2
o, Say) o (Say)” o (Say)
S, + (55)2 Sz 32 =5, 52
Yy, en consecuencia:
(Szy)z 2
S Sy — =g (Sey)®  Sa
o=V R2=,]1- % —,|1— R Ty, Y

obteniendo, precisamente, el coeficiente de correlacion lineal. Es decir, por haber demostrado
que el coeficiente de correlacion de Pearson no es sino la raiz cuadrada del coeficiente de deter-
minacién en un modelo de regresién lineal, podemos afirmar que el coeficiente de correlacién de
Pearson mide el grado de relacién entre dos variables, X e Y, supuesto que la relacién entre ambas
sea de tipo lineal. Por tanto, su interpretacién sélo estd realmente justificada en la medida que la
regresién 6ptima entre ambas variables, es decir, la esperanza condicional de Y dado X, sea lineal,
y no en otro caso.

Asimismo, puesto que ya hemos probado que el coeficiente de determinacién estd comprendido
entre 0 y 1, podemos obtener ahora como corolario que el coeficiente de correlacion de Pearson estd
siempre comprendido entre -1 y +1, resultado bien conocido de cursos de Estadistica.

Es importante destacar que si la verdadera relacién entre dos variables no es lineal, y utilizamos el
coeficiente de correlacién de Pearson como un indicador del grado en que ambas estédn relacionadas,
podemos cometer todo tipo de errores. En tal situacién, habria que tratar de identificar qué forma
funcional adopta el mejor modelo de relacién entre ambas variables con el objeto de proceder a su
estimacién y posterior evaluacién de los correspondientes residuos. No es dificil encontrar ejemplos
de relacion no lineal exacta entre dos variables a pesar de que ambas presentan un coeficiente de
correlacién igual a cero.

Como sabemos, si dos variables son independientes, entonces su covarianza es igual a cero. Pero
el coeficiente de Pearson es el cociente entre ésta y el producto de las desviaciones tipicas de X e Y,
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por lo que, si dos variables son independientes, entonces su coeficiente de correlacion lineal es igual
a cero. Ello no puede sorprendernos en modo alguno: estamos afirmando que si dos variables X e
Y son independientes, y ajustamos una recta de regresién, es decir, un modelo lineal, a un conjunto
de observaciones muestrales de ambas variables, entonces detectaremos un grado de asociacién nulo
entre ambas.

También podriamos ajustar modelos de otro tipo, con funciones no lineales; aunque no los
hemos examinado aqui, existen procedimientos de estimacién de tales modelos. Hecho tal ejercicio,
volveriamos a detectar una capacidad nula del modelo no lineal, para relacionar X e Y, si bien es
cierto que deberfamos utilizar algin estadistico adecuado, que relacionase la suma de cuadrados
de los residuos con la suma de cuadrados de la variable Y. En resumen, si dos variables son
independientes, no podemos estimar ninguna forma funcional de relacién entre ellas que genere
capacidad explicativa alguna; en particular, una recta no explicard ninguna asociacion.

Por el contrario, si el coeficiente de correlaciéon de Pearson es nulo, sélo podremos afirmar
que la relacion lineal entre ambas variables no es muy buena, pues no se detecta un grado apreciable
de asociacién entre ambas, supuesto que la forma funcional de tal hipotética relacién sea lineal. Sin
embargo, ello no excluye la posibilidad de que otra forma funcional, no lineal, reflejase un grado
de asociacién notable entre ambas variables que, en tal caso, serfan dependientes. Por tanto,
ausencia de correlacion lineal entre dos variables, o incorrelacion, que es lo que mide el coeficiente
de correlacién de Pearson, no implica en modo alguno su independencia.

Ahora que conocemos la estrecha relacién entre coeficiente de correlaciéon de Pearson y
coeficiente de determinacion, podemos apreciar que el primero nos proporciona una informacién
acerca de la relacién entre las variables que el coeficiente de determinacién no consigue transmitirnos.
Ello se debe a que el coeficiente de determinacion es el cuadrado del coeficiente de correlacion,
por lo que pierde la informacién concerniente a su signo; ésta es relevante, excepto en algunas
situaciones en que es perfectamente conocido a priori, dada la naturaleza de las variables X e Y.
Por ejemplo, si estimamos una regresién de la cantidad vendida de un producto en un mercado
con cierto poder de monopolio, sobre su precio, sabemos a priori que ésta serd una relacién de
signo negativo: un coeficiente 5, negativo implicard que variaciones positivas, es decir, aumentos
en el precio del producto, se transmiten en variaciones negativas, es decir, descensos, en la cantidad
vendida, y viceversa. En este ejemplo, nos interesard tan sélo tratar de estimar el grado en que el
precio explica la cantidad vendida: si lo hace en gran medida o si, por el contrario, la capacidad
explicativa no es muy elevada y debemos encontrar otros factores explicativos (quizd precios de otros
productos con cierto grado de sustitucién del nuestro, la renta de las familias, etc.) que anadir al
modelo de regresion.

Cuando no contamos con esta informacién, queremos estimar no sélo la capacidad que X
tiene para explicar las variaciones que experimenta Y, sino también el signo de su relacién. Para
ello, observemos que el signo del coeficiente de correlacién es el mismo que el de la covarianza,
de modo que si ésta es positiva, la relacién entre ambas variables es positiva o creciente, siendo
negativa o decreciente en el caso alternativo. Por otra parte, los valores numéricos absolutos del
coeficiente de correlacién de Pearson evolucionan muy en relacién con los que toma el coeficiente
de determinacién: si uno es cero, lo es el otro, mientras que si el valor absoluto del coeficiente de
correlacion es uno, también es igual a uno el coeficiente de determinacién. Ademds, puesto que el
coeficiente de determinacién sélo toma valores numéricos entre 0 y 1, necesariamente el coeficiente
de correlacién toma valores numéricos entre -1 y +1.

Asi, decimos que cuando el coeficiente de correlacion lineal es proximo a +1, la relacién entre
ambas variables es estrecha y directa, o de signo positivo, es decir, cuando una aumenta, también
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lo hace la otra, y también tienden a disminuir simultdneamente. Cuando una de las variables
estd por encima de su media, la otra variable tiende a estar también por encima de su media, y
cuando una estd por debajo, también tiende a estarlo la otra. Si fuese exactamente igual a +1, lo
que es practicamente imposible cuando se trabaja con datos reales, dirfamos que la relacién entre
ambas variables es perfecta, y positiva o directa. Cuando el coeficiente de correlacién es préximo
a -1, entonces la relacién es muy estrecha, pero inversa, o de signo negativo, es decir, cuando una
variable aumenta la otra tiende a disminuir, y viceversa. Cuando una variable estd por encima de
su media, la otra avriable tiende a estar por debajo de su media. Si fuese exactamente igual a -1,
dirfamos que la relacién entre las variables es perfecta y negativa, o inversa. Cuando el coeficiente
de correlacién es proximo a cero, también lo es el coeficiente de determinacion, por lo que decimos
que la relacién lineal entre las variables X e Y es practicamente inexistente.

No debe olvidarse, sin embargo que, a diferencia del coeficiente de determinacién, el coefi-
ciente de correlacién no es estrictamente cuantitativo: si tenemos dos modelos de regresion para una
misma variable dependiente, con coeficientes de correlacién de .35 y .70, no podemos decir que el
segundo tiene un ajuste doblemente mejor que el primero, si bien podemos afirmar que muestra un
ajuste claramente mejor. Tales afirmaciones acerca de comparaciones estrictamente cuantitativas
sélo pueden hacerse para el coeficiente de determinacién, por su significado como porcentaje de la
variacion en la variable dependiente que el modelo es capaz de explicar. Si los anteriores valores
numéricos correspondiesen a los coeficientes de determinaciéon de ambos modelos, entonces si que
podriamos afirmar que el segundo muestra un ajuste doblemente superior al primero.

En definitiva, los andlisis de correlacion y de regresién proporcionan respuestas similares
acerca de la evolucién conjunta de dos variables (o mds de 2 variables, en el caso de la regresién
multiple). El an4lisis de correlacién, basado estrictamente en el cdlculo del coeficiente de correlacion
de Pearson, facilita el grado y signo de la asociacién, pero no proporciona una idea acerca de la
forma funcional de dicha relacién, ni tampoco su direccién. Esta, que si se obtiene con el andlisis
de regresién, es una ventaja del mismo, pero estd condicionada a que se satisfagan las hipétesis
del modelo de regresion lineal, que condicionan la validez del método MCO para la estimacién del
modelo lineal de regresion: asi, si a) la verdadera funcién de relacién entre variables, que el analista
desconoce, es realmente lineal, b) no se omiten variables explicativas relevantes, ¢) el término de
error del modelo no tiene media significativa, d) ni sus valores para distintas observaciones estdn
correlacionados entre si, e) si su varianza es la misma para todas las observaciones, y f) si no
existe una relacién causal de Y hacia X, entonces el andlisis de regresion mediante la estimacién
MCO esta plenamente justificada y serd conveniente utilizarlo, por cuanto que nos proporciona més
informacién que el mero andlisis de correlacion.

Ademas, el uso del estimador MCO en el modelo de regresién lineal simple estd justificado
por sus propiedades de eficiencia: es el estimador lineal de minima varianza y si, ademds de las
condiciones anteriores, las perturbaciones tienen distribucién Normal, entonces es eficiente, pues su
varianza alcanza la cota de Cramer-Rao.

Por el contrario, si tenemos razones para creer que una o mds de tales hipétesis dejan
de cumplirse en un grado apreciable, podemos perder confianza en los resultados que el andlisis de
regresion pueda facilitarnos, prefiriendo efectuar un andlisis de correlacién, cuya validez no descansa
sobre tantas hipétesis, si bien precisa del supuesto acerca de que la verdadera funcién de relacién
entre X e Y sea lineal.
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4.3.1 Propiedades de los residuos de Minimos Cuadrados

Noétese que las ecuaciones anteriores pueden escribirse también:

n

i =0
i=1

n
Z.’L‘i’fbi = 0
i=1

que son dos propiedades del estimador de minimos cuadrados:

1) la suma de los residuos que genera el estimador de minimos cuadrados es igual a cero, lo
que no necesariamente ocurre con otro procedimiento de estimacién [ver suma de la columna 7 del
Cuadro 1], y

2) los residuos de mfnimos cuadrados estdn incorrelacionados con la variable explicativa del
modelo. Cuando se considera un modelo de regresién lineal general o miltiple, que incluye no una,
sino k variables explicativas, los residuos de minimos cuadrados estdn incorrelacionados con todas
las variables explicativas del modelo [ver suma de la columna 8 del Cuadro 1].

4.4 Esperanza matematica

La expresiéon del estimador MCO de la pendiente del modelo de regresién lineal simple puede
escribirse:

Z?:l (ml - -77)2 E?:l (mi - j)2 i=1 Z?:1 (xz - i‘)2

como una combinacién lineal ponderada de las observaciones de la variable endégena, con pon-

5 Y @i =) Wi—9) _ Y (@i D)y _ ) LT Sl N Zay (17)

deraciones:

r;, — T

2
Yoy (zi — )
En esta cadena de igualdades hemos utilizado el hecho de que la suma de las desviaciones de una

variable con respecto a su media muestral, es siempre igual a cero. Las ponderaciones en esta
expresion suman cero:

- o — - Tr; —T _ Zle(xi—i) _ 0 _
202N\ ) Ty N !

)
i=1 i=1 o1 (i — 2 im1 (T — )

a; =

Adema4s:

o, = 3[BT D S CIR TN VT S ) DY)

i — —2 i = 2 —

i—1 i=1 Z?:l (-TZ - 37) 2?21 (wi - 37) Zi:l (l‘
> a? — nz? > a? — nz?

K3
S a? - 22 (nd) fna? | S, a? — na?
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Y la suma de los cuadrados de las ponderaciones:

B 2

o S B N Y ) S S
Z ; Yil (@i =) Yo (@i — x)Qr Yy (o —2)* nSE

Recordemos que estamos suponiendo que los valores x1,x2,... tomados por la variable X son fijos, es
decir, no estdn sujetos a ninguna incertidumbre, de modo que, si volviésemos a tomar otra muestra
de igual tamano, tendriamos para dicha variable las mismas observaciones numéricas, una por una,
que las que ya disponemos. Tan sélo las observaciones y1, yo,... de la variable endégena Y diferirian
de las actualmente disponibles, debido a que las realizaciones muestrales de la perturbacién aleatoria
u;, el inico componente aleatorio de Y, serian diferentes de las actuales. Vamos a utilizar ahora
repetidamente el cardcter determinista no aleatorio, de la variable X.
Si sustituimos en (17) y; por su expresion a través del modelo de regresion, tenemos:

B o= D ai(Bo+Bimitw) =Y b+ Y ibimi+ Yy = (18)
i=1 i=1 i=1 i=1
= 5020” +512aixi +Za¢ul Bo-0+ ;.1 —Fz:ozlu2 =
i=1 i—1 i=1 i=1
= B+ Z QU
i=1

donde hemos utilizado las dos propiedades antes demostradas. Esta es una representacién muy
1util, que presenta el estimador de minimos cuadrados de la pendiente como una combinacién lineal
de las perturbaciones del modelo, con coeficientes «;, méds una constante desconocida, el verdadero
valor de dicha pendiente. Los coeficientes «; en dicha combinacién lineal varian de una muestra
a otra con los valores de la variable explicativa, X, por lo que el valor numérico del estimador de
minimos cuadrados también variaria si dispusiéramos de distintas muestras recogidas en distintos
periodos de tiempo, por ejemplo.

Es importante recordar que suponemos que la variable explicativa es determinista. Es decir, que
los valores numéricos observados en la muestra para dicha variable son los 1inicos posibles, dadas las
unidades de observacién muestral, sean individuos, empresas, familias, o un conjunto de observa-
ciones de detemrinada frecuencia (diaria, mensual, trimestral anual) a lo largo de un determinado
intervalo de tiempo. Recordemos que de una muestra a otra, cambiarian los valores observados de
la variable dependiente, y; porque cambiaria la realizacién numeérica de las perturbaciones u;, pero
no porque cambiasen los valores de la variable explicativa x;, que serfan los mismos entre distintas
muestras extraidas de las mismas unidades de observacién.

A continuacién, vamos a obtener la esperanza matemadtica y la varianza de los estimadores
de minimos cuadrados de ﬁo y Bl Esto es necesario para poder proceder a contrastar hipétesis
acerca de sus verdaderos valores que, recordemos, son desconocidos. Disponemos de una estimacién
numeérica, obtenida con la muestra disponible, que seria diferente si pudiésemos calcularla con otra
muestra distinta.

4.4.1 Ausencia de sesgo del estimador de minimos cuadrados

Tomando esperanzas, y notando que:
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E (a,uz) = OtiO =0

tenemos:

n n n
E(B) =8 +E (Z au) — B+ Y Elau) =B+ Y B (u) = B,
i=1 i=1 i=1

lo que prueba que el estimador MCO del pardmetro 3, es insesgado, puesto que su esperanza
matemadtica coincide con el verdadero valor del pardmetro que se pretende estimar, que es descono-
cido.

Por tanto, el supuesto E(u;) = 0,i = 1,2, ..., N es suficiente para garantizar la ausencia de sesgo
del estimador de minimos cuadrados de la pendiente: B 1- Notemos que el supuesto de que la variable
explicativa no es aleatoria es crucial para probar la ausencia de sesgo del estimador de minimos
cuadrados. En las expresiones anteriores nos hemos encontrado con F (o;u;), y cada a; depende
de todas las observaciones z;,j = 1,2, ..., n. Si fuese aleatoria, no sabrfamos decir nada acerca de la
esperanza matematica F(z;u;), salvo haciendo supuestos especificos acerca de la covarianza entre
ambas variables aleatorias, x; y u;, pero mucho menos acerca de la esperanza F (a;u;) .

Recordando que la expresién del estimador MCO del término independiente 3 es:

Bo=9- Bz
notemos que:
E(y) :ﬁo‘*‘E(B@) + E(u) = By + 17

por lo que:

E (Bo) = E(j) — E(B,1) = (Bo + B17) — E(By).z = (Bo + B17) — B1Z = By

de modo que, al igual que ocurria con la estimacién de 3, el estimador MCO de 3, es también
1msesgado.

La recta de regresién estimada pasa por el punto (Z, 7). Es decir, el valor numérico que la recta
de regresion estimada asocia a la variable dependiente Y cuando X = T es, precisamente, Y = .
En efecto:

92304‘313@:(@—@1@)4‘3155:§

El punto (Z,y) se conoce en ocasiones como el centro de gravedad de la nube de puntos
(xi7yi);7: = 1,2, 7,ZV

4.5 Matriz de covarianzas

Todo estimador puntual debe ir siempre acompanado de una medida de dispersién del mismo,
generalmente su varianza, de modo que podamos juzgar el grado en que se aproxima al verdadero
valor del pardmetro que pretendemos estimar. Pero ademds, para poder llevar a cabo un anélisis de
inferencia estadistica, es decir, para poder contrastar si alguno de los coeficientes 5, 6 5;, o ambos,
toman determinados valores tedricos, es preciso disponer de desviaciones tipicas de sus estimaciones.
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Estos no son sino un caso particular de los problemas de estimacion e inferencia estadisticos, y los
resolvemos de modo similar, mediante la construccién de intervalos de confianza, al nivel deseado,
alrededor del valor hipotético que se pretende contrastar.

4.5.1 Varianza del estimador de minimos cuadrados de la pendiente del modelo de
regresion lineal simple

Recordemos el supuesto de que las perturbaciones aleatorias del modelo correspondientes a todas
las unidades muestrales tienen la misma varianza, o2. Por tanto, si partimos de la expresién (18)
que antes obtuvimos para el estimador de 5, tenemos:
2 2,2
Var(ouu;) = a;Var(u;) = ooy,
para cualquier 7 = 1,2, ... . Entonces, puesto que la covarianza entre u; y u; es igual a cero, se
tiene:

i QUG = i E (aiui) = i aiE (ui) = i aiO =0

i=1 i=1 i=1 i=1

i o = i Var(a;u;) Z a2Var (u;) = Z of | =
i=1 i=1

S (-2 nSE

Como el estimador 3, es la suma de una constante (el verdadero valor 8;) y una variable
aleatoria (la suma ponderada de las perturbaciones) [ver (18)], la varianza de [3; serd igual tan sélo
a la varianza de esta ultima suma:

2 2

A o o
Var (5,;) =Var g | = o2 ==t =
! ¢ 72 nS2
; Zi—1 (z; — ) x
Resaltemos que esta expresi(’)n es vélida bajo los supuestos de que todos los términos de error
tienen la misma varainza (es decir, que la varianza es constante a lo largo de la muestra), y de
independencia entre dos cualesquiera de los términos de error.

4.6 Estimacién de la varianza del término de error o perturbacién aleato-
ria del modelo

Conociendo las expresiones analiticas de las varianzas de ambos estimadores, asi como también
de su covarianza, podremos contrastar hipétesis acerca de valores tedricos para alguno de los dos
coeficientes, y también contrastar hipétesis conjuntab acerca de ambos simultdneamente. Pero en
ellas aparece la varianza del término de error o2, que es desconocida. Debemos, por tanto, estimar
este pardametro, y utilizar su estimaciéon en lugar de su verdadero valor, que es desconocido.

Por similitud, parece razonable utilizar la varianza muestral de los residuos como un estimador
de la varianza poblacional 2. Los residuos de minimos cuadrados tienen media cero, como muestra
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la primera ecuacién normal, por lo que su varianza muestral es: S2 = L 3" 42 = SCR/n. Pero
n 3

estimamos con una pequena correccién:
n

1 n
L2 L9 2
Uuin—QZuiin—QSﬁ

=1

Tomamos n — 2 y no simplemente n en el denominador, pero que el estimador c?i sea insesgado
[ver Apéndice]. Una vez que se dispone de una estimacién de la varianza, puede utilizarse en
las expresiones de la varianza de los estimadores de los coeficientes, de manera que tenemos asi
estimaciones de las varianzas de los coeficientes estimados, lo que indicaremos con un circunflejo
encima de la palabra "Varianza".

Ejemplo.- Con los datos del Cuadro 1, tenemos una Suma Residual, es decir, una suma de
cuadrados de residuos, de 80,2. Ello nos lleva a la estimacién de la varianza del término de error:

1 & 80, 2
~2 ~2 ) ~
= S = = 2 u = 2,
oy, n_2;21u1 162 5,729 = ¢ 393
Suma Cuadrados Re siduos 5,014
R> = 1- =1- =1-0,428 = 0,572
Suma Total 11,715 ’ ’

Podemos utilizar ahora la estimacién de o2 en las expresiones de las varianzas de los estimadores
de Minimos Cuadrados que aparecen en el Apéndice:

; o2 5,729 N
v = . =220 g 03417 = DT (B,) = 0,1
ar (5,) S P " Tors ~ T~ () =0.185
n 2
Y _ oo D ®m 57291911 N
Var (ﬁo) = o} S (= 7 =16 1679 4,075 = DT (52) =2,02
= 2
5 oA\ zo? 5,729 o
Cov (50751) = ST (@ 5:)2 = 167,9(10’4) =—0,354

Finalmente, el modelo estimado se representa escribiéndolo como la funcién lineal que es, ano-
tando debajo de los coeficientes estimados sus desviaciones tipicas que son, asimismo, estimadas,
como acabamos de ver, pues sus verdaderos valores dependen de o2:

yi = 4,35 + 0.799x; +u;, R?>=0,572; 6, = 2,393
(2,02) (0,185)

4.7 El modelo de regresién lineal en desviaciones respecto de la media

Como hemos visto en la seccién anterior, a partir del modelo de regresion lineal:

Yi :ﬂ0+ﬂ1xi+ui7 1= 17273a"'an

se deduce que:



y, restando, tenemos un modelo en el que cada variable aparece en desviaciones respecto de su
media muestral:

yzigzﬁl (xl*j)*»(uiia)? 221,2,3,771,

Nétese que la primera y tercera ecuaciones son vélidas para cada observacién muestral y tenemos,
en cada una de ellas, tantas relaciones como observaciones muestrales, mientras que la segunda
ecuacion aplica sélo a las medias muestrales y constituye, por tanto, una dnica relacion.

En el modelo en desviaciones no hay término independiente, y el término de error es distinto
del término de error del modelo original.

Si estimamos este modelo en diferencias por minimos cuadrados, tendremos el mismo estimador
de B que en el modelo original, ya que:

Var (z; —z) = Var(x;)
Cov([(z; —),(yi —y)] = Cov(zi,yi)
Aunque no habremos estimado [, puesto que dicho pardmetro ha desaparecido del modelo,
podemos utilizar la relacién que obtuvimos antes para calcular 8, =y — (5, %.

La varianza del término de error del modelo en diferencias es ligeramente distinta del modelo
original, puesto que:

Var (u; —a) = Efu;(u; —0)] = E(u?) — F (wa) =

K3

"L, 1 n—1
= Bw)-E|w) —|=02—-0)= 2
(u’L) (u n) Uu nau n O—U

i=1

Los residuos del modelo estimado con las variables en desviaciones respecto de la media son:

O =(yi —¥) — By (zi —2) =y — (§— 17) — B1z
y, por tanto, coinciden numéricamente, con los que se obtienen estimando el modelo con las
variables originales.

4.8 El modelo constante

Consideremos un modelo muy sencillo:

Yi = Bo + Ui,

en el que aparece una constante como tnica variable explicativa, por lo que se denoomina modelo
constante de regresion. El estimador MCO seré el estadistico muestral que minimice la suma de los
residuos, que en este caso es:

n n
. 2
SCR=) ;=7 (yi— 05",
i=1 i=1
por lo que se trata de minimizar la suma de las desviaciones al cuadrado entre los valores
muestrales de la variable Y y un estadistico. La solucién a dicho problema de minimizacién estd dada
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por la media muestral, y el valor minimizado es, por tanto, la varianza muestral. En consecuencia,
el estimador del modelo constante de regresiéon es la media muestral. Ello significa que la media
muestral es el estimador éptimo, cuando no se dispone de informacién acerca de ninguna otra
variable. En tal situacién, lo mejor que podemos hacer es aproximar cada valor potencialmente
observable de la variable Y por la media muestral de que dispongamos. Es, desde luego, un estimador
algo pobre, pero nos sirve de referencia a la que hay que mejorar; es decir, contando con informacién
muestral acerca de alguna otra variable, hemos de conseguir estimaciones MCO de un modelo de
regresion tales que la Suma de Cuadrados de Residuos que generan sea inferior a la varianza muestral
de Y. Pero ello va a ocurrir siempre. Cuando se estima el modelo constante, la Suma de Cuadrados
de Residuos, que es la varianza de Y, coincide con la Suma Total, por lo que el coeficiente de
determinacién es igual a cero. Ningin otro modelo tendrd un coeficiente de determinacién inferior.

4.9 Eficiencia

En el modelo de regresion, la aleatoriedad proviene del término de error, de quien suponemos
que tiene esperanza matemédtica nula y varianza o2. La aleatoriedad se transmite a la variable
yi, que tiene esperanza E(y;) = 8, + (B,@; y varianza o2, igual a la de u;, de quien se diferencia
en una constante, 8y + B,x;. Por otra parte, (17) muestra que el estimador MCO de /3, depende
linealmente de las observaciones de la variable aleatoria Y. También 3, es una combinacién lineal

de las observaciones y;:

Il
<
|

n n
Bo y— 6z =19y— <ﬁ1 +Zaiui> r=y-pr—-= (Zai(yi — Bo _61%‘) =
i i=1
n n n n
= §-BZ—ZY i+ BTy i+ BTZY =7 FEZ—TY oy + B0+ BTl =
i=1 i=1 i=1 i=1
= g—ffzaiyi = ﬁzyz —C?Zaiyi = Z <n —faz') Yi
i=1 i=1 i=1 i=1
Pues bien, el estimador MCO es de minima varianza dentro de la clase de estimadores lineales:

Theorem 2 (Teorema de Gauss-Markov).- Bajo los supuestos del modelo llineal de regresion, el
estimador MCO es el estimador lineal insesgado de minima varianza de los coeficientes del modelo
de regresion.

Proof. Consideremos un estimador lineal de la pendiente del modelo de regresién:

n
Bi = Z CilYi
i=1

que supondremos distinto del estimador de minimos cuadrados, es decir, que no todas las con-
stantes ¢; son iguales a las a;. Para que este estimador sea insesgado ha de cumplirse:
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3

) - el
= 50207,4’512%14’0
i=1 i=1

Ci(ﬂo + lei + ’LL@)) =F (BO ch> + ﬁlEzcixi + EZCiui =
=1 =1 =1

que serd igual a 8, y, con ello, el estimador 3, serd insesgado sélo si se cumple, simultdneamente:

n
ZC,’ =0
i=1
n
Zciaci =1
i=1

Suponemos, por tanto, que las constantes ¢; satisfacen ambas condiciones. Teniendo en cuenta
que tanto Y ", ¢; como >, ¢;x; son constantes, la varianza de este estimador es:

n

Var (Bl> =Var <Z ciui> = ; Var (ciu;) = o2 ;cf

i=1

de modo que, para probar que el estimador de minimos cuadrados tiene menor varianza que
este estimador lineal insesgado genérico, habremos de probar que:

I
—2 > G
Zn (xz - 33) i=1

i=1

con independencia de cudles sean las constantes ¢;,7 = 1,2, ..., n.
Para ello, consideremos la expresién:

Y (L A R PP R ek S o (RSt S R
Z( Zn1($z—f)> ; ; ST (i —T) +Z<Z" _—)>

i=1\"? i=1

5 T

i=1 Z?:l (z; — 2) i=1 [Z

—\2 n n _\2
(z: — @) = 62272 _ 1 — iz (T — )

ie (@i — x)z} i=1 Yo (@ — )

donde la tltima desigualdad proviene del hecho de que el punto de partida es una suma de
cuadrados y por tanto, necesariamente positiva.

Pero esto significa que, como querfamos mostrar:

n

2 1
Zci Z S —\2
i=1 > iy (i — )
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El teorema de Gauss-Markov es importante, por cuanto que afirma que la matriz de covar-
ianzas del estimador MCO es inferior a la de cualquier otro estimador lineal e insesgado. Es decir,
la diferencia entre ambas matrices, en el orden citado, es semidefinida negativa. Ello tiene implica-
ciones mas itiles: la varianza del estimador MCO de 3, es inferior a la varianza de cualquier otro
estimador lineal e insesgado de dicho coeficiente, y lo mismo ocurre con la varianza del estimador
MCO de 3;.

Cuando el término de error del modelo tiene una distribucién Normal, tenemos un resultado
aun més importante, que afirma que el estimador MCO es eficiente, es decir, tiene la menor varianza
posible (la menor matriz de covarianzas), dentro de la clase de los estimadores insesgados, sean estos
lineales o no.

Theorem 3 Teorema de Rao.- Si se cumplen las condiciones de la Seccion 13.1 y, ademds, el
término de error del modelo tiene distribucion Normal, entonces el estimador MCO es el estimador
insesgado de minima varianza de los coeficientes del modelo de regresion.

La demostracién se basa en probar que, cuando el término de error del modelo de regresién tiene
distribucién Normal, u; ~ N(0,02), entonces el estimador de Minimos Cuadrados coincide con el
estimador de Mdxima Verosimilitud. Como este tltimo es siempre (bajo condiciones muy generales
y, por tanto, fdciles de satisfacer) el estimador de minima varianza o eficiente, habremos probado
que, en este caso especial, el estimador de minimos cuadrados también lo es.

Consideremos el modelo de regresién con término de error Normal:

yi = Bo + Brwi +ui ug ~ N(0,07)
del que escribimos la funcién de verosimilitud:

n

1 2 2
L(ﬁo,ﬂl,Ui/yl,zl,yQ,wz,...,yn,iﬁn) :Eme ui/20
y su logaritmo:
n n "ou?
lnL(BOaﬁlvo—i/ylaxlamaynazn) = 751110375111(2707;%:
. (yi—ﬁo_ﬁﬂ%‘f

= —glnai — %111(271’) —Z

202
i=1 u

El estimador de Maxima Verosimilitud se obtiene derivando en la expresién anterior con respecto
a los pardmetros desconocidos: 3y, 81,02, e igualando a cero dichas derivadas.

Pero sin necesidad siquiera de hacer dicho célculo, ya apreciamos que los valores numéricos de
Bo ¥ B1que maximizan InL son los mismos que minimizan la Suma de Cuadrados de los Residuos,
ya que ésta entra con signo menos en la expresién de In L. Por tanto, los estimadores de Minimos
Cuadrados y de Méxima Verosimilitud de ambos pardmetros coinciden, y el teorema quda probado.

Este resultado es importante, porque justifica el uso del estimador de Minimos Cuadrados, dado
que es un estimador eficiente. Pero, como con cualquier teormea, es preciso entender el conjunto
de ocndiciones bajo las que puede afirmarse la conclusién que se ha obtenido. En nuestro caso, es
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especilamente importante recordar que la eficiencia del estimador de Minimos Cuadrados se obtiene
si el término de error del modelo sigue una distribucién Normal, pero no necesariamente en otro
caso.

El estimador de Maxima verosimilitud de la varianza del término de error es:

1 n
A2 ~2
omv = Zui
i=1
que es parecido, aunque no idéntico, al estimador MCO de dicho pardmetro. De hecho, como
sabemos [ver Apéndice] que el estimador MCO de o 2 es insesgado, podemos asegurar que el
estimador de méxima verosimilitud es sesgado:

n—2 n—2 n—2
E (62 —E(—=62 = ——E (5% = — 5?2
( MV) ( n MCO) " ( MCO) n Cu
Sin embargo, su sesgo desaparece al aumentar el tamafio muestral por cuanto que el factor

(n — 2)/n tiende a uno. El estimador MV de la varianza es, por tanto, asintéticamente insesgado.

4.10 Cambios de escala y de origen
4.10.1 Cambios de escala

En ocasiones, es conveniente multiplicar o dividir una variable por una constante. Por ejemplo, esto
sucede cuando los valores numericos de una variable son muy elevados, por estar dados en euros, y
para facilitar su lectura preferimos utilizar la variable en millones de euros, lo que equivale a dividir
sus datos por 1.000.000. En otras ocasiones, podemos estar interesados en multiplicar todos los
valores de una variable por una misma constante, por ejemplo, 100. Aunque habitualmente esto
afectard a una de las variables del modelo, puede suceder simultaneamente tanto con la variable
dependiente como con alguna de las variables explicativas. En el caso de un modelo de regresién
simple, se trataria de comparar el modelo:

yi = B1 + Bomi + 1

en el que aparecen las variables originales, con:

Ak Ak
y; = B1+ Bazi + 45
donde: yf = Ay;,z}f = px;,i = 1,2,..., N, siendo A y p constantes conocidas. Si solo la variable
x cambia, estarfamos en una situacién con A = 1, mientras que si es la variable y la que cambia,
entonces i = 1. Si lo que hacemos es pasar los valores de = de euros a millones de euros, entonces
A =1y p=1/1000000. Como se ve, consideramos la posibilidad de que tanto la constante como
la pendiente del modelo se vean afectados por este cambio de escala. También los residuos pueden
variar y, con ellos, el R?, la Suma de cuadrados de residuos y la varianza residual, por lo que
también el valor numérico de los estadisticos de contraste ¢ y F' podrian verse afectados.
Es sencillo analizar los posibles efectos de un cambio de escala, pues todo se basa en propiedades
conocidas de la covarianza y varianza. En este caso,
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E(z*) = pE(); E(y*) = AE(y)

Couv(z",y*) = E[@" —2%)(y" — )] = E(uz — pz) Ay — Ay)] =
= Elulz—2)A(y—9)] = prE|[(z - 2) (y — 9)] = pACouv(z,y)
Var(z*) = E [(:1:* - f*)z} =F [(um - ua’x)Q] =F {p? (x— £)2] = 1*Var(x)
Por tanto,
»+ Cov(z*,y*)  pACou(x,y) A,
bo = Var(z*) — p2Var(z) ;52

BI = ¥ - 3253* = Ay — ;Bz(ﬂf) =A (ﬂ - Bzf) = )\Bl

es decir, que la estimacion de la pendiente se ve afectada por ambas constantes, mientras que
la estimacién de la constante sélo se ve afectada por un posible cambio de escala en la variable
dependiente. Por ejemplo, si dividimos los datos de  por 1000000, es decir, p = 1/1000000, y no
alteramos los datos de la variable dependiente, la estimacién de la pendiente queda multiplicada
por 1.000.000, mientras que la constante no cambiar4.

También tendremos:

IS
I

~ * n* 2« po A po o ~
i y; — B — Baxy = Ayi — ABy — ;52(#%) = Ay — ABy — ABoxi = Ay

N N N

N
SCR* = ) (a)* =) (M)* =Y Na? =\ al =N\SCR
i=1

i=1 i=1 i=1

~A2* _ SCR* _ 2 SCR _ )\2,\2
Tu = T TNT TN u
N N N N
ST = > (=) =Y Qui=2)* =Y N - =Y N (y—9)*=X\ST
=1 =1 1=1 1=1
SCR* ASCR SCR
21— —-1— -1 — R2
R ST \2ST ST R

de modo que el ajuste del modelo no se ve afectado por posibles cambios de escala ni en la
variable dependiente ni en las variables explicativas. Como hemos visto, los coeficientes en las
variables explicativas y la constante del modelos se modifican con los posibles cambios de escala,
pero el grado del ajuste del modelo no se ve afectado por los posibles cambios de escala.

.,Como se veria afectado el estadistico ¢ para le contraste de significacién estadistica de la
pendiente del modelo? En el contraste de significacién, el valor teérico ﬁg que estamos contrastando
para la pendiente es cero, por lo que el estadistico ¢ es igual a:

Ak 0 Ak A " A
o B *Ez _ 52A* _ 5P _ B -
DT(8,) DT(B,) DT(

por lo que el estadistico ¢ tampoco varia.
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4.10.2 Cambios de origen
Supongamos que el modelo transformado es:
y; = 31 + BQ%‘ + iy
donde las variables transformadas vienen dadas por: y; = y;.A, 2 = x; —p, i =1,2,..., N, siendo A

y p constantes conocidas.

4.11 Apéndice: Varianza del estimador de minimos cuadrados de la
constante del modelo de regresién lineal simple

Para obtener la varianza del estimador MCO de BO, notemos que:

Var (Bo) Var(y) + Var(3,z) — 2Cov(y, 3,z) = Var(y) + 2Var(3,) — 22Cov(y, 3,)
donde aparece la varianza de la media muestral de la variable endégena, que podemos calcular,

del siguiente modo: si sumamos la expresién (1) del modelo lineal simple para todas las observaciones
muestrales, tenemos:

Zyz—z 60+/81'T +Zuz—nﬁo+ﬁ1zxz+zuz

y, dividimos por el tamano muestral, n:

y=PGo+ b1 +u

lo que puede utilizarse para probar que:

2 2
Var(y) = Var(By+ B2 +1) = Var(By) + Var(8,2) + Var(a) = 0+ 0+ % = %
. n n 1 n
Cov (7.8,) = Cov <y,ﬁl +y au> = Cov(5,B1) + 3 aiCov () = 0+ —o2 Y i =0
i=1 i=1 i=1

por lo que tenemos:

Var (Bo) = Var(y )+9L‘ Va?“(ﬁl) —2zCou(y B )= ?721 +z —u_ _

u _\2 — Yu 7 _\2
n E?:l (z; — ) ZZL 1 (i —7)

Il
Q
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4.11.1 Covarianza entre los estimadores de minimos cuadrados de la constante y la
pendiente del modelo de regresién lineal simple

Siguiendo un argumento similar, tenemos:

Cov (gau’i) = Cov (60 +61j+ﬂyuﬁ) =Cov (BOvui)_F‘fCO’U (61au’i) +COU (,a’ ui) =
B I 1,
= 0+0+ 520011(%,%) = o}
j=1
por lo que:

Cov (30,31> = Cov (g — Bli,@l) =zCov (gj,&) —zVar (Zﬁ’l) =
_ o0_z 2 _ zo?

Z?:1 (zi — j)Q Z?:1 (zi — 5)2

que indica, entre otras cosas, que el signo de la covarianza entre Bo y Bl es el opuesto al signo
de la media muestral de la variable X.
Supongamos que dicha media fuese positiva, y también que el error de estimacién de g, fuese

asimismo positivo, es decir, que hubiésemos estimado (sin saberlo), un valor 8, superior al tedrico.
Su producto por la media de X generarfa, en promedio, una contribucién positiva del error de
estimacién a la explicacién de la variable Y :

y=PBo+ BT +u=[By+ Bz + {(BO_BO)JF(Bl_ﬁl)j]

donde en el corchete de la derecha, el segundo sumando estd teniendo una contribucién positiva.
Para compensarlo, la estimacién MCO de (, estarfa por debajo de su valor verdadero: 3, >
Bo. Es decir, si el estimador de Mnimos Cuadrados sobreestima 3,, entonces infraestima ;. Si
infraestimamos 3;, entonces sobreestimamos f3,. Lo contrario ocurrirfa si la media muestral de X
fuese negativa.
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4.11.2 Argumento alternativo

By = §*51f2(50+51x+u)—31f:50+<ﬁlfﬁl)f+ﬂ
BO_EBO = (51‘&1)5?4-12
() = (- 55)se =5 [( ) ] 206028 (1 )] -
o2

|
Pero : E [(Bl — E,B’l) a} —E <2n: aiui>

Luego: Var (Bo) = *Var <B1> + Pl o2 (:L + W =0,

Con(inin) = B[(0-) (3-)] = (0 (5~
|

5 Contrastaciéon de hipdétesis

En esta seccién describimos los procedimientos para la contrastacién de hipdtesis acerca de los
valores numéricos que toma uno o varios de los coeficientes del modelo de regresién. Comenzamos
prestando atencidn a los contrastes de hipotesis acerca del valor numérico de un sélo pardmetro, para
pasar después a considerar hipétesis o restricciones sobre el valor numérico de varios pardmetros y,
finalmente, hipdtesis o restricciones acerca del valor numeérico de una o més combinaciones lineales
de pardmetros. Para todo ello, utilizamos el siguiente resultado:

Una combinacion lineal de wvariables aleatorias con distribucion Normal, sigue también una
distribucion de probabilidad Normal: Si z1, 22, ..., z, son variables aleatorias independientes, cada
una de ellas con una distribucion N (u;, of), la combinacion lineal: w = a1z1 + asze + ... + ap2n,
también sigue una distribucion Normal:

n n
w~ N(ajpy + aspiy + ... + anpt,; @303 +aso5 + ... +alo2) =N (Z Qi Za?a?)
i=1 i=1

Para este resultado no es necesario que las variables z1, 23, ..., 2, sean independientes. Si no lo
son, entonces en la expresién de la varianza de w hay que anadir sumandos adicionales correspon-
dientes a la covarianza entre cada dos variables del conjunto: zq, zo, ..., 2, -

El estimador de minimos cuadrados de la pendiente del modelo de regresién simple puede es-
cribirse:

N
B =8 +Zaiui (19)
i=1
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por lo que, si el término de error del modelo, que es una variable aleatoria distinta para cada
observaciéon muestral, sigue una distribucién Normal, entonces el estimador B ; también tendrad una
distribucién Normal.

También el estimador de minimos cuadrados del término independiente de la regresion, BO,
puede escribirse como combinacién lineal de los términos de error del modelo. Para ello, notemos
que: 30 =7— Bla_c = % ZZI\; Yi — (vazl aiyi) I = Zi\;l (% — aif) y;.Por tanto, también este
estimador sigue una distribucién Normal, aunque pocas veces estaremos interesados en contrastar
hipétesis acerca del verdadero valor de dicho coeficiente.

5.1 Contrastes de hipétesis acerca del valor numeérico de un sélo coefi-
ciente

En secciones anteriores obtuvimos las condiciones bajo las cuales el estimador de minimos cuadrados

de la pendiente del modelo de regresién simple es insesgado, y tiene por varianza Var ([31) =
2

«
Sl (xi—a)?" A
distribucién Normal, entonces, vimos que 3; también seguird una distribuciéon Normal. Tipificando

Si, ademds, los términos de error correspondientes a cada observacién siguen una

la variable aleatoria (3, es decir, restando su esperanza matemadtica y dividiendo por su desviacién
tipica, tenemos:

By—B1 51
\/Var (&) \/21 @i—)?

Este resultado podria utilizarse para llevar a cabo contrastes de hipétesis acerca del verdadero
valor numérico de la pendiente ;, comparando el valor numérico obtenido en la muestra para el
B,—8,

2

~ N(0,1)

estadistico - con las tablas de la distribucién N(0,1) al nivel de significacién escogido.
El problema es que desconocemos el valor numérico del parametro o2. Como se muestra en el
Apéndice, podemos sustituir el verdadero valor del pardmetro o2 debconomdo por su estimador,

y tenemos un estadistico con distribucién ty_o :

b1~ By ﬂ1 B

63 (51)
SN (wi—7)?

~tN_2

Lo importante es que la variable que acabamos de probar que sigue una distribucién ¢ty _o es la
misma que antes probamos que seguia una distribucién N(0,1), s6lo que sustituyendo la varianza
desconocida del término de error, 02, que hemos supuesto Constante para todas las observaciones
muestrales, por su estimacién de minimos cuadrados: 62 = m Zi:l @?. En el denominador de

la expresién hemos hecho explicito el hecho de que la raiz cuadrada no es sino la estimacién de la
desviacién tipica del estimador de Bl. La propiedad %
1

disenar contrastes de hipétesis en el modelo de regresién lineal simple, puesto que el valor numérico
del estadistico puede ahora calcularse con la informaciéon muestral.

Introducimos ahora el principio que regird el modo en que vamos a resolver todo tipo de con-
trastes de hipétesis:

~ tny_o es la que utilizaremos para
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En cualquier contraste de hipdtesis, el estadistico muestral mide el grado de incumplim-
iento muestral de la hipdtesis nula.

Asi sucede con el estadistico ¢ anterior, en cuyo numerador aparece la diferencia Bl — B4, entre
la estimacién obtenida con nuestra muestra, y el valor hipotético de dicho coeficiente. PEro, como
sabemos si una discrepancia, digamos que de 0,40, por ejemplo, entre ambos valor numéricos, el
estimado y el tedrico, es suficientemente grande? Hay que utilizar una unidad de medida, y eso
es lo que hacemos al dividir por la desviacién tipica del estimador. De este modo, evaluamos si
la discrepancia 31 — (B, es igual a una vez, dos veces, o una vez y media la desviacién tipica del
estimador B 1- Una vez calculado, queremos decidir si el grado de incumplimiento muestral es grande
o pequeno. En el primer caso, rechazaremos la hipétesis nula, no rechazandola si el grado de in-
cumplimiento muestral es pequeno. Para decidir acerca de esta importante cuestion, comparamos el

B1=8
. . . DT(/Hl) . . . . . . .
de la hipdtesis nula, con el valor critico de las tablas de la distribucién ¢y _s al nivel de significacién

escogido. Si el estadistico muestral es mayor que el valor critico de las tablas, decimos que el in-
cumplimiento muestral es grande, por lo que rechazamos la hipétesis nula. Si, por el contrario, el
estadistico muestral es menor que el valor critico de las tablas, decimos que el grado de incumplim-
iento muestral de la hipdtesis nula es pequeno, y no rechazamos la hipétesis nula. Por ejemplo,
al nivel de significacién del 5%, si el tamano muestral es suficientemente grande (mayor que 120
observaciones), el valor critico de las tablas es de 1,96 (aproximadamente 2,0). En consecuencia, si
la diferencia entre la estimacion numeérica y el valor tedrico contenido en la hipdtesis nula es mayor
que dos veces la desviacion tipica del estimador de Bl, decimos que el incumplimiento muestral de
la hipétesis nula es sufucientemente grande, y rechazamos la hipétesis nula. Hacemos lo contrario
si la diferencia es menor de dos veces la desviacién tipica del estimador de Bl. En cada caso, para
el nivel de significacién escogido, y el mimero de grados de libertad, N — 2, con que contemos, las
tablas nos dardn el valor critico con el que hemos de comparar.

numero resultante de calcular el cociente , que resume el grado de incumplimiento muestral

5.1.1 Contrastes de dos colas (bilaterales) acerca del valor numérico de un solo coe-
ficiente

En el caso de un contraste bilateral, por ejemplo, contrastando la hip6tesis nula: Hy : 5, = 1 frente

a la hipdtesis alternativa: Hy : (3, # 1, tomaremos la diferencia 31 — 1,0 en valor absoluto, porque

como en la hipétesis alternativa consideramos tanto la posibilidad de que el verdadero valor del

pardmetro sea mayor que 1, como de que sea menor que 1. Compararemos con el valor critico de

las tablas de la distribucién ty_o que deja en cada cola de la misma una probabilidad igual a a/2.
De lo expuesto se deduce otro principio fundamental:

Ninguna hipétesis nula es completamente correcta en una muestral. Por tanto, se trata
de ver si la informaciéon muestral aporta evidencia suficientemente contraria a Hy como
para rechazarla o no. Pero la evidencia muestral nunca puede probar que una determi-
nada hipétesis nula es cierta. En consecuencia, las decisiones a considerar son Rechazar
Hy, o No rechazar Hy, pero nunca decidimos Aceptar Hy.

Una vez que se toma una decisién, sea de Rechazar o de No rechazar la hipétesis nula, puede

ser interesante evaluar por cudnto margen se ha tomado. Para eso, suele utilizarse el valor-p del
contraste, definido:
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El valor-p de un contraste es la probabilidad de que una muestra de igual tamano que
la utilizada arroje una evidencia mdas contraria a la hipdtesis nula que la que hemos
encontrado.

Su célculo es muy sencillo, puesto que el grado en que la evidencia obtenida de nuestra muestra

es contraria a la hipétesis nula queda resumida en el valor numérico del estadistico %,

1
valor absoluto. En consecuencia, el valor-p es la probabilidad que proporcionan las tablas de la
distribucién ty_s a valores numéricos mayores que %, tomados ambos en valor absoluto.

1

5.1.2 Contrastes de una cola (unilaterales) acerca del valor de un solo coeficiente

Otro principio fundamental de la contrastacién de hipétesis es el siguiente:
Para rechazar una hipétesis nula es preciso que se cumplan dos condiciones:

1. que la evidencia muestral sea contraria a la hipétesis nula

2. que la evidencia muestral sea favorable a la hipdtesis alternativa.

Estas condiciones pueden parecer redundantes, porque en primera lectura parece que significan
lo mismo. Esto es cierto en contrastes bilaterales, en los que ambas condiciones son equivalentes
y, por tanto, basta con que se cumpla cualquiera de ellas. No sucede lo mismo en contrastes
unilaterales.

Supongamos que queremos contrastar la hipotesis nula HO : § = 0 frente a la hipotesis alterna-
tiva: H1: 8 > 0. La evidencia muestral serd contraria a la hipétesis mnula si la estimacién numeérica
de 3 es suficientemente diferente de cero, si bien deberemos aclarar que entendemos por esto ltimo.
Pero si B = —2,35 tendremos que si bien la evidencia muestral es contraria a la hipétesis nula, no
es favorable a la hipdtesis alternativa, que considera unicamente valores positivos de 5. En un caso
asi, no procede llevar a cabo el contraste. Mé&s bien deberemos preguntarnos cémo puede haberse
obtenido dicha estimaciéon. Puede ser que la informacién muestral sea imperfecta, por haber existido
algin sesgo en el modo en que se ha recogido. También podria ser que la precisién es muy pequena,
por lo que aunque hemos estimado un valor negativo, su desviacién tipica estimada es ain mayor,
por ejemplo: DT(B) = 5, 32. Pero ni siquiera en esta situacién procede contratar porque el hecho es
que, en tal situacién, no rechazaremos nunca la hipétesis nula. También podria ser que el resultado
muestral nos hiciese considerar.lo adecuado de la hipétesis alternativa H1 : 5 > 0, y prefiriésemos
realizar un contraste bilateral. Pero el hecho es que si, volviendo al caso de una reducida precision,
llevamos a cabo el contraste, como no vamos a rechazar la hipétesis nula, concluyésemos que dicha
hipétesis es cierta, con una estimacién B = —2,35 ll. Esta tltima interpretacién, que se basa en
la idea de que si no se rechaza una hipétesis nula pasamos a creer que dicha hipétesis es cierta,
es totalmente equivocada, aunque se olbserva con demasiada frecuencia en trabajos de economia
aplicada. Es esto lo que nos lleva a recomendar que salvo que se cumplan las dos condiciones antes
enunciadas simultdneamente, no se lleve a cabo el contrate de hipétesis unilateral.

Pero, supongamos que hemos obtenido una estimacién que se desvia de la hipétesis nula en
la direccién correcta, y pasamos a contrastar la hipdtesis nula HO : 8 = 0 frente a la hipdtesis
alternativa: H1 : 8 > 0, al nivel de significacién del 1% La regién critica estd formada por los
valores numéricos del estimador positivos y suficientemente grandes, pues constituyen evidencia
muestral contraria a HO, a la vez que favorable a H1. Por tanto, la regién critica es el intervalo de
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B=0 A — >
Region critica
~ Y E - u
Valor-p=P8b>O,26/b=OH:Péb {3 >0’26 Ab/bzou:
ebT(b) DT(b) s

=PEN(,1)> 228 = 2 36368 =1- 0,9910= 0,000
é 0,11 U

valores a la derecha de un determinado margen de seguridad a la derecha de 8 = 0. Concretamente,
rechazaremos Hjy en favor de H; si la estimaciéon numeérica estd a la derecha de .

Pero jcomo se determina este margen de seguridad? Como siempre, tomando un nimero deter-
minado de veces la desviacion tipica del estimador. Dicho nimero de veces se obtiene acudiendo
a las tablas de la distribucién ty_5. Si suponemos que el nimero de observaciones muestrales es
suficientemente grande como para aproximar la distribucién ¢y _o.por una distribucién N (0, 1), ob-
servamos en las tablas de esta distribucién que el valor numérico a la derecha del cual hay una

probabilidad de 0,01 es 2,33. Supongamos que hemos estimado 8 = 0,26, y que la desviacién tipica
de nuestro estimadorr ha sido DT(3) = 0,11. Por tanto, A = (2,33)(0,11) = 0,2563. Nuestro
estimador cae a la derecha de este valor de A, luego dentro de la Regién Critica, aunque por poco,
por lo que rechazamos la hipétesis nula, si bien por muy poco margen.

Si hubiésemos utilizado un nivel de significacién del 5%, el valor numeérico de las tablas de la
N(0,1)serfa 1,645, por lo que A = (1,645)(0,11) = 0,18, y rechazarfamos HO con relativa claridad.
Si hubiésemos utilizado un nivel de significacién del 10%, el valor numérico de las tablas de la
N(0,1) serfa 1,28, por lo que A = (1,28)(0,11) = 0,14, y rechazarfamos H0 con mayor claridad.
Es légico que sea asi.

Vamos a calcular el valor-p de este contraste, es decir, la probabilidad de que la evidencia
muestral pudiese ser mas desfavorable a HO que la que hemos obtenido. Valores p muy reducidos
sugieren que es poco probable encontrar una muestra mas contraria a la hipétesis nula que la nuestra.
Por lo tanto, la nuestra es bastante contraria a Hg, por lo que rechazaremos dicha hipdtesis. Lo
contrario sucede si el valor-p es grande. ;Coémo decidimos si un valor-p es grande o pequeno?
Comparando con el nivel de significaciéon. Si el valor-p es menor que el nivel de significacion,
concluimos que la probabilidad de hallar una muestra méds contraria que la nuestra a Hy es pequena,
y rechazamos la hipétesis nula. Hemos rechazado Hy a un nivel de significacién del 1% por poco,
y no hemos rechazado Hy a niveles de significacién del 5% o del 10%. Este analisis sugiere que el
valor-p del contraste debe estar por debajo de 0,01, pero muy préximo a dicho nivel. En este caso,
una evidencia mds contraria a Hg que la nuestra significa que el estimador fuese atin mayor que el
nuestro, que es 0,26, bajo el supuesto de que H0 sea cierta. Asi:

que estd, efectivamente, muy préximo a 1%.
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5.2 Significacion estadistica versus relevancia econémica:

Consideremos las dos hipotéticas situaciones précticas:

In(Precio;) = By + 0.85 In(Lotsize;) + i;
n(Pr ecio;) Bo + 28 n(Lotsize;) + 4
In(Precio;) = o+ ((())..85)) In(Lotsize;) + 1;

Son dos modelos que explican el precio de una vivienda en funcién tnicamente del tamafo de la
parcela que ocupa. Estamos interesados en saber si el tamano de la parcela condiciona el precio o
si, por el contrario, éste estd determiando exclusivamente por las caracteristicas de la construccion,
pero no por el tamano de la parcela. Por tanto, queremos contrastar: Hy : 8; = 0, y supongamos
que consideramos como hipétesis alternativa:'” Hy : 8; # 0. El estadistico ¢ para el contraste de
B-p°
DT(B)
B° =0, por lo que el estadistico ¢ se obtiene dividiendo la estimacién numérica por su desviacion
tipica, que aparece en paréntesis. En el primer modelo, tenemos un valor numérico del estadistico
de contraste igual a 1, 70, mientars geu en el segundo modelo, el estadistico es igual a 2, 50.Con una
muestra de 543 viviendas, el nimero de grados de libertad de la distribucién ¢ es superior a 120,
por lo que sus valores criticos coinciden con los de la Normal(0,1). A un nivel de significacién del
5%, dicho nivel critco es 1,96.

Siguiendo las pautas antes resenadas, no rechazamos la hipétesis nula en el primer modelo,
mientras que la rechazamos en el segundo modelo. Hasta aqui, todo es correcto desde el punto de
vista estadistico. el problema surge porque, en Economia, es habitual interpretar estos resultados
afirmando que el tamano de la parcela no es un determinante significativo del precio en el primer
caso (ya que no rechazamos ; = 0), mientras que si lo es en el segundo modelo (puesto que
rechazamos (; = 0).

Esto es un grave error de interpretacién. el primer modelo predice que un aumento del 10% en
el tamano de la parcela genera un incremento del precio de la vivienda del 8,5%, mientras que en
segundo caso, el incremento en el precio serfa de tan sélo un 0,5%. Imaginemos que una vivienda
con una parcela de 2.000 tiene un precio de 40.000. Esto significa que el primer modelo predice que
una parcela de 2.200 tendra un precio de 43.400, mientras que de acuerdo con el segundo modelo, su
precio serfa de 40.200. El incremento es de 3.400 délares en el primer modelo, y de solo 200 délares
en el segundo modelo. Es decir, el primer modelo sugiere un efecto cuantitativo del tamafno de la
parcela sobre el precio de la vivienda, claramente mayor que el segundo modelo. ;Tiene sentido
eliminar el tamano de la parcela como determinante del precio en el primer modelo y no en el
segundo modelo, como sugieren los contrastes de significacién? Evidentemente, no.

El problema surge porque identificamos, sin justificacién alguna, la significacién estadistica de un
coeficiente con la relevancia econémica de la variable a la que acompana. Estas son dos propiedades
distintas (significacién estadistica y relevancia econémica) de elementos diferentes (un coeficiente, en
el primer caso, y una variable, en el segundo caso). No tiene nada que ver una con otra: podemos
tener un coeficientes significativo acompanando a una variable poco relevante econémicamente
(como podria ser el caso del segundo modelo), o un coeficientes no significativamente distinto de

una hipétesis acerca del valor de un tnico coeficiente es: ~ tN_coefs- En este caso concreto,

1TPara ser rigurosos, la hipétesis alternativa deberfa ser: Hp : 8; > 0,ya que no concebimos la posibilidad de que
el tamano de la parcela afecte negativamente al precio.
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cero estadisticamente, acompanando a una variable econémicamente importante (como podria ser
el caso del primer modelo).

Tenemos que distinguir entre estos dos efectos.

Lo que sucede en el primer modelo es que estimamos con poca precisién, como se aprecia en el
hecho de que la desviacién tipica sea elevada, en relacién con la estimacién numérica del coeficiente.
En consecuencia, no tenemos mucha seguridad en que 0,85 sea un valor de referencia muy exacto.
Asimismo, el intervalo de confianza que podamos construir serd muy amplio. Pero, si bien es cierto
que no podemos ser muy precisos acerca de su valor numérico concreto, es dudoso que debamos
suponer que puede aproximarse por cero.

En el segundo modelo, por las razones que sea (por ejemplo, esto suele suceder con muestras muy
grandes) hemos estimado con mucha precisién. La desviacién tipica es realmente muy reducida.
Pero es dudoso que queramos decir que el efecto antes descrito sea econémicamente relevante.

Debemos examinar siempre la situacién de la precisiéon de las estimaciones numéricas que hemos
obtenido para los coeficientes del modelo.Y no podemos olvidar que nos interesa pronunciarnos
acerca de la relevancia econémcia de las variables explicativas, no necesariamente acerca de la
significacion estadistica de los coeficientes asociados a ellas.

e Otra manera de ver este efecto es apreciar que el estadistico t es el producto de dos factores:

por un lado, el incumplimiento muestral (B — BO>; por otro, la precisién en la estimacion

1
DT(B)’
cumplimiento muestral sea pequeno, o porque, incluso siendo apreciable, la precisién es muy
reducida. En este segundo caso, con un incumplimieno alto, querriamos rechazar la hipétesis
nula; sin embargo, puede que no lo hagamos porque el producto de los dos factores resulte
inferior a 2, 0.Este es el caso del primer modelo del ejemplo anterior.

del pardmetro: Asi, el estadistico ¢ puede ser bajo (inferior a 2,0) bien porque el in-

Tambien podria resultar que el producto de un pequeno incumplimiento de la hipétesis nula y
una elevada precisién, produzcan un valor superior a 2,0 del estadistico ¢, a pesar de que, en este
caso, no querrfamos rechazar la hipétesis nula. este es el caso del segundo modelo en el ejemplo
anterior.

e Un modo alternativo de contrastar una hipotesis acerca de un unico coeficiente consiste en
construir el intervalo de confianza, al nivel de confianza adecuado (recordemos que el nivel
de confianza es igual a 1,0 menos el nivel de significacién), y analizar si el valor hipotético,
el que aparece en la hipdtesis nula, estd dentro de dicho intervalo. Si es asi, no podremos
rechazar dicha hipdétesis nula, ya que el valor tedrico estd dentro del rango de confianza que
hemos construido.Lo contrario sucede si en valor tedrico cae fuera del intervalo de confianza,
en cuyo caso rechzaremos la hipétesis nula. Este procedimiento es completamente equivalente
al uso dle estadistico ¢ que antes describimos.

e Contrastes unilaterales: Para rechazar una hipdtesis nula se deben dar 2 condiciones si-
multdneamente:

1. que la evidencia muestral sea contraria a la hipétesis nula
2. que la evidencia muestral sea favorable a la hipétesis alternativa.
En contrastes bilaterales como los que hemos visto hasta ahora, que son aquellos cuya hipéte-

sis alternativa es del tipo: Hy : 8; # 0, ambas condiciones son equivalentes, por lo que basta
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que se cumpla una cualquiera de ellas. Pero no sucede asf en el caso de un contraste unilateral.
Consideremos el contraste:

H() : 51:1
H; ﬁ1<1

Una estimaciéon numérica Bl = 0,62 seria evidencia posiblemente contraria a la hipdtesis nula,
a la vez que favorable a la hipétesis alternativa. En esta situacién, es posible que rechacemos
Hj en favor de Hi. Que finalmente lo hagamos o no, dependera de la precisién con que hayamos
estimado el coeficiente ;. Por el contrario, una estimacion [3 1 = 1,12 puede que satisfaga la primera
condicion, pero no satisface la segunda, por lo que no rechazaremos Hy. Es importante puntualizar
que tampoco rechazarfamos Hy con una estimacién 31 = 2,62, por mucho que es muy claramente
diferente de 1, 0.

En un contraste bilateral, la regién fuera del intervalo de confianza se denomina regidn critica.
Es aquella en la que si cae el valor tedrico, rechazaremos la hipétesis nula correspondiente. En
un contraste unilateral como el anterior, la regién critica se contruye restando a la estimacién
numérica un nimero de veces su desviacién tipica. Dicho nimero de veces se obtiene de las tablas
correspondientes (por ejemplo, tN_ncoess) al nivel de confianza elegido.'®

Supongamos que hemos estimado Bl = 1,12(0,10). Al 5% de significacién, las tablas nos dan
(para el contraste unilateral) un valor numeérico de 1,645. Por tanto, la regién critica se elabora
sumando a la estimacién numérica, de 1,12, el producto: (1,645)(0,10) = 0,165, lo que nos lleva
a: 1,12 4+ 0,165 = 1,285. La regién critica es el intervalo abierto a la izquierda de este punto
(-00, 1, 285), mientras que la regién de aceptacion es el intervalo abierto a la derecha de este punto
(1,285, 00). Rechazamos cualquier hipétesis tedrica que caiga en la regién critica, mientras que no
rechazamos aquellas hipdtesis que caigan en la regién de aceptaciéon. En concreto, en este caso
no rechazamos Hy : [, = 1. En general, es claro que no rechazaremos Hy : [; = 1 en favor de
H,: , <1 sila estimacién es superior a 1,0.

La situacién interesante surge si obtenemos una estimacion: Bl =0,92(0,10). La regién critica
es el intervalo a la izquierda de: 0,92 + (1,645)(0,10) = 1,08, por lo que tampoco rechazaremos
Hy: [y =1en favor de H; : ; < 1. Por el contrario, rechazarfamos Hy : (; = 1 en favor de
H, : B, <1 tanto si estimamos Bl =0,92(0,03), como si estimamos Bl = 0,82(0,10), en todos los
casos, suponiendo que el nimero de grados de libertad es superior a 120.

5.3 Apéndice: Contrastacion de hipétesis

e Distribucién ¢ de Student:

Nos basamos en una propiedad estadistica que damos sin demostracion:

N

1 N

i=1

Q>
SN

2
~ XN-2

:w‘

18Recordemos que en los contrastes bilaterales, buscamos en las tablas el valor numerico asociado a la mitad del
nivel de significacién.
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donde & 0 denota el estimador de méxima verosimilitud de o2, que es igual a la SCR dividida
por el tamafo muestral N, no por N — 2. Ademds, la variable x3_, anterior es independiente de
By.

Recordemos que el cociente entre una N(0,1) y la raiz cuadrada de una variable x? dividida
por su nimero de grados de libertad, se distribuye como una t de Student, si ambas variables, la
N(0,1) y la x? son independientes. El mimero de grados de libertad de la variable t es el mismo
niimero que el de la variable y2.

En consecuencia, si dividimos la distribucién N (0,1) por esta distribucién x%_,, tenemos:

Bi—8 _ BB BB
=~ o7 = ~iEN—2
Ve e S\ [g [

52

Para entender (sin demostrar) que 02 Z _, 42 ~ x%_,, utilizamos la descomposicién:

U; = U+ (Bl —ﬂ1> (Z‘i —57)+ﬂi
para probar la igualdad:
N By — B : N
u? a? ( 1 1) 2 1 A2
e LR D O

2
o
i=1 "% w i=1

S

El término a la izquierda de la igualdad sigue una distribucién x3;, por ser la suma de cuadrados
de variables N(0,1) que suponesmo independientes. El primer término de la derecha sigue una
distribucién x?%, por ser el cuadrado de una variable N(0,1). Lo mismo sucede con el segundo
término de la derecha. Por 1ltimo, podemos utilizar el resultado de que el nimero de grados de
libertad de variables x? independientes es aditivo, es decir, que si x2, y x2 son independientes,
entonces: \2, + x2 = x2, 1 n- Los términos de la igualdad anterior son independientes, lo que aqui
no probamos.

6 El estimador de Minimos Cuadrados del modelo de regre-
sién miiltiple
Consideremos la estimacién del modelo de regresién lineal multiple:

Yi = Bo + B171i + Bazai tug, i =1,2,..mn

Si tratamos de minimizar la Suma de Cuadrados de los Residuos, tendriamos:

Min, SCR(By,1,85) = Min, Z — By1; — Box2i)’

ovﬂl 2 07 1

Derivando en esta funcién de Suma de Cuadrados de Residuos SCR(3,, 81, 85) respecto de los
tres pardmetros 3, 8;, 8, e igualando a cero, se obtiene el sistema de ecuaciones normales:
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Z?Jz‘ nBO+Ble1i+BQZx2i
Z vt = By lei + B Zx%z + B, leix%
Z yizsi = P szi + By leix% + B, ngz

donde los circunflejos denotan que la solucién al sistema de ecuaciones serd el estimador de
Minimos Cuadrados. Una vez resuelto este sistema, la diferencia: 4; = y; — By + 5121 + BoTa; serd
el residuo correspondiente a la observacién i-ésima. Por tanto, aun antes de resolver el sistema de
ecuaciones normales:

i = 0
Z ’lli.’l,'li = 0
Z 'ELifL'Qi = 0

que muestra propiedades similares a las que obtuvimos en el modelo de regresién lineal simple:
a) la suma de los residuos de minimos cuadrados es igual a cero, y b) los residuos de minimos
cuadrados estdn incorrelacionados con las variables explicativas del modelo.

La segunda propiedad se deduce de la propiedad a), que implica que los residuos tienen media
cero. Entonces las sumas del tipo > @;21; no son sino la covarianza entre ambas variables, multi-
plicada por el tamano muestral. Por tanto, la covarianza es cero, y también es cero el coeficiente
de correlacién. Estas propiedades no se cumplirdn con otro procedimiento de estimacién. Si en el
modelo hubiera k variables explicativas (k > 2), el razonamiento serfa similar, y se tendrian las
mismas propiedades.

Para resolver el sistema y hallar el estimador de Minimos Cuadrados Ordinarios (MCQO), primero
despejamos Bo en la primera ecuacion:

Bo= oS v Bun Y= Ban o
y sustituimos en las otras dos:
Zyixu = <i Zyi - 51% Zﬂﬁu - ﬁz% Z$2L> Zl“u + 5 Zﬁfi + B Zﬂﬁuﬂﬁzi
Zyiﬂizi = (i Zyi - 31% Zﬂﬁu - 32% Z@z) 29621' + 5 Zﬂﬁlixm’ + B, ngz

que pueden escribirse:

n

1Y = Blsil +BQS£C1£C2 (20)
596211 = 315961962 +[32ng
donde:
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Sery = D (@1 = 81)(Ys — §); Sy = Y (w2 — T2) (i — )
5.51 = Z(mu - 351)2; Si = 2(3021 - 532)2; Spize = Z(iﬂlz — Z1) (T2 — T2);

El sistema (20) es lineal con dos ecuaciones en dos incégnitas, sencillo de resolver, que conduce

_ Sﬁﬂlysig - S$2y5331332 . BQ _ 53329521 B Sx1y5x1x2
8282, — (Suyss)® S2.82, — (Suran)’

Obtener las expresiones analiticas de las varianzas y covarianzas de los estimadores de los coe-
ficientes es complejo. Baste dar aqui las expresiones:

31 ; Bo :ZJ—B@l —[323?"2; (21)

Var([ﬂ) = JZ 331532 iﬁ?sxlxz)Z;
Var(P) = Uf‘s;lsg%jil(smf;

Confrsf) = ol ngsj”(”gw)z
PPN EEe CE

La expresién de la covarianza serd 1til para contrastar hipétesis que involucren simultdneamente
a ambos pardmetros, como veremos en ejercicios.

Proposition 4 FEl estimador de Minimos Cuadrados es insesgado

Proof. El estimador MCO puede escribirse: m

po S%Q — — Sil'lil'g — —
lBl - Sgl S§2 - (S$1$2)2 Z(zh - ml)(yz - y) B S%IS%L, - (Sx1x2)2 Z(x% - xz)(yl - y) =
52
= 52 g2 —sz )2 Z(a?u —Z1)(Bo + Brz1i + Boai +ui — Y)—
Saras _ _
_Sg 92 _ (S )2 2(1’2% - 552)(50 + B1%1i + Bawai + ui — y) =
_ Sz, _ ) Siies ) i
O G (s I s e

y los dos iltimos sumandos tienen esperanza igual a cero.
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Para llevar a cabo contrastes de hipétesis acerca de posibles valores numéricos de los co-
eficientes del modelo, es preciso disponer de las varianzas de los estimadores, al igual que ocurria
en el modelo simple. Sin discutir aqui su deduccién analitica, que es compleja, baste decir que las
varianzas de los tres coeficientes pueden escribirse:

Ademas, el estimador MCO es el estimador lineal insesgado de minima varianza, puesto que
el mismo Teorema de Gauss-Markov que enunciamos en el caso del modelo lineal simple continia
siendo vilido en este modelo mds general. Asimismo, el Teorema de Rao también se cumple,
de modo que el estimador de Minimos Cuadrados es eficiente cuando el término de error sigue
una distribucién Normal, es decir, tiene la menor varianza posible de entre todos los estimadores
insesgados, sean estos lineales o no lineales.

6.1 Ejemplo: Ventas de un bien en funcién del precio propio y del gasto
en publicidad®’

Este ejemplo utiliza 10 observaciones anuales sobre las ventas, gastos en publicidad y precio del
producto de una empresa. El interés del ejemplo es:

e ilustrar el modo de interpretar los valores numéricos estimados para coeficientes individuales
en un contexto de colinealidad,

e mostrar la manera de analizar el contenido informativo de las variables explicativas en un
contexto de alta colinealidad,

e proponer un modo de tratar la colinealidad entre variables explicativas,

6.1.1 Algunas caracteristicas de las variables

El archivo de trabajo contiene informacién acerca de la cifra de ventas anuales V; de una em-
presa, junto con sus gastos en publicidad, Pub;, ambos en miles de euros, y el precio de venta de
su producto, P, asimismo en miles de euros por unidad. Son datos artificiales, formados por 10
observaciones de cada variable, pero serdn suficiente para ilustrar las cuestiones que nos intere-
san. Las tres variables muestran, dentro del breve espacio de tiempo cubierto por la muestra, un
comportamiento tendencial, que es creciente en el caso de las ventas y los gastos en publicidad, y
decreciente en el caso del precio del producto.

Las nubes de puntos representan la relacién entre la cifra de ventas anual y cada una de las dos
potenciales variables explicativas, precio y gasto en publicidad (NUBE_VENT PRECIO,NUBE VENT _ PUB),
mostrando claramente una asociaciéon negativa entre V; y P, y positiva entre V; y Pub;.

Las covarianzas y coeficientes de correlacién entre las variables pueden resumirse en la matriz,

9Fichero de trabajo: Ventas.wfl. Fichero de Excel: Ventas.xls.
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Correlaciones/Covarianzas Ventas Publicidad Precio

v o Ventas S‘Q/ Sv,Pub Sv.p .
B Publicidad pV,Pub Sl%ub Spub’P -
Precio Pv,p PPub,P S%
Corr./Cov. Ventas Publicidad Precio
_ Ventas 443,5 124,1 —-99,0
o Publicidad 0,950 38,5 —26,8
Precio —0,901 -0,829 27,2

que muestra en su diagonal las varianzas de las tres variables; sus coeficientes de correlacién
consigo mismas son igual a uno, por lo que no es preciso mostrarlos. Debajo de la diagonal aparecen
los coeficientes de correlacion entre cada par de variables, todos ellos entre -1 y +1, mientras que
por encima de la diagonal aparecen las covarianzas. Como puede verse, los tres coeficientes de
correlacién son muy elevados en valor absoluto.

Las desviaciones tipicas muestrales de las variables son,

D.T.(V,) = /43,5 = 21,06; D.T.(Pub,) = /38,5 = 6,20; D.T.(P,) = /27,2 = 5,22.

Para obtener una medida comparable entre variables, debe utilizarse el coeficiente de variacion,
definido como cociente entre la desviacién tipica y media muestral de una variable.?’

El modelo de ventas estimado utilizando tanto los gastos en publicidad como el precio del bien
como variables explicativas es,

V, = 247,6 + 2,204 Pub, — 1,464 P;, (22)
(67,3)  (0,545) (0,649)

con coeficiente de determinacién y varianza residual,

SR,
[Pub,P)
RY puwp = 1- TS, 0,943
SR} 250, 6
&2 = ;‘f?” = 5 =358 =6, =/358=508

El coeficiente de determinacién es elevado, indicando que més de un 94% de las fluctuaciones
en las cifras de ventas anuales estd explicada por cambios en el precio del producto y en el gasto
en publicidad. El ajuste parece bastante bueno.

Otra manera de ver este hecho consiste en comparar la desviacién tipica de los residuos, 5,98,
que indica el tamafo?' del componente de las ventas no explicado por el modelo, y la desviacién
tipica de las propias ventas, que es de 21,2. El término de error parece pequeno en relacién con el
tamano medio de las fluctuaciones anuales en las cifras de ventas, y el indicador de ajuste asociado
toma un valor numérico:

20Que en todo caso, no tiene sentido en el caso de variables tendenciales, como ocurre en este ejemplo, por lo que
no calculamos dichos coeficientes, renunciando a comparar entre si el grado de volatilidad de las variables del modelo.

21Una vez més, interpretamos la desviacién tipica de una variable aleatoria de esperanza matemética cero como
inidicador de tamano de dicha variable.
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Ratio=1— v _q_ 298
Var(Vy) 21,1

=0,717

indicando que el 72% del tamano medio de las fluctuaciones anuales en ventas ha quedado
explicada por el modelo anterior.??

6.1.2 ;Qué variable explicativa es mas relevante?

. Qué explica cada variable? En sus estudios sobre los ciclos econémicos, Tinbergen (1939)
propuso un interesante método para reflejar la informacién contenida en cada variable explicativa
a lo largo de la muestra.??> Trabajando en desviaciones respecto de la media, Tinbergen sugeria
mostrar un gréfico representando simultdneamente los valores observados de y y los ajustados por
el modelo, un gréfico para cada producto Bixi, y un grifico de residuos. Para ello se utilizan
los coeficientes estimados en el modelo de regresién llineal miiltiple. Hemos optado por presentar
en Ventas niveles.doc:?* un grafico de los valores anuales observados de y, junto con los valores
anuales ajustados por el modelo; dos graficos que confrontan los valores anuales observados para
y con los valores explicados por cada una de las variables explicativas por separado, y un ultimo
grafico que representa los valores observados de y frente a los residuos del modelo.

Comparacién de coeficientes: limitaciones Varias son las cuestiones que han de tenerse
en cuenta al tratar de evaluar, en términos relativos, el contenido informativo que cada variable
explicativa tiene sobre la variable dependiente. En primer lugar, podriamos utilizar el hecho de
que el coeficiente estimado para Pub en (22) es mayor en valor absoluto que el estimado para P;
para decir que la primera variable es mds relevante al explicar las ventas de la empresa. Esto seria
incorrecto por dos razones: una de ellas ha sido explicada en la seccién anterior, donde hemos visto
que en un contexto de colinealidad, un coeficiente individual no puede interpretarse como el impacto
que sobre la variable dependiente tiene una variacién unitaria en la variable que acompana a dicho
coeficiente estimado. La segunda razén es que, en todo caso, los coeficientes individuales medirian
el impacto que sobre las ventas tiene una variacién unitaria, positiva o negativa, en cada una de las
variables explicativas; el problema es que una variacién de una unidad o de 100 unidades puede ser
muy grande para una variable, y muy pequena para otra. Ello dependerd de las variaciones medias
que cada una de las variables experimenta a lo largo de la muestra, lo que nos lleva al siguiente
epigrafe,

La volatilidad de la variable explicativa Para afirmar que la publicidad es mds importante
que las ventas porque el valor absoluto del coeficiente estimado para la primera en (22) es mayor
que el de la segunda, deberfamos tener en cuenta el tamano medio de la variacién anual media
en ambas variables, medido por sus respectivas desviaciones tipicas.?’ El efecto promedio de una

2 2
22Recordemos que R? = 1 — %, por lo que SR? = (1 — R?)ST, y 62 = % = (1- R2)TS—_Tk =

1- RQ)%Var(yt), por lo que, Ratio = 1 — \/#(Vt) =1-,/(1- Rz)%. Para valores grandes de T' en
relacién con k, Ratio =1 — /(1 — R2), siendo siempre Ratio inferior a R2.

23Este procedimiento, olvidado por mucho tiempo, ha sido recordado por Johnston y DiNardo (1997).

24Recordamos nuevamente que utilizar desviaciones respecto de la media muestral en presencia de tendencias
temporales puede no tener mucho significado. Puede conducir, ademéds, a conclusiones erréneas.

25De nuevo, esta interpretaciéon es correcta unicamente si las variaciones anuales son independientes entre si. Sélo
en tal caso pueden interpretarse como fluctuaciones alrededor del valor promedio de la variable.
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variable explicativa sobre la variable endégena se obtendria multilpicando el coeficiente estimado
por la variacién media enla variable explicativa. Utilizando los coeficientes estimados en el modelo
de regresion muiltiple (22), tendriamos,

Efecto(Pub — Ventas) = 2,204 % 6,20 = 13,665
Efecto(Precio — Ventas)=—1,464%5,22 = —7,642

resultando superior en valor absoluto para los gastos en publicidad que para el precio del pro-
ducto. Los gastos en publicidad tienen asociado un mayor coeficiente y, ademds, sus variaciones
anuales son de mayor tamano; ambos efectos se agregan, en este caso, para sugerir que esta vari-
able es la mds relevante para explicar las cifras de ventas. Sin embargo, esta impresién estd sujeta
a la limitacién que impone la fuerte colinealidad entre ambas variables explicativas del modelo.
[CHEQUEAR: Si utilizdsemos los coeficientes estimados en las regresiones simples (33), (32) para
estimar el efecto que sobre las Ventas produce una variacién de una desviacién tipica en cada una
de las dos variables , explicativas, tendrfamos un resultado similar, ya que en dichas regresiones, la
estimacién numeérica del coeficiente incorpora la correlacién existente entre la variable incluida y la
variable excluida,

Efecto(Pub — Ventas) = 3,224 %6,20 = 19,99
Efecto(Precio — Ventas) = —3,637%5,22 = —18,98

que como se ve son, efectivamente, muy similares].

Comparacién de residuos También podemos examinar la matriz de correlaciones entre la vari-
able V; y los residuos procedentes de las dos regresiones simples anteriores. El criterio es que cuanto
mds se distinga el residuo de la variable dependiente, mayor es la capacidad explicativa del mod-
elo. En la tabla de correlaciones [CORRELACIONES] se aprecia que las ventas tienen menor
correlacion con el residuo de la regresion sobre publicidad (0,312) que con el residuo de la regresion
sobre el precio del producto (0,434), lo que sugiere nuevamente el mayor contenido informativo de
los gastos en publicidad para explicar las Ventas. En todo caso, la correlacién con los residuos de la
regresion que utiliza ambas variables como explicativas es sensiblemente inferior (0,238), sugiriendo
que ambas variables tienen contenido informativo no trivial.

Es asimismo importante comparar los residuos del modelo de regresién multiple con los que
se derivan de la estimacién de cada uno de los modelos de regresién simple. La misma tabla de
correlaciones en el fichero de trabajo nos muestra que si excluimos los gastos en publicidad del
modelo de regresiéon muiltiple, el coeficiente de correlaciéon entre ambos conjuntos de residuos es
de 0,548, mientras que si excluimos la variable precio de la regresién multiple, el coeficiente de
correlacién entre residuos es de 0,761. Esto significa que la exclusién de los gastos en publicidad
altera més los residuos del modelo que la omisién de la variable Precio, lo que sugiere que la primera
es la variable mas relevante, igual conclusién a la que alcanzamos en el parrafo anterior.

Las limitaciones de comparar estadisticos tipo ¢t de Student Es muy habitual en el trabajo
empirico en Economia juzgar la capacidad explicativa de cada variable en términos relativos, de
acuerdo con los valores numéricos de sus respectivos estadisticos tipo-t. Ello parece deberse a que la
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comparacién entre el valor absoluto de dicho estadistico y el umbral critico de 2,0 es el procedimiento
habitual para analizar si una variable contiene capacidad explicativa sobre la variable endégena. Es
decir, la significacién estadistica de una variable se interpreta directamente como su capacidad de
explicar los valores numéricos de la variable dependiente. De dicho procedimiento parece inferirse
que cuanto mayor sea el valor absoluto del estadistico tipo-t, mayor es la capacidad explicativa de
la variable en cuestion.

Este procedimiento es generalmente inapropiado porque el economista estd interesado en el im-
pacto cuantitativo que cambios en una variable explicativa implican sobre la variable dependiente, y
la significacién estadistica de una variable explicativa puede ser simultdnea con un efecto cuantita-
tivo muy reducido de dicha variable sobre la variable dependiente. Esta confusién entre significacién
estadistica y relevancia cuantitativa ha sido muy danina en la ionterpretacién de las estimaciones
de modelos de regresién en Economia.

Hay diversas razones por las que una variable explicativa que tiene un notable efecto cuantitativo
sobre la variable dependiente puede resultar estadisticamente no significativa. Dada la estructura
del estadistico tipo-t, éste conjuga la estimacién del impacto numérico de cambios en la variable
explicativa, con la precisiéon con que dicho impacto se estima. Asi, la ausencia de significacién es-
tadistica puede surgir bien porque el impacto numeérico de dicha variable es muy reducido, o porque,
siendo importante, no se mide con suficiente precision, es decir, con una varianza suficientemente
pequena. De este modo, no puede interpretarse un valor pequeno del estadistico tipo-t como evi-
dencia de una reducida capacidad explicativa; en particular, un valor de dicho estadistico inferior a
2 no necesariamente significa que la variable explicativa en cuestién no tenga contenido informativo
sobre la variable dependiente. Ignorar el papel que la precisién en la estimacién de un coeficiente
del modelo de regresién tiene sobre los contrastes de significacion estadistica es la segunda fuente
tradicional de error en la interpretacién de las estimacioens de modelos de relacién entre variables
econdémicas.

6.2 Grado de ajuste del modelo de regresién lineal miiltiple

Una vez obtenidas las estimaciones numéricas MCO de los coeficientes del modelo, los valores
explicados de la variable endégena, 7;, asi como los residuos ;, se definen de modo andlogo a como
hicimos en el modelo lineal simple.

~2
. . , . . . . ~2 2
Estimamos la varianza del término de error mediante la varianza residual: 67, = i%j = %:_u]; =

2
—£=222 En el modelo de la seccién anterior, & = 3. Hemos introducido la notacién S; , ., para
denotar la Suma de Cuadrados de Residuos en la regresion que tiene a y como variable dependiente,
y a x1; y Z2; como variables explicativas. El Error Estdndar de la Regresiéon (FER) es la raiz
cuadrada de dicha estimacién. Al ser una estimacién de la desviacién tipica residual, es un indicador
del tamano medio de los residuos.
La Suma de Cuadrados de los Residuos puede calcularse sin necesidad de obtener los residuos,

mediante:
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SCR = ijm = Zﬁ? = Z(yz - Bo - Bﬂu - Bzm%)ﬁi =
Zyiﬂi - Bo Zﬁz - 31 quﬁi - Bz Zx%'&i =
= Zyzﬁz = Zyz(yz - Bo - B1x1i - 325521') =

= Zylz *Bozyi -5 Zyixu ~ B, Zyi.’ﬂgi

andloga a la que obtuvimos en el modelo lineal simple.

Al igual que ocurria en el modelo de regresién simple, el EER es una medida de ajuste del
modelo, pero es una medida relativa, que es 1til s6lo para comparar modelos alternativos que
tratan de explicar una misma variable dependiente y, pero no puede utilizarse para comparar el
grado de ajuste de modelos elaborados para explicar variables dependientes diferentes.

Siguiendo un argumento totalmente similar al utilizado en el modelo de regresién simple, puede
obtenerse la descomposicién de la Suma Total:

ST = Sp=> (wi—9)"=> [wi—9)+@ -9 =

Z(yl — i) + Z(Qz -9+ QZ(yz —9:)(9i — 9)

pero el iltimo sumando es igual a cero, porque y; — 3; = 4;, de modo que:
i) @i—9) = Y i (30 + Bra1i + Bowai — ?J) =

Bo Y i+ By > diwyi+ By Y tiwa — g Y il

donde todos los sumandos son igual a cero. Por tanto, la Suma Total puede escribirse:

2=+ 0 - 02 = 52 ey + D (5 — 0)?

y tenemos nuevamente la descomposicién:

Suma Total = Suma Cuadrados Re siduos + Suma Ezplicada

De este modo, también en este modelo tenemos que la Suma de Cuadrados de Residuos, o Suma
Residual, puede interpretarse como el porcentaje de la variacién total en la variable dependiente
que no viene explicada por las variables independientes. Por tanto, el coeficiente de determinacién
estd comprendido entre 0 y 1, y es tanto mds cercano a 1 cuanto mayor sea la capacidad de las
variables independientes: 1, x1; v =2;, para explicar las fluctuaciones en la variable dependiente, .

Por tanto, una medida absoluta de ajuste del modelo es, nuevamente, el coeficiente de determi-
nacién miiltiple, definido ahora como:

R2 =1 S§T1T2

Y.x1T2 2
Sy

FEl coeficiente de determinacién puede también calcularse sin necesidad de obtener previamente
los residuos, sino utilizando tinicamente momentos muestrales:
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R2 _ > (i — 271‘)2 _ 30 Doy + 31 Doyiz + Bz DYt — ny> _ B1Sm1y + BQSrgy
e Y (v —9)? > (yi — )2 Sy

a la que se llega utilizando la expresién ¢; = Bo + leli + BQ:E% .

6.3 Coeficiente de determinacién ajustado

Al anadir una variable explicativa adicional a un modelo de regresién, la capacidad explicativa
de éste non puede disminuir. Si se asigna un coeficiente cero a dicha varaible, la capaciadad
explicativa del nuevo modelo serfa, evidentemente, idéntica a la del modelo que no incorpora a
dicha variable. Como al estimar por minimos cuadrados buscamos la menor Suma de Cuadrados de
residuos posibles, ésta debera ser, como méximo, igual a la del modelo sin la variable explicativa.
En general, sera siempre inferior, ya sea por poco o por mucho.

En consecuencia, el coefieicnte de determinacién nunca disminuye al anadir variables explicativas
a un model de regresién. Por tanto, no estd justificado comparar los valores del estadistico R? de un
modelo con el que se obtiene al anadir nuevas variables explicativas, puesto que éste ultimo siempre
serd superior. Para hacerlos comparables, se introduce una correccién en el cédlculo del coeficiente
de determinacion,

n—1
n—k

Como se ve, al anadir variables explicativas, el primer factor de la derecha siempre se reducira,
mientras que el segundo factor aumentara. Si el aumento en el coficiente de determinacién es
suficientemente importante, predominara este efecto, y preferiremos el modelo ampliado, mientras
que lo contrario sucedera si dicho aumento no es muy notable.

Por otra parte, si el nimero de observaciones, n,es muy elevado, entonces el segundo factor serd
practicamente igual a 1,y el efecto sobre él de incrementar en uno el nimero de variables explicativas
serd imperceptible, por lo que siempre prefeririamos el modelo con més variables explicativas, lo
que no parece muy razonable.

Recordemos que el coeficiente de determinacion corregido se define:

1-R*=(1-R?)

N -1
N —k
Si el coeficiente de determinacién estdndar es muy pequeno, el coeficiente de determinacién corregido

puede ser negativo. En efecto, es facil ver en la expresion que lo define que si R? < k/(n—1),entonces
R%? <.

(1-R)=(1-R?)

6.3.1 Ejemplo: peso de bebés recién nacidos

Contenido informativo en una variable, adicional al que ya estd incorproado en el
modelo El lector puede proceder a continuacién a comprobar que ninguna de las dos variables de
educacién aporta capacidad explicativa adicional. Para ello, puede utilizar cada una de ellas por si
sélas como variable explicativa en una regresién y constatar: a) el reducido valor del R?, y del Ratio
de ajuste, asi como b) la elevada correlacion entre los residuos resultantes y la variable Peso original,
tal como hemos hecho con cigarrillos y renta; ¢) alternativamente, puede afiadir uno de los niveles
educativos como variable explicativa a una cualquiera de las regresiones anteriores y comprobar
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que el coeficiente de correlacion entre los residuos de ambas regresiones es muy elevado; algunas de
estas correlaciones aparecen en CORR_PESO_AJUSTE, significando que la inclusién del nivel
educativo de los padres no ha anadido capacidad explicativa significativa a las variables cigarrillos
y renta. Las nubes de puntos COMP RES 1aCOMP RES 4 aportan una evidencia similar:
COMP _RES 1yCOMP_RES 2 relacionan la variable dependiente, Peso, con los residuos de
dos regresiones simples, la primera utilizando cigarrillos como unica variable explicativa, mientras
la segunda utiliza Renta en su lugar. COM P _RES 3 compara los residuos de la regresién simple
sobre cigarrillos, con los que se obtienen de una regresién que incluye cigarrillos y renta como
variables explicativas; el hecho de que ambos residuos sean tan similares sugiere que la variable renta
no aporta mucho a la variable cigarrillos para explicar el peso del recién nacido.? COMP_RES 4
compara los residuos de la regresién simple sobre cigarrillos, con los que se obtienen de una regresién
que incluye cigarrillos, renta, los niveles educativos del padre y de la madre, y el niimero de orden
del recién nacido entre sus hermanos como variables explicativas; la interpretacién es similar, y no
parece que el resto de las variables aporte mucha informacién a la que pueda incorporar el nimero
de cigarrillos.

Para profundizar en la informacién proporcionada por los niveles educativos, y dada la excesiva
concentracién de cada una de estas dos variables en el nivel 12 anos, definimos una variable ficticia
en el caso de las mujeres, edm, que es igual a 0 si educm es inferior a 12 anos, es igual a 1 si
educm es igual a 12 anos, y es igual a 2 si educm toma cualquier valor numérico superior a 12 anos.
En ocasiones, es dificil medir con precisién el efecto de cambios unitarios en una variable como
educm, pero se mide mejor el efecto que tiene sobre la variable dependiente el paso de un nivel de
educm a otro. Aunque no incidimos aqui en los resultados, la variable ficticia asi construida, que se
incluye en el archivo de trabajo, no parece aportar capacidad explicativa significativa. Finalmente,
concluimos que los niveles educativos no son relevantes para explicar el peso de los recién nacidos,
una vez que se tiene en cuenta la informacién proporcionada por cigarrillos. Algo similar puede
decirse del nivel educativo del padre.

Cuando se considera la variable ordenac, la escasa contribucién informativa es atin més evidente,
como ya sugeria el anédlisis descriptivo que antes hicimos, por lo que concluimos que esta variable
no aporta informacién relevante a la ya proporcionada por las variables renta y cigarrillos. Esto
ocurre a pesar de que esta variable aparece con un valor numérico del estadistico ¢ de Student
superior a 2 en la regresiéon que incluye todas las variables explicativas [REG _TODAS], propiedad
que se mantiene si excluimos de dicha regresién todas las variables explicativas con estadistico ¢
inferior a 2 en valor absoluto, y volvemos a estimar el modelo. Si siguiéramos este procedimiento,
habitual en el andlisis empirico, pero en absoluto recomendable, nos quedarfamos con una regresién
que utiliza cigarrillos y ordenac como tunicas variables explicativas [REG_CIGS_ORDENAC.
Sin embargo, la correlacién entre los residuos de esta regresién [RES CIGS ORDEN] y los
que utiliza tnicamente la variable cigarrillos como explicativa [RES CIGS] es superior a 0,997,
indicando que ordenac apenas anade informacién a la que pueda incluir la variable cigarrillos.

Finalmente, si el investigador decidiera utilizar todas las variables simultdneamente, como hici-
mos en la regresién mostrada en primer lugar, obtendria unos residuos muy altamente correla-
cionados con los de las regresiones previas, asi como con la variable Peso original [ver la cor-
relacién entre RES TODAS (el residuo de la regresién con todas las variables explicativas) y
RES CIGS, RES RENTA, en la tabla CORR_PESO_AJUSTE, asi como la nube de puntos

26N6tese que esto no significa en modo alguno que cigarrillos tenga mdas o menos capacidad explicativa, sino tan
s6lo que la informacién proporcionada por la renta familiar no aporta nada a la contenida en el nimero de cigarillos
fumado porla madre durante el embarazo, que podria ser relevante o no serlo.
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COMP_RES _4]. Nuevamente, la interpretacion es la misma, en términos de la reducida capaci-
dad explicativa del conjunto de variables considerado, como perfectamente ilustra FIG_RES TODAS.

En general, el ejemplo que estamos considerando ilustra la necesidad de huir de la aplicacién
mecédnica de los estadisticos tipo ¢t de Student. A pesar del elevado valor numérico de este estadistico,
especialmente en las regresiones individuales, la tnica conclusién razonable en el andlisis que hemos
presentado, es que ninguna de las variables, tal como aparece recogida en la muestra, explica de
manera importante el comportamiento del peso de los recién nacidos?”. Por ejemplo, la regresién
REG _EDUCP_EDUCM, que explica el peso del recién nacido utilizando unicamente por los
niveles educativos de los padres inicamente, también genera un estadistico ¢ superior a 2,0 en valor
absoluto para la variable EDUCP, sin que de ello deba inferirse que esta variable aporta capacidad
explicativa alguna, ni siquiera cuando se utiliza por sf séla, como ya hemos discutido ampliamente.

También es interesante observar que el estadistico tipo F' habitual para el contraste de signifi-
cacion global del modelo, es decir, para contrastar la hipdtesis nula que afirma que las variables
explicativas, consideradas conjuntamente, no aportan capacidad explicativa alguna, arroja un valor
numérico de 9,55, con un valor-p igual a 0, por lo que una interpretacién estricta del mismo con-
ducirfa a admitir la capacidad explicativa conjunta de las variables consideradas acerca del peso de
los recién nacidos, contrariamente a las conclusiones que hemos obtenido.

Sin embargo, un investigador todavia deberia pronunciarse acerca de la posible evidencia exis-
tente en la informacién muestral sobre la influencia que las distintas variables consideradas pueden
tener sobre el peso del recién nacido. En este sentido, si consideramos los cigarillos fumados durante
el embarazo, la diferencia entre las medianas que antes mencionamos para los pesos de los bebés
nacidos de mujeres no fumadoras y de mujeres fumadoras es notable, siendo menor la mediana
del peso para los hijos de mujeres fumadoras, lo que sugiere una relacién negativa entre estas dos
variables, como quiza cabria esperar. Esta es la dinica variable recogida en la muestra para la que
detectamos un efecto significativo; los datos disponibles sugieren que el consumo de cigarrillos du-
rante el embarazo tiende a disminuir significativamente el peso de los bebés al nacer, lo que ocurre es
que la informaciéon muestral no nos permite estimar con precisién las variaciones en peso producidas
por cada incremento en el nimero de cigarrillos fumados por la madre durante el embarazo.

Hay otros aspectos, potencialmente relevantes, que no hemos considerado en la discusién previa:
los residuos de la regresion mas completa, REG_TODAS, tienen una media de -3,70 para los recien
nacidos de raza no blanca (186 bebés), y de 0,68 para los de raza blanca (1.005 bebés). Esto estd
en consonancia con la posibilidad de que los bebés de raza blanca tengan més peso. Dichos residuos
tienen media de -1,92 para las mujeres, y de 1,78 para los varones, sugiriendo asimismo que los
varones puden tener un peso al nacer mayor que el de las mujeres. Ambos efectos son ademds
acordes a la intuicién, por lo que procede analizarlos en algin detalle.

Al incluir ambas variables ficticias junto con las cinco variables antes analizadas, el R? de la
regresién aumenta apreciablemente, a 0,049, a la vez que la desviacién tipica residual se reduce a
19,65, y el Ratio de ajuste se eleva a 3,4%. Si restringimos el modelo a incluir las dos variables
ficticias, de sexo y raza, junto con cigarrillos, la regresién apenas varia, con residuos muy altamente
correlacionados con los obtenidos en todas las regresiones consideradas, un R? de 0,042, desviacién
tipica de 19,92, y Ratio de ajuste de 2,1%.

Esta dltima [REG _CIG_FIC] es, sin embargo, quizd la regresiéon mas razonable,

27Por supuesto, la ilustraciéon en Wooldridge (2001) acerca de la ausencia de capacidad explicativa de las dos
variables de educacién es cierta. Sin embargo, el resultado es atin mas estricto, por cuanto que tampoco las variables
renta, cigarrillos, ordenac, tienen verdaderamente una capacidad explicativa de gran significacién.
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Peso; = 113,277 — 0,506cigarillos; + 3,052male; + 6,230white; +u; 1 =1,2,..., N
(1,306)  (0,090) (1,071) (1,301)

R?> = 0,044, 6, = 19,925

cuyos residuos aparecen en FIG_RES CIG_FIC. El coeficiente estimado para la variable
ficticia WHITE es de 6,23, siendo de 3,05 el coeficiente estimado para MALE. El coeficiente es-
timado para WHITE esté en linea con la diferencia observada entre el promedio de los residuos
correspondientes a bebés de cada grupo racial en la regresién que no inclufa esta variable explica-
tiva. De igual modo, el coeficiente estimado para MALE es muy similar a la diferencia entre los
residuos de varones y mujeres en la regresiéon que no inclufa esta variable explicativa.

Simulacién a partir de la regresién estimada Los valores numéricos mencionados sugieren
que un bebé de raza blanca pesa, en promedio, 6,23 onzas més que un bebé de otra raza de iguales
caracteristicas en lo relativo a: nimero de cigarros fumados por la madre durante el embarazo, renta
familiar, niveles educativos del padre y la madre, y orden del bebé dentro de los hijos de la familia.
La diferencia de peso estimada entre un nino de raza blanca al nacer, y una nina de raza negra,
es de 9,28 onzas, comparable a la que obtuvimos antes entre los bebés de madres fumadoras y no
fumadoras. En la hoja de célculo Bwght.xls se muestra cémo la mediana del nimero de cigarrillos
fumados por la madre durante el embarazo, entre el conjunto de las observaciones en que dicho
nimero es no nulo, es de 10 cigarillos. Ello significa que, de acuerdo con la regresién anterior, la
diferencia de peso entre distintos bebés seria,

Pesos estimados

Caracteristicas recién nacido Peso
Madre fumadora, mujer, no blanca 108,217
Madre fumadora, varén, no blanco 111,269

Madre no fumadora, mujer, no blanca 113,277

Madre fumadora, mujer, blanca 114,447

Madre no fumadora, varén, no blanco 116,329

Madre fumadora, varén, blanco 117,499
Madre no fumadora, mujer, blanca 119,507
Madre no fumadora, varén, blanco 122,559

Como puede apreciarse, la diferencia entre los pesos estimados de dos recién nacidos que sélo
difieren en que su madre declarase ser fumadora, es siempre de 5 onzas, procedente del producto
de 10 cigarrillos, escogido como representativo del nivel de tabaco consumido diariamente, por el
coeficiente estimado en la regresiéon. Esta diferencia estimada es inferior a la diferencia de 9 onzas
entre las medianas de los pesos para ambos grupos de madres.

6.4 Ejemplo: Discriminacién salarial
6.4.1 Capacidad explicativa adicional

Ninguna de las dos variables consideradas parecen tener, por si sélas, gran capacidad explicativa
sobre el salario. Si estimamos una regresién con ambas, tenemos un R? ajustado de 0,344, con
0, = 145,4, y ratio de ajuste 1 — 2+ = 0,19.

Y
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Salario; = 43,31+ 77,87 Educacién; + 8,10 FExperiencia; + u;, (23)

(3,29) (0, 39)
(23,7) (20,8)
R? = 0,345, R?>=0,344, 6, = 145,45, SR = 31079583;

Es interesante que los dos coeficientes estimados difieren apreciablemente de los obtenidos en
las regresiones individuales, siendo en ambos casos superiores a los estimados en dichas regresiones
simples. Ahora, estimamos que el salario aumenta en casi 78 Bef. por afio de educacién, y en m&s
de 8 Bef. por afio de experiencia.

Que los coeficientes hayan aumentado respecto de la regresién simple, sugiere que ambas vari-
ables estén negativamente correlacionadas; en efecto, si asi fuera, un afno més de educacién vendria
generalmente asociado con una menor experiencia laboral, como por otra parte parece razonable. De
hecho, el coeficiente de correlacién habitual entre ambas variables es -0,29, reflejando tal correlacién
negativa si bien, tratdndose de variables cualitativas, el uso de dicho estadistico es cuestionable. Los
niveles de experiencia medios son de 25,9, 20,7, 17,0, 14,9 y 14,5 anos para los niveles educativos
de 1 a 5, respectivamente, con una media global de 17,2 anos. La ordenacién decreciente de dichos
promedios sugiere asimismo la correlaciéon negativa entre ambas variables.

6.4.2 ; Aporta la variable Experiencia informacién acerca de la determinacién salarial,
adicional a la que continen el nivel educativo y el sexo del trabajador?

Aunque los resultados parecen claros, un investigador podria dudar de la verdadera relevancia de la
informacién aportada por la variable experiencia sobre los salarios, pues la evidencia proporcionada
en este sentido por el modelo de regresién simple, asi como por los estadisticos descriptivos podria
sugerirlo. Para ello, estimarfamos el modelo omitiendo la experiencia laboral y, utilizando, por
tanto, el nivel educativo y la variable ficticia para explicar los salarios,

Salario = py + B, Experiencia + By Educacion + B3 Male

y compararfamos los residuos de esta ecuacion restringida, con los de (37). Ademsds del claro de-
scenso en los estadisticos de ajuste (reg_w_edu_male), la nube de puntos (SIGNIFICA EXPER)
que representa ambos conjuntos de residuos indica claramente las diferencias entre ellos o, lo que es
lo mismo, que la experiencia profesional es una variable significativa para explicar la determinacién
de los salarios en este grupo de trabajadores. El coeficiente de correlacion entre los residuos de
ambos modelos, incluyendo y excluyendo la variable Fxperiencia es 0,88, claramente por debajo de
1,0, en coherencia con la interpretacién de que la Experiencia aporta contenido informativo que no
estd incorporado en la variable .

6.5 Ejemplo 15.1

6.6 Relacién entre estimadores de Minimos Cuadrados en la regresién
simple y la regresién miltiple

En las expresiones del estimador de minimos cuadrados de los coeficientes del modelo de regresién
muiltiple:

7



Swlysgg - Swzyswlwz' p _ Sﬂizysgl - Swlysﬂilﬂiz
2,82, = (Serwa)” 7 82,92, — (Sura)’

observamos que la estimacién del efecto que sobre y tiene una variacién unitaria en una de las
variables explicativas difiere de la estimacién que de dicho efecto tendriamos estimando un modelo
de regresién simple. En el modelo de regresién simple, el estimador de minimos cuadrados del
coeficiente asociado a la unica variable explicativa seria igual, como sabemos, al cociente entre la
covarianza de las variables dependiente y explicativa, y la varianza de la variable explicativa de la
regresion.

Sin embargo, existe un caso especial en que ambos estimadores coinciden. Supongamos que las
dos variables explicativas del modelo, x21 y x3; estdn incorrelacionadas. En tal caso, S;,., =0,y
tendriamos en el modelo de regresién miiltiple las expresiones:

31:

(24)

B Sz1y52 _ Srly ﬁ szysz _ Sﬂ¢2y
Pos2ez sz 0P g2 62 G2
que coinciden con los estimadores que de los efectos individuales §; y «; tendriamos en las
regresiones simples:

yi = Oo+ 01w +uy (25)
Yi = Qo+ 1T v (26)

El resultado es generalizable: Supongamos que estamos interesados en una regresién con k
variables explicativas, y que podemos dividir las variables explicativas en dos grupos, con ¢ y k — ¢
variables cada uno, teniendo cada variable del primer grupo correlacién nula con cada una de
las variables del segundo grupo. Dentro de cada grupo, las correlaciones pueden ser arbitrarias.
Entonces, las estimaciones de los coeficientes del primer grupo de variables serdn las mismas en
el modelo completo que en el modelo que utilizase inicamente dichas variables como explicativas,
vy lo mismo puede decirse de las estimaciones de los coeficientes del segundo grupo de variables
explicativas.

Consideremos ahora la situacién mds habitual, en que las variables explicativas tienen una
correlacion no nula. A partir de (24) es facil obtener, dividiendo por S2 52 en cada una de ellas:

Byr = Byabor B, = Bz — By1Bia
1 - 512ﬁ21 1 - 612521

donde Byl denota el estimador de minimos cuadrados de la pendiente en una regresién de y

31:

sobre 1, 512 es el estimador de la pendiente en una regresion de z; sobre xo, y andlogamente los
demds pardmetros. Dado que una correlacién nula entre dos variables implica que la estimacién de
minimos cuadrados de la pendiente en la regresién entre ambas serd igual a cero, es nuevamente
sencillo ver la equivalencia entre el estimador del efecto individual y del efecto global sobre y de
un cambio en z; en ausencia de correlacién entre x; y x2.En este caso, 821 = ﬁm = 0, por lo que
By = 5y1y By = »Byz

Una tercera representacion de los estimadores de minimos cuadrados del modelo de regresion
multiple, en funcién de los coeficientes de correlacién entre las distintas variables del modelo y sus
volatilidades relativas. Si dividimos por S§IS§2 en el numerador y denominador de ,6’1, tenemos:
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B, = 52, T sz s Sh \/s? 55155, /52 Py1 — PyaPr2 Sy

1 — 2 - 2 - 2 e

1 (Soyey) L= p1y L=piy Sz
57,52,

y de modo similar, pude obtenerse una expresién andloga para [, :

- Py2 = Py1P12 Sy
Po="HT 273
— P12 T2

donde los subindices tienen la misma interpretacién que en las expresiones anteriores.

6.7 Coeficientes de correlacién (o de determinacién) y estadisticos t

El coeficiente de correlacién guarda una estrecha relaciéon con los estadisticos ¢ de las variables.
Asi, si contrastamos la significacién estadistica de la tnica pendiente estimada en un modelo de
regresion simple, se tiene:
R n-2

1-R?2 1

Pero una distribuciéon F' cuyo primer grado d elibertad es igual a 1, es igual al cuadrado de
una distribucién ¢t de Student con el segundo nimero de grados de libertad de la distribucién F :
Fipo=12_,.

Por tanto,

Fi o=

t2

n—2

t%—2 +(n—2)

El resultado se mantiene, por supuesto, cuando la regresion simple que estimamos es una regre-
sion parcial, en la que hemos descontado tanto de y como de x; el efecto que sobre ambas variables
tiene xg, y tenemos:

R? =

2
2 _ t1
D)
donde t; es el estadistico ¢ de la variable ;1 en el modelo global, y siendo k el nimero de
coeficientes estimados en dicho modelo, que es igual a 3 en este ejemplo. En la regresion parcial,
no sélo el coeficientes estimado para x; sino también su desviacién tipica estimada, son los mismos
que en la regresién original. Por eso se cumple la relacién anterior.
Si tenemos un alto nimero de variables explicativas, supongamos k = 5, y queremos calcu-
lar el coeficiente de correlacién parcial p,,, . ..., deberfamos estimar una regresiéon de y sobre
x1, T, T3, x4, y utilizar el estadistico ¢ de la variable x5 en dicha regresién para calcular:

e B
YT2.T1T5T6 t% + (TL _ 5)
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6.7.1 Aplicacién: Adicién de variables a un modelo de regresion

El coeficiente de correlacion parcial es una herramienta ttil para decidir si anadir una variable
explicativa adicional a un modelo estimado. Supongamos que hemos estimado el modelo:

Yi = Bo + Brw1; + Boxor + Pz + uy

y nos planteamos la conveniencia de anadir una variable explicativa x4;. Es claro que en dicha
decisién no debemos guiarnos del coeficiente de correlacién simple habitual p,,,. Este coeficiente
nos medirfa toda la informacién que x4 contiene sobre y. Pero una parte de dicha informacién, ya
estd presente en el modelo, a través de x1,x9,x3. Por tanto, queremos decidir sobre la base del
coeficiente de correlacion parcial: p,,, . 4,z que, como hemos visto en la seccién anterior, guarda
una estrecha relacién con el estadistico ¢ del coeficiente de la variable x4 en la regresiéon multiple.

Supongamos que hemos estimado un modelo de regresién, con una estimacién de la varianza del
término de error igual a:

_ SCRsr
T on—k

y consideramos la posibilidad de excluir del modelo r variables explicativas. Si lo hacemos asi,
y volvemos a estimar, tendremos:

OSR

SCRp
n—k+r

El contraste F' de significacién conjunta de loscoficientes de dichas r variables es:

ORr =

F SCRR—SCRSRTL—]C (n—k—l—r)&R—(n—k)&SRn—k
rin—k — =

SCRSR r (nfk')f)'spL r

de modo que:

or _ P

6sp 14 1=k
por lo que:

r<ospre F<1
. (1-Rr?)s? A e . g - B2 9

pero: 6 = ~—,——*, de modo que G disminuye si y sélo si R* aumenta, puesto que Sy y n

estdn dados y no dependen del niimero de variables explicativas que incluyamos en el modelo de
regresion.

6.8 Estimacion de efectos individuales en una regresién miiltiple

Recordemos la interpretacién del residuo de una regresiéon como el componente de la variable de-
pendiente y no explicado por la variable dependiente x. En el caso de una regresién multiple, es el
componente de y no explicado por el conjunto de las variables explicativas. Por simplicidad, vamos
a considerar una regresién miltiple con dos variables explicativas, x1 y x2, aunque el argumento
puede extenderse al caso mds general en que x1 y =2 son vectores, es decir, estdn formados por
varias variables.
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La primera proposicién muestra que el coeficiente de un modelo de regresién miiltiple puede
obtenerse mediante una regresién entre residuos de regresiones simples. Ya sabemos que salvo en
el caso en que x1 y xo estuviesen incorrelacionadas, el coeficiente de x; en una regresiéon de y sobre
1 y w2 estd afectado por la presencia de x5 en dicha regresién. Por tanto, va a ser distinto del
coeficiente estimado en la regresién simple de y sobre x1.Sin embargo, el coeficiente de z; en la
regresién multiple puede obtenerse en una regresién del componente de y no explicado por x5 sobre
le componente de x1 no explicado por zs.

Proposition 5 El coeficiente de z1; en la regresion mdltiple, B, puede estimarse mediante la
regresion del componente de y no explicado por xo, (7);) sobre el componente de x1 no explicado por

T2, (gz)

Consideremos nuevamente la regresion:

Yi = Bo + B1w1i + Bazai tug, i =1,2,..n

y estimamos las regresiones auxiliares que explican tanto a y como a x; mediante xo:

Yi = Qo+ a1x2 +0;
213 = 0o+ 0172 +§;
queddndonos con los residuos:
N, = Yi—&o— 1T
51- = x1;—0g — 012y

El residuo 7); es el componente de y; no explicado por zg;, mientras que el residuo EZ es el
componente de z1; no explicado por xo;. Nétese que:

. Cov(yi, 2i) N ey _

= (Wi—19) Var(za:) (w25 — T2) = (yi — ¥) ng (w2; — T2)

~ CO’U T4, L25 _ _ S:B15r2 +
& = (e —T1) — Vc(tr(lxgi; )(x27, —T9) = (21, — 1) — 5%2 (x2; — T2)

Ahora, estimamos la regresién de uno sobre el otro:

7; = Vo +Ulgi +é&;

obteniendo una estimacion de la pendiente:

By = Cov(ﬁiyfi) _ Zﬁifi
= 2 = 2
Var(;) > &
debido a que ambos residuos tienen media cero, por lo que sus covarianzas y varianzas se definen
mediante productos y cuadrados simples, sin necesidad de restar la media muestral.
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S Se Sy Szix Sera
727;’5:702:701 + 2y 1T2 Siz — ley _ #S‘my

o o= > ((yi —-9) - %iy (i — xg)) ((xh- — ) — Sgéj? (22 — xz)) —
S

_ Pmz g

T R ) Sz, 52, Sz,
2 2
~2 _ Sm T _ Sx T S:E T
Zﬁi = Z |:($1i_x1)_ S; = (22 _x2)} = Sgl + ( S; 2) ng —2 S; = Serzs =
T2 T2 2
S(lj xr
= Sil - S; 2 T1T2
T2
Aunque ahora no lo necesitemos notemos que, por igual razon,
A Sy Nk Syas ) Sya
St = X w0 S - a] - 53+ (32 s -0fs,, -
o i) xr2
2
_ S2 _ (59002)
y Sﬁz

Finalmente:

by = Cov(ﬁivéi) _ Zﬁiéi _ Szlysiz — 8212550,y

Var(&,) Y& 9585, - S,

y habremos obtenido el mismo coeficiente que habriamos obtenido en la regresién multiple.

Como vamos a ver a continuacién, en realidad el procedimiento puede simplificarse ain mas:
. Qué pasarfa si excluyésemos el efecto de xo; unicamente de x1;, pero no de y?

Proposition 6 El coeficiente de x1; en la regresion multiple, B, puede estimarse mediante la
regresion de y sobre el componente de x1 no explicado por xa, (§;).

En ese caso, estimarfamos una regresién de y sobre éi, el componente de x1; no explicado por
To; :
Yi =Y + 718 +Si
obteniendo una estimacion de la pendiente:
_ Cov(yi, &;) _ %Eyifi

T Ve T ivE

Pero:
~ _ CO”U(SCU, 1’21') _ Smlrz
E yi&; = E Yi {(zu —71) — W(@i —I)| = Sary — q2 Stay

T2
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mientras que, como antes vimos,

52 _ 52 o Sﬂﬂlrz
i = Mz SQ T1T2
T2

por lo que:

~ _ S.’l}lﬂ')z
4y = Cov(yi, &) Sory sz, Sazy o leysig — Sa125 520y
1= = = =
Var(gi) S_%l — Lglzz 531532 - 512‘13:2

2
52,

que es el mismo estimador que obtuvimos en la regresién anterior. Sin embargo, las desviaciones
tipicas del estimador seran diferentes en ambas regresiones.

6.9 Aplicaciones
6.9.1 Extraccién de tendencias

Estos resultados se prestan a la siguiente aplicacién: Supongamos que tenemos dos variables cuya
relaciéon queremos caracterizar, y ambas presentan una clara tendencia temporal. La presencia
comin de una tendencia generard una impresiéon de relacién entre ambas variables que quiza no
se corresponde con la relaciéon que entre ellas existe una vez que descontemos la presencia de
dicha tendencia. Si quisiéramos medir esta iltima correlacién, podriamos estimar primero sendas
regresiones de y y x1 sobre una tendencia ¢, y tomar los residuos de ambas regresiones. Estos
podrian interpretarse como el resultado de extraer la tendencia temporal de las variables y y 7.
Por tanto, la correlacién entre dichos residuos nos dard la correlacién entre las variables y y 1 que
no es debida a la presencia de una tendencia comun.

Este procedimiento seria correcto, pero el resultado anterior nos dice que se puede obtener la
estimacion del coeficiente 8 con que z; influye sobre y de dos maneras maés sencillas. Una, estimando
una regresiéon de y sobre el componente que queda en x; tras extraer la tendencia de esta variable.
Esto evitarfa una de las regresiones anteriores. Pero hay un procedimento que en general resultara
aln méds simple, que consiste en estimar la regresién:

Yi = Bo + Brx1i + Baot +uy

donde, en este caso, no hemos eliminado la tendencia temporal de ninguna de las dos variables.
Las dos proposiciones anteriores muestran que la estimacién de minimos cuadrados del pardmetro
B en esta tultima regresion sera idéntico al obtenido en cualquiera de las dos regresiones que hemos
mencionado al inicio de este parrafo.

6.9.2 Desestacionalizacién

Algo similar puede aplicarse al caso en que existen componentes estacionales apreciables tanto en
y como en z1. Con datos trimestrales, estos pueden representarse mediante variables ficiticas, una
para cada trimestre, que toman el valor 1 en el trimestre correspondiente, y 0 en los restantes. Si
estamos interesados en estimar la relacién entre ambas variables que no es debida a los factores
estacionales, podemos desestacionalizar ambas variables, y estimar una regresién entre sus ver-
siones desestacionalizadas. ;Cémo se desestacionaliza? Estimando una regresién de cada variables
sobre las 4 variables ficticias trimestrales, y conservando el residuo asf obtenido. Alternativamente,
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sabemos que bastarfa con desestacionalizar z;. Pero lo que puede ser més sencillo, es que también
basta con estimar la regresién:

Yi = B1%1; + a1 D1y + o Doy + a3 D3sy + oy Dy + 1y

donde Dq; denota la variable ficticia correspondiente al primer trimestre, y DoyDss, Dy las
correspondientes a las restantes. En esta regresién, hemos eliminado la constante para evitar
multicolinealidad exacta por la llamada trampa de las variables ficticias. Andlogamente, podriamos
haber excluido alguna de las variables ficticias, por ejemplo la correspondiente al primer trimestre,
estimando,

Yi = Bo + Bix1i + e Doy + as3D3y + ag Dy + u;

Trabajando con datos mensuales, la estacionalidad se representaria por 12 variables ficticias,
una para cada mes. Cada una de ellas tomaria el valor 1 en el mes correspondiente, y el valor
0 en los otros 11 meses del ano. Trabajando con datos financieros, tiene gran interés analizar la
posible estacionalidad diaria, para detectar posibles pautas sisteméticas que se tengan cada dia
de la semana. Asi, en ocasiones se afirma que hay un efecto lunes en las rentabilidades de los
mercados de valores, que motiva la toma de posiciones ese dia, para vender los viernes. En este
caso, definiriamos una variable ficticia para cada dia de la semana, de modo similar al anterior.

6.10 Correlacién parcial

El coeficiente de correlacién parcial entre dos variables, y y 1;, mide el grado de relacion entre estas
dos variables que no es debida al efecto comin que las restantes variables del modelo tienen sobre
ambas. Este coeficiente se obtiene como el coeficiente de correlacién simple entre y y x1; cuando
de cada una de ellas se extrae previamente el efecto de las demds variables. Esta es una manera
sencilla de calcular el coeficiente de correlacién parcial.

Otro modo de calcular la correlaciém parcial, mds complejo, pero ilustrativo, porque utiliza
propiedades ya conocidas de las regresiones es el siguiente: Estimamos una regresién de cada una
de ellas, y y x1; , sobre las demds variables explicativas del modelo, y reservando los residuos de
dichas regresiones. Los residuos seran los componentes de y y x1; que no estan explicados por las
restantes variables.

Definition 7 El coeficiente de correlacién parcial entre y; y x1; se define como el coeficiente de
correlacion lineal simple entre ambos residuos 7); e §; , los componentes de y; y x1; no explicados
por Zai,

2?21 "77,%7, 21;1 (ys — G — G12;) <l’1i — 30 - 313?21')

no a2 n 22 N n R R n o N 2
2ic M\ i & \/Zizl (yi — o — a1x2i)2\/zi_1 (-7311' —dp — 51$2i>

py.’Ifl..’I:g =

Si todos los coeficientes de correlacién entre y, 1 y x5 fuesen positivos, entonces la correlacién
parcial entre y y x1; seria inferior al coeficiente de correlacién simple entre ambas variables, al
estar descontando de éste el efecto comin que sobre ambas variables tiene z5. Si los coeficientes de
correlacién son de distinto signo, los resultados numéricos pueden ir en cualquier direccién.
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El coeficiente de correlacién parcial al cuadrado, pw L.z4> S€ conoce como coeficiente de deter-
minacién parcial, RW1 z,- Pl coeficiente de determinacién parcial Rw1 z, mide el porcentaje de
la Suma de cuadrados de los residuos 1, ,, (porque hemos eliminado de y el componente expli-
cadopor x9) que estd explicada por la variable z; (aunque de ella hemos extraido asimismo su
componente explicado por z3). En general, el coeficiente de determinacién parcial puede ser mayor,
igual o menor que el coeficiente de determinacion simple, ya que son proporciones calculadas sobre
cantidades distintas.

Es fécil obtener una representacién del coeficiente de correlacién parcial en términos de los
coeficientes de correlacién simples:

S _ 51112
Z 177151 T1Y s% T2y

pyicl 2
/ -2 Syz 1
z 17 \/Zz 1£ \/Sg - (;32)\/5’2 - Sé 2 T1T2

y dividiendo el numerador y el denominador por el producto ,/S252 tenemos:

Yy

_ pyzl - pazla:zpywz

pyzl.xQ - I—
1 - pizg V 1 - p3’1$2

6.11 Relacién entre coeficientes de correlacién (y de determinacién) sim-
ple y parcial

Puede probarse que, en una regresién con dos variables explicativas, ademds de la constante, se
tiene:

2 2 2
Ry T1T2 (1 - pyzl)(l - py:vQ.zl)

mientras que en una regresiéon con 3 variables explicativas, ademds del término constante, se
tiene:

1- Rz T1xT2T3 (1 - pz:zl)(l - pzxzwl)(l - pzaj3.aj1$2)

Para demostrar el primer resultado, notemos que 1 — pim_m es igual a 1 menos el coeficiente
de determinacién de la regresién parcial de y sobre x5 cuando se ha extraido de ambas variables el
efecto de la variable x1. Los residuos de dicha regresién seran igual al componente de y no explicado
ni por x1, cuyo efecto se eliminé previamente, ni por z2, que se ha incluido como explicativa (en
realidad, se ha incluido como explicativa el componente de zoque no estd explicado por z). Por
tanto, la Suma de cuadrados de residuos serd: SCR, ;,4,. Por otra parte, la Suma Total de dicha
regresion es igual a la suma de cuadrados de residuos de la regresién de y sobre x4, es decir, SCRy 4, .
Por tanto,

SCR
1— p2 . — Y.T1X2
YTo. X SCRy.rl
En definitiva,
SCR SCR SCR
1— 2 1— 2 — Y1 Yy-r1Ta _ Y-T1T2 __ R2
( pyil) ( pywz-m) STy SCRy.xl STy Y.x1T2
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De estas expresiones se deduce que un coeficiente de correlacién parcial puede ser mayor o
menor que un coeficiente de correlacién simple. Por ejemplo, la variable z; puede explicar por si
s6la un 20% de las fluctuaciones en y, pero una vez que se descuenta el efecto de x, puede ser que
x1 explique un 40% de la varianza residual, s6lo que ahora no son residuos de la variable ¥, sino
del componente de y que no esta explicado por 5. En este caso, el cuadrado del coeficiente de
correlacién simple serfa pzz . = 0,20, mientras que el cuadrado del coeficiente de correlacién parcial
serfa: pzwllm = 0,40. Simplemente, la variabilidad total en y, y la variabilidad en el componente
de y no explicado por zs, no son comparables. En nuestro ejemplo, 1 explica més del segundo que
del primero, lo que perfectamente puede suceder.

6.12 Ejemplo: Ventas de un bien en funcién del precio y del gasto en
publicidad

En este ejemplo podemos definir el coeficiente de correlacién parcial entre Ventas y Publicidad,
Py, pub.p como el coeficiente de correlacién simple entre las variables transformadas que resultan al
extraer de ambas variables el efecto comiin que sobre ellas tiene el Precio del producto. Andloga-
mente, podemos definir el coeficiente de correlacién parcial entre Ventas y Precio, py p p,;, como el
coeficiente de correlacién simple entre las variables transformadas que resultan al extraer de ambas
variables el efecto comin que sobre ellas tiene el gasto en Publicidad.

En funcién de los coeficientes de correlacién simples habituales, demostramos en la Seccién XX
las expresiones,

) _ Pv.pub — Pv.pPPubp 0,950 — (=0,901)(-0,829) 37
V-Fub b ) ; V1= (=0,901)2\/1 - (—0,829)2
<1 - pV,P) (1 - pPub,P)
PV.P ~ PV, PubPPub P —0,901 — 0,950(-0, 829
PV,P.Pub ( ) = —0,650

\/(1 - p%/,Pub) (1 - P?Du@P) : VI 095071 (20,8207

que nos proporcionan los valores numéricos de ambnos coeficientes de correlacién simples.
Vimos asimismo en el texto expresiones para el célculo de los coeficientes de determinacién y
correlacién parcial en funcién de Sumas Residuales,

SR,
./ Pub,P)]
R%//Pub.P = 1- SR2? = PV,Pub.P = \/m

V/P
SR\Z/ Pub,P
R\2//P.Pub = 1- 75}%%/[/13 b L = Pv,P.Pub = \/R%//p,pub

Teniendo en cuenta que la relacién entre la Suma Residual de un modelo de regresién que tiene
como variable dependiente a y y el coeficiente de determinacion de la misma es: SR* = T.S2(1—R?),
tenemos,28

2

28 G R2 V/Pub

V/[Pub,P]
denota la suma de cuadrados de residuos en una regresién de Ventas sobre gastos en publicidad. SR

denota la Suma Residual que resulta cuando Publicidad y Precio explican Ventas, mientras SR:

2 .
V/Pub.p SCT12
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SRY jipuppy = T-Sv(1—RY)puypy) = 10(443,5) (1 - 0,943) = 252,80
SRy puy = T.5%(1— Ry p,,) = 10(443,5) (1 — 0,902) = 434,63
SRy p = T.Sy(1— Ry p)=10(443,5) (1 —0,812) = 833,78

Utilizando estos valores numéricos, tenemos,

B SR%//[Pub,P] - 252,80

Ry pupp = S, " sms 0,697 = py.puy.p = V0.697 = 0,835
SR%/ Pub,P 252,80
Ry ppy = 1- SR/Q[ LN i =048 = pyppy = V08 = 0,647
V/Pub )

donde hemos asignado un signo negativo a py p p,; debido a ser una correlacién entre ventas y
nivel de precios. La ligera variaciéon observada en los resultados proporcionados por ambos enfoques
se debe a la aproximacion numérica en las diferentes operaciones realizadas en cada caso.

El coeficiente de correlacién simple entre ventas y gastos en publicidad es de 0,950, reduciéndose
a 0,835 si excluimos la simultaneidad que ambas variables muestran debido a su correlacién comin
con el nivel de precios. El coeficiente de correlacién simple entre ventas y nivel de precios es de
-0,901, reduciéndose en valor absoluto al caer el coeficiente a -0,647 cuando excluimos la informacién
comun que sobre los valores anuales de ambas variables tiene el gasto en publicidad. Por tanto, el
gasto en publicidad explica casi un 30% de la correlacién entre venta y nivel de precios, mientras
que el nivel de precios es responsable de sélo un 12% de la correlaciéon entre ventas y gastos en
publicidad. De ello concluimos que el gasto en publicidad es la variable mds importante para
explicar la evolucién temporal de la cifra de ventas.

Tal conclusién coincide con la que alcanzamos al examinar las correlaciones entre Ventas y los
residuos de las regresiones simples, asf como al comparar los residuos de la regresién miiltiple con los
que se obtienen en cada una de las regresiones simples. Estos son los procedimientos que sugerimos
utilizar para el andlisis de este tipo de cuestiones. En este ejemplo se alcanzaria la misma conclusién
por los procedimientos habituales de comparar el valor numérico de los coeficientes individuales
estimados en el modelo de regresién miiltiple, o el valor absoluto de los estadisticos tipo-t asociados
a ambos coeficientes. Sin embargo, ya hemos indicado como ninguna de tales comparaciones est4
justificada y la coincidencia es casual. Veremos en otros ejemplos que los resultados no son siempre
coincidentes?”.

Debe recordarse, de la discusién tedrica en la Seccién XX, que 0,835 es asimismo el coeficiente de
correlacién que obtendriamos entre los residuos de regresiones que explican las ventas y los gastos
en publicidad, respectivamente, por la variable precio (RES V _PREC,RES PUB_PRECIO,).

la Suma Residual que se tendria en una regresién de ventas sobre gastos en publicidad, después de excluir de ambas

variables el componente comuin que tienen por incorporar informacién sobre el precio. SR‘Q//P pup S€ Interpreta

analogamente.
29W. Kruskal, The American Statisticiam (1987), propuso utilizar el promedio de los cuadrados de los coeficientes
de correlacién simple y parcial entre Y y cada variable explicativa para evaluar la proporcién de la fluctuacién en Y
2 2
que es explicada por cada una de éstas. En nuestro ejemplo tendriamos para los gastos en publicidad: w

2 2
=0, 801, y para el nivel de precios: w

pag.80].

=0, 617 alcanzando la misma conclusién [Johnston y DiNardo
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De modo similar, -0,647 es el coeficiente de correlacién entre los residuos de regresiones que expli-
can las ventas y el precio, respectivamente, utilizando los gastos en publicidad como nica variable
explicativa (RES_V _PUB,RES PREC PUB). Ambos resultados pueden comprobarse uti-
lizando las variables descritas, que se contienen en el fichero de trabajo.

Esto nos recuerda el significado de los coeficientes de correlaciéon parcial: al estimar las regre-
siones de ventas y precios sobre publicidad, estamos extrayendo de estas variables la informacién
comun con los gastos en publicidad, y luego correlacionamos los componentes asi medidos, obte-
niendo el grado de asociacién entre ventas y precio, excluyendo aquella correlacién que pueda estar
debida al hecho de que ambas se relacionan con el gasto en publicidad.

7 Colinealidad entre variables explicativas en el modelo de
regresion

En la mayoria de los modelos de regresién que nos encontramos, las variables explicativas tienen
correlacién no nula. Esto se debe a que los datos econémicos no proceden de un diseno experimental,
como pueda suceder en otro tipo de ciencias. Sus valores proceden de modo complejo de las
decisiones de los agentes econémicos, que hacen que las distintas variables se influyan mutuamente.

Cuando dicha correlacion es elevada, sea de signo positivo o negativo, se hace dificil discriminar
entre la relevancia que para explicar la variable dependiente tienen las variables explicativas que
presentan correlacién elevada.

La implicacién de este hecho es que es dificil precisar, a partir de la informacién muestral acerca
de los valores numéricos de los coeficientes asociados a dichas variables. En consecuencia, dichos
coeficientes se estiman con una reducida precisién.

Como sabemos, ello se manifiesta en unos valores numéricos reducidos de los estadisticos t, por
lo que es probable que para alguno de dichos coeficientes (o quizé para todos ellos) no rechacemos
la hipétesis nula de ausencia de significaciéon estadistica. Aunque sabemos que tal identificacién
carece de justificacion, esta observacién puede conducir a creer que las variables asociadas carecen
de relevancia para explicar la variable dependiente.

La reducida precisién en la estimacién hace que la varianza de la distribucién de probabilidad
del estimador de cada coeficiente sea elevada. En consecuencia, el valor numérico del estimador,
que no es sino una extraccion aleatoria de dicha distribucién de probabilidad, puede diferir bastante
del verdadero valor numérico del coeficiente, a pesar de tratarse de un estimador insesgado. Esto
es debido a que aun siendo insesgado, el estimador tiene una varianza grande.

De hecho, una regresién en que los estadisticos ¢ son todos reducidos (por debajo de 2,0 en
valor absoluto), y, sin embargo, el coeficiente de determinacién R? es claramente mayor que cero,
es un indicio claro de colinealidad entre todas las variables explicativas. De hecho, en este tipo de
situaciones, el estadistico habitual para el contraste de de la hipétesis nula de ausencia de capacidad
explicativa global de la regresién estimada rechazars facilmente la hipdtesis nula, mostrando una
capacidad explicativa significativa del modelo, a pesar de tener los coeficientes estimados de todas
sus variables explicativas un estadistico ¢ inferior a 2,0 en valor absoluto.

Por el mismo argumento, si se excluyen de una regresiéon dos o méds variables explicativas que
tienen un estadistico ¢ muy reducido, y ello reduce apreciablemente el coeficiente de determinacién,
ello indica que las variables excluidas estdn altamente correlacionadas, y el reducido valor numeérico
de los estadisticos ¢t de sus coeficientes se debia a la reducida precisién con que se estiman.
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7.1 Consecuencias de la colinealidad

° Las estimaciones numéricas de los coeficientes del modelo obtenidas por minimos cuadrados,
y sus desviaciones tipicas pueden variar notablemente al cambiar (afadir o excluir) unas pocas
observaciones de la muestra.

) varianzas altas para los estimadores de minimo cuadrados, lo que conduce a:

° posiblemente, signos sorprendentes en los coeficientes estimados

° intervalos de confianza demasiado amplios, lo que

. dificulta la caracterizacién del impacto numérico que cambios en una variable explicativa
tienen sobre la variable dependiente, y a una

) pérdida de potencia en los contrastes de hipétesis sobre los coeficientes del modelo. En
particular, tenderemos a

. mantener demasiado frecuentemente la hipétesis nula de ausencia de significacion estadis-
tica de cada coeficiente del modelo

° sin que ello implique que el modelo, globalmente considerado, carece de capacidad ex-

plicativa sobre la variable dependiente. Esto se reflejarfa en un R? relativamente alto con pocos (o
ninguin) estadisticos ¢ superiores a 2,0 en valor absoluto.

7.2 Deteccion de la colinealidad

° R2 moderadamente alto, con pocos estadisticos t superiores a 2,0 en valor absoluto

° Elevadas correlaciones entre las variables explicativas. Estas correlaciones deben calcularse
siempre como parte de la descripcién de la informacién muestral, previamente a la estimacién de
cualquier modelo de regresién

) Examen de los coeficientes de correlacién parcial, para comprobar si un coeficiente de
correlacién elevado entre dos variables denota verdaderamente una dependencia mutua o, por el
contrario, ambas reflejan el efecto comin de una tercera variable

° Coeficientes de determinacién en regresiones auxiliares que explican cada variable explica-
tiva por todas las demads. De hecho, un coeficiente de determinacién no muy elevado entre variables
explicativas puede ser sintoma de una colinealidad relativamente importante. Recuérdese, por
ejemplo, que en una regresién simple, el R? es el cuadrado del coeficiente de correlacién lineal. Si
estamos explicando Y por las variables X y Z, y estas tienen una correlacién de 0,60, el R? en la
tinica regresion auxiliar posible (de X sobre Z o de Z sobre X), tiene un R? de 0,36, que puede no
parecer demasiado elevado.

° Se define como el factor de influencia sobre la varianza del estimador de minimos cuadrados
del coeficiente de la variable X; a 1/(1 — R?), donde R? denota el coeficiente de determinacién
descrito en el apartado anterior. La varianza de dicho estimador es:

2

oy

Var (@) = —
> (z; —2)*(1 - R})
=1
Esta expresién muestra, por otra parte, que la existencia de colinealidad entre variables explica-
tivas no necesariamente generard una elevada varianza para las estimaciones de minimos cuadrados
de los coeficientes del modelo.
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7.3 Qué hacer en presencia de colinealidad?

No existe un tratamiento de la colinealidad que pueda recomendarse en todas las situaciones, por
lo que el cuidado del analista de datos en estas situaciones es muy importante.

Exclusién de una variable: si se detecta la presencia de dos variables explicativas muy correla-
cionadas, ello significa que ambas variables tienen mucha informacién en comin, por lo que excluir
una de ellas en el modelo que explica una determinada variable dependiente puede no ser muy grave
y, por supuesto, eliminard el problema creado por la alta colinealidad. Sin embargo, hay que tener
en cuenta que excluir una variable que contiene informacién relevante sobre la variable dependiente
generard un sesgo en el coeficiente que estimamos para la variable que dejamos en el modelo.

Transformacion de variables: en algunos casos, la colinealidad se reduce si se agrupa el efecto
de dos variables (por ejemplo, sustituyendo ambas por su suma), sustituyendo dos variables muy
relacionadas por su valor relativo (su cociente) o normalizando la regresién dividiendo la variable
dependiente y algunas o todas las variables explicativas por una de ellas, habitualmente un factor
de escala, como la poblacién, la renta, etc..

Una estrategia de especificaciéon de un modelo que puede funcionar bien en un contexto de col-
inealidad consiste en comenzar detectando la variable explicativa con mayor contenido informativo
sobre la variable dependiente y estimando la regresién simple con dicha variable. El residuo de dicha
regresién proporciona el componente de Y que no estd explicado por X;. Correlacionamos dicho
componente de Y con las variables explicadas no incluidas en la regresién, y anadimos a la regresién
simple anterior la variable explicativa con mayor contenido informativo sobre el componente men-
cionado de Y. Procedemos de este modo utilizando en cada paso el residuo de la regresiéon de Y, y
calculando el coeficiente de correlacién con cada una de las variables explicativas ain no incluidas
en el modelo. Nétese que buscamos, en cada etapa, anadir al modelo la mayor informacién posible
que aun no esté incorporada en las variables explicativas que ya estdn incluidas en el modelo.

7.4 Ejemplo: Ventas de un bien en funcién del precio y del gasto en
publicidad

7.4.1 Regresiones simples cruzadas

Un investigador podria estimar asimismo dos modelos que tratan de recoger la correlacién existente
entre las variables explicativas,

Pub, = 107,11 -0,986 P, R%,, p = 0,687, &, = 3,88 (27)
0 (0,235)

P, = 103,520,697 Pub,, R% p,, =0,687, 6, = 3,26 (28)
0O (0,166)

en las que:

e el investigador detecta fuerte correlacién entre ambas variables, con un coeficiente de determi-
nacién que es igual, por supuesto, al cuadrado del coeficiente de correlacién simple entre ambas
variables. Por eso el coeficiente de determinacion es el mismo en ambas regresiones, puesto
que el coeficiente de correlacién no encierra ninguna idea de causalidad y es, independiente,
por tanto, de qué variable tomemos como dependiente y cudl como independiente.
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e sin embargo, serfa imposible concluir, utilizando estas regresiones estimadas, si la correlacién
entre precios y gastos en publicidad es fruto o no de una politica explicita de comercializacién.

e a pesar de la coincidencia entre coeficientes de determinacion, las desviaciones tipicas del
término de error no son iguales, sin embargo, ya que las regresiones explican variables depen-
dientes diferentes. Sin embargo, nuestros ratios habituales coinciden,

. 3.88 . 3.26
Ratio (Pub:/P;) = 630 = 0,626; Ratio (P;/Pub;) = F95 = 0,625

donde la leve diferencia se debe exclusivamente a los redondeos a tres decimales.

e las pendientes estimadas en ambas regresiones no son iguales. Su producto es: (—0,986)(—0,697) =
0,687 que es, precisamente, el coeficiente de determinacién entre ambas variables, gastos en
publicidad y nivel de precios. Esta es una propiedad de la regresion lineal simple: si se es-
timan por minimos cuadrados regresiones de Y sobre X y de X sobre Y, el producto de las
pendientes resultantes es siempre igual al cuadrado del coeficiente de correlacién lineal simple
entre ambas variables.

7.4.2 Tratamiento de la colinealidad

La regresién auxiliar entre nivel de precios y gastos en publicidad (28), nos permite estimar el
componente de la evolucion temporal del nivel de precios que no esté explicado por las fluctuaciones
que anualmente experimenta el gasto en publicidad,

P\Pub; = P, — 103,52 + 0,697 Pub; (29)

que no es sino el residuo de la regresién (28). Las propiedades del estimador de minimos

cuadrados garantizan que dicho residuo tiene correlacién nula con los gastos en publicidad, por ser
ésta la variable explicativa en la regresiéon a partir de la cual se han generado los residuos. Por
tanto, Corr(Pubs, P\ Pub;) = 0.

Si ahora estimamos una regresién que pretende explicar las ventas mediante los gastos en pub-

licidad y el componente de precios no explicado por estos, tenemos,

V, = 95,99 + 3,224 Pub, — 1,464 P\Pub,, R> = 0,943, R = 0,927, 6, = 5,983 (30)
(5,26)  (0,305) (0,649)

donde puede observarse que el coeficiente estimado para P\ Pub; es el mismo que obtuvimos en

la regresion inicial (22), y se estima con la misma precision.

Sin embargo, el coeficiente estimado para los gastos en publicidad es ahora mayor que en (22); la

razon es que en (22), al impacto directo sobre las ventas de un aumento en los gastos en publicidad
habfa que anadir el impacto de la reduccién en precios que usualmente acompana el mayor gasto
en publicidad. El efecto global es superior al medido por el coeficiente 2,204 que los gastos en
publicidad reciben en (22), y eso aparece claro en (30). De hecho, el coeficiente estimado para
Pub; en (30) es el mismo que obtuvimos en la regresién simple con esta variable, sélo que ahora lo
estimamos con una mayor precisién.?’ Aunque numéricamente es mayor, también se estima dicho

30Que ambas estimaciones numéricas coincidan no es sino reflejo del resultado teérico que afirma que las estima-

ciones numéricas del coeficiente de minimos cuadrados de una variable explicativa no cambia si se excluyen o se
incluyen en el modelo variables explicativas incorrelacionados con la primera.
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coeficiente con mayor precisién (menor desviacién tipica) en (30) que en la regresion inicial (22),
gracias a que la ausencia de correlacién entre las variables explicativas en (30) permite discriminar
mejor el efecto de cada variable.

Podria pensarse que una limitacién del modelo (30) es el hecho de que en él no aparece el
precio del producto, sino tan sélo el componente del mismo que no estéd explicado por los gastos en
publicidad. Esto es, en cierta forma, sélo aparente, pues si combinamos (30) con (29) se recuperan
exactamente los mismos coeficientes estimados en la regresién original (22), excepto por el hecho
de que el coeficiente de los gastos en publicidad se ha estimado con una precisién superior.

Alternativamente, podriamos utilizar (27) para estimar el componente de los gastos en publici-
dad no explicado por el nivel de precios,

Pub\P, = Pub, — 107,11 + 0,986 P,,

con Corr(Pub\P;, P;) = 0. A continuacién, estimariamos la regresién de ventas sobre el nivel
de precios y Pub\ P, obteniendo,

Vi = 95,99 + 2,204 Pub\P, — 3,637 P;, R* = 0,943, R = 0,927, 6, = 5,983 (31)
(5,26)  (0,545) (0,363)
siendo ahora el coeficiente de la variable auxiliar Pub\P; el que coincide con el obtenido en el
modelo original (22) para Pub;, mientras que el coeficiente estimado para el nivel de precios es
ahora mayor en valor absoluto que en (22), por las mismas razones antes descritas. Coincide con el
obtenido en la regresién simple (33), aunque se estima con mayor precisién que en dicha regresion,
y también con mayor precisién que en la regresion inicial. El investigador deberia quedarse con una
de las dos regresiones (30) o (31), dependiendo de la direccién de causalidad en la que interprete la
correlacién existente entre nivel de precios y gasto en publicidad.
La incorporacién del componente del precio no relacionado con los gastos en publicidad eleva
el coeficiente de determinacién de la regresion de ventas sobre gastos en publicidad desde 0,902 a
0,943. De modo similar, la inclusién del componente del gasto en publicidad no relacionado con
el precio en la regresién de ventas sobre precios, eleva el coeficiente de determinacién de 0,812 al
mismo nivel citado, 0,943. Esto sugiere que el contenido informativo de los gastos en publicidad
sobre las ventas es mayor que el que tiene la variable Precio. Sin embargo, la comparacién de
coeficientes de determinacién reduce toda la informacion muestral relativa a la explicacién de las
cifras de ventas a una séla cifra. Preferimos comparar los residuos de modelos que incluyen o
excluyen una variable explicativa, pues nos permiten analizar el impacto que dicha variable tiene,
observacién a observacién. Es perfectamente imaginable que tal efecto sea muy notable pero esté
concentrado en unas pocas observaciones que tengan alguna caracteristica en comiin.?! Ello harfa
que la comparacién de medidas agregadas, como los coeficientes de determinacién, no detectase
la contribucién de la variable explicativa. Si, por el contrario, una comparacién detallada de los
dos conjuntos de residuos nos detecta variaciones importantes en los residuos correspondientes a
ese reducido conjunto de observaciones, podriamos definir una variable ficticia apropiadamente,
mejorando con ello la capacidad explicativa del modelo.

31Por ejemplo, cinco ahos consecutivos durante los que se produjo una gran elevacién en los precios del petréleo,
en una muestra de 60 anos. En una muestra de seccién cruzada correspondiente a un amplio conjunto de paises,
podrian ser los residuos correspondientes a los pafses subsaharianos los que experimentan una variacién muy notable
al incluir una determinada variable epxlicativa en el modelo.
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8 Efectos individuales y efectos globales

8.1 Omisién de variables relevantes

La omisién en una regresiéon de variables relevantes causa sesgos en la estimacién de los efectos
individuales de las variables incluidas en el modelo. Supongamos que el verdadero modelo es:

Yi = Bg + Brx1i + Bowai + u;

pero estimamos:

Yi = Qo + 1215 + U4

lo que nos genera una estimacién de a;y :

> (z1i — Z1)
52

5331332 leu

Sery 2 (1 — 21)(By + B171i + Bo2i + wi)
5z g2

57, > (x1i — 21)?
La primera fraccién tiene esperanza matemdtica igual a cero. Por otro lado, la covarianza entre
Z1; ¥ u; es también igual a cero. Por tanto, tenemos:

g = =B+ Bo + B

SCE1(E2
S2
donde d2; denota el coeficiente (pendiente) estimado en la regresién de la varaible excluida de la
regresion, xo, sobre la variable incluida xq;. El sesgo en la estimacion del coeficiente de la variable
incluida en la regresién es igual, por tanto, al producto de dos factores: 1) el coeficiente que tendria
en la verdadera regresién la variable que hemos excluido del modelo, por 2) el coeficiente en una
regresion de la vaariable excluida sobre la variable incluida en el modelo.
En el primer caso considerado, si el verdadero modelo es:

E(a1) = 31+ B,

= 61 + 52621

Yi = Bo + Bi1x1i + Bamai + u;

pero estimamos:

Yi = Bo + Brr1i + u
tendremos una estimacion sesgada del efecto individual §,, pero con menor varianza:

0.2

Var(3,) = =&
S2
frente a la que tendriamos en el modelo correcto:
2
- o
Var(B,) = -

B 5%1 (1 - p§13’,‘2)
por lo que no es claro qué estimador de dicho efecto individual es preferible. Recordemos que un
criterio razonable para escoger un estimador frente a otro el es el Error Cuadrético Medio, definido:

A N2 ~

ECM = (Sesgo(B)) + Varianza(pB)
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Sin embargo, no es claro que la estimacion de la desviacion tipica del estimador Blsea menor
que la estimacién de la desviacién tipica de Bl, debido a que la estimacién del pardmetro o2
tampoco serd la misma en ambos modelos, siendo mayor en el modelo mal especificado. Como
dicha estimacién es el cociente entren la Suma de Cuadrados de los Residuos y el nimero de grados

de libertad, se tiene que:

52(/81) . 1_pilw2

SQ(Bl) 1_'0?/962-11
la desviacién tipica estimada de B 1serd menor que la desviacién tipica estimada de 3 1 siy solo
fo2
SL: pfl’lfl’z < pyll/'Q.:lJl'

El resultado se generaliza facilmente. Si el verdadero modelo es:

Yi = Bo + B1x1i + Baxai + Bywsi + uy

pero estimamos por error:

Yi = Qo + 01215 + Q2T + U4

el sesgo en las estimaciones de 5, y (3, es igual al producto del coeficiente que tendria la variable
omitida en la regresion, (5, por los coeficientes de una regresién de la variable excluida, 3 sobre
las dos variables incluidas, (14, x2;). Al hacer este producto, es importante conservar el orden de
las variables y los coeficientes:

érp 031 B3031
Sesgo [ = =
g < (g ) B3< d32 > < B3032
Por tanto, el sesgo en 3, serfa igual a 53831, mientras que el sesgo en 3, seria igual a 53032.

Si el verdadero modelo es:
Yi = Bo + Brx1i + Baxa; + PBaxa; + uy
pero estimamos por error:

Yi = Qo + o121 + Uy

entonces, el sesgo en la estimacion de 3, es igual al producto de los coeficientes que tendrian las
dos variables omitidas en la regresién, 3, v B3, por los coeficientes de una regresién de cada una de
ellas sobre la variable incluida, z1;. En esas regresiones:

To; = 020+ 021%14 + Uy

T3 = 030+ 03171 + U
por lo que el sesgo en 3 serfa:

Sesgo (a1) = (Ba, B3) ( gi ) = By021 + 3031

E (&1) = B1 + (B2021 + B3031)
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8.2 Inclusién de variables irrelevantes

Este caso es mads sencillo: la inclusién de variables irrelevantes no va a introducir ningin sesgo en
la estimacién de minimos cuadrados de los coeficientes de las restantes variables del modelo. La
estimacién del coeficiente de la variable irrelevante, que se ha incluido por error, serd préxima a
cero, y no se rechazard la hipétesis nula de ausencia de significacién. Sin embargo, la inclusién de
dicha variable nos lleva a perder precisién en la estimacién, por lo que el estimador de minimos
cuadrados de los restantes coeficientes ya no seré eficiente, salvo que la variable irrelevante tenga
correlacion nula con cada una de las restantes variables explicativas.

8.3 Estimacion insesgada de efectos parciales y totales

Pensemos en la interpretacién de este resultado: en la regresién multiple, el estimador 5, mide el
efecto que sobre y tendria una variacién unitaria en x1; si la otra variable explicativa xo; no varfa.
Sin embargo, si x1; y T2; estdn correlacionadas, entonces tal escenario es poco verosimil pues cuando
una de ellas varfa, también cambiard la otra variable. En el modelo de regresién simple (25), en
el que solo aparece una de las variables, zy;, el coeficiente §; mide el efecto total de una variacién
unitaria en zy1; sobre y;. Dicho efecto es el agregado de un efecto directo, y un efecto indirecto, que
se produce porque cuando xq; varia, xo; también varia. Por el contrario, el estimador del coeficiente
en el modelo de regresién miiltiple mide tan sélo el efecto directo. Tambien podemos entender estos
dos efectos como efecto total y efecto parcial.

Es evidente que si queremos medir el efecto parcial o directo de x1; sobre y, que se produce
cuando tnicamente xq; varia, permaneciendo inalteradas las restantes variables explicativas, en-
tonces debemos estimar la regresiéon miiltiple y examinar inicamente el coeficiente asociado a esta
variable. Basta suponer en la regresién miltiple que las variables distintas de x1 no varfan, mientras
que si lo hace x;.

Si, por el contrario, queremos medir el efecto global (suma de efecto directo y efectos indirectos)
que sobre y tiene un cambio unitario en x1;, entonces debemos estimar el modelo de regresién simple.
., Cémo sabemos esto? La discusién anterior sobre variables omitidas nos dice que, si leverdadero
modelo de y incluye a x1 y x5 comno variables explicativas, entonces la esperanza matemadtica del
estimador del coeficiente de z7 en la regresién simple sera:

E(61) = B, + B0

donde d21 denota el coeficiente (pendiente) estimado en la regresién de la variable excluida de
la regresion, xs, sobre la variable incluida xq;. Es decir, el efecto de x; sobre y estimado en la
regresion simple es igual, en promedio, al efecto de z; sobre y que estimarfamos en la regresién
multiple, que llamamos efecto directo o efecto parcial, méas el producto 55021. Pero do1 nos da la
variacién esperada en zo cuando x; aumenta en una unidad. Como S, es el efecto de una variacién
unitaria en xy sobre y, el producto 55921 nos da el efecto indirecto que sobre y tiene una variacién
en x1debida al efecto inducido que provoca sobre xo. Esto e slo que denbominamos efecto indirecto.
En consecuencia, la expresiéon anterior es el agregado del efecto directo mas el efecto indirecto, por
lo que podemos denominarlo el efecto total que sobre y tiene una variacién en x;.

En la seccién 8.1 obtuvimos el sesgo en la estimacién de «y. Nos referiamos al sesgo que come-
terfamos si interpretdsemos el coeficiente estimado en la regresién simple, a;, como el efecto directo
o parcial de x; sobre y. Pero es muy importante apreciar que lo que en la regresién simple esti-
mariamos con sesgo es el efecto individual, efecto parcial o efecto directo de x1 sobre y, pero no el
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efecto total de una variacién en x; sobre y. Este efecto se estima precisamente de manera inesgada
en una regresén de y sobre la variable z1 exclusivamente.

Por tanto, cada modelo proporciona una respuesta insesgada a una de las dos preguntas sigu-
ientes, y una respuesta sesgada a la otra:

e ;Cudl es el impacto que sobre y tendrfa una variacién unitaria en x1; si las demds variables
explicativas del modelo no variasen? Respuesta: Efecto parcial = Estimacion insesgada:
Regresién muiltiple

e ; Cudl es el impacto total que sobre y tendria una variacién unitaria en x1;?7 Respuesta: Efecto
total = Estimacién insesgada: Regresion simple.

8.4 Ejemplo: Ventas de un bien en funcién del precio propio y del gasto
en publicidad

Una lectura del modelo (22) sugeriria que las cifras de ventas aumentan en 220,4 euros por cada 100
euros de incremento en gastos de publicidad, suponiendo que el precio del producto no variase. Esta
es la interpretacion ceteris paribus, tan habitualmente utilizada, pero también tan poco consisitente
con la mayoria de las situaciones a que se enfrenta un analista de datos econémicos, con variables
epxlicativas correlacionadas entre si. De modo andlogo, las ventas disminuirfan en 146,4 euros por
cada 100 euros de incremento en el precio unitario del articulo comercializado por la empresa.

Pero, al existir la simultaneidad mencionada entre los niveles de gastos en publicidad y de precios,
la interpretacién ceteris paribus no es rigurosa, puesto que, como indica el elevado coeficiente de
correlacién negativo entre ambas variables, de -0,829, indicando que la empresa gasta méds en
publicidad en perfodos en que el precio del producto es bajo, y menos cuando el precio del producto
es alto, lo cual podria ser espurio o, por el contrario, fruto de una estrategia deliberada de marketing.
Con independencia de las razones que generan dicha correlacién, un mayor gasto en publicidad
suele venir asociado a una reduccién en el precio del producto, siendo el efecto sobre las ventas la
conjuncién de ambos efectos. En consecuencia, al incrementar el gasto en publicidad en 100 euros,
las ventas aumentarfan en mas de 220,4.

De hecho, las regresiones simples de las ventas anuales sobre cada variable explicativa son,

Vi = 96,0+ 3,224 Pub,, R p,, = 0,902, 6, = 7,36 (32)
(0,375)

V, = 483,6-3,637 P, k%, =0,812, 6, = 10,22 (33)
(0,619)

cuyos coeficientes de determinacién son, por supuesto, el cuadrado de los coeficientes de cor-
relacién simples que aparecen en la matriz ¥. En ambos casos estimamos unos coeficientes mayores
en valor absoluto a los obtenidos en el modelo de regresién miltiple, por las razones que acabamnos
de exponer.

Veamos qué implicaciones tiene el coeficiente de correlacién estimado, de -0,829. Puesto que,

Pub — E(Pub) P — E(P))

PPub,p = E (
O Pub op

tenemos que pp,;, p mide el valor medio que toma el producto de las fluctuaciones en Pub y
P alrededor de sus respectivas medias. Supongamos que ambas variables estdn permanentemente
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en torno a sus valores medios, de los cuales se desvian cada perfodo en una cuantia media igual
a sus respectivas desviaciones tipicas.?> Esto significa que un incremento nominal de 6,20 euros
en el gasto en publicidad, equivale a un aumento de una desviacién tipica en dicha variable. La
expresién anterior, junto con pp,, p = —0,829, sugiere que dicho incremento venga asociado con
un descenso de 0,829 desviaciones tipicas en el precio.® Teniendo en cuenta que op = 5,22, dicho
descenso equivale a una reduccién en el precio del producto de 4,327 euros. La estimacién del
modelo de regresién muiltiple sugiere que el mayor gasto en publicidad eleva las ventas en 13,665
euros, mientras que el descenso en el precio aumenta las ventas en 6,335 euros, siendo la suma de
ambos efectos de 20,00 euros. Este es el efecto que sobre las ventas tiene un incremento de 6,20
euros en el gasto en publicidad, teniendo en cuenta la relacién que existe a lo largo de la muestra
entre esta variable y el precio unitario del producto. Si consideramos un incremento de 100 euros en
el gasto en publicidad, como 100 = (6,20) (16, 13), tendriamos un efecto estimado sobre las ventas
de: (20,00) (16,13) = 322,6 euros en ventas, aproximadamente igual a lo obtenido al estimar el
modelo (32) .3* Por tanto, los coeficientes estimados en las regresiones simples incorporan el efecto
que simultdneamente se produce en la variable omitida cuando cambia el valor numérico de la
variable incluida en la regresién simple.

El razonamiento que hemos hecho en el parrafo anterior es, exactamente, la aplicacién practica de
las expresiones sobre el sesgo que se produce en el estimador de minimos cuadrados cuando se omiten
del modelo variables relevantes. Consideremos un modelo de regresién miltiple con dos variables
explicativas, x;, x., cuyos subindices denotan que una se incluye en la regresién simple, y otra queda
excluida de dicha regresién. Es decir, la regresién multiple es: y = 3,,,,%i + 5., Te +u, mientras que
la regresion simple es, y = §;,2; + v. En el razonamiento previo hemos descompuesto el efecto 53,
de una variacién unitaria en la variable incluida en una regresién simple x;, en dos componentes: el
efecto directo, medido por el coeficiente de la variable que en el modelo de regresién miiltiple tiene la
variable incluida £,,,, y €l efecto indirecto. Para estimar éste dltimo, hemos calculado la variacién
unitaria en términos de desviaciones tipicas, ﬂ% A continuacién, hemos utilizado la definicién de
coeficiente de correlacion para inferir que, en media, esta variacion ird acompanada de una variacién
de Ui p;e desviaciones tipicas en la variable excluida, x.. Esto equivale a una variacién nominal de
a%_ Pie0e €n dicha variable. Utilzando las estimaciones de la regresiéon miltiple, su impacto sobre la

Oci

. . < 1 3
variable dependiente serd ;Pieaeﬂem- Pero esto es igual a 2% 03,,,, v

Oci

% 1O es sino la estimacion

de minimos cuadrados del coeficiente 3, side la regresién simple de la variable omitida z., sobre la
incluida, x;. En definitiva, el efecto global de una variacién unitaria en la variable incluida en la
regresién simple, x;, sobre la variable dependiente, es,

5z’m + ﬁemﬁe/i

Esta es precisamente la expresién de la esperanza matemaética del estimador de minimos cuadra-
dos del modelo de regresién miiltiple E (§,,) que incluye a z; como tnica variable explicativa.

32 Estrictamente hablando, este supuesto es apropiado tinicamente en situaciones en que las desviaciones respecto del
valor medio en periodos sucesivos son independientes. Esto no ocurre en presencia de comportamientos tendenciales
como los de las variables en este ejemplo.

33 Esta interpretacion es estrictamente vélida si entendemos que el nivel de precios se fija por la empresa en respuesta
al gasto en publicidad acometido, y no al revés; es decir, si interpretamos la alta correlacién entre estas variables en
el sentido Publicidad — Pr ecio.

34E] lector puede repetir el ejercicio partiendo de un descenso de una desviacién tipica en el precio del producto.
Comprobara que el efecto global que obtiene sobre las ventas debido a un descenso de 100 euros en el precio del
producto es el que estimarfa a partir del modelo de regresién simple (33) .
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9 Contrastes de restricciones generales

En un modelo de regresion lineal miiltiple surgen con frecuencia hipétesis méds generales. En unos
casos, se trata de contrastar varias hipotesis a la vez acerca de valores numéricos para distintos
coeficientes; en otros, contrastamos un valor tedrico acerca de una o varias combinaciones lineales
de coeficientes. Por ejemplo:

Hy @ Bi+pBy=1
Hy @ Bi+pBy#1

Hy @ B1=0;py=1
H : B,#068,#1

H() N Qﬂlfﬂ2:1
Hy : 28, —-B,#1

que contrastan una sola restriccién en el primer y tercer ejemplos, en cada caso involucrando a
dos coeficientes, mientras que el segundo caso es un contraste conjunto de 2 restricciones, cada una
de ellas sobre un sélo coeficiente. El nimero de restricciones es igual al nimero de condiciones de
igualdad, que es 1 en el primer y tercer casos, e igual a 2 en el segundo ejemplo. A diferencia de lo
que sucede cuando contrastamos una séla hipétesis o restricciéon, cuando se rechaza una hipétesis
nula compuesta de dos o mds restricciénes, podemos decir que alguna de ellas es falsa, pero no
necesariamente todas, y podemos indagar cudles son falsas y cudles no lo son.

En estos casos, existen varios enfoques para resolver los contrastes. Quizd el méas préctico
consiste en estimar dos modelos: el Modelo Sin Restringir (M SR), y el Modelo Restringido (M R) ,
para comparar sus Sumas de Cuadrados de Residuos, SCRSR y SCRR, respectivamente. Si las
restricciones son ciertas, imponerlas o no imponerlas dard igual, pues atin si no las imponemos, las
estimaciones que obtengamos a partir de los datos satisfardn, aproximadamente dichas restricciones,
ya que estamos suponiendo que son ciertas. Esto significa que las dos Sumas de Cuadrados de
Residuos, serdn aproximadamente iguales, y lo contrario sucederd si las restricciones son falsas.
En definitiva, parece razonable comparar ambas Sumas de cuadrados de residuos, en términos
porcentuales:

SCRR — SCRSR
SCRSR

Al imponer restricciones a los valores numeéricos de los estimadores, el ajuste del modelo nunca
puede mejorar. Generalmente, empeorard. La cuestion, es en cudnto se deteriora el ajuste. Si se
deteriora en mucho, es que los datos son contrarios a las restricciones y debemos rechazarlas. Por
eso es que tomamos el deterioro, es decir, el aumento, que se produce en la Suma de Cuadrados de
Residuos al imponer las restricciones, como porcentaje del valor que tenfamos antes de imponerlas.

El cociente anterior no tiene una distribucién conocida, pero una correccién del mismo:

98



SCRR — SCRSR N — ncoefs
SCRSR q

donde ncoefs es el nimero de coeficientes estimados en el Modelo Sin Restringir, inclu yendo,
como siempre, el término independiente, y ¢ es el niimero de restricciones que se contrastan.

Ejemplo: Consideremos el modelo: y; = B, + 812 + B3z + w4, en el que queremos contrastar la
hipétesis nula:

~ Fq,ancoefs (34)

Hy : py=0;By=1
Hy @ B #068,#1

El Modelo Sin Restringir es siempre el modelo original, que en este ejemplo es: y; = By + 812 +
Bazi + Bsvi + u;. El Modelo Restringido debe incorporar las dos restricciones 3, = 0; 85, =1, por
lo que se trata de: y; = By + 0.z; + L.z; + Bav; +u; = By + 2z; + B3v; + u;. A la derecha la variable
z; no tiene coeficiente, por lo que no hay nada que estimar en dicho término. Cuando esto sucede,
pasamos dichos términos a la izquierda. Asi, tenemos: y; — z; = By + Bsv; + @;. Si definimos una
nueva variable mediante: ¢; = y; — z; podemos estimar el Modelo Restringido §; = 8, + S3v; + U
y comparar las Sumas de Cuadrados de Residuos que generan, mediante el estadistico que hemos
presentado. En este caso, ¢ = 2 y ncoefs = 4.

Ejemplo: Consideremos el modelo: y; = 8y + B, + B3z + u;, en el que queremos contrastar la
hipétesis nula:

Hy 51:52
Hy Bl?’éﬁz

Este es una caso interesante, pues se trata de contrastar un valor numeérico (cero) para una séla
combinacién lineal de coeficientes: 5; — 5 = 0, lo que nos permite considerar tres procedimientos
distintos, que son numéricamente equivalentes.

Procedimiento 1: Comenzamos por la comparacién entre los Modelos Restringido y Sin Re-
stringir. El Modelo Sin Restringir es siempre el modelo original, que en este ejemplo es: y; =
Bo + Bixi + Byzi + ui. El Modelo Restringido debe incorporar la restriccién 5, = (4, por lo que
se trata de: y; = By + Boxi + Bazi + Ui = By + Ba(x; + 2;) + U;. Si definimos una nueva variable:
Zi =xi+2,t=1,2,..., N, el Modelo Restringido es: y; = B+ 85%; + ;. Se trata de estimar ambos
modelos y comparar las Sumas de Cuadrados de Residuos que generan, mediante el estadistico
que hemos presentado. En este caso, ¢ = 1 y ncoefs = 3. En el Modelo Restringido estimamos
unicamente 3, y [5. La estimacién restringida de §; es igual a la que obtengamos para (5.

Procedimiento 2: Una vez estimado el modelo, las estimaciones numeéricas no satisfardn exac-
tamente la igualdad: Bl = BQ, y el grado de incumplimiento muestral de dicha hipétesis puede
evaluarse mediante la discrepancia B 1= 32. De acuerdo con la hipétess nula, esta diferencia deberia
ser exactamente igual a cero. Para saber si su valor numérico Bl - 32 puede considerarse cero o,
por el contrario, debe considerarse significativamente distinta de cero, hemos de compararla con su
desviacion tipica.

Para ello, calculamos la varianza de dicha discrepancia:

Var (31 - Bz) =Var (31) + Var (32) — 2Covar ('81’62)
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y calculamos el estadistico:
By — B
Var (B 1 Bz)

. Por qué sigue esta distribucion ¢ de Student? Recordemos que una combinacién lineal de vari-
ables Normales es asimismo Normal. Por tanto, la diferencia de dos variables Normales (los es-
timadores de los dos coeficientes) tienen distribucién Normal. Su esperanza matemdtica es igual

~tN_k

a la diferencia de las esperanzas matematicas de ﬁl y [32 Su varianza es la expresién que hemos
calculado arriba. Si restamos a una variable Normal su esperanza matemdtica (que en este caso
es cero, porque bajo Hp, ambos coeficientes son iguales entre sf) y dividimos por su desviacién
tipica obtenemos una variable con distribucién N(0, 1). Si sustituimos la desviacién tipica por una
estimacién de la misma, la distribucién pasa a ser una ¢. Los grados de libertad son siempre igual
al nimero de observaciones menos el mimero de coeficientes estimados.

Procedimiento 3: Una alternativa serfa comparar el cuadrado de la discrepancia con su varianza,
y entonces la distribucién serfa una Fy y_j :

R N2

(B 5,)

——— <~ 1Nk
Var (B, - B,)

Ambos procedimientos son equivalentes, porque los valores de una distribucién F ,, son siempre
iguales al cuadrado de los valores de una distribucién t,,

Ejemplo: Otro ejemplo: supongamos que en el modelo y; = By + 812 + B2 + i, queremos
contrastar: Hy : $; = 0 frente a la alternativa Hy : §; # 0. El Modelo sin Restringir es el modelo
original, mientras que el Modelo Restringido es: y; = S, + 852 + u;. Una vez estimados ambos
modelos, utilizamos el estadistico 34 que serd en este caso:

SCRR—-SCRN -3
SCR 1

Puede probarse (com veremos en algin ejemplo numérico con ordenador), que el valor numérico
de este estadistico es exactamente igual al cuadrado del estadistico ¢ correspondiente al coeficiente
B,. Nuevamente, como F} y_j = (tN,k)2 , ambos contrastes son equivalentes.

Ejemplo: Supongamos que en el modelo y; = By + Sz + B2 + ui, queremos contrastar:

Hy : 28,-8,=1
H1 . 261—52#1

que se trata nuevamente de una sola combinacion lineal de coficientes. Para obtener el Modelo
Restringido, incorporamos al modelo original (Modelo Sin Restringir) la restricciéon 26, — 85 = 1
0, lo que es lo mismo: 8, =1+ 23, obteniendo: y; = By + Bz + (1 +261)z + 4 = By + Bz +
zi + 2012 + U = By + 2z + B1(x; + 2z;) + 4y, por lo que si definimos nuevas variables: §; = y; — z;
, T; = x; + 22, el Modelo Restringido es: §; = 8, + 8,%: + @, en el que estimamos los coeficientes
Bo v B1. La estimacién de 3, se obtiene de: [32 =1+ 2[31. En este caso, g =1y ncoefs = 3.

Podemos utilizar el estadistico ¢, sin mds que observar que VaT(QBl — Bz -1) = 4Va7"(31) +
Var(B,) — 2Cov(B3y, 3,), cuyo valor numérico tendremos que obtener a partir de la matriz de
varianzas-covarianzas de los estimadores de minimos cuadrados.

~ Fy N—k
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Ejemplo: Supongamos que en el modelo y; = By + 512 + B52i + u;, queremos contrastar la
restriccién:

Hy : ﬂ1+262:3
Hy @ By+28,#3

La restriccién puede escribirse: B; = —20845 + 3. Si sustituimos la restriccién en el modelo
tenemos, y; = B+ (=285 + 3)x; + B92; + U;, por lo que si definimos nuevas variables: §; = y; —3x; ,
Z; = z; — 2x;, el Modelo Restringido es: §; = 5+ B2%: + U, en el que estimamos los coeficientes [
y B5. La estimacién de 3, se obtiene de: Bl =3 - 232. El contrastes de hipétesis se resuelve como
en los casos ateriores, mediante el estadistico F' que se obtiene comprando las Sumas de Cuadrados
de Residuos de ambos modelos, Restringido y Sin Restringir. En este caso, ¢ = 1 y ncoefs = 3.

9.1 Contraste de significacién global del modelo (Analisis ANOVA)

Por ejemplo, en un modelo de regresiéon multiple, y; = 8y + B121 + Byx2 + ... + B,z consideremos
el contraste: Hy : B; = By = .. = [, = 0. El niimero de restricciones es igual al nimero de
condiciones de igualdad, es decir, k.Este es el contraste que conocemos como contraste de Ausencia
de Significacion Estadistica (o de Capacidad Explicativa o de Contenido Informativo) Global del
modelo.

El Modelo Restringido es: y; = 87+ ui, que es el modelo constante que antes analizamos. Como

sabemos, este es un modelo con 3, = 4, SCR = N.Var(y) = ST, y R* = 0. Por tanto, el estadistico
para el contraste de hipdtesis es,

ST —SCRN - (k+1)
SCR A ~ Fp N—(k+1)

donde hesmo tenido en cuenta que el Modelo sin Restringir es el modelo original y, por tanto,
SCRSR = SCR, que el nimero de coeficientes estimados es igual a k£ + 1, y que el nimero de
restricciones es igual al nimero de variables explicativas, k. Notemos que en el contraste de Ausencia
de Significacién Global, no se impone que la constante del modelo sea igual a cero. En primer lugar,
no es preciso pues, com sabemos, dicha constante no explica nada, como recoge el hecho de que el
R2 del modelo constante sea igual a cero. En segundo lugar, porque incluso sin ninguna variable
explicativa, la variable y tiene media, en general no nula, y necesitamos un término constante para
igualar las medias muestrales a ambos lados de la igualdad.

Recordando la definicién del coeficiente de determiancién, el estadistico anterior puede escribirse:

SE N —(k+1) R? N-—(k+1)

SCR k T1_R? k ~ PNkt

10 Contrastes de cambio estructural

En sentido general, podemos decir que existe cambio estructural en un modelo de regresién cuando
los pardmetros del mismo no son constantes a lo largo de toda la muestra. El problema es tipico
de muestras de datos temporales aunque como veremos mas adelante, puede plantearse asimismo
como contraste de homogenidad en muestras de corte transversal.
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La diferencia es inicamente conceptual. A lo largo de la muestra temproal disponibel para una
estimacién es muy posible que hayan ocurrido sucesos que puedan hacer sospechar al analista que
la relacién entre variables explicativas y variable dependiente haya cambiado. Puede tratarse de
un cambio en el modo en que se pone en préactica la politica monetaria, si estamos estimando un
modelo de determinacién y prevision de la tasa de inflacién, o la implantacién de una normativa
disuasoria del consumo de tabaco si estamos estimando un modelo de demanda de dicho producto.
Estos sucesos podrian hacernos pensar que el valor numérico de los coeficientes del modelo, es
decir, los efectos que sobre la variable dependiente tienen variaciones en las variables explicativas,
hayan cambiado en ese momento. Por tanto, tendriamos inestabilidad paramétrica en algin punto
concreto de la muestra.

En muestras de seccién cruzada o de corte transversal, hay a veces razones para pensar que los
coeficientes del modelo sean distintos entre dos o mds submuestras. Es decir, hay heterogeneidad
paramétrica entre submuestras. Podriamos estar analizando la rentabilidad de los activos de las
empresas industriales en funcién de su tamano, la composicién de los mismos, su modo de finan-
ciacién, etc, pero quizé el modo en que estas variables afectan a la rentabilidad no es el mismo para
empresas exportadoras que para empresas no exportadoras. El ejemplo que vemos mds adelante
vuelve a considerar la posibilidad de que el modo en que el mercado de trabajo remunera, por medio
de los salarios, el nivel educativo o la experiencia es distinto en hoombres que en mujeres. De este
modo, la discriminacién salarial se muestra como un caso de heterogeneidad parameétrica.

La hipétesis nula es siempre la hipétesis de homogeneidad paramétrica entre submuestras, o si
se quiere, de estabilidad estructural, o de ausencia de cambio estructural. Todos ellos son conceptos
andlogos.

10.1 Test de estabilidad estructural de Chow

En muchas ocasiones, cuando se habla de cambio estructural en regresién, se tiene en mente una
muestra de datos temporales, y el investigador se cuestiona si se ha producido en algiin momento
una cambio en la relacién existente entre variables explicativas y variable dependiente. Un ejemplo
seria la estimacién de un modelo de determiancién de la tasa de inflacién:

T = Bo + Bire + Pomg + up

en funcién del crecimiento del agregado monetario y del nivel del tipo de interés. Imaginemos el
caso de Espana, y el investigador, que dispone de datos mensuales de los ultimos 40 anos, se plantea
la posibilidad de que la entrada en el euro haya supuesto un cambio significativo en el modo en que
los tipos de interés o el crecimiento monetario afecten a la tasa de inflacién. Alternativamente, un
investigador que trabajase con datos de EEUU podria plantearse si el cambio a finales de los 70
de una politica de control de agregados monetarios a una politica de control de tipos de interes ha
podido afectar a la relacién que pretende estimar.

En estos casos, generalmente se considera que han podido variar todos los coeficientes del modelo.
Las restricciones consisten entonces en suponer que los coeficientes son iguales antes que después
del hecho que se considera relevante. El Modelo Restringido impone las restricciones y estima, por
tanto, un dnico conjunto de coeficientes, utilizando toda la muestra. La Suma de Cuadrados de
Residuos restringida es la que se obtiene de esta estimacién.

El Modelo Sin Restringir, al no imponer las restricciones, permite que los coeficientes sean
diferentes, y estima el modelo dos veces: una, con los datos hasta la fecha en que se produjo el
acontecimiento de interés, y otra, con los datos posteriores a dicha fecha. La Suma de Cuadrados
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Sin Restringir es el agregado de las Sumas de Cuadrados de residuos de ambas estimaciones. El
estadistico F se forma como antes teniendo en cuenta que el nimero de grados de libertad que
aparece en el mismo es el del Modelo Sin Restringir. Como este se forma estimando dos veces,
dicho factor es igual a n — 2k. Esta es la razén por la que en el ejemplo anterior, era igual a n — 6,
cuando habia 3 variables explicativas. Por 1ltimo, el nimero de restricciones, que habitualmente
denotamos por ¢ es, en este caso, igual al nimero de variables explicativas,® k.

Por tanto, el estadistico F para este contraste suele escribirse:

SCRR — (SCRl + SCRQ) n — 2k
SCR; + CSRy k

Un caso especialmente interesante se refiere a la posibilidad de que el investigador dude de que
los 1ltimos datos recibidos, en numero reducido, quiza sélo 2 o 3, no respondan al modelo previo,
debido a que se ha producido recientemente un cambio estructural.

En este caso, utilizamos el siguiente hecho:

"La estimacién de minimos cuadrados de un modelo de regresién con k coeficientes, utilizando
una muestra de n observaciones, con n < k genera un R? = 1 y una Suma de Cuadrados de Residuos
igual a 0, ya que todos los residuos son iguales a cero, por poder efectuar un ajuste perfecto del
modelo a la muestra."

De hecho, si n = k, existe un tnico estimador de minimos cuadrados, mientras que si n < k,
existe todo un continuo de dichos estimadores, todos ellos con las propiedades que acabamos de
referir. El lector puede considerar graficamente la estimacién de una regresién simple cuando
dispone alternativamente: a) de una unica observacién para (y,z),0 b) de dos observaciones para
dichas variables.

En tal caso, el estadistico anterior se convierte en:

~ Ipn_2kk

SCRR — SCR; n—2k
SCR; k

Noétese que no hay razén para variar el nimero de grados de libertad del Modelo Sin Restringir.

~ Pp_2kk

10.2 Variables ficticias en la modelizacién del cambio estructural

El cambio estructural puede tratarse, de modo alternativo al que acabamos de indicar, mediante
el uso de una variable ficticia que discrimine entre las dos submuestras. Asi, supongamos que
disponiendo de una muestra de tamano 7T, tenemos la sospecha de que ha podido producirse un
cambio estructural a partir del perfodo ty (tg < T). definimos una variable ficticia D; que toma el
valor 1 para los afios posteriores a tg, y es igual a 0 en los afios previos a dicha fecha. A continuacion,
si nuestro modelo es:

ye = Bo + Brx1e + Bomar +ug, t =1,2,..T

estimamos el modelo,

Y = Bo + aoDy + Brx1e + a1 (Dyxiy) + Bowar + ao(Dyor) +ug, t =1,2,..T

355alvo que supongamos que algin coeficiente es invariante entre submuestras. En tal caso, hay que realizar el
test mediante el uso de variables ficticias, como explicamos mé&s adelante.
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El uso de variables ficticias es especialmente util para examinar la posible heterogeneidad
paramétrica en muestras de corte transversal, como ilustra el ejemplo considerado a continuacién.

Si estimamos este modelo una séla vez, con toda la muestra, el modelo se desdobla en dos
ecuaciones:

t < to=>ye=Bo+ Bixie + Bowar +uy, t =1,2, .4
t > to=>y=(Bp+ o)+ (B + a1z + (By + a)zar +up, t =1,2,...1

El contraste de la hipétesis nula de homogenidad es el contraste conjunto de k& hipétesis:

Hoi()é[):al:...:akzo

frente a la hipotesis alternativa de que al menos uno de dichos coeficientes sea distinto de cero.

10.3 Variables ficticias y cambio estructural

Un ejemplo de esta situacién serfa una posible discriminacién salarial en la que la remuneracién que
recibe un trabajador como salario por su experiencia profesional, es distinta para hombre y para
mujeres. Este hecho podria investigarse mediante la consideracién de una variable ficticia, Mujer;,
que tomase el valor 1 en el caso de las mujeres incluidas en la muestra, y fuese igual a cero para los
hombres. Estimariamos un modelo:

Salario; = By + B Educacion; + By Experiencia; + B5(Experiencia;. Mujer;)

y contrastarfamos la discriminacién salarial del tipo citado mediante la hipétesis paramétrica:
Hy : B3 =0, frente a la alternativa unilateral: Hy : 85 < 0. Por supuesto que podrian incorporarse
en la misma regresion otros tipos de posible discriminacién. Si quisiéramos contrastar la hipétesis
global de discriminacién salarial de cualqgiuer tipo, ya sea por razén de sexo, o por minusvaloracién
de la experiencia o del nivel educativo, estimariamos el modelo:

Salario; = B+ arMujer; + ByEducacion; + ax(Educacion;. Mujer;) + (35)
+84Experiencia; + as(Experiencia;. Mujer;)

y contrastarfamos conjuntamente las 3 hipétesis: Hy: a3 = a1 = ag = 0.

Si la alternativa no considera un signo concreto, siendo de la forma: Hy : a3 # 0, 6 ay # 0,
6 as # 0, podriamos realizar el contraste estimando los Modelos Restringido y in Restringir, y
comparando sus Sumas Residuales. El modelo Restringido serfa:

Salario; = B, + Py Educacion; + B3 Experiencia; (36)

que se estimaria una séla vez, utilizando todos los datos. El modelo Sin Restringir serfa (35), y
formariamos el estadistico:

SCRR—-SCRn—6
SCR g et
Como es sabido, el Modelo Sin Restringir puede estimarse también mediante dos regresiones
como (36), una estimada con los datos de hombres, y otra estimada con los datos de mujeres. El
agregado de las Sumas de Cuadrados de Residuos obtenidas con las dos submuestras seria igual a la
Suma de Cuadrados de residuos que obtendriamos estimando con toda la muestra el modelo (35).
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10.4 Estadisticos CUSUM y CUSUMSQ?¢

Se utilizan con datos temporales. Si estimamos la regresién simple:

Yt = Bo + Brwe +ug

con una muestra hasta 7', se conoce como residuo recursivo el error que se comete al ajustar el
valor numérico de yr11 con dichas estimaciones, es decir,
AT T
et =yr+1 — By — Brrr41
Este residuo recursivo puede interpretar como el error cometido al utilizar las estimaciones
obtenidas con datos hasta T para predecir el valor de yr4;, suponiendo que x74; es conocido.
Suponemos que el valor futuro de la variable explicativa 741 es conocido. Dicho error es aleatorio,
pues con los datos hasta T' ignoramos lo que puede suceder en 7'+ 1, y puede demostrarse que

tiene una varianza:®7

$2T+1
T 7)2
> (@ — T)

Si normalizamos el residuo recursivo mediante el cociente:

Var (&) =0o2 1+

u

€t

et =

m2T+1
1+EtT

:1(74_@)2

tenemos un residuo recursivo normalizado con varianza constante, 2.
El estadistico CUSUM se define a partir de sumas de los residuos recursivos normalizados:

s=t ~
€s
W, = - <t<
1=, S hTl<t<T
s=k+1
donde ¢ se estima mediante:
1 s=T 9
~92 - —
g 2 (79
s=k+1

con é = 74 Ziifﬂ €s-

Bajo la hipétesis nula de estabilidad, W; tiene esperanza igual a cero, y varianza aproximada-
mente igual al nimero de residuos acumulados, T' — k, de modo que el contraste consiste en super-
poner los valor numéricos de las sucesiéon W; a un par de lineas rectas que delimitan un intervalo
de amplitud creciente. Se construyen bandas de confianza mediante lineas rectas que unen los
puntos (k, +avT — k) y (k, +3avT — k) . Al 95% de confianza, a = 0,948, mientras que al 99%
de confianza, a = 1,143, y se rechaza la hipétesis de estabilidad en los coeficientes del modelo si la
secuencia W; traspasa dichas bandas.

36En el caso de una regresién multiple, las expresiones de la varianza del residuo recursivo que aparecen en esta

seccién son mds complejas. Sin embargo, la construccién de los estadisticos, su interpretacién y la resolucién de los
contrastes de estabilidad son iguales a los que aqui se presentan.
37La extensién al caso en que se dispone de varias variables explicativas es inmediato.
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El estadistico CUSUMSQ utiliza los cuadrados de los residuos recursivos normalizados:

Sk
Sk &

donde k es el nimero de variables explicativas. Hemos de comenzar estimando con un nimero
de datos al menos igual a k. Sin embargo, si no comenzamos a partir de un tamano muestral sufi-
cientemente grande, las primeras estiamciones de los coeficientes no serdn muy precisas y tenderan
a reflejar inestabilidad de manera espiiria.

Los residuos recursivos son independientes si los residuos originales también lo eran. En tal
caso, cada término de la suma es una variable aleatoria con distribucién chi-cuadrado con un grado
de libertad, por lo que:

St =

t—k
T—-k

que comienza en 0 para t = k, y converge hacia 1 cuando t =T.

El contraste consiste en dibujar la secuencia temporal de S; asi como bandas de confianza de
amplitud C' (dada por unas tablas para este estadistico) alrededor de % Nuevamente, si S; se
sale de las bandas, se rechaza la hipétesis nula de ausencia de cambio estructural, que podria afectar
a los oeficientes del modelo, o a la varianza del término de error.

Por 1ltimo, bajo la hipétesis nula, la media muestral de los residuos recursivos se distribuye
2

E(S:) =

como una Normal (si los errores originales eran Normales), con esperanza cero y varianza TU_“k por
lo que puede construirse un contraste tipo-t :

T— k=
—€é~trg
Gu

donde &, se ha estimado como se explicé mas arriba.

10.5 Ejemplo: Discriminacion salarial: contraste de discriminacién salar-
ial mediante variables ficticias

Los residuos de la regresién combinada tienen, por supuesto, una media muestral igual a cero. Sin
embargo, su media es de -31,8 entre las mujeres (observaciones con male = 0) y de 20,6 entre
hombres (observaciones con male = 1), sugiriendo claramente un diferente comportamiento de los
salarios entre ambos grupos. Ello significa que dados un mismo nivel de educacién y de experiencia,
el salario es 52,4 Bef. inferior para las mujeres que para los hombres; esta observaciéon constituye
evidencia mads clara a favor de discriminacién salarial contra las mujeres. Cuando incluimos en la
regresién anterior la variable ficticia MALFE, obtenemos un R? ajustado de 0,364, con &, = 143, 1,
y el ratio de ajuste aumenta a 0,20. La regresién estimada es,

Salario = 8,62 + 7,76 FEzperiencia+ 80,11 Educacion + 54,30 Male (37)
(15,6) (0,39) (3,25) (7,77)
(20,1) (24,6) (7,0)

que sugiere que tanto el nivel educativo como la experiencia profesional explican el salario de
un trabajador, y también que existen diferencias entre los salarios que reciben mujeres y hombres
que tienen un mismo nivel educativo e igual experiencia laboral.
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Puesto que la variable Male toma el valor 0 para las mujeres, y el valor 1 para los hombres, la
regresién anterior equivale al par de regresiones,

Salario = 62,924 7,76 Experiencia + 80, 11 Educacion, para los hom bres
Salario = 8,62+ 7,76 Experiencia + 80, 11 Educacion, para las mujeres

Como ejemplo, nuestra estimacién sugiere que un hombre de 10 afios de experiencia laboral y
4 afos de educacién recibirfa un salario de 62.92 + (7.76)10 4 (80.11)4 = 460. 96, mientras que una
mujer de igual cualificacién recibirfa un salario igual a 8.62 4 (7.76)10 + (80.11)4 = 406. 66.

Todo ello proporciona evidencia clara acerca de discriminacién salarial en el sentido antes de-
scrito: a igualdad de experiencia y educacién, un hombre recibe un salario superior en 54,3 unidades
monetarias al de una mujer®®. No parece preciso contrastar explicitamente tal hipStesis. Ademads,
el histograma de frecuencias de la variable salarios se desvia claramente respecto de una distribucién
Normal por lo que la teorfa estadistica habitual basada, entre otros, en el supuesto de Normalidad
de la perturbacién del modelo y el cardcter determinista de las variables explicativas, no es estric-
tamente aplicable en este caso. Afortunadamente, como hemos dicho, tampoco parece necesaria su
aplicacién.

Las dos regresiones anteriores se diferencian tan sélo en la estimacion de la constante, por lo que
graficamente pueden visualizarse como dos lineas de regresién paralelas, con igual pendiente, pero
con mayor ordenada en el origen para la regresién de hombres que para la correspondiente a las
mujeres. Es decir, la regresién de hombres estd sistemdticamente por encima de la de las mujeres,
lo que hace que para cada posible combinacién de nivel educativo y experiencia, el salario de los

hombres (la variable dependiente del modelo) sea mayor que el de las las mujeres”.

10.5.1 Aspectos concretos de discriminacién salarial

Una vez obtenida la evidencia anterior acerca de la existencia de discriminacién salarial, podriamos
profundizar algo més, en el sentido de preguntarnos si la discriminacién salarial en contra de la
mujer tiene cardcter general, que es lo que hemos supuesto hasta ahora, o alguna forma especifica.
Concretamente, con la informacién disponible, podriamos contrastar si la mujer trabajadora es
discriminada al reconocer en términos salariales, bien la experiencia profesional, o bien el nivel
educativo del trabajador. Para ello necesitamos definir nuevas variables, mediante el producto de
la variable ficticia por cada una de las mencionadas. Por ejemplo, en la regresion,

Salario; = By + B Educacion; + B4 (Educacion;.Male;) + u; (38)

la variable producto Educacién;.Male; toma un valor igual a cero para las mujeres incluidas en
la muestra, mientras que coincide con la variable Educacién; en el caso de los hombres. Por tanto
el modelo anterior equivale a los dos modelos,

Salario; = Py + B Educacion; + u; para las mujeres

Salario; = B¢+ (81 + By) Educacion; + u; para los hom bres

38No es casualidad que esta diferencia coincide con la disparidad antes mencionada entre las medias muestrales de
los residuos en ambos grupos de trabajadores: 20,6-(-31,8)=52,4

3981 bien este argumento no es estrictamente valido porque con dos variables explicativas, experiencia y educacién,
no tenemos rectas de regresion, sino planos de regresién. Sin embargo, la idea intuitiva es la misma.
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en los que si B, = 0 ambos modelos coinciden, lo que significaria que el salario recoge el nivel de
educacién del trabajador en igual manera en hombres que en mujeres, no habiendo discriminacién
salarial en este sentido. Asi, el contraste de significacién del coeficiente 55 en el modelo (38) equivale
a un contraste de discriminacién en el reconocimiento del nivel educativo del trabajador. Este mod-
elo, al igual que el modelo que se obtiene aplicando un tratamiento analogo a la experiencia laboral,
aparecen estimados en el fichero de trabajo (REG_W CROSSEXPER,REG_W CROSSEDU).
Estimar (38) equivale a considerar dos rectas de regresion con igual ordenada en el origen, 3, pero
con una pendiente diferente para hombres y para mujeres. Serd mayor la primera si g5 > 0, siendo
menor si By < 0. Sin embargo, dada la evidencia ya obtenida acerca de la posible discriminacién
salarial en contra de las mujeres, en las regresiones citadas se ha incluido asimismo explicitamente
la variable Male, con el objeto de captar cualquier posible evidencia de discriminacién sistematica.
De este modo, las regresiones estimadas tienen distinta ordenada en el origen y distinta pendiente
para hombres y mujeres.

Es interesante preguntarse en cudl de los aspectos, experiencia o educacién, se ve mds discrimi-
nada la mujer. En ambas regresiones, la variable ficticia MALF y los efectos cruzados, representados
por las variables producto, tienen estadisticos ¢ inferiores a 2,0 en valor absoluto. Estas son situa-
ciones que suelen producirse en el andlisis aplicado, generando muchas dudas en el investigador,
que podria comenzar a cuestionarse si realmente hay diferencias salariales entre hombres y mujeres.
Sin embargo, no hay razén para ello: desde que hemos estimado el modelo (37), sabemos que las
dos regresiones que ahora consideramos estdn mal especificadas, pues falta un indicador en cada
una de ellas. En consecuencia, la omisién de variables explicativas relevantes hace que tanto las
estimaciones numeéricas de los coeficientes, como de sus desviaciones tipicas, sean sesgadas.

Si, a pesar de ello, nos atenemos a las estimaciones obtenidas, estas regresiones muestran que
cada ano de experiencia se valora a los hombres un 37,7% méds que a las mujeres (1,57/4,16),
mientras que el paso de un nivel educativo al siguiente se valora en los hombres un 9,8% més
que en las mujeres (5,71/58,4). Por tanto, parece haber mayor evidencia de discriminacién en el
reconocimiento de la experiencia profesional que en el reconocimiento del nivel educativo. En los
dos casos estimamos una recta con mayor ordenada en el origen y mayor pendiente para los salarios
de hombres que para los de mujeres. Esto es evidencia clara sugiriendo discriminacién en contra de
las mujeres.

Aunque este andlisis ha sido ilustrativo, no queremos que la posible deteccién de evidencia
sugiriendo una valoracién inferior de la educacién en mujeres que en hombres pueda deberse a
una mala especificacién de los posibles modos de discriminacién. Para ello, incluimos ahora los
dos indicadores, experiencia y nivel educativo en el modelo de salarios, permitiendo que ambos
coeficientes, asi como la ordenada en el origen, difieran para hombres y mujeres. Asi, necesitamos
estimar una regresion,

Salario; = 42,48+ 75,54 Educacion; + 6,77 (Educacion;.Male;) + (39)
(5,72) (6,95)
(13,2) (0,97)
+ 6,61 FEzxperiencia; + 1,80 (Ezperiencia;.Male;)+ 1,30 Male + u;
(0, 64) (0,80) (31,5)
(10,3) (2,24) (0,04)

con los resultados que se incluyen en el archivo de trabajo (REG_W _CROSSDOBLE). El
R? ajustado de 0,366, con &, = 142,99, v ratio de ajuste 1 — = 0,19. Nuevamente, estimamos

Y
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que la experiencia profesional se valora en los hombres un 1,80/6,61 = 27,2% méds que en las
mujeres, y la educacién en un 6,77/75,54 = 8,9% méds en hombres que en mujeres. La variable
ficticia MALE tiene una contribucion reducida, como indica su coeficiente estimado, pero ello es sélo
aparente, pues sus posibles efectos estdn recogidos asimismo a través de la variables de interaccién
FExperiencia;. Male; y Educacion;.Male;.

De acuerdo con esta estimacién, un varén recibe por cada ano de experiencia profesional 8,41
Bef., mientras una mujer recibe tan sélo 6,61 Bef.. Por cada salto en el nivel educativo, un hombre
ve incrementado su salario en 82,31 Bef., mientras que dicho incremento es de 75,54 para la mujer.
La discriminacién salarial estimada entre trabajadores de distinto sexo, pero de igual nivel educativo
y experiencia laboral es de 1,30 Bef., mds 1,80 Bef. por el nimero de afios de experiencia, mds 6,77
Bef. por el nimero asignado a su nivel educativo comun.

Como alternativa, si hubiéramos optado por aceptar la restriccion S, = 0 (coeficiente de
Educacién;.Male;) como razonable, habriamos estimado el modelo,

Salario; = 23,78 + 80, 12Fducacion; 4+ 6,76 Experiencia; +
(17,26)  (3,25) (0,62)

+1,58 (Experiencia;.Male;) + 28,41 Male + u;
(0,77) (14,85)

que sugiere que hay una evidencia sistemdtica de discriminacién que hace que, a igual nivel
educativo, una mujer sin experiencia laboral reciba 28,41 Bef. menos que un trabajador varén
que asimismo carezca de experiencia laboral. Ademds, un varén recibe 8,34 Bef. por cada afio
de experiencia profesional (la suma de 8,76 y 1,58 Bef.), mientras que una mujer recibe tan sélo
6,76 Bef.. Por tanto, la discriminacién entre trabajadores de igual nivel educativo pero de distinto
sexo se estima en 28,41 Bef. mds 1,58 Bef. por el nimero de afios de experiencia profesional de
ambos trabajadores. Segun este iltimo modelo, el nivel educativo tiene un efecto igual sobre el
salario de hombres y de mujeres, por lo que incorpora el supuesto de que no hay discriminacién en
la remuneracién del mismo. Sin embargo, incorpora la idea de que la Experciencia se remunera de
manera diferente a hombres y a mujeres.

10.5.2 ;Existe evidencia de desigual remuneracién de la educacién entre hombres y
mujeres?

El lector debe apreciar las similitudes y diferencias entre las conclusiones numéricas alcanzadas en
los dos tltimos modelos: la primera, que permite la posibilidad de que la remuneracién salarial del
nivel educativo sea distinta en hombres y mujeres, y la segunda, que impone la restriccién de que
dicha remuneracién es igual entre ambos grupos de trabajadores. De acuerdo con el primero de los
modelos, un aumento de nivel educativo incrementa el salario de hombres en 82,31 Bef., y el de las
mujeres en 75,54; segtin el modelo que acabamos de estimar, el incremento es de 80,12 Bef., comun
a hombres y mujeres que, por supuesto, estd entre los dos valores que estimamos con el modelo que
incorporaba este tipo de discriminacién. Ambos modelos implican discriminacién salarial por razén
de sexo, y también que la experiencia laboral se remunera de manera diferenciada en hombres y
en mujeres. El primer modelo afirma lo mismo acerca del nivel educativo, mientras que el iltimo
modelo impone igual remuneracién salarial por nivel educativo en hombres que en mujeres.

Es dificil decidir cudl de los dos modelos es preferible. La tltima regresién tiene practicamente
el mismo R? y la misma desviacién tipica residual que la anterior. En consecuencia, la aplicacién
de los contrastes estadisticos habituales, basados en Normalidad del término de error, variables
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explicativas deterministas, etc., no permiten distinguir entre ambos modelos. En esta situacién,
parece preferible escoger el modelo més sencillo, y concluir que no hay evidencia en la muestra de
trabajadores disponible acerca de diferencias en el reconocimiento salarial del nivel educativo entre
trabajadores de ambos sexos.

Dada la similitud de estadisticos, es frecuente que el investigador concluya que ambos modelos
son idénticos. Sin embargo, esto no es completamente exacto. Una interpretacién alternativa del
reducido estadistico ¢ del producto EducaciénxM ale es que, aunque el nivel educativo recibe distinta
valoracién salarial en hombres que en mujeres, las diferencias no se miden con suficiente precisién
con los datos disponibles. Esta apreciacién se basaria en el hecho de que el efecto discriminatorio
estimado en (39) es de un 9%, que no parece que pueda considerarse despreciable. El problema
es que la desviacién tipica con que se estima el coeficiente es précticamente de igual tamano que
éste, revelando que es un problema de reducida precisién (alta varianza) en las estimacién, lo que
conduce a un estadistico t reducido, en torno a 1,0. En definitiva, el primero de los dos modelos
permite més variedad salarial y puede considerarse, en tal sentido, mas informativo.

El peligro es que, por estimar tal pardmetro con baja precisién, las inferencias numéricas que
se obtengan sobre los salarios estén poco justificadas. Dichas estimaciones son, en algunos casos
particulares,

SALARIOS Modelo restringido Modelo no restringido

Mujeres  Hombres  Ratio  Mujeres Hombres  Ratio
Educ = 1; Exper = 3 124,2 157,3 78,9% 137,9 151,3 91,1%
Educ = 1; Exper = 17 218.,9 274,1 79,8% 230,4 269,1 85,6%
FEduc = 1; Exper = 30 306,7 382,5 80,2% 316,3 378,4 83,6%
Educ = 4; Exper = 3 364,5 397,7 91,7% 364,5 398,3 91,5%
Educ = 4; Exper =17  459,2 514,5 89,3% 457,0 516,0 88,6%
Educ = 4; Exper = 30 5471 622,9 87,8% 5429 625,3 86,8%

Para niveles educativos bajos, el modelo restringido implica diferencias salariales entre hombres y
mujeres bastante mayores que el modelo no restringido. Lo contrario ocurre para niveles educativos
altos, en los que el modelo restringido genera menores diferencias salariales entre hombres y mujeres.
Es decir, el modelo que incluye explicitamente una valoracién diferente para el nivel educativo
de hombres y mujeres produce una estimaciéon de la discriminacién salarial més uniforme, sin
que dependa del nivel educativo de los trabajadores que se comparen. Esta caracteristica podria
hacerlo preferible, pero ha de ser en ltima instancia la creencia del investigador acerca de si el nivel
educativo se valora igual en ambos sexos o no, lo que debe llevarle a escoger uno u otro modelo.

Otra forma de analizar esta cuestion se basa en examinar los residuos del modelo restringido,
el que estimamos en tltimo lugar. Si la remuneracién de la educacién fuese sistemdticamente
mayor en hombres que en mujeres, esperarfamos ver residuos mayores en hombres que en mujeres,
dentro de cada nivel educativo. Ello se debe a que, al no permitir diferencias por sexo, nuestra
estimacién de la remuneracién a la educacién estarfa comprendida entre los niveles percibidos
por hombres y mujeres; de este modo, estariamos infravalorando la remuneracién a la educacién
percibida por los hombres, y sobrevalorando la que perciben las mujeres. En consecuencia, los
residuos correspondientes a los varones deberian ser superiores a los de las mujeres en cada nivel
educativo. Si examinamos los residuos del modelo para cada nivel educativo, obtenemos medias
aritméticas de 8,6 y 3,1 para hombres y mujeres en el primer nivel educativo, 4,5 y 0,0 en el segundo,
-1,6 y 11,3 en el tercero, -12,9 y -5,5 en el cuarto, y 17,9 y -6,3 en el superior. Por tanto, en este
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sentido no surge evidencia sistemdtica de discriminacién en la remuneracién del nivel educativo, y
el modelo restringido pareceria suficiente.

10.5.3 Discriminacion salarial como cambio estructural

Antes hemos planteado el contraste de discriminacién a través del contraste de significacién de un
determinado coeficiente o conjunto de coeficientes del modelo. Otra manera de plantearlo serfa a
través de la estabilidad del modelo de determinacién de salarios entre hombres y mujeres. Al igual
que cuando examinamos la estabilidad temporal, se trataria, en definitiva, de dividir la muestra
en dos submuestras, y comparar las estimaciones obtenidas en cada submuestra, tanto entre ellas,
como con la estimacién obtenida con la muestra completa. Si hay alguna variacién entre los modelos
de salarios estimados para hombres y mujeres, diremos también que hay cambio estructural en el
mecanismo de determinacién salarial, puesto que las respuestas a los determinantes del salario serfan
en tal caso distintos en ambos grupos de trabajadores.

Asi, limitandonos por simplicidad al andlisis de discriminacién sistemaética, podriamos estimar
el modelo utilizando la submuestra de hombres en un caso®’, y la submuestra de mujeres, en otro,

obteniendo:
Salario; = 42,48 + 75,54 Educacion; + 6,61 Experiencia; + u;, para mujeres (40)
R? = 0,365, R>=0,363, 6, = 153,03, SR = 20840842;
Salario; = 43,78 4+ 82,31 FEducacion; + 8,41 Experiencia; + u;, para hombres (41)
R?> = 0,331, R?>=0,328, 6, = 125,93, SR = 9134157;

Por supuesto, que estas regresiones son comparables a la estimacion del modelo (39) . De hecho,
el lector debe comprobar que de dicho modelo se deducen dos relaciones, una véalida para hombres
y otra para mujeres, y que coinciden exactamente con las dos regresiones que acabamos de estimar.

El contraste de cambio estructural se basa en la comparacién de las Sumas Residuales de los
modelos restringido y sin restringir. Las restricciones en este caso consisten en el supuesto de que
los coeficientes del modelo de salarios son iguales para hombres y mujeres; en tal caso, el modelo
serfa estable y concluiriamos que no hay evidencia de cambio estructural. El Modelo Sin Restringir
estd formado por las dos regresiones anteriores, mientras que el Modelo Restringido es (23). El
estadistico tipo-F se construye, en este caso,

I _ (SRR —SRS)/q _ (31079583 — (20840842 + 9134157)) /3 1.0
Godlvsn = O RG Jadlysr (20840842 + 9134157) / (Nj + Ny — 6)

donde hemos utilizado que el nimero de restricciones es 3, el nimero de coeficientes que se
supone igual en ambas submuestras. El modelo restringido impone la igualdad de coeficientes para
hombres y mujeres, por lo que consiste en estimar una inica regresién con todos los datos; es la
ecuacion (23) y genera, por tanto, una suma residual restringida SRR = 31079583. El modelo sin
restringir pemite distintos coeficientes para hombres y mujeres; consiste en tratar las observaciones
de ambas submuestras como independientes, estimando una regresién para cada una de ellas, como

40Tntroducir "1 1472 IF MALE=0" en la ventana ”Sample” para estimar con observaciones de mujeres y 71 1472
IF MALE=1" para estimar con datos de trabajadores varones.
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hemos hecho en (40) y (41). La Suma Residual de dicho modelo es el agregado de las Sumas
Residuales de cada una de las dos regresiones, para hombres y mujeres. El nimero de grados
de libertad de dicho modelo es igual a la suma de los grados de libertad de las dos regresiones:
nimero de observaciones correspondientes a hombres, menos 3, més el nimero de observaciones
correspondientes a mujeres, menos 3, Ny + N, — 6.

El valor numérico del estadistico F' estd claramente por encima de los valores criticos de la
distribucién de probabilidad F5 1466 & los niveles de significacién habituales, 1%, 5%, 10%, por lo
que rechazamos la hipdtesis nula a cualquiera de dichos niveles. La hipétesis nula especifica la
igualdad de coeficientes entre los modelos de salarios de hombres y mujeres, Hy : 8, = ,, , por
lo que concluiriamos que los modelos de salarios son diferentes. Hay que notar, sin embargo, que
el estadistico utilizado sélo tendrfa distribucién F' si el término de error del modelo de salarios
tuviera distribucién Normal, lo que ya hemos comentado que parece altamente improbable, dado
el histograma de frecuencias de los salarios.

Por si sélo, este contraste no dice nada acerca del sentido en que se producen las diferencias,
por lo que serfa dificil concluir de él nada relativo a la discriminacién salarial. Sin embargo, el
hecho de que los coeficientes asociados tanto a nivel de educacién como a la experiencia laboral
sean mayores para los hombres que para las mujeres sugiere que las diferencias son en perjuicio de
las mujeres. Como los términos constantes estimados son muy similares, es ficil ver que entre dos
trabajadores de distinto sexo, pero de igual nivel educativo y experiencia laboral, el hombre recibe,
generalmente, un salario superior al de la mujer.

10.5.4 Especificaciones con variables ficticias: contrastes de homogeneidad salarial
entre grupos de trabajadores

En esta segunda parte del ejercicio, vamos a ilustrar el modo en que pueden utilizarse variables fic-
ticias para proponer distintos grados de homogeneidad en el mecanismo de determinacién salarial.
Trabajando con la misma base de datos, continuamos utilizando el nivel educativo y el grado de
experiencia laboral como posibles determinantes salariales. La hipé6tesis que ahra consideramos es
que la experiencia laboral se remunera de igual modo en todos los niveles educativos. Dada la evi-
dencia ya presentada acerca de la existencia de discriminacién salarial por razén de sexo, utilizamos
inicialmente las observaciones procedentes de trabajadores varones, para centrarnos exclusivamente
en analizar las diferencias que puedan provenir de los dos factores citados.

10.5.5 Homogeneidad del modelo de salarios para distintos niveles educativos

Comentabamos al inicio de este ejercicio cémo las diferencias entre cada dos niveles sucesivos de
educacion pueden ser muy distintas, dependiendo de los niveles educativos que se comparen. Esto no
ha sido recogido en nuestro andlisis hasta ahora, porque la definicién que se ha hecho de la variable
educacién conduce a que estimemos un incremento salarial con cada cambio de nivel educativo, con
independencia de los niveles en los que se produzca. Para analizar esta cuestién en mas detalle,
estimamos por separado la contribucién media de cada nivel educativo a la retribucién salarial.
Como ya sabemos que existe discriminacion salarial por sexos, vamos a utilizar unicamente las
observaciones correspondientes a los hombres.

Para ello, estimamos cinco regresiones del tipo (15), utilizando en cada caso datos de varones
de un mismo nivel educativo*!. Los resultados son,

41 Al estimar la regresién, introducir en la ventana ”Sample”, el mensaje "1 1472 IF MALE=1 AND EDUC=1", e
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nivel 1 :  Salario; = 318,03 + 1,67 Experiencia; + ;, (42)

N; = 76, R>=0,043, &, =67,14, SR = 333565.4;
nivel 2 : Salario; = 275,19 + 5, 48 Experiencia; + U,

N; = 195, R?>=0,212, &, =107,83,14, SR = 2244014;
nivel 3 : Salario; = 312,10 + 6, 63 Experiencia; + 1,

N; = 258, R*=0,218, &, = 125,16, SR = 4010484;
nivel 4 : Salario; = 323,86 + 10, 56 Experiencia; + U;,

N; = 164, R>=0,374, 6, = 133,71, SR = 2896499;
nivel 5 :  Salario; = 389,43 + 13,46 Experiencia; + U;,

N; = 200, R* =0,257, &, = 226,56, SR = 10162534;

en los que se aprecia un aumento en el coeficiente estimado para la variable Experiencia, segiin
aumenta el nivel educativo. Ello sugiere que el reconocimiento salarial de la experiencia profesional
entre varones es mayor cuanto méas alto sea su nivel educativo, quiza por ser entonces la experiencia
laboral de mayor calidad, un resultado sin duda interesante.

Otro resultado que surge de este modelo estimado es que el salario para trabajadores sin ex-
periencia laboral es creciente con el nivel educativo, excepto entre los dos primeros niveles. Esta
comparaciéon no es, sin embargo, la mds interesante, por cuanto que apenas hay trabajadores sin
experiencia laboral. Otra manera de interpretar el modelo consiste en acudir al promedio de la
experiencia laboral, que es de 17,22 afios para toda la muestra, pero es*? de 26,57 afios para los
hombres de nivel educativo 1, siendo de 20,42 anos, 18,28, 16,19, y 15,85 anos para los restantes
niveles educativos. Por tanto, el salario medio para los trabajadores del primer nivel educativo se
estima en 318.03+ (1.67)(26.57) = 362. 4, siendo para los sucesivos niveles: 275.19+ (5.48)(20.42) =
387.09, 312.10+ (6.63)(18.28) = 433. 3, 323.86 + (10.56)(16.19) = 494. 83, 389.43 + (13.46)(15.85) =
602.77.

Asi, en promedio, un trabajador varén del nivel educativo 2 recibe un salario superior en 24.7
Bef. al del nivel educativo 1. Las remuneraciones promedio asignadas a los cambios sucesivos en
nivel educativo son: 46,2 Bef. entre los trabajadores de niveles educativos 2 y 3; 61,5 Bef. para el
salto de niveles educativos 3 a 4, y 108 Bef. para el paso de nivel educativo 4 a nivel 5.

Como se ve, estimamos una remuneracion creciente para el salto entre cada par de niveles educa-
tivos sucesivos, valordndose més un aumento de nivel educativo cuanto més alto sea el nivel educa-
tivo de partida. Esto hace que el modelo (41) sea excesivamente restringido; en él, estimdbamos en
82,31 Bef. la valoracién de cada nivel educativo adicional, con independencia del nivel de partida.
Tal estimacién debe verse como un promedio de las cuatro remuneraciones que calculamos a partir
de (42), pero es inapropiada, dados los resultados de este tltimo modelo.

Un modelo algo menos resringido que (41) serfa,

Salario; = By+5, Educacion;+ By Experiencia;+ 54 (Educacion;. Experiencia;)+u;, para hom bres
(43)

ir variando el cédigo asignado a EDUC, de 1 a 5.
42Tras marcar la variable Experiencia en el archivo de trabajo, entrar en ”View/Descriptive Statistics/Statistics
by Classification” y escribir en la ventana ”Series/Group for Classify”: EDUC*MALE.
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Este modelo genera, para los distintos niveles educativos,

Nivel educativo 1 :  Salario; = (8o + 81) + (B + B3).Experiencia; + uj,

Nivel educativo 2 :  Salario; = (B, + 28,) + (By + 283).Experiencia; + u;,
Nivel educativo 3 :  Salario; = (8 + 381) + (B85 + 383).Experiencia; + u;,
Nivel educativo 4 :  Salario; = (8y + 48;) + (B4 + 483).Experiencia; + u;,
Nivel educativo 5 :  Salario; = (8y + 581) + (By + 583).Experiencia; + u;,

que impone sobre (42) dos tipos de restricciones: a) que la diferencia en la remuneracion que
recibe cada ano de experiencia en trabajadores de dos niveles educativos sucesivos es la misma,
Bs, independientente de los niveles de educacién considerados, y b) que la diferencia salarial entre
trabajadores de igual experiencia y niveles de educacién consecutivos es siempre la misma, 5;.

Como consecuencia, este modelo implica que para caracterizar las diferencias salariales entre
trabajadores de igual experiencia laboral sélo importa la diferencia que exista entre sus niveles
educativos, pero no cudles sean estos. Si k denota la diferencia entre los niveles educativos de dos
trabajadores de igual experiencia, donde k podria ser igual a 0,1,2,3 6 4, la diferencia entre sus
salarios serfa: kf; + kB4 FExperiencia, siendo Experiencia el nimero de afios de experiencia de
ambos trabajadores.*® El lector debe asegurarse de que entiende que en (42) no se ha impuesto
ninguna de estas dos restricciones.

Por supuesto que estas restricciones pueden contrastarse conjuntamente utilizando los estadis-
ticos habituales, sin mds que considerar a (42) como Modelo Sin Restringir, y a (43) como Modelo
Restringido.

Un modelo més restrictivo consideraria que la remuneracién salarial a cada ano de experiencia
laboral del trabajador es independiente de su nivel educativo. Dicho modelo serfa,

Salario; = 50 + 09Dg; + 63D3; + 04D 4; + 65D5; + 51E:Eperi6n0iai + u;, (44)

donde la variable ficticia Dsy; se define mediante Do; = 1 si la observacién i-ésima se re-
fiere a un trabajador varén en el segundo nivel educativo, y Ds; = 0 en todos los deméds casos.
El resto de las variables ficticias se define de manera andloga. Una vez estimado este modelo
tendriamos para los varones del primer nivel educativo, Salario; = By + 5, Experiencia; + 4,
para los del segundo nivel educativo: Salario; = (Bo + 32) =+ ﬁlEaxperienciai + u;, y asi suce-
sivamente; por ejemplo, para los trabajadores varones del mds alto nivel educativo, tendriamos,
Salario; = (By + 05) + B, Experiencia; + ;. Al estimar 85 obtenemos el diferencial salarial que
reciben los trabajadores varones del segundo nivel educativo respecto de los del primero, con inde-
pendencia de su experiencia laboral. Los restantes coeficientes d3, d4, 5, se interpretan de manera
andloga, por lo que esperariamos que fueran todos ellos positivos.

La estimacién del modelo conduce a,

Salario; = 133,19+73,12D0; +142, 27D3; + 208, 54Dy; + 313, 62D5; +8, 00 Experiencia; +u;, (45)

A diferencia de los modelos (43) y (42), la diferencia salarial entre trabajadores de distinto
nivel educativo pero que tienen igual experiencia, se supone ahora independiente de dicho nivel de

43 Cual serfa la diferencia en salarios si no tuvieran el mismo grado de experiencia?.
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experiencia. Por tanto, (44) es un modelo més restringido que los dos anteriores. En (44) tenemos
cinco regresiones paralelas, con distinta ordenada en el origen pero igual pendiente. Por el contrario,
(42) genera cinco rectas de regresiéon con distinta ordenada en el origen y diferente pendiente, eds
decir, cinco rectas completamente distintas.

En (43) permitimos que la remuneracién a la experiencia varie con el nivel educativo, lo cual es
més general que (44). Es algo més restrictivo en cuando que hace que las diferencias en la ordenada
en el origen sean iguales entre niveled educativos. Los modelos (44) y (43) no son directamente
comparables, pues uno no puede obtenerse imponiendo restricciones sobre el otro.

El modelo alternativo,

Salario; = By + ByExperiencia; + B3 (Educacion,;. Experiencia;) + u;,

no es muy interesante, pues si se piensa que puede haber distinta remuneracién salarial a la
experiencia dependiendo del nivel educativo, es ain méds probable que haya diferencias entre tra-
bajadores de igual experiencia, pero distinto nivel educativo. En consecuencia, los modelos (44) y
(43) son generalmente preferibles.

Un modelo atin més restrictivo impondria coeficientes comunes a todos los niveles educativos,

Todos los varones :  Salario; = 360,25 + 5, 7T3Experiencia; + i;, (46)
N; = 893, R*=0,093, &, = 182,65, SR = 29723552;

Este modelo equivale a imponer las restricciones Hy : d2 = 03 = d4 = d5=0 en (44), o bien
Hy:5,=03=0en (43),0 Hy: a1 = a2 = a3 = ag = ap; 1 = By = B3 = B4 = B, en (42),
si denotamos por «; los términos independientes y por f3; las pendientes de cada ecuacién en este
iltimo modelo. Este itimo es un conjunto de 8 restricciones, el nimero de igualdades que se incluyen
en la hipdtesis nula. Cada uno de estos conjuntos de hipétesis puede contrastarse comparando las
Sumas Residuales de los Modelos Restringido y Sin Restringir en cada caso, utilizando en el célculo
del estadistico tipo F el niimero de restricciones’® y el nimero de grados de libertad del Modelo
Sin Restringir: nimero de observaciones utilizadas en la estimacién, menos nimero de coeficientes
estimado en dicho modelo.

El modelo (41) queda en un terreno intermedio entre los anteriores: se obtiene a partir de (42)
imponiendo las 7 restricciones Hp : ag—ay = ag—vg = aqu—a3 = as—au; B = By = B3 = B4 = O5.
Se obtiene asimismo a partir de (43), imponiendo la restricciéon Hy : S5 = 0, a partir de (44)
imponiendo la restriccién Hy : 03 = d3 = §4 = 05 = 0. Por otra parte, el modelo (46) se obtiene a
partir de (41) imponiendo la restriccién Hy : 8; = 0. Por tanto, todas estos conjuntos de restricciones
pueden contrastarse comparando las Sumas Residuales apropiadas, mediante el habitual estadistico
tipo F en el que habra que utilizar asimismo la informacion relativa al nimero de restricciones que
se contrastan y el nimero de grados de libertad del Modelo Sin Restringir.

A modo de ejemplo, consideremos el contraste de las restricciones Hy : a3 = oo = a3 = ay =
as; B, = By = B3 = B4 = By, sobre el modelo (42), que nos llevarfa al modelo (46) como versién
restringida del anterior. El coeficiente estimado para la variable Experiencia en este tltimo modelo
es un promedio de los obtenidos en las cinco regresiones que configuran el modelo (42), y lo mismo
ocurre con la ordenada en el origen de la recta de regresién. El Modelo Sin Restringir es el conjunto
de las cinco regresiones de (42), por lo que la Suma Residual Sin restringir es el agregado de

41Es decir, el nimero de igualdades utilizada para caracterizar la hipétesis nula.
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las sumas residuales en ellas, mientras que el Modelo Restringido es el constituido por la ltima
regresion, teniendo, por tanto el estadistico F,

_ (SRR-SRS)/q
,9dlv sk - SRS/gdlMSR -
(29723552 — (333565.4 + 2244014 + 4010484 + 2896499 + 10162534)) /8

= = 56,6
(333565.4 + 2244014 + 4010484 + 2896499 + 10162534) / (893 — 10) ’

Iy

siendo 10 el nimero de coeficientes estimados en el Modelo Sin Restringir: dos coeficientes en
cada una de las cinco regresiones. Se contrastan 8 restricciones, pues los dos coeficientes del modelo
se hacen iguales en cuatro de las regresiones, a lo que ocurra en una de ellas. El estadistico F’
conduce a un rechazo tan claro de la hipétesis nula de igualdad de la regresién de salarios para los
distintos niveles educativos, que, incluso si la distribucién de probabilidad del término de error se
desvia de la Normal, la evidencia obtenida contra la hipétesis de estabilidad de la regresién ha de
juzgarse como muy clara. En consecuencia, el modelo (46) es inapropiado, por ser excesivamente
restringido.

10.5.6 Variables ficticias y colinealidad perfecta

Alternativamente al modelo (41), podriamos haber especificado,

Salam’oi = §1D11‘ + (52D2i + (53D3¢ + 54D41‘ + 55D5i + BlE:cperienciai + Uj, (47)

tras definir una variable ficticia Dy; del mismo modo que definimos las restantes. En este caso,
para los varones del primer nivel educativo tendriamos, Salario; = 5 1+ 31 FExperiencia; + u;, para
los del segundo nivel educativo: Salario; = do+ B 1 Experiencia; +1,, y asi sucesivamente; para los
trabajadores varones del méds alto nivel educativo, tendriamos, Salario; = 35—1—3 1 Experiencia; +1;.
Por supuesto, los valores numeéricos de los coeficientes d serian diferentes ahora que en el modelo
anterior. Esperarfamos que las estimaciones numéricas de los coeficientes ¢ fuesen crecientes para
los distintos niveles educativos.

La suma de las cinco variables ficticias incluidas en el modelo (47) es igual a uno para todas
las observaciones, pues sélo una de ellas es igual a uno en cada observacién, siendo las restantes
iguales a cero, y esto ocurre para todas las observaciones disponibles. Por tanto, su suma es igual
al valor de la variable que acompana al término constante, por lo que éste no puede incluirse en la
regresion, pues tendriamos colinealidad perfecta, no pudiendo estimarse dicho modelo. En el caso
de (44) las cuatro variables ficticias suman uno para todas las observaciones, excepto las del primer
nivel educativo, para el que suman cero; por tanto, su suma no coincide con el valor numérico de
la variable que acompana al término constante, y el modelo puede estimarse. En dicho modelo,
podiamos haber optado por incluir Dj; y excluir otra cualquiera de las variables ficticias, y la
interpretacion de los coeficientes estimados serfa andloga a la que propusimos para el modelo (44).
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