Examen de Introduccién a la Econometria (LECO).

Departamento de Economia Cuantitativa. Universidad Complutense de Madrid.
8 de junio de 2011. Duracién: 2 horas y media.

Apellidos: Nombre: DNI:

Nombre del profesor: Grupo:

No desgrape las hojas de este cuadernillo|. El examen estid compuesto por
diez preguntas tipo test y diez cuestiones cortas. Responda a las preguntas
tipo test en la plantilla de esta pagina. Las cuestiones tipo test suman tres
puntos si la respuesta es correcta, restan un punto si es incorrecta y cero pun-
tos si se deja en blanco. Debe obtener doce puntos en las preguntas tipo test
para que se corrijan las cuestiones.

Pregunta 1 A | B | C | D | Enblanco
Pregunta2 | A | B | C | D |En blanco
Pregunta3 | A | B | C | D |En blanco
Pregunta4 | A | B | C | D |En blanco
Preguntab | A | B | C | D |En blanco
Pregunta6 | A | B | C | D |En blanco
Pregunta7 | A | B | C | D |En blanco
Pregunta8 | A | B | C | D |En blanco
Pregunta9 | A | B | C | D |En blanco
Pregunta 10| A | B | C | D |En blanco
Puntos test: Correctas: Incorrectas: En blanco:
Calificacion test Puntos/6—

Calificacién cuestiones

Calificacién total




Preguntas test

Enunciado para las cuatro preguntas siguientes. Para determinar si un estudiante asiste habi-
tualmente a clase (més de la mitad de los dias), se han recogido firmas durante 10 clases. Se obtiene
que la mejor region critica para el contraste es {21121 X; > k}, donde X; indica si el estudiante asis-
ti6 (X; = 1) o no (X; = 0) a clase el dia i y se denota por p la probabilidad de asistencia. Considere
Hy : p=0,5 frente a una alternativa Hy : p > 0,5.

Pregunta 1. El valor critico k para una significacién aprozimada del 5% es:

>

6

oS
\]

Q

8. Pr>X; > 8|S X, ~ B(10,0,5)] =1 — Pr[> X; < 7| S X; ~ B(10,0,5)] = 0,0547 ~ 0,05
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Pregunta 2. Suponga que la hipdtesis alternativa es Hy, : p = 0,9. ;Cuanto seria la potencia del
contraste?

A) 0,3758.

C

)

B) 0,6778.
) 0,8791.
)

D) 0,9298. w = P[> X; > 8| S Xi ~ B(10,0,9)] = 1 — Pr[>° X; < 7| 3" X; ~ B(10,0,9)]

Pregunta 3. Si alguien decide que el valor critico deberia ser k = 6 ;jcual serfa la significacion del
contraste?

A) 0,6230.

C

)
B) 0,3770. o = Pr[3° X; > 6|3 X; ~ B(10,0,5)] = 1 — Pr[>" X; < 5|3 X; ~ B(10,0,5)]
) 0,1719.

)

D) 0,0107.

Pregunta 4. Si un estudiante ha asistido 9 de los 10 dias muestreados ;cuanto seria el p-valor?

A) 0,0010.

B) 0,0107. a* = Pr[>X; > 9|3 X; ~ B(10,0,5)]

C) 0,0547.
)

D) 0,3487.



Enunciado para las tres preguntas siguientes. Se dispone de datos de 100 familias sobre ingre-
sos (x;) y gastos corrientes (y;) semanales. A partir de dichos datos se han calculado los siguientes
estadisticos: > x; = 50,49, Y"1y, = 45,20, a2 = 34,66, > y? = 22,00 y > x;y; = 27,38. Se desea
estimar el modelo lineal simple y; = o + fx; + u;, donde u; son otros factores que afectan al con-
sumo familiar distintos de sus ingresos. [NOTA: realice los cdlculos con cuatro decimales de
precisién.]

Antes de poder responder a las preguntas, es necesario calcular algunos estadisticos a partir de
la informacién del enunciado. En concreto z = 0,5049, y = 0,4520, > (x; — z)* = > a? — nz? =
34,66—100-0,5049% = 9,1676, > (v; —Z)(y;i—y) = > xiy; —nZTy = 27,38 —100-0,5049-0,4520 = 4,5582.

Pregunta 5. La estimacién por minimos cuadrados de la pendiente, B , es:
A) 0,0531.

B) 0,2007.

C) 0,4972. § = Szp = 25582100 _ 3 4979,

52 9,1676,/100

D) 0,7900.

Pregunta 6. Sabiendo que la suma de los cuadrados de los residuos es > 47 = 0,2963, el valor del
estadistico para contrastar Hy : 8 = 0,45 frente a la alternativa Hy : § # 0,45 es:

A) 3,28.

B) 2,73. Para calcular el estadistico necesitamos V(3) = 2a/n-2) _ 0296398 _ y 0003, E] valor

= S(i-2)? 9,1676
del estadistco es j;f;) = 0"35%68545 = 2,7251.

C) 1,64.
D) 0,28.

Pregunta 7. El p-valor del contraste de la cuestion previa es:
A) 0,0016

B) 0,0032.

C) 0,0064. Utilizando la aproximacién normal a la tgg y teniendo en cuenta que es un contraste de
dos colas, a* =2 P[N(0,1) > 2,73] = 2(1 — ®(2,73)) = 0,0064.

D) 0,0100



Enunciado para las tres preguntas siguientes. Sea la funcién de densidad continua, fxy(z,y) = k,
en el soporte 0 <z <2 —y < 2.

Pregunta 8. El soporte de la funcién de densidad es el tridngulo de vértices:

A) (0,0), (2,0), (2,2).
B) (0,0, (0,2), (2,0). *
Q) (0,2), (2,0), (2.2).
D) (0,0), (0,2), (2,2).

Pregunta 9. ;Cémo calcularia P(X +Y < 1)7

A) fol fxl_x fxy(z,y) dydx.

fo ~* fxy(x,y) dydx. El soporte de la probabilidad pedida es el tridngulo de vértices (0,0),
(1, O) (0,1).

C) fol fol fxy(z,y) dydzx.
fo  fxy(z,y) dy dx.
Pregunta 10. ;Cémo calcularia P(Y > 1|X =1/2)7
A) Jy FlylX = 1/2) da
B) Jo* FulX =1/2) dy
C) Ji FIX =1/2)d

D) 3/2 f(y|X =1/2) dy. Donde se ha tenido en cuenta que el soporte de Y cuando X = 1/2 es el
1ntervalo (0, 3/2).



Cuestiones cortas

Cuestion 1. (0.5 pt) Discuta la veracidad de la siguiente afirmacién: “El coeficiente de correlacién
mide el grado de asociacion entre dos variables aleatorias. Si la correlacién es 0, entonces no estan
relacionadas”.

Es falso. Si dos variables aleatorias son independientes, entonces la covarianza y el coeficiente de
correlaciéon lineal son cero, pero existen casos en los que las variables no son independientes y su
covarianza resulta nula, por ejemplo, cuando la relacién entre ellas es no lineal.

Enunciado para las tres cuestiones siguientes. Se dispone de las calificaciones de 10 estudiantes
en un control de Introduccién a la Econometria:

Estudiante 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Calificacion 59 45 6.8 46 55 43 46 56 59 3.2
x;i—mg 09 -05 1.8 -04 05 -07 -04 06 09 -1.8

r; 75 35 95 15 35 6 1.5 5 75 95

Cuestién 2. (0.5 pt) Calcule el estadistico de contraste de Wilcoxon para la hipétesis de que las
calificaciones son simétricas alrededor de una mediana de cinco puntos. Formule claramente hipétesis
nula y alternativa.

Llamando X a la variable aleatoria de calificacién, se busca contrastar la simetria alrededor de
Hy : mx = 5 frente a la alternativa Hy : mx # 5, siendo m la mediana. La aplicacién del contraste
de Wilcoxon implica calcular X; — 5 y asignar rangos a los valores absolutos de las desviaciones a la
hipétesis nula: r; = rango(| X; — 5]).

Debajo de la tabla del enunciado se ha anadido los datos transformados y los rangos corres-
pondientes. Los estadisticos intermedios resultan 7t = 75 +95+35+5+75 = 33y T~ =
35+1,5+6+1,54+95=22. El estadistico de Wilcoxon es: T =T+ — T~ =33 — 22 = 11.

Cuestidn 3. (0.5 pt) Utilice la aproximacion normal al estadistico de Wilcoxon para calcular el p-valor
del contraste. ; Rechazaria la hipdtesis nula?

La aproximacion normal del estadistico es W = g(T) — N(0,1), donde V(T) = 1021 —
5-11 -7 = 385. El valor del estadistico muestral resulta W = \/%ﬁ = 0,56, menor que 1,96, el valor

critico para un 5% de significacién (es un contraste bilateral).

El p-valor, al tratarse de una regién critica de dos colas, es: a* = 2 - P[N(0,1) > 0,56] = 2(1 —
®(0,56)) = 0,5755. Por lo tanto, no se puede rechazar la hipdtesis nula de simetria de la distribucién
de calificaciones alrededor de una mediana 5.

Cuestidén 4. (0.5 pt) ;Se podria haber utilizado otro estadistico para el contraste? ; Qué seria necesario
suponer?

Se podria haber utilizado el contraste para la media, pero habria que aniadir (o contrastar previa-
mente) el supuesto de normalidad de las calificaciones. El contraste de Wilcoxon, ademds, contrasta
simetria alrededor de la mediana, no sélo la posicion central, pero esto también seria el resultado del
contraste de la media una vez contrastada la normalidad de las calificaciones.




Enunciado para las dos cuestiones siguientes. A partir de las estadisticas de la ensenanza univer-
sitaria 2009-10 recientemente publicadas por el INE, se construye la siguiente tabla de contingencia
por estudios y sexo de una muestra representativa de los matriculados (se han excluido las dobles
licenciaturas y los grados):

Arquitectura Diplomaturas Licenciaturas Arquitectura
e ingenierias e ingenierias
técnicas
Varones 130 98 231 96
Mujeres 39 217 340 43

Cuestion 5. (0.5 pt) Calcule el estadistico chi-cuadrado para contrastar la independencia entre sexo
y estudios.

Bajo la hipdtesis nula de independencia de las variables, las frecuencias esperadas resultan:

Arquitectura Diplomaturas Licenciaturas Arquitectura
e ingenierias e ingenierias
técnicas
Varones 78.56 146.42 265.41 64.61
Mujeres 90.44 168.58 305.59 74.39

El valor del estadistico es @Q = 129,70, que bajo la nula sigue una distribucién x3.
Cuestion 6. (0.5 pt) Obtenga el p-valor y deje clara su conclusién.

El p-valor es a* = P[x% > 129,70], practicamente cero (con las tablas se puede decir que P[x2 >
129,70] < P[x3 > 16,27] = 0,001). Por lo tanto, se rechaza que el sexo de los matriculados y
su elecciéon de estudios universitarios sean variables independientes. Revisando la tabla de
frecuencias observadas se aprecia claramente que diplomaturas y licenciaturas tienen mayor presencia
femenina que masculina, al contario de lo que ocurre en arquitectura e ingenierias (sean técnicas o
superiores).

Cuestion 7. (0.5 pt) Considere una muestra aleatoria simple de tamano n extraida de una poblacién
X, que es una variable aleatoria con distribucién Poisson de parametro A. Obtenga el test méas potente
para la hipdtesis nula Hy : A = A frente a la alternativa Hy : A > Ag. [NOTA: Recuerde que la funcién
de cuantia de una distribucién Poisson es Pr|X = z| = 67;’\30, xr=0,1,2,...yque la suma de variables
Poisson es también Poisson.]

La mejor regién critica (la uniformemente més potente) se obtiene de la aplicacion del teorema de
Neyman-Pearson. Como la poblacion es Poisson, la mejor regién critica viene dada por:

£(/\0) B e—nAo)\g:l‘i /ngz‘ _ omn(ho-A) <&)sz

L) emma /11! A

donde A, representa los posibles valores del parametro en la hipétesis alternativa.

Ahora es necesario transformar la region critica anterior en un suceso equivalente en funciéon de
un estadistico cuya distribucién sea conocida bajo la nula:



Ao\ ="
—n(Ao—A«) [ 20 < k
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En el ultimo paso se ha tenido en cuenta que log(Ag/A«) < 0 puesto que 0 < Ay < A.. Como podemos
encontrar la distribucién del estadistico resultante bajo la nula: >

v xi ~ P(nXy), el ultimo paso ya
contiene el estadistico y la regién critica més potente: {d "1, x; > ¢*}.

Enunciado para las tres cuestiones siguientes. Se desea analizar el margen de un conjunto
de empresas pequenas, cuyo comportamiento de ingresos (X) y gastos (Y') viene representado por

(v )=1G) ()]

Cuestion 8. (0.5 pt) ;Cudnto es la probabilidad de que el margen sea superior a 27

Llamando Z = X — Y al margen de las empresas, su distribucién resulta Z ~ N(1,4) puesto que
E(Z)=EX)-EY)yV(Z)=V(X)+V(Y) = 2cov(X,Y).

La Pr(Z > 2|Z ~ N(1,4)] = Pr[Z* > 1/2|2* ~ N(0,1)] = 0,3085.

Cuestién 9. (0.5 pt) ;Cuadl es el valor esperado de los gastos si los ingresos son 87

Puesto que X e Y son normales, la esperanza condicionada es lineal. Asi, E(Y|X = x) = a + bz,

donde b= G0 = 1y a = E(Y) —bE(X) =5— 16 = 35.

La esperanza pedida resulta E(Y|X =8) = 3,5+ 4118 = 5,5. Es decir, las empresas con unos ingresos
de 8 unidades tendran, por término medio, unos gastos de 5,5 unidades.

Cuestién 10. (0.5 pt) ;Cudnto es el margen esperado para las empresas que tienen unos ingresos
de 87

De manera analoga a la cuestion anterior E(Z|X = x) = a+bx. Para calcular b necesitamos obtener
cov(X,Z) = E(XZ)—- E(X)E(Z) = BE(X? - XY) - E(X)E(Z) = E(X?) - E(XY) — E(X)E(Z).
E(X) esdatoy E(Z) se obtuvo en la cuestién 8. Para encontrar el resto de momentos recurrimos a las
relaciones entre momentos respecto al origen y respecto a la esperanza. Asi, B(X?) = V(X)+E(X)? =
4462 =40y E(XY) = cov(X,Y)+E(X)E(Y) = 146-5 = 31. Resulta que cov(X, Z) = 40—31—6-1 =
3.

Los coeficientes de la recta esperanza condicionada de Z a X son: b = 605(())%)2 ) — Sya=EZ) -
3

bE(X) = 1 — 36 = —3,5. El margen esperado para las empresas que ingresan 8 unidades resulta
E(Z|X =8) = —3,5+ 28 = 2,5 unidades.

Alternativamente, E(Z/X = z) = E[(X - Y)/X = 2| = BF(X/X =z) - EY/X = z) =
r— E(Y/X = x), y particularizando en X = 8 obtenemos el mismo resultado.



Formulas de posible utilidad

Transformacién de variables. Sea X ~ fx(z) y se define Y = h(X). Entoces fy(y) =
fx (h () | 252
Aproximacion lineal a la esperanza condicional.

Cov(X,Y)
- &

donde h=1(-) es la funcion inversa de h(-).

E*(Y/X =z)=E(Y) EX)+ ————"7

Varianza condicional de la normal bivariante. V(Y/X = z) = V(Y)(1 — p%y).

Modelo de regresién lineal. Sea E(Y;/X; = z;) = a+ bx; (o también Y; = a + bx; + &,
€i 7y IN(0,02)). Si Gy b son los estimadores por el método de los momentos (o de minimos cuadrados)
de a y b, y €; los residuos del modelo, entonces:

a—a b—b s 1 n -
W ~ tp_2, N ~ ty_2; donde O: = Zl:az
Tz(zi_j)2 E(:Di—f)z 1=

Distribuciones de funciones de variables aleatorias. Si X ~ N(u,0%), X; ~ N(ui,0?) y
Xy ~ N(us,03) e independientes y se dispone de muestras de tamatios n, n; y no respectivamente:

O L i

2
—_— Y : Y Fn _ no—
/—0'2/71 82/71 0_2 Xn—l? S%/U% 1—1,no—1
(Z1 — Zo) — (1 — p2)

5 > ~ tn+m—2u
94 % 1oy 1) (mDsit(na—1)s3
no N2 ni+ng2—2

ni n2

donde s? denota la cuasivarianza muestral.

Proporciones. \/% — N(0,1). Con dos poblaciones y muestras de tamanos n; y ns:

(231 - pE) - (pl - p2)

— N(0,1),
\/ (2222) ir(1 = i)
donde pp = mptnpe
Contraste de Jarque-Bera. JB =n [ATSQ + %} = X3

Contraste Chi cuadrado. Zle (T_T—O)Q ~ x? donde T; y O; son, respectivamente las i-ésimas

frecuencias absolutas esperadas y observadas.

Contrastes de Kolmogorov-Smirnov. Para una muestra D,, = sup |F{(z) — F(x)|. Para dos
muestras D, ,,, = sup |Fi(x) — G} (2)|. Fi(z) y Gi,(x) son funciones de distribucién empiricas (o
muestrales) y F'(x) es una funcién de distribucién tedrica.

Contraste de Wilcoxon. El estadistico T = T — T, bajo Hy cumple E(T) = 0y V(T) =

n(n+1)(2n+1)
-6 -

Contraste de Mann-Whitney. U = min(U;, U;), donde U; = njng + M — Ry Uy =

ning + —nQ(n;H) — Ry. Bajo Hy se cumple E(U) = "2 y V(U) = —"1”(";;"2“).

8



Aproximacién a los valores criticos en los contrastes de Kolmogorov-Smirnov. Para el
contraste de una muestra, el valor critico ¢* con un nivel de significacion « se aproxima mediante
¢ = kaoy/1/n, donde k, es 1.07, 1.22, 1.36, 1.52 y 1.63 para niveles de significacién del 20 %, 10 %,
5%, 2% y 1%, respectivamente.

Para el contraste de dos muestras, el valor critico aproximado se calcula:

ni + neo
’fL1'7’L27

e =k,

donde k, es 1.07, 1.22 y 1.52 para niveles de significaciéon « del 10%, 5% y 1%, respectivamente.



Tablas estadisticas

x.x0 x.x1 X.X2 X.X3 x.x4 x.x5 x.X6 x.X7 x.x8 x.x9
0.0 [ 05000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 05239 05279 0.5319 0.5359
0.1 | 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714  0.5753
0.2 | 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 | 0.6179 0.6217 0.6255 0.6203 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844  0.6879
0.5 | 0.6015 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 | 0.7257 0.7201 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486  0.7517  0.7549
0.7 | 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 | 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 | 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 | 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599  0.8621
11 | 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 | 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 | 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 | 09192 09207 09222 09236 09251 0.9265 0.9279 0.9202 0.9306 0.9319
1.5 | 0.9332 09345 09357 09370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9420 0.9441
1.6 | 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 09495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 | 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625  0.9633
1.8 | 0.9641 09649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 | 09713  0.9719 09726 09732 09738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761  0.9767
2.0 [ 09772 09778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 | 0.9821 09826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 09850 0.9854 0.9857
2.2 | 0.9861 09864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887  0.9890
2.3 | 0.9893 09896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913  0.9916
2.4 | 0.9918 09920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934  0.9936
25 | 09938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951  0.9952
2.6 | 0.9953 09955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963  0.9964
2.7 | 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973  0.9974
2.8 | 09974 09975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980  0.9981
2.9 | 0.9981 09982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986  0.9986
3.0 | 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989  0.9990  0.9990
3.1 | 0.9990  0.9991 0.9991 0.9991 0.9992  0.9992  0.9992 0.9992 0.9993  0.9993
Cuadro 1: Funcién de distribucién de la N(0,1)
r] 02 03 04 05 06 07 08 09 095 0975 099 0.999
3 [ 1.00 142 187 237 295 3.66 464 625 7.8l 935 11.34 16.27
4] 1.65 219 275 336 404 488 599 778 949 1114 13.28 1847
5]2314 300 366 435 513 6.06 720 924 1107 1283 15.09 20.52
6| 3.07 3.8 457 535 621 723 856 10.64 1259 1445 16.81 22.46
7382 467 549 635 7.28 838 90.80 12.02 14.07 16.01 1848 24.32
8459 553 642 7.34 835 952 11.03 1336 1551 17.53  20.09  26.12
Cuadro 2: Funcién de distribucién de la x2.
P 0 1 2 3 1 5 6 7 8 9 10
0.5 | 0.0010 0.0107 0.0547 0.1719 0.3770 0.6230 0.8281 0.9453 0.9893 0.9990  1.0000
0.6 | 0.0001 0.0017 0.0123 0.0548 0.1662 0.3669 0.6177 0.8327 0.9536 0.9940  1.0000
0.7 | 0.0000 0.0001 0.0016 0.0106 0.0473 0.1503 0.3504 0.6172 0.8507 0.9718  1.0000
0.8 | 0.0000 0.0000 0.0001 0.0009 0.0064 0.0328 01209 03222 0.6242 0.8926 1.0000
0.9 | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0016 0.0128 0.0702 0.2639 0.6513  1.0000

Cuadro 3: Funcién de distribucién de la B(10,p).
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Operaciones
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