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Introducciéon

Esta memoria es el fruto de la Beca de Colaboracién que he disfrutado durante el curso
2015/16 en el Departamento de Analisis Matematico de la UCM. Su objetivo es describir la
teoria espectral de operadores compactos autoadjuntos en espacios de Hilbert.

Los espacios de Hilbert son la generalizacién mas natural de los espacios euclideos es-
tudiados en los cursos béasicos de Algebra Lineal. Nos permiten trabajar con espacios de
dimension infinita, pudiendo asi considerar sucesiones y funciones como simples vectores. La
teoria de operadores en espacios de Hilbert ha sido también ampliamente desarrollada.

Como sabemos, en un espacio euclideo £ de dimensién finita, el Teorema espectral nos
dice que si A es una aplicacion lineal simétrica, entonces existe una base ortonormal x4, ..., x,,
de F y nimeros reales A1, ..., A\, tales que la matriz de A respecto de dicha base es la matriz
diagonal dada por Ay, ..., A\,. Nos proponemos aqui estudiar la extension de este resultado al
caso en el que E sea un espacio de Hilbert de dimensién infinita. Seguimos principalmente
la presentacién de [1].

La memoria esta organizada en dos capitulos. El primer capitulo es un repaso de las
nociones bésicas de los espacios de Hilbert (guidndonos de [1] y [4]), desarrollando las he-
rramientas necesarias para el estudio de la teoria espectral. Por este motivo sélo trabajamos
con C como cuerpo de escalares. Comenzamos introduciendo estos espacios como la gene-
ralizacién de los espacios C" y a continuacién damos una definiciéon precisa y estudiamos
sus propiedades geométricas mas destacadas como la Desigualdad de Cauchy-Schwarz, la
Desigualdad triangular o la Iqualdad del paralelogramo (Teorema 1.1.3).

Posteriormente estudiamos el concepto de base ortonormal de un espacio de Hilbert y la
representacion de los vectores de este espacio como combinacién lineal (que ahora puede ser
infinita) respecto de los vectores de una base ortonormal. Son fundamentales en este tema
los Teoremas de Bessel, Riesz-Fischer y Parseval (Teorema 1.2.1, Teorema 1.2.2 y Teorema
1.2.3, respectivamente).

Finalmente, nos centramos en el estudio de los operadores lineales y acotados entre es-
pacios de Hilbert. Veremos que en estos espacios la nocién de acotaciéon (segin la Definicion
1.3.2) es equivalente a la continuidad (Teorema 1.3.2). Estudiaremos en particular dos clases
especiales de operadores lineales y acotados, los operadores autoadjuntos (que generalizan
las aplicaciones simétricas) y los operadores compactos.

La teoria espectral (ver [1, 2, 3, 5, 6]) se desarrolla fundamentalmente en el Capitulo
2. Comenzamos mostrando las propiedades de los autovalores de operadores autoadjuntos,
que un operador compacto puede no tener autovalores y que si el operador es compacto y
autoadjunto entonces al menos uno de los valores | T|| o —||T'|| tiene que ser autovalor de T
(Teorema 2.1.4).

Pasamos después al teorema espectral para operadores compactos y autoadjuntos (Teore-
ma 2.1.6) y mostramos las propiedades fundamentales de los sistemas bésicos de autovalores
y autovectores.

Finalmente probamos el teorema espectral para operadores compactos no necesariamente
autoadjuntos (Teorema 2.2.3). Los niimeros que salen ahora en su representaciéon diagonal
son los autovalores del operador compacto autoadjunto (7*7')/2. A dicha sucesién, ordenada
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de forma decreciente y donde cada autovalor se repite de acuerdo a su multiplicidad, se le
llama la sucesién de los ntimeros singulares de 7. Terminamos la memoria estableciendo
algunas de las propiedades de estos niimeros.



CAPITULO 1.

Repaso de nociones de espacios de Hilbert

En este capitulo introducimos los espacios de Hilbert que son la generalizacion natural al
caso de dimensién infinita del espacio C", tienen un producto escalar y son completos. Estu-
diamos sus propiedades basicas, la representacion de vectores respecto de bases ortonormales
y las clases de operadores mas destacadas entre estos espacios.

1.1. Definicién y propiedades basicas

§ Generalizacion del espacio C"

El espacio vectorial complejo de dimensién n (lo denotamos C") esta formado por el
conjunto de n-tuplas de nimeros complejos (z1,...,2,) junto con las operaciones suma y
producto por escalares definidas como

1. x4+y=(x1+y1,..., Ty + yn), para cualesquiera x,y € C".
2. ax = (axy,...,ax,), para todo z € C" y o € C.

En este espacio podemos considerar también la siguiente operaciéon

(y:HxH — C

@y — (o) = > o F

Observamos que esta operacion verifica las propiedades de un producto escalar:

1. (z,z) > 0 para todo x € H y (z,z) = 0siy solo si z = 0.

2. (z,y) = (y, ), para cualesquiera z,y € H.
3. {ax,y) = a(x,y), para cualesquiera z,y € Hy a € C.
4. (x +y,z) = (x,2) + (y, z), para cualesquiera z,y, z € H.

Cada n-tupla = (x4, ..., ¥,) se llama vector y definimos su longitud o norma como

n 1/2
|zl = (@, 2)"/* = <Z|xj|2> :

j=1

A partir de las propiedades del producto escalar podemos demostrar la Desigualdad de
Cauchy-Schwarz:
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Teorema 1.1.1. Sean x,y € C" entonces

(2, 9)] < llzlllly]]-
Ademas, si y # 0 la igualdad se da si y solo si x = Ay para algin A € C.
Demostracion. Sea X € C. Por las propiedades del producto escalar tenemos que

0<(z—My,z—Ny) = |z)* = Xa,y) — Xy, ) + APyl
|z]|? = 2ReA(y, x) + |A]?[ly]|*.

Si (x,y) = 0 entonces la desigualdad que queremos probar es trivial por lo que suponemos

(x,y) # 0. Si tomamos \ = %, sustituyendo en la igualdad anterior obtenemos que
0< _“IHQ_" ||$||4||y||2
- (2, y) 2

de donde se deduce la Desigualdad de Cauchy-Schwarz.
Supongamos ahora que y # 0. Si (z,y) = 0 la igualdad se da sélo si x = 0, por lo que
vamos a suponer que (z,y) # 0. En este caso, por lo visto antes la igualdad se da si y solo

[l

si (x — Ay,x — Ay) =0 con \ = a7 de donde deducimos que z = Ay. O

Otra desigualdad importante en el espacio vectorial complejo es la Desigualdad triangular
que, cuando nos restringimos al plano, nos dice que la suma de la longitud de dos lados de
un tridngulo es mayor que la longitud del tercer lado.

Teorema 1.1.2. Sean z,y € C" entonces ||z + y|| < [|z| + ||yl

Demostracion.
|z +yl> = (z+y,z+y)=|z]*+2Relx,y) + [|y|
< ll® + 202yl + llyl? = ]l + [lyl)?
donde hemos utilizado la Desigualdad de Cauchy-Schwarz. ]

Una primera generalizacion de los espacios C" seria considerar el espacio /5 de sucesiones
de ntimeros complejos que definimos a continuacion:

Definicién 1.1.1. El espacio vectorial /5 consiste en el conjunto de todas las sucesiones de

numeros complejos * = (x1, T, ..., Ty, ...) tales que Z;’il |z;]* < oo, junto con la suma y
producto por escalares definidos como:

» z+y=(r1+Y1,T2+ Yo, -y Tp + Yn, ...), Para cualesquiera x,y € (5.

» ax = (g, 0z, ..., ALy, ...), para todo x € ly y a € C.
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Esto serfa un espacio vectorial de dimensién infinita pues el conjunto {e,}>>, (donde
en es la sucesién formada por todos ceros y un uno en la posicién n-ésima) es linealmente
independiente.

También podemos definir un producto escalar como

<,>Z€2X€2 — C

(@y) — (oy) =Y a7

/2
y su correspondiente norma ||z|| = (Z;; |xj\2) :

Puesto que Y77 [xn]* < 00y D072 [yn|* < 00, estas operaciones tienen sentido. Efectiva-
mente, por la Desigualdad de Cauchy-Schwarz (Teorema 1.1.1), para cada n € N se verifica

que
n n 1/2 n 1/2
‘ijy_j < (Z !ij2> (Z\yﬁ) :
j=1 j=1 j=1

1 o0 2 1/2 0o 2 1/2
Yoast, (o) < (52 lesl) (SR lul?) < o

§ Los espacios de Hilbert

Vamos a extender las propiedades estudiadas anteriormente de los espacios C" y {5 al
caso mas general.

Definicién 1.1.2. Un espacio de Hilbert H es un espacio vectorial con producto escalar y
completo.

Los espacios vectoriales con un producto escalar preservan algunas de las propiedades
geométricas que tenemos en el plano.

Teorema 1.1.3. Sea E un espacio vectorial con producto escalar entonces para cada z,y € £
se verifica que

1. [z, y)| < |lz||lly||. (Desigualdad de Schwarz)
2. |z +yl| < |z + |lyl|. (Desigualdad triangular)
3. lz+yll* + |z — ylI*> = 2(||=||* + |y||*). (Igualdad del paralelogramo)

Demostracion. Las demostraciones de (1) y (2) son exactamente las mismas que las de los
Teoremas 1.1.1 y 1.1.2. Por tltimo,

lz+yll* +llz —yll* = (@+yz+y)+{&-—yz-y
= |lzl* + 2Re(z,y) + llyll* + ll2|* — 2Refz, y) + Iyl
= 2([l=1* + lly]I*)-
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Proposicién 1.1.4. El producto escalar es continuo en H X H, es decir, sixz,, > ey, =y
entonces (T, yn) —— (z,7).

Demostracion. Por la Desigualdad de Schwarz tenemos que

‘(xmyn> - <x7y>’ = ‘(xn7yn _y> + <xn - xayH
< [@nyn — |+ Kzn — 2. 9)| < l2allllye — yll + |2 — 2| [|y]]

n—oo n—0o0 n—oo
y como &, — & € Y, — Yy, entonces (T, Yn) — (z,y). ]

Los espacios C™ verifican la definicion de espacio de Hilbert. Veamos que el espacio /5
definido antes es un espacio de Hilbert, para ello solo hace falta probar que es completo.

Teorema 1.1.5. Sea {2"}°°, una sucesién de Cauchy en /¢y entonces converge en dicho
espacio.

Demostracion. Sea {x"}5°; una sucesién de elementos de /5, entonces cada z" es de la forma
" = (2f,2h, ..., a2}, ...). Laidea de la demostracién es probar que para cada k € N, la sucesién
de nimeros complejos {z}}5°, converge a un xy y probar que r = (x1, 2, ..., Tk, ...) € ly €8
el limite buscado.

Dado k¢ € N como

. 1/2
2% — ol < (ZI%E—%"V) = [l — 2™
k=1

la sucesién de niimeros complejos {x7 }o2; es de Cauchy y por la completitud de C tenemos
que existe zy, = lim, oo T

Definimos = = (xy, ..., x, ...) la sucesion formada por los limites anteriores. Veamos que
x € Uy, es decir que > 7 |zx|* < co. Dado N € N, se tiene

N N

> fal* = lm Y fapf* < sup [|a"® = M2,
k=1 e neN

donde hemos usado que al ser {z"} de Cauchy es acotada y hemos llamado M = sup{||z"|| :
n € N}. Entonces, ||z|| < M y asi x € (.

Por tltimo probaremos que 2" % z. Dado & > 0 existe un nimero natural N € N tal
que si n,m > N, entonces para cualquier p € N se tiene que

P
3l — e < " — " <
k=1
Entonces,
p p
Z |z — 27)? = lim Z |z — 2P < e
m—0o0
k=1 k=1
Como esto ocurre para todo p € N, concluimos que [|2" — z||? =Y o0 |28 —zp[* <e. O

Veamos algunos ejemplos destacados de espacios de Hilbert.
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Ejemplo 1.1.1.

= Ya hemos probado que C" y /5 son espacios de Hilbert.

= Las funciones de cuadrado integrable.

Sea [a,b] un intervalo real, definimos Ly]a,b] = {f medible Lebesgue : fab If]? < oo}
el conjunto de las funciones de cuadrado integrable.

El espacio L]a, b] con la suma de funciones punto a punto y el producto por escalares
usual es un espacio vectorial. Nos gustaria definir un producto escalar de la siguiente
forma:

(yi:HxH — C
(f.9) — (f.g) = / f(HygEydt

El problema es que entonces (f, f) = 0 si y solo si f = 0 en casi todo punto (no
si f es idénticamente nula). Para resolver este problema establecemos una relacién de
equivalencia segin la cual dos funciones f y ¢ serdn iguales si coinciden en casi todo
punto.

Asi definimos Ls[a, b] como el espacio de las funciones de cuadrado integrable una vez
que ya hemos tomado la clase de equivalencia. Este espacio con el producto escalar
definido antes si que resulta un espacio de Hilbert.

Un estudio més detallado de este espacio se puede encontrar en el Apéndice 2 (pdgina
267) de [1].

§ Distancia a un conjunto convexo

A partir de ahora denotaremos por H a un espacio de Hilbert. Vamos a probar que la
distancia de un vector a cualquier conjunto convexo y cerrado del espacio se alcanza.

Definicién 1.1.3. Sea A C H, A es convexo si para cualesquiera z,y € A se tiene que
{tr+(1—-t)y:tel0,1]} C A

Ejemplo 1.1.2.

1. Cualquier subespacio es un conjunto convexo.

2. La bola de centro zq y radio r, B(xg,r) = {x : ||x — z¢|| < r} es un conjunto convexo.

En efecto, sean =,y € B(xg,r) y sea t € [0, 1] entonces

[tz + (1 —t)y — x| lte 4+ (1 =)y — txg + (1 — t)xo]|
tllz — ol + (1 = )[ly — o]

tr+ (1 —t)r=r.
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3. El conjunto {(z1,z2, ..., 2y, ...) € b3 : x; > 0, para todo j € N}.

Teorema 1.1.6. Sea H un espacio de Hilbert y A # () un subconjunto de H convexo y
cerrado. Dado zy € H existe un tnico ag € A tal que

|0 — ao|| = Inf{||xg — a|| : a € A}.

Demostracion. Probemos en primer lugar la existencia.

Llamemos d = inf{||zg — a|| : a € A}. Debe existir una sucesién {a,} en A tal que
lzo — an| == d.

En el caso que d = 0 entonces ||zg — an|| = 0 y asi, a, —— z¢ y por ser A cerrado
deducimos que xg € A. Asi, ag = xy cumple lo que queriamos.

En el caso d > 0 vamos a probar que la sucesién {a,} es de Cauchy. En efecto,

|an — am||2 = lan — 0 — (am — xO)HQ = 2(||a, — xo”Q + lam — xOHQ) — [lan + am — 2550“2
an + Gm 2

= 2(lan = @oll* + llam = zol*) — 4| ==

Donde hemos utilizado la Iqualdad del paralelogramo.
Como an,am € Ay A es un conjunto convexo entonces tenemos que 22522 € Ay asf
|| 42t8m — 24[] > d. Entonces,

lm  ||a, — an|]* < 2(d* + d*) — 4d* = 0.
n,Mm—00

Por la completitud de H existe ag = lima,, y por ser A cerrado ag € A.

Probemos por ultimo la unicidad del limite.

Supongamos que existen a;,ay € A tal que ay # as y ||xo — a1|| = ||xo — az|| = d, vamos
a llegar a una contradiccion.

‘2 H$0—CL1 To — A9
2 2

a2 — g

2

2

a1+a2H2 B on—al xo—ag‘
2 2 2

2 To — aq ||2 To — Qg
=2(||=5 +|
< > | Tl

a2 —

2

2

1 e

2
- §<||$0—a1\|2+H?UO—C@HZ)— < d2.

§ Descomposicion ortogonal

Definicién 1.1.4. Sean x,y € H decimos que x e y son ortogonales si (z,y) = 0. Dado M
un subconjunto de H definimos el complemento ortogonal de M como

M+ ={x € H: (x,m) =0, para todo m € M}.

Proposicién 1.1.7. Sea M un subconjunto de H, entonces M~ es un subespacio cerrado
de H.
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Demostracion. Sixz,y € M+ y o, 8 € C veamos que ax + Sy € M+,
Sea m € M tenemos que

(az + By, m) = oz, m) + By, m) =0

de donde deducimos que ax + By € M=+, y asi M+ es un subespacio de H.
Veamos que es M* es cerrado. Sea {x,}°°, una sucesién en Mt tal que z, — z
veamos que x € M~. Efectivamente, sea y € M, por la Proposicién 1.1.4 se tiene que

(x,y) = (lim x,,y) = lim (x,,y) = 0.

n—oo n—oo
O
Veamos ahora una generalizacion del Teorema de Pitagoras.
Proposicién 1.1.8. Si u,v € H son perpendiculares entonces ||u + v||* = [Ju||* + [|v]]?.
Demostracion.
lu+ol* = (u+v,u+v) = [ull* + (u,0) + (v,u) + [Jo]|* = [Jul* + [|v]|*.
O

Proposicion 1.1.9. Sean M un subespacio de H, v € H y w € M, entonces v —w L M si
y solo si ||[v — wl|| = d(v, M).

Demostracion. Supongamos que v — w L M. Sea m € M aplicando la proposicién anterior
se obtiene que

lv=ml* = llv—w+w—2]*=v—wl*+]w—z]*> [v-w|’

de donde deducimos que d(v, M) = [|jv — w||.

Reciprocamente, supongamos que ||v — w|| = d(v, M), es decir, ||v — w|| < ||v —m]| para
todo m € M. Como M es un subespacio, entonces para cada A € C y para cada m € M se
tiene que w + Am € M. Asi,

lv—w|* < Jjv—(w+Im)|*=(—w—Am,v—w— m)
= v —w|* = 2ReX(m,v — w) + |A|*||m]?

de donde deducimos que 2ReA(m, v — w) < |A]?||m]|*.
Tomemos A\ = r(m, v — w) siendo r un nimero real arbitrario. Llegamos a que 2r|(m, v — w)|? <
r?[{m,v — w)|?||m||* y como 7 es arbitrario deducimos que (m,v — w) = 0. O

Teorema 1.1.10. Sea M un subespacio cerrado de H. Dado y € H, entonces existen un
tinico m € M y un tnico n € M~ tales que y = m + n. Es decir, H = M & M*.

Demostracion. Como M es un subespacio, es convexo y como por hipdtesis es cerrado,
entonces estamos en las condiciones de aplicar la Proposicion 1.1.6 y por lo tanto dado
y € H existe un unico m € M tal que d(y, M) = |ly — m| y por la Proposicién 1.1.9
deducimos que y — m € M*.

Veamos que esta descomposicién es unica. Supongamos que y = mq +n; con my € M y
ny € M*. Entonces, y —m; € M~ y por la proposicién anterior d(y, M) = ||y — m4||. Por la
unicidad del Teorema 1.1.6 deducimos que m; = m. O
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1.2. Bases ortonormales

Definicién 1.2.1. Decimos que un conjunto {z,} de H es un sistema ortonormal si es
un conjunto linealmente independiente que verifica ||z,|| = 1 para todo n € N y ademads
(T, Tym) = 0 para todo n # m.

A continuacién, vamos a estudiar la representacion de los vectores de un espacio de
Hilbert respecto sistemas y bases ortonormales. El primer resultado que vamos a probar se
conoce como Desiqualdad de Bessel.

Teorema 1.2.1. Sea H un espacio de Hilbert y sea {z,} un sistema ortonormal en H.
Entonces, para cada x € H se tiene que:

L 3o [, @) P < .
2. >t Ko ) P = ||l siy solo si @ = 3708 (x, ).

Demostracion. Definimos u,, = > - (x, x,)z,. Esta suma parcial verifica que
o = wnll® = (2 =ty @ = um) = |2+ Juml® = (s 2) = (2, wm).-

Vamos a calcular cada uno de los elementos que aparecen por separado.

<um7m> = <Z<ZE,JZ”>ZL‘”,ZE> = Z<I7In><xmx> = Z |<£L‘73L’n>|2

Anélogamente, (z,u,) = > " |{x,z,)|*. Por otro lado,

n=1
m m m
(um,um> = <Z<I’,l’n>l’n, Z<x7In>xn> = Z |<I,In>‘2
n=1 n=1 n=1
Luego, 0 < ||z — uy||® = [Jz]]* = Y0, [{z, ,)|*. Como esto ocurre para todo m € N

concluimos que Y o [{z, z,)|* < ||z
Veamos ahora la segunda parte del teorema.
Si 3t o, zn)? = ||lz?, entonces [ — un|* = [|2]|* = 3201, (7, um)|
Por otro lado, si = > 7 (2, 2,)x, = lim,, o uy,. Entonces, por la continuidad del

producto escalar

2 M—00 0

m o0
2] = ( Mm wy,, Um wg) = Hm (i, wn) = Hm Y [@,z) =) [(2,2,) .
m—0o0 m—0o0 m—0oQ m—oQ
n=1 n=1
A continuacién probamos el Teorema de Riesz-Fischer.

Teorema 1.2.2. Sea {z,,} un sistema ortonormal en H y {\,} una sucesién de nimeros
complejos.

1. Si Y 02 Az, =2 € H, entonces \, = (z,z,) paratodon € Ny > |)\,]? < cc.

10
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2. Si Y07 |A]? < oo, entonces x = >0 Nz, € H.

Demostracion. Six =) A\x, € H, entonces
(@, 21) = OO Ay i) = > (Ann, ) = Ak

Ademas utilizando la segunda parte del Teorema 1.2.1 tenemos que
Dol =D e @) = llz))? < oo

Supongamos ahora que Y >~ |\,|? < 00. Sea uy, = Y v | AT, veamos que {u,, } conver-
ge. Para ello basta probar que es una sucesién de Cauchy.
Si k < m entonces

m m
=l = D PaPllaall?= Y Al

y como > >°  |A\,|? < oo, entonces sus sumas parciales son de Cauchy y asi, {un,} es de
Cauchy en H y al ser completo deducimos que z =>"7 . \,z,, € H. O

n=1

Definicién 1.2.2. Decimos que un sistema ortonormal {z,} en H es una base ortonormal
si todo & € H se puede escribir como x = ) a,x, para alguna sucesion {a,} de nimeros
complejos.

Observamos que esta definicion de base ortonormal hablamos de combinaciones lineales
que pueden ser numerables a diferencia de la definicién de base que conociamos para espacios
vectoriales donde debian ser finitas.

Veamos a continuacion el Teorema de Parseval.

Teorema 1.2.3. Sea {x,} un sistema ortonormal en H. Entonces, son equivalentes:
1. {x,} es una base ortonormal de H.
2. Si (z,x,) = 0 para todo n € N entonces z = 0.

3. Span{x,} es denso en H, es decir, todo vector x € H es limite de una sucesién de
vectores en span{z,}.

4. Para cada z € H se verifica que ||z]|* = Y, [{@, z,)|?.

Demostracion. Veamos que (1) implica (4). Sea x € H, por ser {z,} una base ortonormal
podemos escribir z como z = Y A,x, y por el Teorema de Riesz-Fischer sabemos que
A = (z,x,). Entonces,

Izl = (2, 2a)n, D (2, 2adza) = D 1, 20) .

n n

Veamos que (4) implica (3). Dado z € H y m € N, entonces
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1.3. Operadores lineales acotados

m 2 m
.
H$—Z<m,xn)xn = [l =3 [z 222 0.

n=1 n=1

Veamos que (3) implica (2). Supongamos que span{z,} = H.

Sea x € H tal que (x,z,) = 0 para todo n € N, entonces (z,y) = 0 para todo y €
span{x,} y por la continuidad del producto escalar (x,y) = 0 para todo y € span{x,} = H.
De donde deducimos que x = 0.

Por dltimo veamos que (2) implica (1). Sea € H vamos a definir y = ) (z, z,)z, que
sabemos que estd en H por el Teorema 1.2.2. Sea k € N tenemos que

(x —y,xp) = (z,21) — (Y, 1) = (@, 2) — (T, 2%) = 0.

Y por hipétesis deducimos que z —y = 0. Es decir, z = ) (@, 2,,) 2.

1.3. Operadores lineales acotados

Definicién 1.3.1. Sean H; y Ho dos espacios de Hilbert. Sea T una aplicacién de H; en
H, diremos que es lineal si verifica que:

» T(z+vy)=T(x)+ T(y) para cualesquiera z,y € H;.

» T(ax) = aT(x) para todo x € H; y todo a € C.
A partir de ahora escribiremos Tz en lugar de T'(z).

Observemos que cualquier operador lineal verifica que 70 = 0, pues

T0=T(x—2z)=Tex+T(—z)=Tx—Tz =0.
Definicién 1.3.2. Decimos que un operador T : H; — Ho es acotado si
sup{|[Tz[|,, - [[x[l3, <1} < o0
Al valor ||T|| = sup{||Tz||#, : |||z, < 1} lo llamamos norma del operador.

Proposicién 1.3.1. Sea T : H; — H, un operador lineal, entonces su norma verifica las
siguientes propiedades:

LT[ = sup{[[T@(}s, : 2]l = 1}

2. |T) = sup{[{Tz, y)| : |zllae, = yllae. = 1} = sup{[(Tz, y)| : |z}, <1, [lyllae, <1}
3. Si [|[Tz|| < CJjz|| para todo x € H4, entonces T es acotado y || T < C.

4. Si T es un operador acotado entonces ||Tz| < ||T||||z|| para todo = € H;.

Demostracion.

12



1. Repaso de nociones de espacios de Hilbert

1. Claramente, sup{||Tz| : ||z|| = 1} <sup{||Tz| : ||z| < 1}.
Por otro lado, sea  # 0 € H; con ||z|| < 1. Se tiene que

I7e] _ 2
I7all < S = [ | < st < el = 13

de donde obtenemos la otra desigualdad.

2. Por la Desigualdad de Cacuchy-Schwarz tenemos que si ||z||», = ||y|lx, = 1, entonces
(T, 5] < ITalllyll = | T2] < |- Luego, sup{[{Tz, )| - |lla, = gl = 1} <
177l
Veamos la otra desigualdad. Sea x € H; tal que ||z|| = 1. Entonces, si Tx = 0
claramente | Tz| < |(Tx,y)| para todo y € H,. Supongamos ahora que Tx # 0,
entonces

Tz
72l = (T ) < swo{l(T 2,0} el = ol = 13

De aqui deducimos que ||T|| < sup{[(T'z, y)| : |2[l3, = Iyl = 1}-
Para probar que ||T|| = sup{|[(Tz,v)| : ||z|l2, < 1,|lylln, < 1} se utiliza el mismo

argumento pero usando que ||T'|| coincide con sup{||Tz||x, : ||z|x, <1}

3. Si ||Tz|| < C||z|| para todo = € Hi, entonces el conjunto {||Tz| : ||z]| < 1} esta
acotado por C'y por lo tanto, ||T|| = sup{||Tz| : |z|| < 1} < C.

4. Sixz =0 como T0 = 0 esta claro. Supongamos ahora x # 0. Entonces, - es un vector

e
unitario y por lo tanto
[Tl

.

de donde deducimos que ||Tz|| < ||T|||=]|-

HTH%HH <|7|

]

Definicién 1.3.3. Vamos a denotar por L£(Hi,Hs) al conjunto de operadores lineales y
acotados entre H; y Hs.

Veamos algunos ejemplos de operadores lineales y acotados entre espacios de Hilbert.

Ejemplo 1.3.1. 1. Todo operador lineal que parte de un espacio de Hilbert de dimensién
finita es acotado.

En efecto, sea T : H; — Hs un operador lineal y {xy, ..., 2z, } una base ortonormal de

Hi. Entonces, cada x € H; se puede escribir como x = > 7 (z,7;)x; y cuando le

aplicamos el operador obtenemos que Tx = Z?ﬂ(a:, x;)Tx;. Asi,

1Tz} = HZ@,MT% <D Wzl Tl < Y el Tl = Nzl Y 1Tl
j=1 j=1 j=1 j=1

Por lo que T es un operador acotado.
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1.3. Operadores lineales acotados

2. Sea {z,} una base ortonormal de un espacio de Hilbert H y sea \,, una sucesién acotada
de nimeros complejos. Para cada x € H definimos

Ty = Z A (T, ) g
k

Claramente T es un operador lineal, vamos a probar que también esta acotado

|Tz||> = (Tz, Tx) Z|)\k| [z, z1)|?

< sup{|\i| i k € N}2Z [z, 2) |2 < sup{|\u| - k € N}z ||
k

Llamemos M = sup{|Ax| : K € N} < oo por ser una sucesién acotada. Ademads, dado
e > 0, existe k € N tal que |\;| > M — e. Luego,

T[] = [Tk]| = [As] = M —e.
Y asi, |T]| =M

Veremos en el siguiente capitulo que una clase amplia de operadores tiene una repre-
sentacion de esta forma.

Veamos ahora la relacion existente entre la propiedad de acotacion de un operador lineal
y su continuidad.

Teorema 1.3.2. Sea T : H, — Ho, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. T" es continuo en un punto.
2. T es uniformemente continuo en H;.

3. T es acotado.

Demostracion. Veamos que (1) implica (2). Supongamos que 7" es continuo en z,. Entonces,
dado e > 0 existe § > 0 tal que si ||z —x|| < 0 entonces ||T'z —Txo|| < €. Luego, si z,w € H;
verifican que ||z — w|| < ¢ esto implica que ||xg — (z¢ + 2z — w)|| < J y por lo tanto,

e>||[Teg—T(xo+ 2z —w)|| =||Txg— Txo — T(z —w)|| = [|T(z — w)||.

Veamos que (2) implica (3). Supongamos que 7' es uniformemente continuo en H;. En-
tonces dado € = 1, existe 6 > 0 tal que si ||z|| < 0 entonces se tiene que ||Tz| < 1. Luego,
dado x # 0 € Hy, 0 tiene norma ¢ y por lo tanto, ||T|| H(5|| <1, es decir, ||Tz|| < ”%”.

Veamos por ultimo que (3) implica (1). Supongamos que T es un operador acotado,
entonces || Tx|| < ||T||||z||. Sea zo € H1, dado £ > 0 existe § = tal que si ||z — x| < 4,
entonces

1+||T||

|7 = T || = | T(w = o) | < | Tl = woll < T+ <&
L+ {7

]

En lo que sigue, cuando estemos trabajando con operadores lineales hablaremos indistin-
tamente de operadores acotados y continuos, pues como acabamos de probar en el teorema
anterior ambas nociones coinciden.
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1. Repaso de nociones de espacios de Hilbert

§ Funcionales.

Las aplicaciones que llevan un espacio de Hilbert en C reciben el nombre de funcionales. A
continuacién vamos a estudiar los funcionales de L£(H, C), es decir, aquellos que son lineales
y acotados.

Ejemplo 1.3.2. Sca y € H, veamos que f,(z) = (z,y) € L(H,C). El operador f, es lineal
y ademas,

[fy(@)| = [(z,9)] < [lz]llyll-

Por lo que f, es acotado y ||f,|l < [ly||. De hecho, la norma del funcional es exactamente
lyll, pues
LA M= WA )l = Tyl

A continuacién vamos a probar que todo funcional en H se puede escribir de hecho en la
forma anterior. Es lo que se conoce como Teorema de representacion de Riesz.
Necesitaremos el siguiente lema previo.

Lema 1.3.3. Si f es un funcional lineal en H y f(x¢) # 0 para algiun zy € H entonces cada
x € H se puede escribir como x = fxy + z para algin g € C y algin z € Ker f.

Demostracion. Buscamos € C tal que x— Sy € Ker f, es decir, f(x— fzg) = 0. Tomando

£ = ]f((;o)) y z = x — [xg se verifican las propiedades que queriamos. n

Teorema 1.3.4. Si f es un funcional lineal y continuo sobre un espacio de Hilber H, entonces
existe un unico y € H tal que para cada x € H

f(z) = (z,y).
Ademds, || f]| = llyl-

Demostracion. Si f = 0 entonces claramente el tinico y € H que verifica las propiedades es
y = 0.

Supongamos ahora que f # 0. Entonces, Ker f ¢ H y ademés es cerrado (ya que
Ker f = f71(0) y f es continua). Existe asi, v # 0 € (Ker f)* y unitario. Tomemos y = av

donde o = f(v). Entonces,
y L Ker fyfly)=(yv)

Por el Lema 1.3.3, dado x € H podemos escribirlo como z = fy + z con g € C y
z € Ker f. Entonces,

f(x)=Bf(y) =By, y) = By + z,y) = (z,y).

Veamos la unicidad. Supongamos que f(x) = (x,y1) = (x,y2) para todo x € H. Entonces,
(x,y1 — y2) = 0 para todo z € H en concreto para = y; — . Luego, [ly1 — 12||> =0 y en
consecuencia y; = s.

]
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1.3. Operadores lineales acotados

§ Operadores de rango finito
Definicién 1.3.4. Sea T' € L(H;, Hs). Llamamos imagen o rango del operador 7" a
ImT ={Tz:z e H}.

Si I'm T resulta ser un subespacio de Hs de dimension finita, diremos que el operador T’
es un operador de rango finito.

Veamos que los operadores de rango finito admiten una representacién muy sencilla.

Teorema 1.3.5. Supongamos que 1" € L(Hy, Hs) tiene rango n. Entonces existen vectores
vy, ..., Uy €0 Hy y vectores ¢, ..., 0, en Hs tales que para cada x € H;

n

Tx = Z(x,vj)goj.

j=1
Ademas, los vectores o1, ..., v, pueden ser tomados de forma que sean una base ortonor-
mal de Im T.

Demostracion. Sea 1, ..., ¢, una base ortonormal de I'm T'. Entonces, para cada x € H;

n

Tz = Z<T"L‘7 (20]>90J

j=1
Ahora, para cada j € {1,...,n}, fj(z) = (T'z,¢;) es un funcional lineal y acotado en #;
y por el Teorema de representacion de Riesz existe v; € H; tal que

(Tz,p5) = fi(z) = (x,0)).

Luego,

n

Tr = Z(x,vj)gaj.

j=1

O

Observemos que la representacion de operadores de rango finito no es tnica pues depen-
diendo de la base ortonormal que escojamos tendremos distintas representaciones.

§ El operador adjunto

Si T es un operador lineal y continuo entre dos espacios de Hilbert H; y H,. Entonces,
fijando y € H, obtenemos f,(z) = (T'x, y)3, un funcional lineal y continuo sobre H;, por lo
que aplicando el Teorema 1.3.4 tenemos que existe un tnico y* € H; tal que f,(z) = (z,y")x,
para todo = € H;.

Esto nos permite definir el operador

T*ZHQ — Hl
y — Tiy=y"

verificando que (T'x,y)y, = (z,T*y)»,, para cada € H; y cada y € Has.
Seguidamente describimos las propiedades del operador adjunto.
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1. Repaso de nociones de espacios de Hilbert

Lema 1.3.6. Sean T',S € L(H1,Hz2) vy a € C. Entonces, se verifican las siguientes propie-
dades:

1. T* es un operador lineal y continuo de Hsy en H; con | 1| = ||T]|.
(T+8) =T+ 5*.
(aT)* = aT*.

- W N

T =1T.

ot

Sea D € L(Hs, Hs) entonces, (DT)* = T*D*.
6. Ker T = (Im T*)*.
7. Im T = (Ker T*)*.
Demostracion. 1. Sean y;,ys € Ho y sean «, 3 € C entonces

(x,T*(ay1 + Bya)) = (T, ays + Bya) = a(Tx,y1) + B(Tx, ya)
= a(x, T"y) +B<x,T*y2> = (z,aT™y, + BT ys).

Luego, T™ es lineal. Ademas,

1T = sup{[{T'z, y)| - [|&[l, = [[yll2. = 1}
= sup{|(z, T"y) = Ty, 2)| : =l = Nyl = 1} = [[T7]]-

2. Sean T',S € L(H1,Hs). Se tiene que

(, (T + 5)"y) = (T'+ S)x,y) = (T, y)+(Sz, y) = (x, T"y)+{x,5"y) = (z, (T" + 5")y).
3. SeaT € L(H1,Hs) y o € C tenemos que
(2, (aT)y) = (aTz,y) = Tz, y) = afz, T"y) = (z,a1"y).
4. Sea T € L(H1,Hs). Se verifica que

(y, T"z) = (T"y,x) = (x, T*y) = (T'v,y) = (y, Tx).

5. Sea T € L(Hy,Hs) y sea D € L(Hz, H3z). Se cumple que
(DTx,y) = (Tz, D*y) = (x, T*D*y).

6. Sea xy € Ker T, entonces para cualquier y = Tz € (Im T*) se verifica que
(y,xo) = (T"2,20) = (2,Txg) = 0.

Luego, Ker T C (Im T*)*.

Asi mismo, si x € H; es tal que (z,7*z) = 0 para todo z € Hy esto implica que
(Tz,z) = 0 para todo z € Hy y en consecuencia Tz = 0. Luego, (Im T*)* C Ker T.
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1.3. Operadores lineales acotados

7. Por la propiedad (6) anterior y la propiedad (4) deducimos que
Ker T* = (Im T)*.

Considerando también la continuidad del producto escalar (Proposicion 1.1.4), obte-
nemos que

ImT=ImT)*" =(ImT)* = (Ker T*)" .

Ejemplo 1.3.3.

1. Sea T' € L(H) un operador de rango finito de la forma Tz =37,
como es T™. Sea y € H,y tenemos que

(Tz,y) <Zk T, U5)05,Y > = (x,ik_j@,vﬁuj).

Luego, T*y = Z ks (Y, v)u;

2. Sean {u,}22 , {v,}22, sistemas ortonormales en H; y en H, respectivamente y {k, }52
una sucesién de escalares acotada. Tomamos el operador Tz =7 | ky(x, u,)vy,.
Lo primero que observamos es que es un operador lineal y continuo pues ||[Tz|* =
(Tx,Tz) =Y 0" |kn|*|{z,u,)|* donde en la dltima igualdad hemos utilizado la orto-
gonalidad de {v,}. Aplicando que la sucesién de escalares es acotada (digamos con
cota M) y la Desigualdad de Bessel tenemos que ||Tz||* < M?||z|>.
Veamos el operador adjunto de T. Sea Ty = ij:l kn(x, u,)v, que es un operador del
tipo estudiado en el punto anterior. Se tiene

kj(x, uj)v;. Veamos

(Tx,y) = hm (TNac y) = hm (x Tyy) = < Zk_ Y, Uy un>

Luego, THy =3 7, kn Y, V)

3. Sea T' € L(H) y {u,} una base ortonormal. Consideremos la matriz del operador
respecto de dicha base T = (timn)mmn=12.., donde cada t,,,, = (Tuy,,um,). Entonces,
para el operador adjunto se tiene

<T*un7um> = <un>T*um> = <Tum7un> = %

Es decir, la matriz de T* es la matriz conjugada y transpuesta de T.

§ Operadores autoadjuntos
Definicién 1.3.5. Sea T' € L£(H) diremos que T es autoadjunto si 7' = T™*.

Observaciéon 1.3.1. SiT € L(H) es un operador autoadjunto, entonces por el Lema 1.3.6/6
(Ker T)* = Im T. Resulta entonces H = Ker T & Im T, descomposicién del espacio que
corresponde a la que podiamos hacer con las aplicaciones lineales en espacios de dimension
finita.
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1. Repaso de nociones de espacios de Hilbert

Ejemplo 1.3.4. SeaT € L(H) el operador Tz = Y | ky{(x, u,)u, que es un caso particular
del Ejemplo 1.3.3/2. Veamos que, T' es autoadjunto si y solo si k, € R para todo n € N.

Efectivamente, queremos que

i ko, up)u, = ik_n@, Up ) Uy
n=1 n=1

para todo x € H. Al ser {u,} una base ortonormal, para cada m € N podemos multiplicar
ambos lados de la igualdad por u,, y resulta que k,(z,u,) = kn(z, u,). De nuevo por las
propiedades de las bases ortonormales (x, u,,) = 0 para todo m € N si y solo si z = 0. Luego,
la tnica forma de que se cumpla la igualdad es que k,, = k,,, para todo m € N.

Se tiene la siguiente caracterizacién de los operadores autoadjuntos:

Teorema 1.3.7. Un operador 7" € L(H) es autoadjunto si y solo si (T'x,z) es real para
todo x € H.

Demostracion. Si T € L(H) es un operador autoadjunto entonces verifica que

(Tz,z) = (x,Tz) = (Tx, )

para todo x € H. De donde se deduce que (T'z,z) € R para todo x € H.
Reciprocamente, sean z,y € H y A € C. Por hipétesis se cumple

(T(x+ Xy), (x+ Ay)) = (T(z+ Ay), z + Ay) = ((x + \y), T(z + Ay))

de donde se deduce que Im A(Ty,x) = Im Ay, Tx) . Tomando A = 1 y A = ¢ obtenemos
que (T'y,z) = (y, Tx) y como z,y € H son arbitrarios, T es autoadjunto. ]

Si T € L(H) sabemos que ||T|| = sup{|(Tx,y)| : ||z|| = |ly|| = 1}. Esta expresion se
puede simplificar si el operador es autoadjunto.

Teorema 1.3.8. Si T' € L(H) es un operador autoadjunto, entonces

1T} = sup{|(Tz, )| - [lx]| = 1},

Demostracion. Llamemos o = sup{|[(T'z, x)| : ||z|| = 1}.

Como |[T[| = sup{[{Tz, y)| - [l=]| = [ly|| =1} entonces, a <|[T].

Vamos a probar la otra desigualdad. Para cada = € H tal que [|z|| = 1 veremos que
T2 < .

Tomemos asi © € H tal que ||z|| = 1. Si Tz = 0 entonces es claro, asi que vamos a

suponer que T'x # 0.
Definamos u = az 4+ 1Tz y v = az — Tz con a € R\ {0}. Entonces tenemos que

1 1
(Tu,u)y = (aTx+ ~T?*z,ax + ~Tx)
a a
1
= a*(Tz,x) + §<T2m,Tx> + Tz, Tx) + (T?x, )

1
= o*(Tw,z) + < (T%x,Tx) + 2(Tx, Tx)
a
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1.3. Operadores lineales acotados

donde en la tltima linea estamos aplicando que (T?z,z) = (Tz, T*z) = (Tz, Txz) por ser T
autoadjunto.

Andlogamente, (T'v,v) = a*(T'z, x)+ % (Tz, Tx)—2(Tx, Tx). Luego, || Tz||* =
(Tv,v)) < ag([[ul® + [Jv]|*). Calculemos [|ul* y [v][>

((Tu, u)y—

1
4

1 1
||U||2 = (u,u) = (ax + aTx,ag; 4 aTx>

1
= c12||:1:||2 + EHTZEW + 2(x, Tx).

De igual modo obtenemos que ||v||? = a?||z|? + & | T||* — 2(z, Tz).
Ast, [[Tz|? < ag([Jul?+[[v]]?) < ai(a®||z|]*+ 5| Tx|/?). Si tomamos a® = ||Tz|| entonces
deducimos que ||Tz|| < o como querfamos demostrar. O

§ Operadores compactos

Introducimos seguidamente un subconjunto de los operadores continuos que son los que
llamaremos operadores compactos (también llamados completamente continuos en algunos
libros como en [2] y [7]).

Definicién 1.3.6. Un operador K € L(H1,Hs) es compacto si para cada sucesién {z,}7°,
acotada en H1, la sucesion {Kx,}>2 ;| tiene una subsucesién convergente en Hs.

Se cumplen las siguientes propiedades:

Teorema 1.3.9. Supongamos que 7'y R son operadores compactos en £(H;, Hs). Entonces
1. T'+ R es compacto.
2. SiPeL(Hs, Hi)y Q € L(Ha, H3), entonces TPy QT son compactos.

Demostracion. Sea {z,} C H; una sucesién acotada, entonces existe una subsucesion {z,}
tal que {Tx/,} converge, llamemos y; = lim T'z,. La subsucesién {x} sigue siendo acotada
y por la compacidad de R existe una subsucesién {z/} tal que {Rx!} converge, llamemos
y2 = lim Rz . Entonces,

lfm (T'+ R)xy, = y1 + 42

n—o0

de donde deducimos que 7'+ R es compacto.

Sea {z,} C H3 una sucesién acotada. Como P es acotado, entonces {Pz,} C H; es
una sucesién acotada en H; y por la compacidad de T existe una subsucesién {z]} tal que
{T Pz} es convergente. De donde deducimos que T'P es compacto.

Analogamente, sea {x,} una sucesién acotada en Hj, por la compacidad de 7" deduci-
mos que existe z], una subsucesion tal que T'z), converge (llamemos yy = lim 7'z])). Por la
continuidad del operador () tendriamos que

lim QTx!, = Qyo.
n—o0

Luego, QT es compacto.
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1. Repaso de nociones de espacios de Hilbert

Teorema 1.3.10. Un operador T' € L(H1, Hz) es compacto si y solo si su operador adjunto

T* € L(Hs, Hq) lo es.

Demostracion. Supongamos que T’ es compacto, entonces por el teorema anterior TT™ es
compacto. Sea {x,} C H; acotada, por la compacidad de TT* existe una subsucesién {z! }
tal que {TT*z!,} es convergente. Vamos a probar que {T*xz] } también converge (para ello
veremos que es de Cauchy).

|77, — T, | = (TT*(a), — o), 2, —a,)

m n m

< NTT (2, — ) |2, —

,M—00

0.

ml
Luego, T* es compacto y como T** =T, si T es compacto entonces 1" también lo es. O

Teorema 1.3.11. Sea {K,} una sucesién de operadores compactos en L(H,Hs) y K €

L(H1, Hs) tal que || K, — K| == 0. Entonces K es un operador compacto.
Demostracion. En esta demostraciéon vamos a emplear un método diagonal.

Sea {z,,} C H; una sucesién acotada (supongamos que |z,| < M para todon € N.) Como
el operador K es compacto, existe una subsucesién {z,} tal que {Kjz1,} es convergente.
Como K es compacto existe una subsucesion {zs, } de {z1,} tal que { Kaxs,} es convergente.
Continuamos con este procedimiento, en el paso j-ésimo existird {z;,} una subsucesién de
{x(—1)n} tal que {Kjx;,} converge.

Tomemos {y,} = {xn,}, la sucesién de los elementos de la diagonal de las subsucesiones
anteriores. Veamos que Ky, converge (bastard con ver que es de Cauchy).

Dado € > 0, como K,, — K, existe p € N tal que [|[K — K,|| < 35;. Entonces {y.} es
una subsucesién de {z,,} para k > p. Como {K,y,} converge para n > p entonces es de
Cauchy y asf existe N > p tal que si n,m > N entonces || K,yn — Kpyn|| < 5. De todo esto
deducimos que

1KYn — Kymll < [[Kyn — prnH + Hprn - prmH + Hprm — Kynml|
< 2K = Kp||M + || Kpym — Kpynl < e.
Y asi, {Ky,} es de Cauchy y en consecuencia K es compacto. O

Teorema 1.3.12. Sea T € L(H) un operador de rango finito, entonces 17" es compacto.

Demostracion. SiT es un operador de rango finito, por el Teorema 1.3.5 podemos escribirlo
como

n
TZE - E :((L’,Uj>g0j'
Jj=1
Sea {z,} una sucesién acotada en H y sea j € {1,...,n}, entonces {(z,,v;)} es una
sucesion acotada en C y por el Teorema de Bolzano-Weierstrass existird una subsucesién
{z!,} tal que (z],v;) es convergente en C y asi {(z],v,)p;} también serd convergente. De
aqui deducimos que el operador Tjx = (x,v;)p,; es compacto y en consecuencia 7' también

por ser una suma finita de operadores compactos.
O]
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1.3. Operadores lineales acotados

Ejemplo 1.3.5. Veamos un ejemplo de operador compacto:

Tk : Lo([0,1]) — Lo([0,1])

siendo K € Ly([0, 1] x [0, 1]).
Primeramente veamos que Tk es un operador acotado:

ment = [ iaenwra = | [ wessonaas [ ([ s |ds) it

0
= /O (/0 ’K(t78>|d5/0 f(s)] ds) dt < || /] /O /0 K (t,5)|dtds = || £]]?||K])

donde hemos utilizado la Desigualdad de Cauchy-Schwarz y el Teorema de Fubini. De aqui,
deducimos que || Tk|| < || K]

Para probar que el operador Tk es compacto vamos a ponerlo como limite de una sucesion
de operadores de rango finito.

Sea {,(t)} una base ortonormal de Ly([0,1]). Entonces, ®; ;(t,s) = ¢;(t)@;(s) es una
base ortonormal de Lo([0,1] x [0,1]) (ver Teorema 1.14.1 de [1]). Luego, por el Teorema de
Parseval se tiene que:

[e.9]

K(t,s) =Y (K ,®;)®,,(t,s)

ij=1
Definimos K, (t,5) = >0, (K, ®; ;)@ (t, s). Entonces, ||K — K, || — 27 0. Sean € N
consideramos:

Tk, : Lo([0,1]) — Lo([0,1])

P T = / Ko, 8) (s)ds

Veamos que Tk, tiene rango finito:

(T, )(t) = / <Z<K,¢i,j>¢¢,j<t,s>) F(s)ds

i.j=1
n

= Y [ anG s

ij=1

n

= > (K, ®,){f,05)@i(t) C span{py, ..., on}.

i,j=1

TLHOO

Luego, Tk, tiene rango finito y como ||Tx — Tk, || < [|K — K,|| —— 0, Tk es compacto.
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CAPITULO 2.

Teoria espectral de operadores compactos en espacios
de Hilbert

Se vio en Algebra Lineal que si H es de dimensién finita, entonces todo endomorfismo
simétrico es diagonalizable, es decir, tiene una base de autovectores. El objetivo de este
capitulo es generalizar este resultado al caso de un operador autoadjunto sobre un espacio
de Hilbert que puede ser infinito dimensional.

2.1. Teoria espectral

§ Autovalores y autovectores

Definicién 2.1.1. Sea T' € L(H). Decimos que un escalar A € C es un autovalor si existe
x # 0 en H tal que Tz = Az. Al vector x se le llama autovector asociado al autovalor A.

Es claro que A € C es un autovalor de T si y solo si Ker (T'— Ald) # {0} es decir, si y
solo si T'— AId no es inyectivo.
Los autovalores de un operador autoadjunto cumplen las siguientes propiedades:

Proposicién 2.1.1. Sea T' € L(H) un operador autoadjunto, entonces sus autovalores (en
el caso de tenerlos) son reales.

Demostracion. Sea A un autovalor de T. Entonces, existe y # 0 tal que Ty = A\y. Por ser T
autoadjunto y autovector se tiene que:

Myl = (Ty,y) = (v, Ty) = (v, M) = Myl*.
Como y # 0 entonces, A = \. |

Proposicion 2.1.2. Los autovectores asociados a distintos autovalores de un operador au-
toadjunto son ortogonales.

Demostracion. Sean A, u € R autovalores distintos de T" y sean z,y # 0 autovectores tal que
Tx = vy Ty = ny. Entonces:

Ma,y) = (T, y) = (z,Ty) = w(,y).
Como A # u tenemos que (z,y) = 0. O
La proposicién que sigue se cumple para todo operador de L£(H).

Proposicién 2.1.3. Si T € L(H) y A es un autovalor de T', entonces |A| < ||T||
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2.1. Teoria espectral

Demostracion. Sea A € C un autovalor de T'. Entonces, existe z # 0 tal que Tz = Az .
Luego,
T[] = T[] = [A[f]=]].

Es decir, ||T|| > |Al. O

Sabemos que todo operador lineal en un espacio de Hilbert de dimensién finita tiene al
menos un autovalor en C (pues el polinomio caracteristico siempre tiene raices en un cuerpo
completo).

Veamos que en dimensién infinita tenemos un cambio significativo. Un operador sobre un
espacio de Hilbert infinitodimensional no tiene por qué tener ningin autovalor ni siquiera los

operadores autoadjuntos, que son aquellos que generalizan a las matrices simétricas. Muestra
de ello es el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.1.1. Consideramos T : L*[a,b] — L?[a,b] dado por (T'f)(t) = tf(t). Se tienen
las siguientes propiedades:

1. Para todo f € L?[a,b], Tf € L?[a,b] por ser producto de dos funciones de cuadrado
integrable.

2. T es lineal: T(af 4+ Bg)(t) = t(af(t) + Bg(t)) = T f(t) + BTg(t).
3. T es continua: ||Tf] = (fab |t|2|f(t)|2dt>l/2 < maz{a® v*}| f]].

4. T es autoadjunto: Vamos a utilizar la caracterizacion del Teorema 1.3.7.
b L b
T5.0) = [ efO 7@ = [ s e

5. Pero T no tiene autovalores: T'f = A\f si y solo si tf(t) = Af(t) a.e. Para que esto
ocurriese tendriamos que (¢t — A)f(¢f) = 0 a. e. Por tanto, la tnica opcién es f(t) = 0
a.e.

Veamos ahora que la condicién de ser compacto tampoco garantiza la existencia de au-
tovalores:

Ejemplo 2.1.2. Consideremos el operador de Volterra.

TK : LQ([O, 1]) — LQ([O 1]

f o (Teh /f

1 s1 0<s<t
Observamos que (T f)(t) = fol K(t,s)f(s)ds donde K(t,s) =
0 en otro caso
Por el Ejemplo 1.3.5 sabemos que Tk es un operador compacto. Veamos que Tk no tiene
autovalores.
Supongamos que existe A € Cy f € Ly([0,1]) tal que Tk f = Af. Esto implica que:
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2. Teoria espectral de operadores compactos en espacios de Hilbert

/0 £(s)ds = Af(1)

en casi todo punto (podemos modificar la funcién f para que la igualdad se de en todo
punto).

La funcién, F(t) = fot f(s)ds es continua y A\f = F de donde deducimos que f(t) es
continua. Entonces, por el Teorema fundamental del cdlculo tenemos que f'(t) = \f(t) para
todo t € [0,1] y ademés se cumple que f(0) = 0. Asi, nos queda la ecuacién diferencial:

f'(#) = Af(1), f(0) =0

Al resolverla obtenemos que f(t) = Ce'/* y con la condicién inicial llegamos a que f = 0.

§ Existencia de autovalores

Ya vimos en los Ejemplos 2.1.1 y 2.1.2 que en general dado un operador T" € L(H) no
podemos asegurar la existencia de autovalores, aun sabiendo que sea autoadjunto o compacto.
Lo que vamos a probar ahora es que en el caso de que se den ambas condiciones, es decir,
que T sea un operador compacto y autoadjunto entonces si que existe al menos un autovalor
que serd || T|| o —||7||.

Teorema 2.1.4. Sea T' € L(H) un operador compacto y autoadjunto, entonces al menos
uno de los escalares ||T|| o —||T’|| es un autovalor para el operador T.

Demostracion. Si'T = 0 el resultado es claro. Supongamos ahora que 7' # 0. Por el Teorema
1.3.8 sabemos que ||T|| = sup{|(T'z,z)| : ||z|| = 1}. Por tanto, existe una sucesién {z,} en
H con ||z,|| =1 para todo n € N tal que

Jim (T, )| = 7]

Como T es autoadjunto, (T'z,z) € R para todo x € H, luego existe o« € R con |a| = ||T|| v
una subsucesién de la anterior que llamaremos también {z,} tal que lim,, oo (T'z,, z,,) = a.

. n—oo
Vamos a probar que « es un autovalor de T'. Primero veamos que T'z,, — ax, — 0.

T2, — ax,||®* = ||Tx.)|* + 2|znl* — (T2, 2,) — alx,, Tx,) =
= ||Tz,||* + &® — 20Ty, )
< 20% = 2a(Txy, ) 2= 0.
Usando ahora la compacidad del operador, como {z,} es una sucesién de vectores de
norma 1, existe una subsucesion de {T'z,}, vamos a denotarla por {T'z,, }>°_, tal que
lim,,, 00 Ty, =y € H. Veamos que {z,, }>°_, converge a iy. Tenemos que

m—00

lon,, =yl < llaxn,, = Ten, || + T2, =yl —— 0.

Asi, x,,, LA £.Y por la continuidad de T se tiene que:
) 1

y= lim Tz, = —Ty.
m—o0 (07

Luego, Ty = ay. Ademés y # 0, pues |ly|| = lim,, o0 [|@n,, || = [|T]| # 0. Por lo tanto, «
es un autovalor de 7T'.
[
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2.1. Teoria espectral

§ El teorema espectral para operadores compactos autoadjuntos

El teorema espectral es la pieza clave para la teoria que estamos desarrollando. Este
teorema es el que nos dice que todo operador compacto y autoadjunto es diagonalizable.
La demostracion de este teorema se basa en la aplicacién sucesiva del Teorema 2.1.4 y una
proposicion previa que se demuestra a continuacién.

Proposicién 2.1.5. Si un subespacio M es T-invariante, entonces M+ es T*-invariante. En
consecuencia, si T' es autoadjunto entonces M~ es T-invariante.

Demostracién. Sea v € M*. Para todo u € M se tiene que Tu € M. Asi (Tu,v) = 0 =
(u, T*v) para todo u € M. Luego, T*v € M=. O

Teorema 2.1.6. Sea T' € L(H) un operador compacto y autoadjunto. Entonces, existe un
sistema ortonormal {z,} de autovectores de T y su correspondiente sucesién de autovalores
{A\.} tal que para cada x € H se tiene que

Ty = Z AT, ) T

La sucesién {\,} es decreciente y si es infinita converge a 0.

Demostracion. Sea Hy = H y 11 = T'. Entonces, aplicando el Teorema 2.1.4 al operador 77,
existe un autovalor A; y un autovector z; asociado a él tales que ||z1]| =1y [M| = ||T1]|.

Vamos a buscar el siguiente autovector en {z;}* ya que sabemos por la Proposicién 2.1.2
que los autovectores asociados a autovalores distintos son ortogonales.

Definimos Hy = {x1}* v Ty = T'|3,. Ha es un subespacio cerrado por ser el ortogonal de
un conjunto y por la Proposicién 2.1.5, Ty € L(Hz). Como T} es compacto, es claro que T5
es compacto. Ademas T5 es autoadjunto pues (Thx,z) = (Tx,z) € R para todo x € Hy. Si
T, # 0 volvemos a aplicar el Teorema 2.1.4 y obtenemos que existe Ay € Ry x5 € Hy con
|z2|| = 1 tal que Toxe = Aoxo v [A2| = [|To]| ¥ asi, |Aa| < [A1].

Tomamos Hz = {x1,x9}" y T3 = Ty, y reiteramos el proceso bien hasta llegar a
T,, = 0 o bien una cantidad infinito numerable de veces. Asi tendremos una sucesion finita o
numerable {\,} de autovalores, tal que |\,| > |A\,41| para todo n € N, y un conjunto {z,}
de autovectores ortogonales asociados a los \,. Veamos que en el caso de ser una sucesion
infinita entonces {\,} —— 0.

Procedemos por reduccién al absurdo, supongamos que no converge a 0, entonces como
{IAn]} es una sucesién decreciente de niimeros reales positivos, existe g9 > 0 tal que |\,| > &g
para todo n € N. Sea n # m se tiene que

| Ty, — Tl = | A2n — Amm|| = VA2 + A2, > |\,] > 0.

Como T es un operador compacto la sucesién {T'z,} deberia tener una subsucesién
convergente y por tanto de Cauchy, cosa que es imposible a la vista de la estimacién anterior.
Por ultimo, vamos a probar la representacion del operador. Tomemos x € H. Definimos
n . . .
Yn =T — 2 p_1 (@, )z Vamos a distinguir dos casos:

» Caso 1: Si existe n € N tal que T}, = 0, entonces Tp,y, =0 =Tax—Y ,_ (z, )Tz y en
consecuencia, aplicando que los {z} son autovectores tenemos que T'x = ;| \p(x, Tp) 2.
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2. Teoria espectral de operadores compactos en espacios de Hilbert

= Caso 2: Supongamos que T}, # 0 para todo n € N. Entonces,
Tz =" Ml zizill = (Tayall < ITallllgall = [Anlllynll
k=1

= Pl = 3 e w2 < il 222 0.
k=1

Luego, Tx = > 77 (@, g)xy.
[

Definicién 2.1.2. Un sistema ortonormal {x,, } de autovectores de T' € L(H) con sus corres-
pondientes autovalores no nulos {\,} se llama sistema bésico de autovectores y autovalores
si para cada = € H se tiene que Tx = Y, A\e(x, Tk) T

El Teorema espectral nos garantiza la existencia de un sistema bésico de autovectores
para un operador compacto y autoadjunto.

Seguidamente describimos algunas de las propiedades de los sistemas bésicos de autovec-
tores y autovalores.

Teorema 2.1.7. Sea T € L(H) un operador compacto y autoadjunto y sean {z,} y {\,}
un sistema bésico de autovectores y autovalores. Se tiene:

a) El sistema ortonormal {z,,} es base de Im T = (Ker T)* y para cada x € H se cumple
que

r = Py + Z(x, Tp) T,
donde F, es la proyeccion ortogonal sobre Ker T

b) H tiene una base ortonormal que consiste en un sistema bésico de autovectores de T si y
solo si Ker T = {0}.

c) Si A # 0 es un autovalor de T entonces existe k € N tal que A = \;.

Demostracion. a) Por la definicién de sistema bésico de autovectores sabemos que dado
reH

Ty = Z A, ) T
k

Por lo tanto, como x;, = /\l—kak, span{xy} C Im T y ademéds por la representacién

anterior de T', Im T C span{xy}. Asi, span{xy} = ImT.

Luego, por la Observacién 1.3.6 se tiene que span{x,} = Im T = (Ker T)*. Entonces,
dado x € H podemos escribirlo como x = Pyx + v con v € (Ker T)*, v =5, (v, x1)xp
pero como (v, xy) = (z, ;) para todo k entonces tenemos que

r = Pyx + Z(x, Tk) Tk
k

b) Se sigue directamente del hecho de que z = Pyx + ), (z, x) @y
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2.2. Los nuimeros singulares. El teorema espectral para operadores compactos

c¢) Si A es autovalor de T, entonces existe v € H, v # 0, tal que T'v = Av. Por la Proposicién

2.1.2 si A # )\, para todo k € N tendrfamos que (v, z;) = 0 para todo k. Y por lo tanto,
Av=Tv=>", \(v, 1)z, = 0, pero esto es imposible porque v # 0, A # 0.

[

Para acabar esta secciéon vamos a probar el reciproco del Teorema espectral, es decir, que
si tenemos un operador ”"diagonal”, entonces es compacto y autoadjunto.

Teorema 2.1.8. Sea {z;} un sistema ortonormal en H y {A;} una sucesién de nimeros
reales decreciente que o bien es finita o bien converge a 0. Entonces, el operador lineal

Ty = Z M, Tp) T,
k

es compacto y autoadjunto.

Demostracion. Veamos primero que 7" € L(#H). Claramente T es lineal. Veamos que es
acotado:
|1 T]|* = ZA [, 2} | < A2Z| z, k)] < Afll)l®

donde en el tltimo paso utilizamos la Desigualdad de Bessel. Luego, T € L(H).

Veamos ahora que T' es compacto. Si la sucesién {\;} es finita, entonces T' es un operador
de rango finito y por el Teorema 1.3.12 tenemos que 1" es compacto. Supongamos ahora que
la sucesion es infinita, entonces sabemos que converge a 0. Construimos ahora la sucesién de
operadores T,z = > ;_, \i(x, Tx)x), que son compactos por ser de rango finito, y veamos
que converge a T'. Se tiene

T =Tzl = Y Ala i) < Al

k=n+1

n—oo

Luego, || — T,|| < [M+1]| para todo n € N. Y asi, ||T — T,|| — 0.

Por el Teorema 1.3.11 se tiene que T es compacto por ser limite de operadores de rango
finito.

Vamos a probar por ultimo que es autoadjunto. Sean z,y € H,

(Tz,y) = Z)\kxl’k T, Y ZM Y, Th)(Th, T) =

= (Ty,x> = (z,Ty).

]

2.2. Los numeros singulares. El teorema espectral para operadores compactos

Como vimos en las secciones anteriores si un operador entre espacios de Hilbert no es
compacto y autoadjunto no podemos asegurar que tenga autovalores. Por este motivo, cuando
trabajemos con operadores que unicamente son compactos vamos a considerar los niimeros
singulares, es decir, los autovalores de un operador compacto y autoadjunto que asociaremos
al operador original.
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2. Teoria espectral de operadores compactos en espacios de Hilbert

Definicién 2.2.1. Un operador 7' € L(#H) se dice que es positivo si (T'z,z) > 0 para todo
r € H.

Observacién 2.2.1. Un operador T' € L(#H) positivo siempre es autoadjunto, pues de la
definicién de positivo se deduce que (Tx,z) € R para todo x € H.

Proposiciéon 2.2.1. Un operador T' compacto y autoadjunto es positivo si y solo si sus
autovalores son positivos

Demostracion. Supongamos que T' € L(H) es un operador compacto, autoadjunto y positivo.
Veamos que sus autovalores son positivos. Sea A € C tal que existe x # 0 verificando
Tx = Azx. Entonces, por ser 1" positivo se tiene que

0 < (Tx,z) = Mz, ) = Mz, x) = Mz|]*.

Luego, A > 0.

Reciprocamente, supongamos que T € L(H) es un operador compacto y autoadjunto
con los autovalores positivos. Entonces, por el Teorema espectral 2.1.6 tenemos que existe
un sistema ortonormal de autovectores {zj} y una sucesién de autovalores {\;} tal que
Tz =Y, \(z,zx)x,. Entonces para todo z € H tenemos que

(Tz, ) Z)\kxxk T, X Z)\k T, T 2>0.

Por lo tanto, T es un operador positivo. O

Proposicién 2.2.2. Sea T' € L(H) un operador compacto y positivo. Entonces, existe otro
operador compacto y positivo que denotaremos por T2 tal que TV2T'V? =T.

Demostracion. Por el Teorema espectral 2.1.6 tenemos que existe un sistema ortonormal de
autovectores {zy} y autovalores {\;} tal que Tv = >, A\p(z, xp)x), con Ay > 0. Veamos que
el operador que estamos buscando es

Se tiene

TV 20 = Z \//\_”<<Z \/)\_k(x, mk>xk> , xn>xn = Z M, )T,

utilizando la ortogonalidad y que A, es positivo para todo n € N.

Ademés, T'? es autoadjunto y compacto por el Teorema 2.1.8 y positivo pues por el
Teorema 2.1.7.c), tenemos que todos los autovalores de 7"/2 o son el 0 o son uno de los /A
que son positivos. L]

Veamos el teorema espectral para operadores compactos, que nos permitira escribir un
operador compacto de forma similar a la que podiamos hacerlo cuando ademés era auto-
adjunto. Para ello necesitaremos todas las propiedades de los operadores positivos vistas
antes.
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2.2. Los nuimeros singulares. El teorema espectral para operadores compactos

Teorema 2.2.3. Sea T € L(H1,Hz) un operador compacto. Entonces existe una sucesion
{A\n} decreciente de niimeros reales positivos y dos sistemas ortonormales {z,} e {y,} en H;
y Hs respectivamente, tales que podemos escribir el operador T' como:

Tx = Z A (2, ) Y.

Ademaés, la sucesion {\,} es decreciente y si es infinita converge a 0.

Demostracion. Si'T = 0 el resultado es obvio. Supongamos entonces que 1" # 0. Entonces,
consideramos T*T € L(H;), es autoadjunto (pues (1T*7T)* = T*T) y compacto por ser
composicién de operadores compactos. Ademas, veamos que T*7T es positivo, pues para cada
x € Hy:

(T*Tx,v) = (Tz,Tz) = ||Tz|* > 0.

Como T™T es un operador compacto y positivo, por el Teorema espectral existe un sistema
ortonormal {z,} y una sucesién {u,} decreciente y positiva de autovalores, tal que para cada
x € Hi:

T"Tx = Z,uk@, Tp) Tk
i

Ademas, u,, converge a 0 si es infinita.

Definimos ahora y, = \/%Txn veamos que es un sistema ortonormal en Ho:
1 1 1 1 1 1
<yn7 ym> = —<T:L‘na Txm> —<T*Txnv xm> = Hn <xn7 xm> = 5nm~

NN " Vi NN

Por el Teorema 2.1.7.a), cada ® € H; podemos escribirlo como: x = FPox + >, (z, xp)xy,
donde F, es la proyeccién sobre Ker T*T.

Vamos a probar ahora que Ker T'= Ker T*T'. Claramente, Ker T' C Ker T*T'. Por otro
lado, sea x € Ker T*T entonces

0= (T"T,z) = (Tx,Tx) = ||Tz|*.

Luego, Tx = 0. Asi, Py es la proyeccién sobre Ker Ty
Tx =T(Pyx)+ Z(x,:z:k>T:ck = Z VIE(T, T ) Yk
k k

]

Observacién 2.2.2. La sucesién {\,} = {\/lin} dada en el teorema anterior es la sucesén
de autovalores de (T*T)'/2. A este operador lo denotaremos por |T'.

Corolario 2.2.4. Todo operador compacto de L(H1,Hsz) es el limite en norma de una
sucesion de operadores de rango finito.

Definicién 2.2.2. Sea T' € KC(H;,Hs) llamamos numeros singulares (s,(7))) de T a los
autovalores de |T|, es decir, s,(T) = A\, (|T]) para todo n € N.
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2. Teoria espectral de operadores compactos en espacios de Hilbert

Observacién 2.2.3. Sea T' € L(#H) un operador tal que Tx = > 0,(x,z,)y, para todo
r € H, siendo {x,}, {yn} sistemas ortonormales y J,, una sucesion decreciente a cero de
nimeros positivos, entonces s,(T) = d,, para todo n € N.

Efectivamente, primero observamos que 1" es un operador compacto por ser el limite de
una sucesion de operadores de rango finito. Por el Ejemplo 1.3.3, sabemos que su operador
adjunto es:

T r = Z 0n T, Yn) T

Ast, T*Tx =Y 63z, 2,)x, y (T*T)Y2%x =Y §,(x,x,)x,. Entonces, por las propieda-
des de los operadores compactos y autoadjuntos estudiadas en el Teorema 2.1.7 tenemos que
al ser {0,} vy {x,} un sistema basico de autovalores y autovectores y al estar ordenados los
escalares de forma decreciente, s,(7") = 0,, para todo n € N.

2.3. El teorema de descomposicién polar

Definicién 2.3.1. Sean H; y Hs espacios de Hilbert. Sean M C H; un subespacio cerrado,
U € L(H,Ha) y N =U(M). Decimos que U es una isometria parcial de M sobre N si
|Uz|| = ||x|| para todo x € M y Ux =0 si x € M*.

Proposicién 2.3.1. Sea U € L(H1,Hs), entonces las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

1. U es una isometria sobre Hs sobreyectiva.
2. U es sobreyectiva y (Uz,Uy) = (z,y) para todo z,y € H,.
3. U es invertible y U~ = U*.

Demostracion. Veamos que (1) = (2). Para ello vamos a utilizar la Identidad de polarizacion,
pues nos describe el producto escalar en funcion de la norma y utilizando la linealidad de U
tenemos que:

(Uz,Uy) = ;L(HUIC +Uy|* = Uz = Uy|)* + il|Uz +iUy|* — il|Uz — iUy|*)
= i(HU(fC +y)I* = U@ = +illU @+ iy)|* - illU (@ - iy)]]*)
= Lzt ol = llz = gl + ille + il — il — igl?)
= (z.9).

Probemos (2) = (3). Basta ver que U*U = idy, y UU* = idy,. Se tiene
(U Ux —x,2) = (U Uz, 2) — (x,2) = (Uz,Ux) — (x,2) = [|Uz||* — ||z||* = 0.

De aqui deducimos por el Teorema 1.3.7 que el operador T' = U*U — idy, es autoadjunto
y entonces por el Teorema 1.3.8 tenemos que ||T|| = sup{(Tx,z) : ||z|| = 1} = 0. Luego,
UU = idy,.
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2.3. El teorema de descomposicion polar

Sea w € Ho como por hipotesis U es sobreyectiva, entonces, existe v € H; tal que Uv = w.
Por lo tanto,

(UUw,w) = (UU*w, Uv) = (U'w, U Uv) = (U'w,v) = (w, Uv) = (w, w)

donde hemos utilizado que U*U = idp, . Siguiendo el mismo razonamiento que antes llegamos
a que UU* = idy,.
Por tltimo vamos a probar (3) = (1) : Como U tiene inverso es sobreyectivo. Ademas

|Uz||* = Uz, Uz) = (z,U"Uz) = (z,z) = [lz]*.
[l

Finalmente, veamos el teorema de descomposicién polar que nos dice que todo opera-
dor compacto se puede escribir como composicién de una isometria parcial y un operador
positivo.

Hagamos una observacion previa.

Observaciéon 2.3.1. Sea T' € K(Hy, Hs). Recordemos que como vimos en la demostracién
del Teorema 2.2.3, Ker T'= Ker T*T. Veamos ahora que Ker T*T = Ker |T)|.
Claramente, Ker |T| C Ker T*T. Veamos el otro contenido. Sea x € H; tal que T*Tx =
0. Entonces:
|12l = {|T |z, [T|z) = (@,|T]"|T|z) = (&, T*Ta) = 0

de donde, |T|z = 0. Asi, (Ker T)* = (Ker |T|)* = Im |T.

Teorema 2.3.2. Sea T € K(Hi,H,). Existe una isometria parcial U € L(Hi,Hs) de
(Ker T): en Im T tal que T =U|T| y |T| = U*T.

Demostracion. Definimos:

Vilm|T| — ImT
Tz +— V(|T|z)=Tx.

Esta aplicacién estd bien definida, pues si xq,x2 € H; son tales que |T'|x; = |T'|z2, entonces
x1 — 19 € Ker |T| = Ker T. Luego, Tx; = Txs.

Claramente la aplicacién es lineal y ademés es una isometria. Efectivamente, siy € I'm |T)|
y x € H; tal que |T|z = y, entonces:

VylP = IV(TI2)|? = |Te|? = (T, Ta)
— (T"Ta,2) = ([T[%,2) = {|T|x, |T]a)
= ITJz]? = Il

Por continuidad vamos a extender V' a I'm |T'| de la siguiente forma:
Sea y € Im |T| entonces existe una sucesién {y, } en I'm |T| tal que y, ~—— . Definimos

Vy=lim Vy, e ImT.
n—o0
Este limite existe, pues como {y,} es convergente, es de Cauchy y asi {Vy,} es una

sucesién de Cauchy en I'm Ty al ser un subespacio cerrado es completo y por lo tanto se
tiene que la sucesién es convergente.
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2. Teoria espectral de operadores compactos en espacios de Hilbert

Ademas la definicién es independiente de la sucesién elegida. Si {y/,} es otra sucesién en
Im |T| también convergente a y, entonces

| lim Vy, — lim Vy, || = || Tm V(y, — )| < Hm [[V[[|ly, — g, |l = 0.
n— 00 n—00 n—00 n—o0

V es una isometria entre Im |T'| e Im T'. Si consideramos P : Hy; — Im|T| la proyeccién
ortogonal sobre Im|T|. Entonces, U = V P es la isometria parcial que estabamos buscando
(aplicando la observacién previa) y acabamos de probar que 1" = U|T.

Veamos ahora que |T'| = U*T.

Por la definicién de V, |T| = V~IT y aplicando la proposicién anterior sabemos que
V-l =V* Ademds, U* = P*V* =V* y asi |T| = U*T.

O

2.4. Propiedades de los niimeros singulares

Seguidamente introducimos los nimeros de aproximacion y los niimeros de Gelfand para
operadores entre espacios de Banach.

Definicién 2.4.1. Sean X,Y espacios de Banach y T' € £(X,Y) para cada n € N se define
= el n-ésimo nimero de aproximacién: a,(T) = inf{||T—T,|| : T, € L(X,Y),rg(T,) < n}
» el n-ésimo numero de Gelfand: ¢,(T") = inf{||T|x, || : X, C X, codim(X,,) < n}

Claramente, ambas sucesiones son decrecientes y positivas.
Cuando los espacios son Hilbert se da la siguiente relacién entre a,,(7"), ¢,(T") y el n-ésimo
nimero singular.

Teorema 2.4.1. Sean Hi,H, espacios de Hilbert y T € K(Hi,Hs) entonces s,(T) =
a,(T) = ¢,(T) para todo n € N.

Demostracion. Vamos a probar primero que ¢, (7)) = a,(T): sea T,, € L(X,Y) con rg(T},) <
n. Si consideramos X,, = Ker T,, entonces, codimX, = rg(T,) <ny T|x, = (T —T,)|x,-

Luego, ||T|x,|| < ||T'— T,]||. En conclusion, ¢, (1) < a,(T).
Reciprocamente, sea X,, C X con codim X,, < n. Entonces, dim X = codim X,, < n.
Consideremos () la proyeccion sobre X,, y P la proyeccion sobre el ortogonal.
Definimos T,, = TP entonces, rg(T,) <ny T —T, =TQ = T|x,Q. Asi,

1T = Toll = 7], QU < IT]x, QN = [Tl

Luego,
an(T) < [T =Tl < || T]x.,]-

Esto da que a,(T') < ¢,(T") y por consiguiente a, (1) = ¢,(T") para todo n € N.
Veamos ahora que a,(T") < s,(T).
Como T es compacto aplicando el Teorema espectral se tiene que

T = Z si(T){(x, 2h) Yk

k
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2.4. Propiedades de los niimeros singulares

donde {z;} es un sistema ortogonal de H; e {yx} es un sistema ortogonal de H,. Para cada
n € N, definimos

n—1

T,x = Z sk(T){x, k) Y.

k=1
Es un operador de rango menor que n. Entonces teniendo en cuenta que los nimeros singu-
lares son una sucesién decreciente y aplicando la Desigualdad de Bessel:

|Te = Toxl® = 1Y su(T)(w, ze)usl
k>n
< S sl )
k>n
< ()Y [, ) < s2(T)||]|.
k>n

Luego, [|T — T,|| < s,(T) y asi, a,(T) < s,(T).

Probemos ahora que s,(T") < a,(T).

Sea T,, € L(H1,Hz2) un operador con rg(7,) = m < n. Entonces, por el Teorema de
representacion de Riesz podemos escribir T,, = > (-, v,)w,. Consideremos el sistema de
m ecuaciones con n incdégnitas (&):

Entonces, existe una solucién no trivial (&i,...,&,) con > p_ & = 1y definimos zy =
e Skry. Luego, [zl =320 & =1y

y por lo tanto,

IT =Tl = H(T = ) (@o) || = 1Tl

n

= ||Z=5‘k Vouell = O su(T)*E)M?

k=1
n

> s(T)(D_ &)Y = sa(T).

k=1

Veamos algunas propiedades de estas sucesiones:

Proposicién 2.4.2. Sean A, B,C espacios de Banach, ST € L(A,B) y R € L(B,(C)
entonces para cada n,m € N tenemos que:

" Ay 1(RS) < an(R)an(S).
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2. Teoria espectral de operadores compactos en espacios de Hilbert

" Appm-1(S +T) < an(S) + an(T).

Demostracion. Dado € > 0 por la definicién de a,(R) y a,,(T) tenemos que existe R, €
L(B,C) conrg(R,) <ny Sn € L(A,B) con rg(Sy,) < m tales que

IR—Ry|| < an+e
IS —Snll < am+e

Observamos que (R, (S—S,,)+RSn) < n+m—2 < nt+m—1,yaquerg(R,(S—5,)) < n—1
y rg(RS;,) <m —1 . Luego,

i 1(RS) < RS = (Bu(S = )+ RSl = | R(S = Sn) — RalS — Sy
= [[(R—=Ru)(S =Sl < IR = RullllS = Sull
< (an(R) + &)(am(S) +¢).

Haciendo tender € a 0 tenemos que Gy, 1m—1(RS) < an(R)any,(S).
De forma anéloga, para cada € > 0 tomamos T,,, S, € L(A, B) con rangos menores que
m y n respectivamente tales que

an(T) + ¢
an(S) +¢

Ademas se tiene que rg(7,, + S,) <n+m — 1y por lo tanto:

nym-1(T+5) < [[T+S = (Tn+ Sl
= (T =T0) + (S = Sl < (T = To) | + 15 = Sul
< an(T) + an(S) + 2¢.

Haciendo tender ¢ a 0 tenemos que a,m—1(7 +5) < @ (T) + a,(S). O

Esto nos da las siguientes desigualdades para niimeros singulares de operadores compactos
en espacios de Hilbert:

Corolario 2.4.3. Sean Hg, H1, Hs, Hs espacios de Hilbert. Entonces, para cualesquiera
Q,T € K(H1,Hz), R € L(Ha,H3) y S € L(Ho,H1) vy para cada n € N tenemos que:

sn(RTS) < ||R[[sn(T)||S]]
Sn—i—m—l(Q + T) < Sn(Q) + Sm(T)'

35



Bibliografia

GOHBERG, I., AND GOLDBERG, S. Basic operator theory. Birkhauser, 1980.

GOHBERG, I., AND KREIN, M. Introduction to the Theory of linear Nonselfadjoint
Operators. Amer. Math. Soc., 1969.

KoNIG, H. Figenvalue Distribution of Compact Operators. Birkhauser, 1986.
LiMAYE, B. V. Functional analysis. New Age International, 1996.

P1ETSCH, A. FEigenvalues and s-Numbers. Cambridge Univ. Press, 1987.
PI1ETSCH, A. History of Banach spaces and linear operators. Birkhauser, 2007.

SCHATTEN, R. Norm Ideals of completely continous operators. Springer, 1970.



