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1. Introduccidn.

Este trabajo se refiere a una clase de espacios que juega un papel impor-
tante en el Andlisis Matemaético: los espacios de Banach de funciones (ver [1]
6 [3]). Seguimos fundamentalmente la presentacién dada en los dos primeros
capitulos de la monografia de Bennet y Sharpley [1]. Asi, comenzamos con la
definicién de norma funcional y espacio de Banach de funciones, estudian-
do sus propiedades basicas. Después vemos la nociéon de espacio asociado
y mostramos que todo espacio de Banach de funciones X coincide con su
segundo espacio asociado X”. Todo esto se hace en el Capitulo 1.

El Capitulo II se refiere a los espacios cuya norma es invariante por
reordenamiento. Comenzamos introduciendo la reordenada decreciente f*
de una funcién f y mostrando las propiedades béasicas de esta operacion.
Seguimos con la desigualdad de Hardy-Littlewood, los conceptos de espa-
cio de medida resonante y fuertemente resonante, y sus caracterizaciones.
Consideramos después la funcién maximal f** y sus propiedades. A contin-
uacién pasamos al concepto de espacio invariante por reordenamiento (r.i.),
mostrando sus propiedades més importantes, incluyendo el Teorema de rep-
resentacién de Luxemburg.

Finalmente, el Capitulo III trata de otras propiedades de los espacios r.i..
Consideramos primero la funcién fundamental y sus propiedades basicas.
Encontramos los espacios de Lorentz al buscar el espacio r.i. mas grande
y el mas pequeno con una funciéon fundamental dada. Mostramos también
las propiedades extremales de los espacios L' + L , L' N L. Por tltimo
concluimos el trabajo con una seccién sobre los indices de Boyd. En ella
usamos un teorema de interpolacién probado en [1] (ver también [2] y [4]
para més detalles sobre el tema).



2. Espacios funcionales de Banach

En este capitulo estudiamos una clase de espacios de Banach de funciones
de gran interés en el Andlisis Matemédtico. Los espacios LP son Ejemplos
destacados de esta clase de espacios.

Primero, daremos las definiciones y las propiedades elementales que cumplen
esta clase de espacios. Después hablaremos del espacio asociado, espacio que
guarda cierta semejanza con el dual.

Trabajaremos sobre un espacio de medida o-finito (R, ), es decir, en el
que se puede elegir una sucesion (Ry,)n,en de subconjuntos de medida finita
tal que UR, = R.

Un conjunto medible se dird acotado si es de medida finita.

2.1. Normas funcionales

Sea (R, i) un espacio de medida como antes. Ponemos M = {funciones p-medibles, f :
R — [0, 00]}. Ademds, cuando digamos que algo sucede en casi todo punto,
nos referimos a u—casi todo punto.

Definicién 1. Una aplicacién p : M — [0, 00| es una norma funcional de
Banach si Vf, g, fn(n =1,2,...) € M+ Va >0y VE C R p-medible se tiene
que:

(P1) p(f) =0« f=0ct.p
plaf) = ap(f)

p(f+9) < p(f) +p(9)
(P2) Si0<g<fctp. = plg) <p(f)
(P3) 0< fu t f ct.p. = p(fn) T p(f)
(P4)
(P5)

P4) u(E) < o0 = p(xs) < %0

P5) w(E) < 00 = [g fdu < Cg - p(f), Ck es una constante que depende

de E y p pero no de f.



Como ya hemos dicho antes, los espacios LP son ejemplos de este tipo de
espacio. Seguidamente lo probamos.

Teorema 1. Las normas de los espacios L, son normas funcionales.
Demostracion. Caso 1 < p < 00

(P1) Es claro que [ fPdu=0<«< f =0 c.t.p.
También, p,(af) = app(f) y, por la desigualdad de Minkowski, p,(f +
9) < pp(f) + pp(9)-

(P2) Es trivial.
(P3) Se sigue del Teorema de la convergencia mondtona.

(P4) Si pu(E) < oo
1/p )
p(xE) = (/du> = u(E)'P < oo
(P5) Si u(E) < oo, usando la desigualdad de Holder, se sigue que
[ fdu= [ fxpdn < po() - nlE)'

Los casos p = 0o 6 p = 1 son similares. ]

Llamaremos M = {f : R — K : fes u— medible} y My = {f € M :
f es finita en c.t.p.}. Aqui K es el cuerpo de escalares.

Dotamos a My de la topologia de la convergencia en medida en conjun-
tos de medida finita, lo que le convierte en un espacio vectorial metrizable.

Definicién 2. Sea p una norma funcional. El conjunto X = X(p) = {f €
M : p(|f]) < oo} con || f|lx = p(|f]) se dice un espacio funcional de Banach.

Teorema 2. Sea p una norma funcional y sea X = X(p). (X, ||| x) es un
espacio lineal normado con las aplicaciones de espacios vectoriales usuales
yS C X < My, donde S ={g € M : g funcion simple}. En particular, si
fn—= fen X = f, = f en medida y por tanto existe una subsucesion que
converge puntualmente.



Demostracion. Sea f € X y u(E) < oo. Entonces [ |fldp < Cg - p(|f]) <
00, por lo tanto f es finita en casi todo punto. Por lo tanto X C My y hereda
las operaciones que tenemos en M.

Usando (P1) y la definicién de || - ||x vemos que X es un espacio lineal
normado. Usando (P4) y la linealidad, tenemos S C X.

Para ver que X se incluye en My de forma continua, veamos que si f,, — f
en X, fp, — f en Mp.

Si f, — f en X, entonces p(|f, — f|]) — 0. Sea e > 0y E C R, con
w(E) < 0.

plo € B 15@) — fule)l > e < [ Z1fa— fld
E €
< 20 pllf ~ ful) 0

Por lo tanto f, — f en medida para cualquier E subconjunto de R con
medida finita y por lo tanto, f, — f en Mj.

El resultado acerca de la subsucesion nos lo garantiza un resultado de Teoria
de la Medida.
O

En el siguiente lema veremos que el resultado analogo al Lema de Fatou, una
de las propiedades béasicas conocida en los espacios LP, también se verifica
en los espacios funcionales de Banach.

Lema 1. Sea X = X (p) un espacio de Banach funcional, f, € X.

1. Si0 < fo 1 f c.t.p., entonces, o bien f ¢ X y || fullx Too 0 feX y
1 fallx 11 Fllx

2. (Lema de Fatou) Si f, — f c.t.p. y liminf, o || fn|lx < oo entonces
feX yllfllx <Uminfp oo || follx

Demostracion. 1. Sale de la propiedad (P3).

2. Definimos hy(z) = infy,>, | fm(2)], se tiene entonces que 0 < h,, 1 |f]
en c.t.p. Luego se sigue de (P3) y (P2) que

1£llx = p(1f]) = lim p(hy) < Hm( inf p(|fin(2)])) = Hminf | follx < oo



Ademés, por ser f limite de funciones de X se tiene que f es medible
yasi f e X.
O

La propiedad que vamos a ver en el siguiente teorema, se conoce como la
propiedad de Riesz-Fischer y equivale a ser completo si el espacio que con-
sideramos es un espacio normado.

Teorema 3. Sea X un espacio de Banach funcional, fp, € X y > ||fnllx <
oo. Entonces Y fn converge en X a una funcion f y ||fllx <X || fullx. En
particular X es completo.

Demostracion. Sea t = 3% |fal, v txn = S0, [ful. Asi 0 <ty 1 t. Dado
que:

N o)
ltnlx < D I allx < [1fallx < oo
n=1 n=1

usando el lema anterior se tiene que t € X y ||tn|lx T |2

Ademas, como > 72 ; | fn(z)| converge puntualmente, se tiene que Y o> ; fn ()
converge puntualmente.

Sea f =302 fn, Vv SN = 2712[21 fn. Se tiene que sy — f c.t.p. Entonces
para todo M, resulta que sy — sy — f — sy cuando N — oo. Ademas,

N 00
o B <o _
liminf sy—sallx <lminf > [Ifalx = > [lfullx =0, cuando M — oo
n=M+1 n=M+1

Por el lema de Fatou, f — sy € X(= f € X) y ||[f — smllx — 0. Por lo
tanto,

M 00
Ifllx < If=samllx+lsallx < Nf=sallx+> fnllx = [1Flx <D I fallx
n=1 n=1

Esta desigualdad concluye la prueba. O

El siguiente teorema, recoge las propiedades béasicas de los espacios de Ba-
nach que hemos visto hasta ahora:



Teorema 4. Sea p una norma funcional y sea X = {f € M : p(|f|) < oo}.
Para cada f € X, sea || f||x = p(|f]). Entonces (X, ]| -||x) es un espacio de
Banach yVf, g, fn € M y subconjuntos medibles 2 de R se verifica:

(i) (Propiedad de reticulo) Si |g| < |f| c.t.p. y f € X, entonces, g € X
v llgllx < IIfllx- En particular, una funcion medible f pertenece a X
si y solo si |f| pertenece a X. En este caso, ambas tienen la misma
norma.

(ii) (Propiedad de Fatou) Supongamos f, € X, fn >0y fu T f ct.p. Si
f € X, entonces ||fullx T I fllx- Si f ¢ X, entonces || fn||x T oco.

(iii) (Lema de Fatou) Si fp, € X, fr, = f c.t.p. yliminf, o || follx < 00 =
feX y|fllx <Uminf, oo || fnllx-

(iv) Toda funcion simple estd en X .

(v) Para todo E C R de medida finita, existe una Cg constante finita tal
que

[\l < Celfllx. vrexX

(vi) Si fn, — f en X, entonces, f, — f en medida en todo conjunto de
medida finita, en particular, una subsucesion de {f,} converge a f en
c.t.p.

Veamos ahora una propiedad ttil acerca de las topologias en los espacios
funcionales de Banach.

Teorema 5. Sean X,Y espacios funcionales de Banach sobre el mismo
espacio de medida. Si X C Y, entonces, X — Y, es decir, existe C > 0 tal
que para todo f € X se tiene ||flly < C| fllx-

Demostracion. Supongamos que X C Y pero no existe C' tal que ||f|ly <
C|fllx, ¥f € X. Entonces existen funciones f,, € X tales que ||f,]|x <1
pero || fully > n3,Vn € N.

Podemos suponer f, > 0 (si no, cambiamos f,, por |f,|). Usando el Teo-
rema 3, tenemos que

Z f—g converge a f en X
n
Como X C Y, se tiene que f € Y, pero esto no puede ser, ya que:

1
0< *fg <f=Ifly = llfally >n,YneN
n n

7



Lo cual es una contradiccién. O

Corolario 1. Si dos espacios funcionales de Banach tienen las mismas
funciones, entonces sus normas son equivalentes.

2.2. El espacio asociado

El espacio asociado se define con cierta analogia al espacio dual. Recorde-
mos la desigualdad de Holder en los espacios LP:

1 1
/R ol < I flslll .+~ =1 1<p<oe

Se tiene también que

lgll L = sup {/R foldu: £ € P, | fllr < 1}

Vamos a definir la norma asociada basandonos en esta férmula.

Definicion 3. Si p es una norma funcional, su norma asociada se define en
M™ mediante:

' (g) =Sup{/ngdu:f€M+7p(f) < 1}, geM*

Hacemos notar que hemos prescindido del valor absoluto ya que ambas fun-
ciones son de M.

Teorema 6. Si p es una norma funcional, la norma asociada p’ también lo
es.

Demostracion. (P1) p'(g) =0« g =0 c.t.p.
7 <« 7 Supongamos que g = 0 c.t.p. Si p(f) < 1, f es finita en casi
todo punto, ya que X < M por lo tanto [ fgdu = 0, luego p'(g) = 0.
7 = 7 Sip/(g) = 0, tenemos que [ fg = 0 para cualquier f de M™
verificando que p(f) < 1.



(P4)

Sea E C R medible y con u(E) < oo, luego 0 < p(xg) < co. Tomamos

f=-2~xg. Asi p(f) = 1 y obtenemos:

p(XE)
1
0=/fgdu=7/gdu
R p(xE) JE

Por tanto, g = 0 en casi todo punto de £ y como E es un conjunto
arbitrario y nuestra medida p es o—finita, tenemos que g = 0 en c.t.p.
de R.

Usando las propiedades del supremo se obtiene: p'(ag) = ap'(g) y que

p'(f+9)=0'(f)+0(9)

Trivial

Sean g,,g € M*,0 < g, 1T g. Usando (P2) se obtiene que p/(g,) <
0'(g),¥n € N.

Si Inp € N tal que p/(gn,) = 0o ya hemos acabado.

Si este caso no se da, entonces p/(g,) < oo para cualquier natural.
Sea ¢ < p/(g), entonces existe una f € M tal que [ fgdu > &, con

p(f) < 1. Ahora, como fg, 1T fg, usando el teorema de la convergencia
mondtona

/fgnT/fg>§lueg0 existe un N tal que,/fgn>§, Vn > N.

Por lo tanto, p'(g) > §, Vn € Ny asi p'(g,) T 0'(9)-

Si pu(F) < oo, usando la propiedad (P5) de p sabemos que existe una
Cg tal que [, fdu < Cpp(f), entonces [p xrfdp < Crp(f), luego

p'(xE) = Sup{/RXEfdu cfeMTp(f) < 1} < Cp < .

Sea E, con u(E) < co. Si pu(E) = 0 no hay nada que probar.
Supongamos que p(E) > 0, usando (P4) de p, podemos denotar C, =
1

p(xe) < oo. La funcién f = T XE verifica p(f) = 1 y si tomamos

ahora una g € M ™, se cumple:

/ gdp = Cp / fgdu < Cip'(9)
E R

y queda probado lo que queriamos.



Definicién 4. El espacio de Banach funcional X (p') se llama espacio aso-
ciado de X y lo denotamos como X’. Ponemos

lgllxr = £/(g) = sup { [ 1fgld & X 151x = 1} |

Teorema 7. (Desigualdad de Hélder) Sea X un espacio funcional de Ba-
nach, con espacio asociado X'. Si f € X y g € X' entonces fg es integrable
Y se tiene

| 1 fsldie < 1715 gl

Demostracion. Si || fl|lx =0= f=0ct.p. = [p|fgldp=0=0]g|x.
Si||fllx #0= f/|lfllx tiene norma 1 en X, por tanto

T
——g|dp < |g|lx
/R‘Hfux i< llgllx

y multiplicando ambos miembros por || f||x se sigue el resultado. O

El siguiente teorema se deduce de todas las propiedades probadas anterior-
mente:

Teorema 8. Sea 1 < p < 0 y % + 1% = 1. Entonces, LY es el espacio

asociado de LP.

El lema que veremos a continuacién, nos da una especie de reciproco para
la desigualdad de Holder.

Lema 2. (Teorema de resonancia de Landau) Una funcién medible g pertenece
a X' siy solo si fg es integrable para cualquier f € X.

Demostracion. ” = 7 Desigualdad de Holder.

” <= 7 Supongamos que p'(]g|) = oo pero fg es integrable para cualquier f €
X .Entonces existen funciones f, > 0 tal que ||fu|lx < 1y [p|fagldu > n3.
Por la propiedad de Riesz-Fischer, f = >, # fn € X. Sin embargo fg no
es integrable, ya que

1
/ |fgldp > — / | fngldp > n.
R n

Esta contradiccién muestra que la condicién es suficiente. ]
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El préximo teorema nos dard una propiedad interesante que no siempre se
cumple con el dual. En términos de duales, se habla de espacios reflexivos si
el espacio coincide con su bidual. Con los asociados no tenemos que hacer
esta distincién ya que ocurre siempre.

Teorema 9. (Lorentz-Luzemburg) Todo espacio funcional de Banach X
coincide con su sequndo espacio asociado X" . Es decir, una funcién medible
f pertenece a X siy sdlo si pertenece a X", y en ese caso || f|x = || fllx~-

Demostracion. ” C 7 Si f € X, usando la desigualdad de Holder, fg es
integrable para cualquier g € X’ y usando el lema anterior con X’ en vez de
con X se tiene que f € X”. Adema4s:

£l =sup { [ 1gldu: gl < 1} < 17l

(en la tdltima desigualdad hemos vuelto a usar la desigualdad de Holder)

” D 7 Elegimos una sucesién creciente de conjuntos Ry, (N = 1,2, ...) de me-
dida finita tal que UJ,, R, = R (que es posible por ser una medida o—finita)
Para cada N y cada f € X”, consideramos

fn(x) = min(|f ()], N)xry ()

Tenemos que 0 < fx < Nxg,. Usando el Teorema 4/(i),(iv), deducimos
que fy € X,y fv € X”. Ademaés, como 0 < fy T |f], se tiene, usando
el teorema 4/(ii), que basta probar que ||fn|x < ||fn||x» para tener que
I1£llx < Il

A partir de ahora, consideramos N y f fijos. Podemos suponer que || fn | x >
0 (el caso en el que vale cero es trivial)

Llamamos LY, = {g : 4 — integrable en R con soporte en Ry }.

Si dotamos a L}, con la norma g — | Ry 9ldu, obtenemos un espacio de
Banach. Sea S la bola unidad cerrada de X y U = S N LY. El con-
junto U es convexo en LY. Ademéds U es cerrado: (h,) C U h, — h.
El Teorema 2 nos garantiza la existencia de una subsucesion (h,,) que
converge puntualmente a h. Como h,, € S, usando el Teorema 4/(iii),
|hl|x < liminfy_yoo ||, ||x < 1. Luego h € Sy por lo tanto h € U. Queda
probado que U es un subconjunto convexo y cerrado de L.

Sea A > 1. Consideramos g = %, verifica que g € L}V (integrable
en Ry con sop(g) C Ry), pero |lg[x = A > 1 por lo tanto, g ¢ S
y consecuentemente g ¢ U. Por el teorema de separacién de convexos de
Hahn-Banach, existe un hiperplano cerrado que separa g y U, esto es existe
¢ #0,¢ € L®(R, u) que puede ser elegida con soporte en Ry tal que

Re(/RN¢hdM> <7<Re(/RN¢gd,u>

11



<

para cierto v € R y para todo h € U. De hecho, si consideramos 3 = |

observamos que ¥|h| € U siy s6losi h € U.
Por lo tanto,

sup/ |¢hldp < v < Re (/ ¢gdu> S/ [pgldp
heU JRn Ry RN

Por otro lado, una funcién arbitraria h de S, al restringirla a Ry es el limite
puntual de la sucesién creciente de truncamientos:

Y

o

hn(m) = mln(h(‘r)v n)XRN (‘7})

cada h,, € LY, hy, € S por lo tanto h, € U. Por el Teorema de la convergen-
cia monétona, podemos cambiar el supremo en U por el supremo en S. Por
tanto:

A
¢l =sup [ Iohldn <y < = [ lofvldn
hes Ry Iinllx TRy

Equivalentemente, usando la desigualdad de Holder, || fy|x < A [ ‘ fNW dp <
Al Sl

Haciendo tender A a 1 se obtiene [|fn||x < ||fn]x~. Esto termina la de-
mostracién. O

El lema que sigue muestra una similaritud con el espacio dual.

Lema 3. La norma de una funcién g en el espacio asociado X' viene dada
por:

lollxe =sup {| [ fadu|: £ X115 <1

Demostracion. Claramente supeg | [ fgdu| < supreg [g | fgldu = [lgllx-

Veamos que supycg [ |fgldp < supseg|[p fodpul.
Consideramos E = {z € R : g(z) # 0}. Podemos escribir g(z) = [g(z)|d(z), |¢(z)| =

1, por lo tanto |g(x)| = g(x)p(x) en E.

Para cualquier f de S se da que [ |fgldup = [z |fgldu = [5|flg(z)d(z)dp.
Ahora, definimos

flg(x) si z€E
h(z) =
0 si v¢FE

Es claro que |h(x)| < |f(x)|, luego h € S. Asi

/|f9|d,u=/ hgdp < ‘/ hgdu‘ < sup / fgdu’
R R R fes /R

que era lo que nos faltaba por demostrar. ]

12



Definiciéon 5. Un subespacio B del dual X* de un espacio de Banach X
se dice normante si || f||x = sup{|L(f)|: L € B, ||L||x+ < 1} para cualquier
f de X. Es decir, B es normante si contiene suficientes funcionales para
reproducir la norma de X para cualquier elemento.

Teorema 10. El espacio asociado X' de un espacio de Banach X es candni-
camente isométricamente isomorfo a un subespacio cerrado normante de X*

Demostracién. Para cada g € X' definimos ¥ : X' — X*, ¥(g) = Ly, donde
Ly: X =K, Ly¢(f) = [g fodp.

Es un funcional lineal, ademas, para ver que el funcional es continuo basta
usar la desigualdad de Hélder.

Ademés es inyectivo, ya que si Ly(f) =0 Vf € X, usando la Definicién 4
acerca de la norma del dual, se obtiene que g = 0.

Por lo tanto, ¥ es un isomorfismo de X’ a un subespacio lineal de X*.
Veamos que es una isometria. Se tiene

Il = sup(Lg(O] 1Slx < 13 = sup {| [ sodi] | = gl

Como X' es completo, ¥(X’) es cerrado en X*.
Finalmente, si f € X, tenemos, por el Teorema 9

17x = Ilfllxr = sup {\ / fgdu\ g€ X llglx < 1}
=sup {|Ly(f): g € X', || Lglx- <1}

Luego la imagen de X’ es normante en X*. O

La relacion entre espacios y sus asociados es la misma que tenfamos con los
espacios y sus duales, como veremos en esta tltima proposicién.

Proposiciéon 1. Si X,Y son espacios de Banach y X — Y, entonces Y’ —
X'. Ademds si || f|ly < c||fllx,Vf € X, entonces se tiene, para cada g € Y,

que [|gllxr < cllglly-

13



Demostracion.
lallx: =sup { [ I7gldus £ € X7 <1
<sup{ [ Igldus f Y| fly < e
—coup{ [ [7gldu: £ V.|l <1

= cllglly

14



3. Espacios funcionales de Banach invariantes por
reordenamiento

Este capitulo se dedica a los espacios funcionales de Banach con la propiedad
de que dos funciones equimedibles tienen la misma norma.

Para ello, comenzamos definiendo la reordenada decreciente de una funcién
y mostrando sus propiedades mas importantes. Veremos que esta reordena-
da nos da mucha informacioén relevante sobre la funcion.

3.1. Distribuciones y reordenamientos decrecientes.

Consideramos (R, ;1) un espacio de medida o—finito.

Definicién 6. La funcién de distribucién p¢ de una funcién f € My viene
dada, para A > 0, por

urN) = pfe € R |f(2)] > A}

Definicién 7. Dos funciones f € My(R, i), g € My(S,v) se dicen equimed-
ibles si tienen la misma funcién de distribucién.

Proposiciéon 2. (Propiedades) Sean f,g, fn € Mo(R,1) y a € K,a # 0.
Entonces, piy es no negativa, decreciente y continua por la derecha en [0, 00).
Ademds:

(1) Silg| <|f] c.t.p.= pg < py
(2) pag(X) = pp(Mlal), A=0
(3) pprg(Ar+ A2) < pp(Aa) + pg(X2), A, A2 >0

(4) Si |f| < lminf|f,| c.t.p., entonces py < liminf g, . En particular,
|fal TS| c.t.p. implica py, 1 oy

15



Demostracion. Claramente pi¢ es no negativa y decreciente (0 < A\ < Ay =
pf(A1) > pgp(A2)) Para ver la continuidad por la derecha, sea E(X\) = {x :
|f(x)] > A}, A > 0ysea A\g > 0. Los E(\) aumentan a medida que A
decrece y

B0 = U B0 = U B (n+ 1)
A>Xo n=1

Entonces, por el Teorema de la convergencia mondtona:

i (Yot 2 ) = (B (ho+ 3 ) ) 1 u(BOW) = 0)

Las propiedades (1) y (2) salen de la definicién.
(3) Si|f(z) +g(x)] > M1+ A2 = |f(z)] > A\ o |g(z)| > A2 1o que implica la
desigualdad buscada.
(4) Sea A > 0 fijo. Sea E = {z : |f(z)| > A}, En = {z :|fu(z)] > A}
Claramente,
EcJ ) Ex
m=1ln>m

Por tanto

I ( N En) < fof u(En) < sup inf u(En) = liminf u(En)

n>m

Pero N~ E,, crece con m, por tanto, usando el Teorema de la convergencia
monotonas:

p(E) < p (U N E) = lim p ( N E) < lim inf po(E).

m Nm n>m

Esto da (4). O

Ejemplo 1. Supongamos f(x) = >7_1 ajxg;(x), donde E; N E; = 0,5 # 1,
w(E;) < oo, para todo i y con ay > ag > ... > a, > 0.

Six>ar = prN) =p{z e R:|f(z)] > A >ar} = p®) =0.

Siay < A<ar = purA) =p{r e R:|f(x)] > X > a2} = pu(E).

Stazg < A<ag <a; = uf()\) = pu(E1 U Ey).

Si A <az= pp(A) = p(ErLUEy U E3).

Asi pues, tenemos que pif(A) = 3271 MjX[a;,,,a;)(N), dondem; = 23:1 w(E;).
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“ 1(E)

p(Es)

1 Ey)

Eg E1 FEs a3 as  aq

En la figura de la izquierda esta representada f y en la de la derecha fif.

Definicién 8. Sea f € My(R, it). El reordenamiento decreciente de f es la
funcién f*, definida en [0, c0) por:

)= mih s (V) <1} (£20)

Observaciones
» Ponemos por convenio inf () = co. Asi, si pus(A) > t, para todo A > 0

se tiene que f*(t) = oo.

= Si (R, i) es un espacio de medida finito, entonces i r(\) < pu(R), para
todo A > 0. Luego f*(t) = 0, para todo t > u(R).

» Sipy es continua y estrictamente decreciente, entonces f* es la inversa
de K-

» Obsérvese también que si primero se construye jy y después la funcién
de distribucion my,, de s respecto a la medida de Lebesgue en [0, 00),
entonces ésta tltima funcién es precisamente f* ya que

o) =sup{A: py(A) >t} =my,(t)

Ejemplo 2. (a) En el ejemplo anterior,

Sit>ma, f*(t) =f{X: pup(X) <t} =0.

Simz >t > mo, f*(t) = inf{\: pur(X) <t} = as.

Siguiendo el mismo razonamiento y estudiando cada caso, se obtiene

() = Z an[mjfl,mj)(t)a mo =0
=1
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1)

u(Er)

p( Ea) pu( Es)

(b) Podemos escribir las funciones simples con bloques horizontales en vez
de verticales. Con la funcion del ejemplo anterior:

fz) =

> bxr, (@)
P

con by >0y pu(Fy) < oo, F1 C Fy» C ... C F,. Donde by, = ap — ags1 y

R, =Ur, E;.

En este caso, la reordenada decreciente puede verse como cortar cada bloque
en sus secciones horizontales y pegarlas para formar un unico bloque hori-

zontal pegado al eje.

a1 1

as

by

F*=2 0 X))
k=1

ey plFa)  p(F3)
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La grdfica de la izquierda corresponde a f y la de la derecha a f*.

(c) Sea f(x) =1—-e7"0 < x < oo. mys es infinita para 0 < A < 1 e
igual a cero para A\ > 1. Por lo tanto, f*(t) = 1,Vt > 0. En este ejemplo
se ve que puede haber una pérdida de informacion al pasar a la reordenada
decreciente, sin embargo, las normas L, se conservan, como ya habiamos
mencionado en la introduccion del capitulo.

Proposicién 3. Supongamos f, gy frn € Mo(R, 1),a € K. f* es no negativa,
decreciente y continua por la derecha en [0,00). Ademds

(1) lgl < [f] e-t.p. implica que g* < f*
(2) (af)* = lalf*
(3) (f +9)"(tr +t2) < f*(t1) + 9" (t2)

(4) Si|f] < lminf, o |fn| c.t.p., entonces f* < liminf,, f. En par-
ticular, |fn] T|f| c.t.p. implica f} 1 f*.

(5) "1 N) < A si iy (V) < 00 g (F(8)) <t s (1) < oo.
(6) fy f* son equimedibles.
(7) (IfP)" = (f*)F (0 <p<o0)

Demostracion. Dado que f* = my,,, por las propiedades de las funciones
de distribucién tenemos que es no negativa, decreciente y continua por la
derecha. Usando esas mismas propiedades obtenemos también (1) y (4).

(2) (af)*(t) = muaf(t) = sup{A : per(A) > t} = sup{A : pr(A/|a|) >
t} = supflaly : pp(y) >t} = |afsup{y = ps(y) >t} = |alf*(2).
(5) Sea A > 0 y supongamos que ¢t = us(A) es finito. Entonces

FrupN) = f5(t) = mf{N s pp (V) <t =pp (M)} <A

Para la segunda parte, sea t > 0 y supongamos que A = f*(t) es finito. Dado
que f*(t) =inf{\: pup(A) <t}, I\, tal que A, | A con pg(N,) < ¢, usando
la continuidad por la derecha, tenemos:

pr(f5(8) = pp(A) = lm pup(An) <t

n—o0
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(3) Supongamos que A\ = f*(t1) + g*(t2) es finito. (Si no, ya habriamos
acabado) Sea t = py44(A). Por la desigualdad triangular y (5):

t=pfa:[f(x)+g(@)| > f(t) + g7 (t2)}
< pla: [f(@)] > (0} + pfa s lg(2)] > g7 (t2)}
= pp(f (1) + pg(g™(t2)) Sti+ta =1t < o0

Ademas, usando que es decreciente y de nuevo (5): (f + ¢)*(t1 + t2) <
(f+9)7 @) = (f + 9)" (np49(N) < A= [*(t1) + g7 (t2).

(6) Sea f € My. Podemos encontrar funciones simples no negativas f,, tales
que fn T |f|. Ademds, Yn € N, f,, v f son equimedibles, ya que para las
funciones simples es trivial verlo, esto es:

ppn(N) =mp(A) - (A>0)

Pero f, T |fly fx 1 f* por (4), luego usando la Proposicién 2/(4), obten-
emos que fif(A) = my«(A) y por lo tanto f y f* son equimedibles.

(7) Tenemos pujp(\) = pp(AYP) = mp (AV/P) = mpeye(A), luego (| fIP)* =
mf{\: pifp(A) < t} = inf{\: mpyp(A) < th = ((f*)P)* = (f*)P. O

La siguiente proposicién nos describe las normas de LP a través de la reor-
denada decreciente y de la funciéon de distribucién. En particular muestra
que las normas LP de f y f* coinciden.

Proposicion 4. Sea f € My, si 0 < p < 00, entonces:
Jrrdn=p [~ 3 gax = [T o)y

Ademds, en el caso p = 00, sup,cp | f(x)] = inf{X : pr(X) = 0} = £*(0).

Demostracion. Basta probarlo para una funcién simple gracias a los teore-
. [ . .
mas de convergencia. Por lo tanto, sea f =7 ajxg,;. Como hemos visto

en el Ejemplo 2, f*(t) = >°7_1 @jXm;_,,m,)(t). Por tanto,

o0

J1Pdn =3~ du(Ey) = 3 abmfmso,m)) = [ (7).
i=1 j=1

0
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Ademas,

p /0 NP pp(N)dA = p /0 NS M X a0 (09N

Jj=1
n a; . n
= pij / N7\ = Z:(ag-7 — a?_l)mj
j=1 aj41 j=1

= du(E;) :/\f\pdu
=1

La igualdad para p = oo es trivial. O

3.2. Una desigualdad de Hardy y Littlewood

Pese a que la reordenada decreciente no preserva necesariamente la suma
o el producto de funciones, si que preserva algunas desigualdades donde
estdn involucradas estas operaciones. Es lo que describiremos en el teorema
de Hardy y Littlewood.

Lema 4. Sea g una funcion simple no negativa de (R,p) y sea E C R

medible. Entonces
w(E)
/gduS/ g (s)ds
E 0

Demostracion. Como g es una funcién simple, g(x) = >>%_; bjxF;(x) donde
Fy C F5 C ... C F,,b; > 0. Por lo tanto

Teorema 11. (Hardy-Littlewood) Si f,g € My, entonces

[ 1saldn < [ 1) (s)as
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Demostracion. Como hemos dicho antes, basta verlo para las funciones sim-
ples. Consideramos f(z) = 37", ajxg,;(z), donde Ey C Ey C ... C Ep y
a; > 0,vj.

Entonces, f*(t) = 3721 a;jX[o,u(&,)) (t)- Ahora, por el Lema 4:

/Ifgldu Za]/ gdugi /u(E (o)

:/o ;“M{o,m»(s)g*@ﬂs:/0 f(s)g" (s)ds

Una consecuencia inmediata de esta desigualdad es que

[ st < | " P(9)g (s)ds

donde § es cualquier funciéon equimedible con g. De aqui es de donde surgen
los conceptos de resonante y fuertemente resonante que se van a definir a
continuacién.

Definicién 9. Un espacio o—finito (R, 1) se dice resonante si para cualquier
frg € Mo(R, ), se da

/ fH(t)g*(t)dt = sup {/ |fgldp = g equimedible con g}

Se dice que (R, ) es fuertemente resonante si para cualquier f, g € My existe
una § equimedible con g tal que

/0 T g (dt = /R | F3ldu

Observamos que fuertemente resonante implica resonante.

Ejemplo 3. Veamos que resonante no implica fuertemente resonante. Con-
sideremos el espacio [0,00) con la medida de Lebesgue. Como veremos en el
Teorema 13, este espacio es resonante, pero el ejemplo que sigue prueba que
no es fuertemente resonante.

Sea f(x) =1—e"%. Asi f* =1. Sea g = g* = Xx[o,1)- Si § ha de ser equimedi-
ble con g, entonces tiene que ser (en valor absoluto) la funcion caracteristica
de un conjunto de medida 1 de [0,00), por lo tanto

[ Maidn= [ (1= ez < 1= [T g @
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Ejemplo 4. (Espacio no resonante) Sea R = {a,b}, p(a) =1, p(b) =2.
Sea f = Xp, 9= Xa, como hemos visto, se tiene que f* = X[0.2), 9" = X[0,1)s
luego [ f*g* =1.

Por otro lado, [|fg|dp =0 para cualquier g equimedible con g ya que f y g
tendrdan soportes disjuntos.

Lema 5. Sea (R, i) un espacio de medida finito y no atémico. Sea f € My
y sea t € R tal que 0 <t < p(R). Entonces, existe un subconjunto medible
Ey, p(Ey) =t tal que

INE [ rtas

Ademds, Ey puede construirse tal que si 0 < s <t < u(R), Es C Ey.

Demostracion. Supongamos que existe a > 0 tal que ps(a) = t. Entonces,
f*(t) = inf{\ : pr(X) = t}. Por la continuidad por la derecha de s se
tiene que pf(f*(t)) = t. Por lo tanto, si By = {x : |f(x)| > f*(t)}, u(E) =
pe(f*(t)) = t. Si calculamos la funcién de distribuciéon de fxg,:

A> fH(1)

e, V) = il € By | (@) > A} = { P 2

De igual forma, calculamos la funcién de distribucion de f*xjo1)

Moo V) = s € [0,8] 5 £7(5) > A} = { P oeal i

Pero sabemos que f y f* son equimedibles, por lo tanto puy = my«, luego
IXE, Y [*X[0,) son equimedibles, y usando la Proposicién 4, las integrales
del enunciado coinciden. Ademaés, hemos construido E; de forma que crezca
con t, luego hemos acabado.

Supongamos ahora que ¢ no esta en el rango de py. Dado que la medida de
R es finita y f € My, el Teorema de la convergencia dominada nos da

0= pufo: [f(2)] = oo} = lim pfa: f(a)] > n} = lim jug(n)
Como p¢ es decreciente, limy_,o f1£(A) = 0.

Sea A\g = f*(t) y supongamos que A9 > 0. Como ¢ es positivo, se sigue
que A es finito. Ademads, dado que ¢ no esta en el rango de py, usando la
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Proposicion 3 y la definicion de f*, pr(Ao) <t < psp(A) para 0 < A < Ao.
Sea ahora t; = lim p¢ (A ), se verifica que

to = pp(Ro) <t < pp(Ag) =t

Sitg < s < ty, se tiene que f*(s) = Inf{A: pr(A) < s} = Ao.

Queremos ver que t; = p{z : |f(x)| > Ao}. Si llamamos A a éste conjunto
que estamos midiendo, se tiene que A = NE,, F, = {z:|f(x)| > Ao—1/n}.
Se cumple que

u(A) = 11’7rln,u(Fn) = lirrln,uf()\o —1/n) =t1 = pr(Ny)

Ahora, G = {z : [f(z)| = Ao} = {z : [f(x)] = Mo} \{z : [f(2)] > Ao} :=
B\ C.
Se tiene p(G) = p(B) — p(C) = p(A) — p(C) = t1 — to.
Como estamos en un espacio no atémico, podemos elegir un F; C G tal que
p(Fy) =t —to.
Definimos:

FE; = {ZL‘ : |f($)‘ > )\0} U F;

Se cumple que su medida es t y ademas,

/Et [l = /ﬂMO} £l +/ﬂ |Fldy

Ahora, tg = py(Ao) y usando la primera parte de la demostracion tenemos

que .
— ’ * d
/{ o /0 £*(s)ds

Ademas, dado que |f| = tp en F}

= rate— )= [ 5o(spas

y sumando ambas integrales, obtenemos el resultado deseado.

Ahora, en el caso que A9 = 0, obtenemos de forma andloga p{z : |f(x)|
0} := to < t. Basta coger F; disjunto al soporte de f con medida pu(F;)

t — to. Definiendo E; andlogamente al caso anterior y viendo que f*(s) e
cero para s > tp, obtenemos:

[ = [ s = [ 5 sas

Ademas los conjuntos elegidos crecen con t, luego hemos acabado. O

v

w0

Ahora, vamos a establecer dos teoremas que caracterizaran los espacios res-
onantes y fuertemente resonantes.
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Teorema 12. Un espacio o—finito (R, ) es fuertemente resonante si y solo
si es un espacio de medida finita de alguno de los siguientes tipos:

(i) mo-atémico
(ii) completamente atémico con todos los dtomos de igual medida.

Demostracion. 7 < 7 Si es del tipo (ii), la § buscada se puede construir a
partir de g permutando los finitos atomos con la inversa de la permutacion
que convierte f en f* compuesta con la que convierte g en g*. Asi pues,
resta ver el caso (i).

Sean (gn) 1T g c.t.p. no negativas y simples. Queremos construir (g,) ~ (gn)

y tal que
[ Vgl = [ f g
R 0

Claramente § = lim ¢, es equimedible con g y entonces, aplicando el Teorema
de la convergencia mondétona, obtendriamos el resultado deseado:

o0 - o0 oo
~ . ~ . * % 11 ® sk * %
[ gl =tim [ 1£g =i [ g =tim [T g = [T r
R R o 0 0
Sélo queda construir las ¢g,. Fijamos n € N, sea h = g,,, como es una funcién

simple, h = 377", bjxF;, donde Fy C Fp C ... C Fp, y bj > 0. Usando el
Lema 5, sabemos que existe E; tal que By C ... C Ey, con u(Ej) = pu(Fj) y

()
/ Fy = / £t
E 0

Si ponemos h = 271 bixE;, tenemos que h* = 37U biX(o.u(F))) = (h)*. Por
lo tanto

~ m m N(EJ) " _ oo " "
/fhdMZj;bj /E fduzj;bj/o = [T oo

Por lo que basta tomar g, = h. Ademés, como las g, son crecientes, por el
Lema 5, los E; crecen. Se concluye por tanto que el espacio es fuertemente
resonante.

” = Hemos visto en un ejemplo, que si hay atomos, han de tener la misma
medida. Por el mismo argumento, tampoco puede haber mezcla de atémico y
no atémico. Que la medida tiene que ser finita se deduce con un razonamiento
similar al del Ejemplo 3. Por lo tanto hemos acabado la demostracién. [

Teorema 13. Un espacio o—finito (R, ) es resonante si y solo si es de
alguno de los siguientes tipos:
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(i) nmo-atémico
(i) completamente atémico con todos los atomos de igual medida.

Demostracion. Que es condicién necesaria viene resulta de los argumentos
de la prueba del teorema anterior. Veamos que es condicién suficiente.
Sean f,g € My, f,g > 0. Queremos ver que

/ fr(t)g*(t)dt = sup/ | fgldp

el supremo tomado sobre las § equimedibles. Para ello, hay que ver que para
cada a tal que 0 < a < [;° f*(t)g*(t), 3G~ g tal que o < [, fgdp.

Como el espacio de medida es o—finito, sabemos que existe una coleccién
de (Rp)nen tal que UR,, = R y tienen medida finita.

Sean (fy) v (gn) sucesiones de funciones simples con f, y g, soportadas en
R, y tales que f, T f y gn T ¢g. Gracias a esto, podemos encontrar un N € N
verificando que a < [;° fAgN-

Ahora bien, el espacio Ry tiene medida finita, por lo tanto es fuertemente
resonante, entonces existe un h ~ gxr, tal que

/RN Jhip = / f Xex) (9XRy ) dt

Pero fxry > [N ¥ gXry > gn. Por lo tanto, a < [p  fhdu = [p fh,
extendiendo A por 0 fuera de Ry.

Sea g = hX Ry +9XR\Ry - Entonces g es equimedible con g y g > h. Entonces

o< [ shdu< [ rod

Corolario 2. Un espacio o—finito es fuertemente resonante si y solo si es
resonante y tiene medida finita.

3.3. Una funcién maximal.

Cuando ¢ es una funcién caracteristica en un conjunto F de medida
positiva t, la desigualdad de Hardy-Littlewood queda:

1t
E)/E|f‘dlu§t/0f(s)ds (f € My)
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Asi, la media de |f| sobre los conjuntos de medida ¢ estd dominada por
la media de la reordenada decreciente en el intervalo (0,¢). Llamaremos al
altimo término la funcién maximal de f*.

Definicién 10. Sea fy € My, llamamos funcién maximal de f* y denotamos
con f** a

0 =1 [ 5

Proposicion 5. Sean f,g, fn, € My, a € K. Se tiene que f** es no negativa,
decreciente, y continua en (0,00), ademds:

(1) f*=0&f=0ctp.
(2) fr<f-

(3) lgl < |f| en casi todo punto, entonces g** < f**.
(4) (af)™ =lalf™

(5) |ful T1f] en casi todo punto, entonces fi* 1 f**

Demostracion. Dado que f* es decreciente, se sigue de la definicién que f**
es no negativa y continua.

(3), (4), (5) y (1) salen de las propiedades ya vistas para f*.

Para la propiedad (2), dado que f* es decreciente, se tiene:

0 =1 [ 1 6ds g [ds= 1

Para ver que f** es decreciente, observemos que, como f* lo es, f*(v) <
f* (%) si0 <t <s. Por lo tanto:

e =1 [ r@anst [ (L) a=1 [ rde= 0

En la desigualdad (*) nos puede interesar conocer cuando la parte de la
izquierda se aproxima mucho a la de la derecha. En la proposicién que sigue
vamos a ver que esto estd relacionado con el ser resonante o fuertemente
resonante.
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Proposicién 6. Sea (R, ) un espacio de medida o—finito, y sea t > 0 en
el rango de u. Supongamos f € My. Se verifica

(a) Si (R, ) es resonante, entonces
- 1
£ = poun{ [ |fldu: u(e) =t

(b) Si(R, ) es fuertemente resonante, entonces existe un E C R, p(E) =
t tal que

£ =4 [ Il

Demostracion. Dado que t estéd en el rango de u, sabemos que existe F' C R
tal que pu(F) =t.
Sea g = XF,9" = X[o,)- Si tenemos ahora una g equimedible con g entonces,

9] = x5, con p(E) = p(F) =t.
Ahora, si el espacio es resonante, se tiene

) t
/ f*g*=sup/ !fﬁ\dué/ f*= sup /\f\du-
0 R 0 w(E)=tJE

Por lo tanto,

() =

S

sup [ fldp.
wE)=tJE

Si ahora el espacio es fuertemente resonante, como el supremo se alcanza
en una § particular y sabemos que esta es la caracteristica de un conjunto

medible de medida t, tenemos fijo el conjunto y el resultado queda probado.
O

Teorema 14. Sea (R,p) o—finito, f,g € My. Se verifica

(f+9)" <70 +97 (1)

Demostracion. Si el espacio es no-atémico, usando el Teorema 13, se tiene
que es resonante.

Si ademas, pu(R) = oo, Rg(p) = [0,00). Por lo tanto, usando la proposicién
anterior, tenemos el resultado para todo t.

Si ahora es no atémico de medida finita, digamos p(R) = tg, usando el
mismo argumento tenemos el resultado para todo 0 < ¢ < ¢y. Pero sabemos
que f*(t) =0sit > ty, por lo que

to
e =5 [ s =2 ),
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Como la desigualdad se cumple para tg, resulta que

(F +9)"(6) = “2(f +9)""(t0) < 2 (to) + 29" (t0) = S (1) + ™" (1)
Por lo tanto, hemos probado el resultado en el caso en el que el espacio
es no-atémico. Para ver el resto de los casos, utilizamos el método de los
retractos, que nos permite meter un espacio o—finito en uno no-atémico.
La idea de este método, se basa en convertir los a&tomos en intervalos de la
misma medida y redefinir las funciones como constante, de valor el que tenia

en el atomo, en los intervalos construidos. Una vez hecho esto, el resultado
se sigue trivialmente. O

La siguiente relacién es de interés en diversas situaciones.

Definicién 11. Sean fi, fo € My. Se dird que f1 < f2 (relacién de Hardy-
Littlewood-Pélya) si fi* < f3*

Proposiciéon 7. (Lema de Hardy) Sean & y & funciones no negativas,
medibles en (0,00) y supongamos que

t t
/ &1(s)ds < / &(s)ds, para todo t > 0.
0 0

Sea n una funcion decreciente y no negativa en (0,00). Entonces

| aemes < [ a@neas

Demostracion. Basta probarlo para una funcién simple decreciente 7n(s) =
>i=1 ajX[o,;)(8) conaj >0y 0 <t <..<t,. Usando la hipdtesis:

[Taemeis=3 o [Mawas< Yo, [* el = [~ et
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Proposicién 8. Sea (R, 1) un espacio de medida resonante y sea (Ej)jes C
R una sucesion finita o numerable de conjuntos disjuntos dos a dos con
medida finita. Sea E = R\ UjejEj. Supongamos que f € My y que es
integrable en cada Ej. Definimos

Af =fxe+) (,u(lEj) [Ej fdu> XE;-

jeJ

Entonces, Af < f.

Demostracion. Supongamos primero que se tiene sélo un elemento. Entonces

Af = fxe + (ﬁ JE, fd,u) XE,,0 < u(E1) < ooy E =R\ Ey. Hay que
ver que

/t(Af)*(s)ds < /t F*(s)ds, V>0,
0 0

Supongamos primero que 0 < t < co y que existe F' C R, u(F) = t. Sea
to = ,u,(F N El)

/FlAf!duz/FmElfldquto M(IEI)/El fdu’-

Por otro lado, usando la desigualdad de Hardy-Littlewood y que (fxg,)*
es decreciente, se obtiene

*

to

1 kok ok *
oy [ ] < o) ) < v 00 = [ () (s)ds.
n(Er) JE 0

Como el espacio es resonante, si nos restringimos a FEp, tenemos medida
finita, por lo que el espacio es fuertemente resonante. Ademés, ty € Rg(u|g,)
ya que u(f N E7) = tg por lo tanto, existe un G C F N Ey, u(G) = tg tal que

to

/Oto(fXEl)*(S)dSZ/G‘fXE1|d,u:/G‘f|dM.

Por lo tanto,

Jasidu< [ isidp+ [ 171dn

Pero FNE y G son disjuntos y u((FNE)UG) = p(FNE) + pu(G) =t,
entonces, aplicando la desigualdad de Hardy-Littlewood otra vez, es obtiene:

[ 1asidn= [ 5*(s)as

Basta tomar supremo sobre los conjuntos F' de medida ¢ para conseguir
el resultado cuando ¢ estd en el rango de la medida. Pero esto basta para
tenerlo en todo t, por ser el espacio resonante.

Si el cardinal de J es mayor que 1, pero finito, se aplica induccién: se tiene

30



que A, f (n sumandos) verifica que A, f < Ap—1f < ... < f.
Si el cardinal de J es infinito numerable, como |Af| < A(|f]), basta verlo
para una f no negativa. En este caso,

fo=fxe+ Y fXEn

m=1

satisfacen que son positivas, crecen hacia f y ademas 0 < Af, T Af en casi
todo punto, por lo tanto

Afn:Anfn<fn<f

y aplicando la Proposicién 5/(5) se sigue el resultado. O

3.4. Espacios invariantes por reordenamiento

: 1
En los espacios I}, la norma (3°_; aj) /P de un vector (ay, ..., an) de-

pende de los valores de los a; pero no del orden en el que estén colocados.
En otras palabras, la norma de los P nos habla de si algo es “grande” o
“pequeno” sin importar cémo estd distribuido el vector en el espacio de me-
dida.

Esta propiedad es la que vamos a estudiar ahora en espacios de Banach
arbitrarios.

Definicién 12. Una norma p sobre un espacio o—finito (R, p) se dice invari-
ante por reordenamiento si p(f) = p(g) para cualesquiera f, g equimedibles
de My . En este caso, X(p) se dice invariante por reordenamiento.

De esta definicion ya se deduce que los LP lo son.

Proposiciéon 9. Sea p invariante por reordenamiento sobre (R, u) reso-
nante. Entonces la norma asociada, p' es invariante por reordenamiento y
ademds:

#(g) = sup { | @ s o) < 1} (g€ M)

o =sw{ [" 15 s p@ < 1] (e M)
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Demostracion. Por definiciéon de la norma asociada, sabemos que

p'(g) = sup {/R fgdp:p(f) < 1} :

Usando ahora la definicién de espacio resonante, obtenemos que la igualdad
anterior coincide con:

plo)=sw{ [ 1) ()ds s p(h) < 1}

Como dos funciones equimedibles tienen las mismas reordenadas decre-
cientes, tenemos que p’ es invariante por reordenamiento.

Usando los mismos argumentos y que p” = p completamos la prueba. [

Corolario 3. (Desigualdad de Hélder) Sea p invariante por reordenamiento.
Si f,g € My

/ fgdu </ f*(s)g" (s)ds < p(f)p'(9)-

Todos estos resultados se pueden enunciar también en los espacios generados
por éstos funcionales y sus respectivas normas.

Corolario 4. Sea X un espacio de Banach funcional sobre un espacio de
medida resonante. Entonces, X es invariante por reordenamiento st y solo
si X' lo es. En este caso:

lallx: =sup{ [~ F(s)g*@ds: 171x < 1) (g€ X)

£l =sup { [~ F(s)g"(s)as gl < 1) (7€ X)

Corolario 5. (Desigualdad de Hélder) Sea X espacio invariante por reorde-
namiento sobre un espacio de medida resonante (R,u). Si f € X y g€ X/,

[ 1tgldi< [~ 126" )ds < I flLxlgl
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Teorema 15. Sea (R, ) un espacio resonante. fi, fa € MJ. Sea p invari-
ante por reordenamiento sobre (R, u). Entonces, fi < fo implica p(f1) <

p(f2)-

Demostracion. Gracias al corolario 4, hay que ver que
o * o0 * /
|5 @ds < [T s @ds, Yele) <1

Pero sabemos por hipdtesis que fg fi < fg f5. Como g* es decreciente, basta
utilizar el teorema de Hardy para deducir el resultado. O

Corolario 6. FEl resultado anterior también se puede formular utilizando el
espacio X generado por p.

A continuacion, enunciamos un resultado importante acerca del operador A
descrito anteriormente.

Teorema 16. Sea (R, ) un espacio de medida resonante y (Ej)je; C R
un conjunto finito o numerable de conjuntos disjuntos dos a dos con medida
finita. Sea E = R\ Uje E;. Supongamos que f € My y que es integrable en
cada E;. Definimos

1
Af = — d y
f fxE+j€ZJ<M(Ej) f, 9 u) xs,

Entonces, A es una contraccion para cada X invariante por reordenamiento
sobre (R, ), es decir,

[Afllx < IfIl para todo f € X.

Demostracion. Ya hemos visto (Proposicién 8) que Af < f, asi pues, basta
usar el corolario anterior para concluir el resultado. O

Teorema 17. Sea (R,u) o—finito y A una norma invariante por reorde-
namiento en (R*,m). El funcional A definido por A(f) = A\(f*), f € M es
una norma invariante por reordenamiento en (R, ).
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Demostracion. La tnica propiedad de norma que no se deduce automatica-
mente de las propiedades de A es la triangular. Sabemos que:

(it f)" <M+ 7=+ )7

Por lo tanto, (f1+ f2)* < (ff+/f3). Dado que (R*, m) es resonante, podemos
usar el Teorema 15 con A y obtener:

Alf1+ f2) = M(f1 + f2)") S AT+ f2) S AT + A(fz) = A1) + A(f2).
O

El resultado que sigue muestra que cualquier norma invariante por reorde-
namiento sobre (R, ) surge de este moso di (R, i) es resonante.

Teorema 18. (Teorema de representacion de Luzemburg) Sea p una norma
invariante por reordenamiento sobre el espacio de medida (R, ). Entonces,
existe p invariante por reordenamiento sobre (R™,m) tal que

p(f)=p(f) feM

Ademds, si o es invariante por reordenamiento en (R™ m) y p(f) = o(f*),
para todo f € My se tiene que p'(g) = o'(g*),g € M donde p' es la norma
asociada.

Demostracién. Definamos p(h) = sup { [;° g*h*ds : p'(g) <1}, h € My (RT,m)

)
Claramente por lo visto en la Proposicion 9, p(f) = p(f*) Hay que ver que
p es una norma en (Rt m).
Para la propiedad triangular: Hemos visto que (hy + h2)* < h] + h} por lo
tanto, p(h1 + h2) < p(h1) + p(he). se sigue usando la definicién de p y el
Lema de Hardy).
El resto de (P1) es trivial.
Para ver (P2), 0 < hy < hg implica que h} < h%, luego p(h1) < p(h2).
(P3) Sale andlogamente usando el Teorema de la convergencia mondétona.
(P4) Basta ver que p(x(0,t)) < oo,Vt > 0. Es claro que para t € Rg(u) se
tiene ya que existe un subconjunto F' de medida t tal que p(xr) < oo y por
lo tanto p(XF = X[0,r)) < 00
Usando la propiedad triangular, lo tenemos para cualquier miltiplo de ¢ y
ahora basta usar (P2) para tenerlo para cualquier ¢.
(P5) sigue el mismo argumento.
Sea ahora o otra norma r.i. como en el enunciado. Dado que (R*,m) es
resonante, la norma asociada o’ es

o' (k) = sup {/Ooo h*(s)k*(s)ds : o(h) < 1} .
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En particular, o’(¢g*) = sup { /5~ ¢*(s)h*(s)ds : o(h) < 1}, por lo tanto, p'(g) <
a'(g")

Para ver la otra desigualdad, sea H el conjunto de las funciones h simples
no negativas, decrecientes en el intervalo [0, u(R)) y tal que o(h) < 1. Como
o’ tiene la propiedad de Fatou,

[e.9]
o' (g*) = sup {/ g*(s)h*(s)ds : h € H} .
0
Si (R, ) es no-atémico, cada h € H es la reordenada decreciente de una
funcién simple y habriamos acabado.

Si no es asi, volvemos a aplicar el argumento de cambiar cada dtomo por un
intervalo y alterar la funcién y sale de forma anéloga. O
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4. Otras propiedades de los espacios invariantes
por reordenamiento.

En este tltimo capitulo mostramos mas propiedades de los espacios invari-
antes por reordenamiento. Estudiamos la funcién fundamental, los espacios
de Lorentz asociados a una funcién céncava, los espacios L' +L>® y L' N L>,
asi como los indices de Boyd de un espacio invariante por reordenamiento.

4.1. La funcién fundamental

Lo que vamos a hacer ahora, es asociar a cada espacio r.i. una funcién,
que llamaremos funcién fundamental. Queremos estudiar qué propiedades
podemos conocer del espacio estudiando dicha funcién.

Definicién 13. Sea X r.i. sobre (R, u). Para cada ¢ en el rango de p, sea
E C R, con p(FE) =t. Entonces ¢x(t) = || xE| x es lo que llamamos funcién
fundamental de X.

Sabemos que esta bien definida ya que si hay un F' C R, con u(F) = t,
entonces xg y Xr son equimedibles y asi || xe|lx = ||xrllx-

Ejemplo 5. Calculemos algunas funciones fundamentales. Supongamos 0 <
t < p(R):

Pre(t) = £/, ¢, (n) = nl/p
¢r=(0) =0, $1,,(0) =0
Pre(t) =1, P (n) =1

Teorema 19. Sea X r.i. en un espacio (R, ) resonante y sea X' el espacio
asociado de X. Entonces, ¢x(t)dx:(t) =t, YVt € Rg(u).

Demostracion. Sit =0 ya estd, dado que ¢x(0) = 0 para cualquier X.
Sea, por tanto, 0 < t < co,t € Rg(u), entonces, existe un E C R de medida
t. Se cumple:

t= / dp < |xslxllxsllx = éx(t)ox(t).
FE
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Hay que ver la otra desigualdad, para ello, observemos que:
ox(®) = Ixelx =sup{ [ lgldu: gl <1}

Tomamos cualquiera de estas g y sea h = (% I5 \g\du) XE- Se tiene

1
(5 [ lsldn) ox:(6) = lllxr < lAglle < lgllxr <1,

donde hemos usado el Teorema 16. Ahora basta tomar supremos para obten-
er el resultado. O

Corolario 7. Sea X r.i. sobre (R, 1) resonante. ¢px satisface:
(1) ¢x es creciente, px(t) =0 siy sélo sit=0.
(2) ¢x(t)/t es decreciente.
(3) ¢x es continua salvo quizds en el origen.

Demostracion. (1) Sea t < sy sean E,F conjuntos medibles tales que
w(E) =ty u(F) = s. Por la propiedad de reticulo de X se tiene
Ixellx < lIxrllx v asf ¢x(t) < dx(s).

Si¢x(t) =0 < ||xellx =0 < xg = 0 en casi todo punto, por lo tanto
wE)=0&t=0.

(2) Por el teorema anterior, ¢px(t)/t = 1/¢x/(t) y ahora, aplicando (1),
tenemos que es decreciente.

(3) Si (R, ) es atémico, ¢x estd definida en un conjunto discreto, por lo
tanto, es continua.
Si el espacio no es atémico, ¢x es creciente en (0,u(R)) por lo que
como mucho tendra discontinudades de salto. Supongamos que existe
un tg en el que hay una discontinuidad de salto. Como ¢x es creciente,

ox(ty) < ¢x(td) entonces,

ox(ty) - ox(td)
to t

pero esto no puede ser por (2).
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Ahora, queremos estudiar qué ha de cumplir una funcién para poder
ser funcién fundamental de un espacio. Para ello introducimos los siguientes
conceptos.

Definicién 14. Sea ¢ no negativa en R*. Se dice que es cuasicéncava si:
¢(t) es creciente en (0,00); ¢(t)=0&t=0

o(t)/t es decreciente en (0, 00).

Observacion: Toda funcién no negativa y céncava en [0,00) que sélo se
anula en el origen es cuasiconcava.

Definicién 15. Sea ¢ cuasiconcava en R*. El espacio de Lorentz se define
como

My = My(R*,m) = {f € My | fllu, = sup {F(6(1)} < oo} -

Proposicién 10. Si ¢ es cuasiconcava, el espacio de Lorentz asociado, My
es r.i. y om, = ¢ es decir,la funcion fundamental del espacio, coincide con

o.

Demostracion. Las propiedades (P1), (P2), (P3) de la norma para el fun-
cional

p(f) = sup {f™(t)o(t)}, fe€ My

0<t<oo

se siguen facilmente de las propiedades de f**. Para la propiedad triangular
hay que usar el Teorema 14.

Sabemos que My es r.i. por estar definido en términos de f*. Veamos la
propiedad (P4): Sea E C R, m(E) = t, por lo tanto x} = X[o,) ¥ entonces

Ixelas, = sup {xigy (@)} = s {min(1,2) o)}

0<s<o0



ya que ¢ crece y ¢(s)/s decrece y como ¢(t) < oo, hemos acabado con la
(P4) y ademds hemos probado que la funcién fundamenta coincide con ¢.
Ahora veamos (P5). Si f € My y ECRY, m(E) =t

’/E f(z)dz

< [ s < stmgggm{f*ws)qﬁ(s)} = Gyl fllas,.

El siguiente resultado demuestra que, de hecho, el espacio de Lorentz My es
el més grande con funcién fundamental ¢.

Proposicién 11. Sea X r.i. en (RT,m). Entonces, X — My, con norma
1, es decir,
1fllaz, . < fllx para toda f € X

Demostracion. Sea t > 0, usando la desigualdad de Holder

t
) £1(@ds < ol Ifllx = ox @ fllx = 52 1l

Por lo tanto

o Mex () < |1flx
Y queda probado el resultado. O

Ya tenemos el espacio més grande para una funcién fundamental dada. Para
buscar el mas pequefio, tenemos que profundizar en la teoria de funciones
coOncavas y cuasicéncavas.

Definiciéon 16. Denotaremos por ¢ a la minima funciéon céncava mayorante

de ¢. Esto es, la funciéon céncava mas pequena que es mas grande que ¢.

Proposicion 12. Si ¢ es cuasiconcava, ¢ verifica

¢< <o

| =
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Demostracion. De la definicién de cuasicéncava se deduce que ¢(t) < (1 +
1)¢(x). Por lo tanto, ¢ estd dominada por la funcién céncava ¥(t) = (1 +

LY(z), luego o(t) < 1(t). En particular, si t =z, b(z) < (z) = 26(x).
Con todo esto, concluimos que %qb < ¢ <. ]

Proposicién 13. Sea X r.i. sobre (RT,m). Entonces X puede ser renor-
mado con una norma r.1. tal que la funcién fundamental sea céncava.

Demostracion. Sabemos que ¢x es cuasiconcava. Por la proposiciéon anteri-
or, ¢ verifica que %gb < ¢ <.
Sea M 3 el espacio de Lorentz asociado a la funcién mayorante y sea

o(f) = max{||flx, I flla;}  f € Mo(RT)
Dado que tanto X como M 3 son r.i., la norma v también es r.i. Ademas,

Ifllx < o(f) < max{(|fllx, 20 flla, b < 20l x-

donde hemos usado la Proposicién 11 y la 12, obteniendo || - [|x ~ v.
También,

v(x(0.) = méx{lIxnllx = &), 6(t)} = d(1).

Por lo tanto, X = X (v) y tiene como funcién fundamental ¢ que es céncava.
O

Definicién 17. Sea X r.i. en (R*, m) y supongamos que X estd renormado
como en la proposicién anterior tal que ¢x es céncava. Los espacios de
Lorentz A(X) y M(X) se definen:

M(X) = Mgy = |fllmy) = sup {f*(H)ox(t)}-
0<t<oo

ACe) = {1 €M flaco = [ (0)dox(s) <}

La integral en la norma de || f|[s(x) se puede reescribir en la forma

I£lwdx(0%) + [~ 7 (s)ox(s)ds
0

donde ¥ x es una funcion no-negativa y decreciente. La llamaremos, funcién

derivada de ¢.
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Teorema 20. Sea X un espacio funcional de Banach r.i. sobre (R, m).
Supongamos que, de nuevo, ha sido renormado para que tenga una funcion
fundamenta concava. Entonces A(X) y M (X) son r.i. y cada uno tiene como
funcion fundamental ¢x. Ademds:

AX) = X — M(X)
y ambas inclusiones son de norma 1.

Demostracion. Para M(X) el resultado estd visto en las Proposiciones 10 y
11.

Las propiedades (P1)-(P3) de la norma en A(X) se obtienen fécilmente. Para
la triangular, basta ver que (f + g)* < f* 4+ ¢" y como ¢x es céncava, su
derivada, 1 x es no negativa y decreciente (por el Lema de Hardy), entonces

1 +gllacc = /O T () < /0 T Pkt /0 g = I fllaco + l9llac)-

Para ver (P4), sea E con medida ¢t > 0, por lo tanto

Ixellace = [ xon(©)déx(s) = ox(@)

Con esto hemos obtenido (P4) y ademas, que Pax) = ¢x-

(P5) se va a deducir de la inclusién primera. Por lo tanto, veamos esto. Por el
Lema de Fatou y dado que ambas normas son r.i. basta verlo para funciones
simples decrecientes. En ese caso f = f*:

n
= ZCkX(O,tk)uck >0y 0<t <... <ty
k=1

Se tiene que
1flx <3 erlixonnllx = 3 crox (t) = / F(8)dox (5) = Il fllacx)-
k=1 k=1

Con esto, concluimos la prueba. O

Corolario 8. Si X es r.i. sobre (RT,m) con funcién fundamental céncava
¢x, se verifica que A(X) y M(X) son el mds pequerio y el mds grande de
todos los espacios con la misma funcién fundamental.
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4.2. Los espacios L'+ L>® y L' N L.

Podemos construir mas ejemplos de espacios r.i. sin mas que hacer inter-
secciones y sumas de espacios LP. En este apartado estudiaremos los espacios
L'+ L™y L' N L>® que ademés son particularmente importantes dado que
como veremos, son el mas grande y el mas pequenio de los espacios r.i.

Definicién 18. Sea (R, i) un espacio o—finito.

(a) Se define L' + L™ = {f =g+ h € My:g € L', h € L>}. Ponemos

co — 1 f h o (.
I llrspee = b Lllgllze + [Alloo}

(b) El espacio L' N L* se dota de la siguiente norma

[l zinzee = max{|[ fll L1 [ fllze}-

Esta norma puede describirse también de la siguiente forma

fg f*(s)ds o i
o = SuUp ————+— = Ssu t)méax(1,t)).
||f||LlﬂL 0<t<p { (1,t) O<t<p (f ( ) ( ))

En algunas ocasiones, es util disponer de otra descripcién de la norma de
LY + L.

Teorema 21. Sea (R, ) o—finito y sea f € My. Entonces:

t
it (gl + tlhli=} = [ £ (&)ds =t (1), vt >0,
f=g+h 0

Demostracion. La segunda desigualdad es trivial teniendo en cuenta la defini-
cién de f**.
Sea ahora f € My, t > 0. Llamamos a; = inf{||g||;1 + ||h||Le}. Veamos
primero que

/OO fr(s)ds < ay.
0

Sea f € L' + L>®, f = g + h, por lo tanto

t t t
| s < [ gt s+ [ 0 (5)ds < lglles + el
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y esa desigualdad queda vista.
Veamos la reciproca. Basta ver que existen g € L',h € L™>®, f = g + h tales
que:

t
lgll 2 + ] fll e < /0 £ (s)ds.

Podemos suponer que el lado derecho es finito. Por la desigualdad de Hardy-
Littlewood, f es integrable en cualquier conjunto de medida a lo mas t. Sea
E={x:|f(x)] > f*(t)} y sea to = u(E). Por las propiedades de f* se tiene
que tg <t por lo tanto f es integrable en E. En particular

g(x) = méx{|f(2)| — £*(t), 0} - sgn(f(x)) pertencce a L' (1)

h(x) = min{|f(2)], £*(8)} - sgn(f(x)) a L™
con norma ||h|lc < f*(¢). Por lo tanto:
to
ol = [ 171 = w(@) @) < [ 1) = tof o).
E 0
Luego .
lalles + ekl < [ (s + (2 = t0) " (0).

Pero f*(s) es constantemente igual a f*(t) siempre que tg < s < t. Por lo
tanto

t
lolles + bl < [ (5)ds

vy hemos acabado, ya que f = g + h. O

Se puede probar también que:

Teorema 22. Los espacios L' + L™ y L' N L™ sobre espacios de medida
resonantes (R, ) son r.i. y las normas vienen dadas por:

1
1fll e = /0 f*(s)ds
fg f*(s)ds

min(1,t)
Ademds (L' + L>®) = L' NL>® y (L' N L>®) = L' 4+ L.

Hf||leLoo = Sltlp

Como consecuencia de esto resulta que:
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Corolario 9. Las funciones fundamentales de estos espacios son:
b1 41 (1) = min(1, 1)
Pringe(t) = max(1,7)

Teorema 23. Sea X un espacio de Banach funcional r.i. Se tiene que
L'NL® < X — L'+ 1™

y las inclusiones son de norma 1 si se cambia la norma de X por una que

es multiplo de ella.

Demostracion. Por el Teorema de Luxemburg y las representaciones de las
normas, basta verlo en el espacio (R, m). Usando la desigualdad de Hélder,
se tiene que:

1
[l prspoe :/0 F(s)ds < IxpllxlIfllx = ox (DI fllx

Por lo tanto, X < L' 4+ L* con norma a lo sumo ¢x/(1). Ademads, si
tomamos f = x[0,1]s

[ 0. 11(5)ds < 6o (ox(1) < 1

Por lo tanto, ya sabemos que la norma es exactamente ¢ x/(1).
Intercambiando los papeles de X y X’ se tiene que X’ — L' + L™ con
norma ¢x (1), por lo tanto, pasando a los asociados:

L'NL® = (L' + L®) < X y ||flx < ¢x)lIfll1nze-

Basta renormar el espacio, pasar de || - |x por ¢x/(1)| - |l x para que cada
una de las inclusiones tenga norma 1. O

Corolario 10. Sea X r.i. sobre (R, u) finito, entonces £.° — X < L'
Ademas, si p(R) =1 y ||1||lx =1 las inclusiones son de norma 1.

Corolario 11. Sea (R, u) completamente atdmico, de dtomos numerables
con medida o. Si X es un espacio r.i. sobre (R, ), entonces

P ey X s ™

Ademds, si a = 1 y la norma en X de la funcion caracteristica de un dtomo
es 1, entonces las dos inclusiones son de norma 1.
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4.3. Indices de Boyd

Estos indices fueron introducidos por primera vez por Boyd en 1969.
Surgieron para demostrar resultados de interpolacién en espacios invariantes
por reordenamiento entre LP! y LP2.

Si tenemos un operador T' acotado en LP' y LP2 y un espacio X invariante
por reordenamiento entre ellos, en el sentido de que contiene a LP! y esta
contenido en LP?, los indices de Boyd ayudan a ver si T' es también acotado
en X.

Sin embargo, este resultado se escapa de los limites de este trabajo, pero
merece la pena mencionarlo como motivacién para esta seccién, en la que
introduciremos las definiciones de los indices y sus propiedades fundamen-
tales.

Veamos antes unos conceptos previos.

Definicién 19. Una funcién real w : (—o0o,00) — R es subaditiva si para
todo t € R se tiene que w(s +t) < w(s) + w(t).

Lema 6. Sea w creciente y subaditiva en (—oo,00) tal que w(0) = 0, en-
tonces —w(—s) < w(s). Ademds

w(s )
()—>a>0,s%oo y a= lim
s =00 8 s>0 s

= inf w(s).

Demostracion. Por ser subaditiva, sabemos que 0 = w(0) = w(s + (—s)) <
w(s) +w(—s) = —w(—s) <w(s).
w(s

Sea a = Infyg =~. Es claro que 0 < o < w(1), en particular, o < oo.

Sea € > 0, sea t > 0 tal que
a< —= < a+te

t

Elegimos un N € N tal que (1 + %) @ <a+te
Para cada s > Nt, dn > N tal que nt <s

y subaditiva, tenemos que w(s) < (n

_'_
wgs) < (n—i‘;t)w(t) < (1_'_1)0‘}@) <a-+te

< (n+ 1)t. Como w es creciente
1)w(t), entonces

N

y con esto queda probado el resultado. ]
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Definicién 20. Una funcién no-negativa 1 en (0, c0) se dice submultiplica-
tiva si

U(st) < P(s)p(t) (0 <s,t<o0)
A cada 1 submultiplicativa, podemos asociarle una w en (—o0, c0) definida
por w(s) = log(e®).

Claramente, w es subaditiva. Si v es creciente y 1(1) = 1, entonces w verifica
w(s)

las hipétesis del lema anterior sea a = infs~o =. Entonces, si llamamos
a(y)) = «a se verifica que 0 < a < 0o y
1 t 1 t
G() = 1im og(¥(t) _ . ¢logv(t)
t—0 logt t>1 logt

Lema 7. Sea 1) creciente y submultiplicativa en (0,00) para la que (1) = 1.
Sea a un real positivo. Se verifica que

ay) <ae /loo t_aw(t)% < 0.

Demostracion. Si a(y) < a, entonces existe un € > 0 de manera que a () <
a — €. Por la definicién de @ se tiene que existe un 7' > 1 tal que

log (1) ca

—€e Vt>T.
logt

Por lo tanto, ¥(t) < t*7¢,Vt > T'. Luego

o —a dt r —1—a o —1—e¢
/ ¢ w(t)—gw(T)/ ¢ dt+/ 1At < oo,
1 t 1 T

Reciprocamente, si [; t*aw(t)% < 00, entonces s %)(s) < 1 para cierto
s > 1. Por lo que:

o lomd(s) _log(s?)
)< Toals) < Togls)

v hemos terminado. O

A partir de ahora llamaremos X a un espacio funcional de Banach r.i. sobre
un espacio de medida infinito, no atémico y o—finito.

En este caso, el teorema de Luxemburg nos da una norma funcional p r.i.
sobre (R™,m), que definimos en la demostraciéon del teorema, y podemos
trabajar con el espacio generado por esta nueva norma en vez de con X. Lo
denotamos X.
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Definiciéon 21. Para todo t > 0, sea E; el operador dilatador, es decir,

(Ef)(s) = f(st). Definimos hx(t) = [|E1llp(x), donde B(X) denota los

operadores acotados de X en X.

Para justificar la anterior definicién de hx, tenemos que demostrar que E}
es acotado de X en X.

Proposicién 14. Para todo t > 0, E; es acotado de X en X. La funcion
hx es creciente y submultiplicativa en (0,00),hx(1) =1y
hx(t) < méx(1,t).

Ademds, si X' el espacio asociado de X, hx(t) = thx: (%) ,0 <t < o0.

Demostracion. Ey;y es una contraccion en L>®(R*,m) y, como

/Ooo |E1(f)(s)|ds = /Ooo |f(s/t)|ds = t/ooo F(v)dv.

Por lo tanto, E/ es acotado en L'(R*,m) con norma t. Aplicando ahora
el Teorema de interpolacién dado en [1, Chapter 3, Thm. 2.2], resulta que
E; es acotado en X con norma menor o igual que el max(1,1).

hx (1) =1 trivialmente, ya que F; es la identidad.

Es facil ver que (E.f)* = E¢f*, entonces

| By /e fllx = sup {/000 I (j) g (s)ds : ||lgll ¢ < 1}

para cualquier f € X. Tenemos por tanto, que hx es creciente en t. También
hx es submultiplicativa ya que Fy = EsE;. Ademés, mediante un cambio
de variable en la expresién anterior

1
1Bl < eI Eugls < et (5
Entonces, hx(t) < thx/(1/t). Ahora, cambiando X por X', ¢ por 1/t y

usando que X = X" se obtiene hx/(1/t) < 1/thx(t) y se concluye la igual-
dad. O

47



Definiciéon 22. Sea X un espacio funcional de Banach r.i. sobre un espacio
de medida infinito, sin &tomos y o—finito. Los indices de Boyd de X son los
nimeros ay v ay definidos mediante

ax = sup log hx (t) G — fuf log hx (t)
X T e logt >1  logt

Proposicion 15. Los indices a« = axy y a = ax de X vienen dado por los
limites:
log hx (t) _ ,

ay = lim ————=, ax = lim ———~=
t—0+ logt t—oo  logt
y satisfacen 0 < a < a < 1.
Ademds los indices o/ = ay y &' = ax: del espacio asociado vienen dados
poT

/ — —/
a=1—-a, oa=1—«

Demostracion. La identidad hx (t) = thx:(1/t) implica:

loghx(t) 1 log hx/(1/t)

logt log(1/t)

Porlo tanto o/ =1—a,a’ =1—a.
Las propiedades de hx vistas en la Proposicién 14 y la propia definicién,
demuestran que
G = a(hy) = Jim 080X

t—oo  logt
Usando lo que sabemos de éste indice y las relaciones entre los asociados,
sacamos también la definicién a través del limite para a.
Que a < 1 sale de que hx(t) < max(1,t). Aplicindolo a X’ se obtiene que
a =1-—a' > 0. Dicho esto, basta ver que a < a.
Como hx es submultiplicativa: 1 = hx (1) < hx(t)hx(1/t),Vt > 1. Luego

loghx(1/t) _ log(1/hx(1/t)) _ loghx(t)
log(1/t) logt — logt

Ahora, si t — oo, el miembro de la izquierda tiende a «, el de la derecha a
a y hemos acabado. O

Definicién 23. Para 0 < a < 1 definimos el siguiente operador en My(R™, m).

t

(Paf)(t)zfa/o saf(s)%, 0<t< oo
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De forma analoga y para 0 < a < 1, definimos

(Quf)(t) =t~ /:O saf(s)%, 0<t< oo

Hacemos notar que Q) es el operador adjunto de P, cuando a + b = 1, por
lo tanto:

[ wanwain = [~ @)@
0 0

Teorema 24. Se verifica:
(a) El operador P, es acotado en X si y sélo si a > ax.
(b) Q. es acotado en X si y solo sia < ay.

Demostracion. Supongamos P, acotado en X. Sean fe X yge X’ tales
que |fllg <1y llgllg <1

Se tiene que
&0 * S *
/ f (t) 9" (s)ds
0

decrece con t, por lo tanto, para cada ¢ > 0 fijo, tenemos:

C>Qf"‘ s g*(s)ds = at® 1/tu“_1du oof* i g*(s)ds
0 t 0 0

< at® /Ol/t </OOO f*(su)g*(s)ds) udu

= at® /OOO g% (s) </01/t f*(su)u“?) ds.

Sit > 1 podemos cambiar los limites de integracién de la integral de dentro
por el [0, 1] y mediante un cambio de variable, obtenemos

oo S o0 S d/U
L7 () gis<ar [Toe (s [ @)
0 t 0 0 v
o0
=at [ g (s)(Puf ) (s)ds
< at®|| Pall gxy-
Tomando supremos en f y g en las condiciones descritas anteriormente,
hx(t) = 1Evullpxy < at®|Pallpxy  t> 1.
Por lo tanto, obtenemos

loghx(t) _ . log(alFul])
log(t) — logt
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v haciendo tender ¢ a infinito, obtenemos ax < a.

Hemos probado entonces que || Fyl| = || Pall g(x) < oo implica que a > ax.
Tenemos que ver que la desigualdad es estrlcta Sea € > 0 tal que €|| P,|| < 1.
Entonces el operador I — e¢P, es acotado e invertible y

(I —€Py) Z "P.

El operador T = P,(I — eP,) ! = 32 e"P"+1 es acotado también.
Ademas, puede verse por induccién que

(PP / F(st logl/ (log 1/9)" a1

Por lo tanto, usando el teorema de Beppo LeVl7 tenemos, para funciones no
negativas de X que

(TF)t) = /01 (i (610g(1/5))”> f(St)Saflds = /01 f(st)sa*“lds.

|
=0 n:

Partiendo cada funcién de X en su parte positiva y negativa, podemos obten-
er el resultado para toda funcién de X. Asi T = P,_.. Dado que T es acotado,
usando el mismo argumento de antes, deducimos que a — € > ax. Y por lo
tanto a > ax como queriamos.

Veamos ahora el reciproco, supongamos que a > ax. El Lema 8 nos dice
que

! a—1 o0 —a dt
/OHESHB(X)S ds:/l (1) < oo

Por lo tanto, si tomamos f y g como antes

/Ooo(Paf)(wg(t)dt’ < /OO (/1 !f(st)\sa_1d5> lg(6)]dt
—/ (/ ()dt> “ds

< /0 | Bl eys™ds

Usando lo que hemos visto sobre esta ultima integral y tomando supremos
sobre las f y g sujetas a esas condiciones, deducimos que P, es acotado en
X. Por lo tanto, la parte (a) queda probada.

Ahora si 0 < a < 1, usando que @, es el adjunto de P,, se tiene que Q,
es acotado en X si y solo si P;_, es acotado en X'. Por el apartado (a),
esto ocurre si y sélo si 1 —a > axr. Pero axr =1 — ay, por lo tanto @), es
acotado en X si y s6lo si a < ay y el teorema queda probado. 0
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