VARIABLE COMPLEJA Y ANALISIS FUNCIONAL
(Curso 2001-2002)

HOJA 5

Ejercicio 1. Calcula:

a) [T =iy (a,b>0);

—00 x2+b2

Solucion:

La integral que estamos considerando es convergente en toda la recta real
porque 2% + b? # 0 (z es una variable real) y el integrando es una funcién
continua y esta acotada por:

1
22

coS ax
2+ b2~

siendo x% una funcion integrable cuando x tiende hacia —oco y hacia oo.

Tomamos la funciéon de variable compleja:

1az
e

)=

y se toma el semidisco Dg del semiplano superior acotado por el intervalo
[—R, R] en el egje real y la semicircunferencia I'g de radio R y centro 0 en el
semiplano superior.

Integramos la funcién f(z) = % en la frontera de Dg(0Dg), orientada
positivamente. Para ello aplicamos el Teorema del Residuo. La funcién tiene
un unico polo en el interior de 0Dy, un polo simple, z = bi.

e—ba

Res(f,bi) = b

Asi,

elaz R glax
2miRes(f,bi) = ——dz = ———dx + d
miRes(f, bi) /(9DR52+222 /_RxQ—i—b?x /FRf(Z)z
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/ etaz y 5 R (f b) 5 .efba efba
—— a2 = ZTiLves 1) = 4T =T
oy U2 + 22 ’ 2bi b

Se tienen las siguientes acotaciones:

eie?| = e7Im= < 1 porquea >0 e Imz>0, para z € ['g

|22 + 0| > |R* — b?|, parazely

h'm‘/ f(2)dz
fim | [ s

Por lo tanto:
< I TR _0
> Rl_,nool |R2 — 12| o

Cuando R — oo:

Finalmente:

*©  sen’x
b ——d
e
Solucion:

©  sen’x 1 (>  sen’x
Ty . L
o 31+ x?) 2 J_ o 2?(1 +2?)

La integral que estamos considerando es convergente en toda la recta real
porque x = 0 es una singularidad evitable y el integrando es una funcién
continua y esta acotada por:

sean

22(1 + 22)

1

_ZE4

siendo z%l una funcion integrable cuando x tiende hacia —oo y hacia oo.

/°° sen?x dp — /°° sen%dx_/oo senx i
oo T2(1 + 22) oo X2 o T2+ 1




2 ., . .
25+ tomamos la funcién de variable compleja:

Para calcular [~

(62iz _ 1)
22

f(z) =

y se toma el dominio D que es un semidisco del semiplano superior de radio
R, salvando la singularidad en z = 0 con una semicircunferencia 7. de radio
e. Como f es una funciéon holomorfa en D, por el Teorema de Cauchy se
tiene:

f(2)dz=0
oD

Esta integral se descompone en la suma de cuatro integrales, de ¢ a R a lo
largo del eje real positivo, alrededor del contorno semicircular I'g de radio R
en sentido directo, de —R a —¢ a lo largo del eje real negativo y alrededor
del contorno semicircular 7. de radio € en sentido inverso:

B R (621'9: _ 1) (62iz _ 1)
- f(z) = /E —a dx + /FR ~— Zdz+

52
—€ 2i$_1 22‘2_1
+/ —(e 5 )dx+/—<e 5 )dz:O
R X Ve z
Si R — oo 5 or R
T
< — <
‘ FRf(z)dz‘_ﬂR‘RQ‘ < JQOO

porque |e** — 1] < e 2mz + 1 <2

Cuando R — oc:
0o 2ix 1 —€ 2ix 1 2tz 1
/ Qdﬁ/ <€_2>dx+/ (o P
. T o x e z

El desarrollo de Laurent de f(z) en 0 es:

f(z) _ 62i12— 1 _ Z (2Ti!>nzn—2 _

n=1

2i = (26)"*2
-2 _9 )
z +Z(n+2)!z

n=1
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La parte no singular por ser holomorfa tiene una cota M independiente de ¢
de forma que
Mlong(vy:) —2 0
E—>

Tomando la parametrizacién v.(0) = e, 0 € [r,0]:

1 | ,
/ —dz:/ —Heiezedez—wi
ve x €€

Luego,

y por tanto,

0021'36_1 0 2i:):_1
/6 d:v+/ 427 =0
0

2 T

—00

y si tomo la parte real de la integral se tiene:

* cos2r — 1
/ O e +27 =0
_ e

o0

y concluimos que

[e'e) 2
Para calcular [~ *5%

/OO sen’x 1 /OO dz 1 /"O cos2x
dr = - L
T2+ 1 2) cx2+1 2 ) a22+1

Y sabemos que:

dx, como




s o « 7.
Sélo tenemos que calcular ffoo %dm. Para ello tomamos el semidisco Dg

del semiplano superior acotado por el intervalo [—R, R] en el eje real y el
contorno semicircular I' de radio R en el semiplano superior. Se integra la
funcién % en 0Dpg. La funcién tiene un tnico polo en el semiplano superior,
un polo simple en ¢, cuyo residuo es:

€2iz e
(i) -5
€S 1—{—2:2 1

Asi,

21z

& _

/ 2dZ=7T€ 2
8Dg 1 + z

Como |e*?| < 1 en el semiplano superior:

‘/ eQiz J ‘< 1 R 0
z e — —
FR1+Z2 - R2—17r R—oo

2iz R 2ix 2iz
/ ¢ 2dz:/ ¢ 2dx+/ ¢ 2dz
8DR1+Z 7R1+l' FRl—I—Z

Pasando al limite de R — o0, se obtiene:

0 621'9:
/ qu: = e ?
oo L4

De nuevo:

Y por tanto:

Finalmente:

<z
d
c) /0 T 0%



Solucién:
Tomamos la funciéon de variable compleja:

f(z) =

z
1+ 26

y se toma el sector circular S del semiplano superior acotado por el intervalo
[0, R] en el eje real, el segmento v = [e3?, 0] y el arco de circunferencia I'g de
radio R, centro 0 y angulo % en el semiplano superior.

Integramos la funcién f(z) = 55 en la frontera de Sg(dSg), orientada

positivamente. Para ello aplicamos el Teorema del Residuo.

Las raices de 2% + 1 son:

z=ec'CHD k=0, .5

., . s . . . s
La funcién tiene un tinico polo en el interior de Sk, un polo simple, z = es”.

sy 143

Res(f,es") = D

Por lo tanto:

R .
f(z)dz = A f(z)dz+/0 f(x)dx+/f(z)dz:QWiRes(f,e?)

0SRr

Tomando la parametrizacién v(t) = te's, t € [R,0]

R T R
t63l . 27 t
z)dz = — ———¢3'dt = —¢3 dt
/ﬂtU /0 1 + t8¢2ri o L+t

) z
lim ‘/
R—o0 I'r 1 + ZG

Cuando R tiende a infinito se obtiene:

Ademas,

dz

lim —— =0
S 3| R — 1]

27

(1—e73) / f(x $—27TZR6$(f€6)
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/"o T dr — T
o 148 3v/3

> logx
d d
) /0 1 +az

Solucién:
Se define G = C — [0, +00).

. 2
La funcién f(z) = llf’fzg, con 0 <argz <2m, esholomorfa en G.

Consideramos que la semirrecta tiene un borde superior y un borde inferior,
y se extiende por continuidad a cada uno de estos bordes, definiendo con
argz = 0 al borde superior y con argz = 27 al borde inferior.

Para ¢ > 0 pequena y R > 0 grande, se consideran los puntos z del dominio
D c C—[0,+00) que satisfacen € < |z| < R. La funcién f(z) tiene dos polos

simples en D, z =iy z = —i. Se calculan sus residuos correspondientes:
2
. LT
Res(f,i) = iy

Res(f, —i) = —§7r27j;
Aplicando el Teorema del Residuo:

2

2.
f(2)dz = 2mi (% - %) =27°

oD

La integral a lo largo de 9D se descompone en la suma de cuatro integrales:

R logx (log:c + 27rz
dz — d g [ Uogr £ 2mi)”
fya: / vt [ s / +/f

1+
Ademds \logR + 27 |?
I%I;HOlO/f dz<11m2R|gR2—_1|=0
hm)/ f(z)dz <£ii%27r6|l0|91€_;€227lr|2:0



Tomando R — oo y € — O:

o log?x t° log?x + 4milogr — 4m?
21 = dr — dx =
8 /0 1+ a2 /0 1+ 22 ‘

< d >
:47r2/ v —47rz'/ 0g% ——dx
o 1+ a2 0o 1+ a2

Como las dos integrales anteriores son reales y el resultado final también lo
es, se deduce que la parte imaginaria anterior es idénticamente nula:

<
| e =0
o 1422

Ejercicio 2. Calcula la suma de las series:

1
a) Zm7 (a € (0,1));

n=—oo

Solucion:

Sea f(z) = Z+a2yh( )—%.

Los polos de h son:
z =0 (de orden 2)
z € Z(z #0), (de orden 1)

Sea Cy, N € N, el borde del cuadrado de vértices:

1 1
i<N+§>(1+i) y (N 5)(1 )
Por el Teorema del Residuo:

t
/ M—QﬂzReshO ZReshn
Cn <

n;«éO



, . (z—n)costz 1
Res(h,n) = lim « = m lim (z = n)eosmz =—
z—n z z—n ZSenmz n

(z —n)cotg(nz)

Luego:
meotgmz N
/ TONITE _ o <Res(h,0) + Z —> = 2miRes(h,0)
Cn “ n=—N n
n#0

El desarrollo de h en serie de Laurent en 0 es de la siguiente forma:
h(z) = boa  0a +bo+ibkzk
22 z p

La funcién h es par, entonces

0="h(z) —h(=2) =2 byyps 2"
k=-—1

Entonces todos los coeficientes impares del desarrollo de h en serie de Laurent
en 0 son nulos, en particular:

b_1 = Res(h,0) =0

Entonces:

t
/ Teorgme _ 2miRes(h,0) =0
cy  F

Usando este resultado:
t 1
/ &gﬂjdz = / 7rcotg7rz<—2 — @>dz
oy (24 a) On (z+a) z

Desarrollamos % f <%> en serie de Laurent en 0:
% f (%) estd acotada en |z| < % que es equivalente a decir que z f(z) estd aco-
tado en |z| > R, ésto es asi porque

2f(z) — 0

Z— 00

9



lo que significa que estd acotado en un entorno de infinito.

z = 0 es una singularidad evitable de f, por ser f una funcién holomorfa y
acotada cerca de 0.

Por ser una singularidad evitable, la serie de Laurent de la funcién f en 0 no
tiene parte singular:

1 ./1 1
—f<—> =ap+a1z+ ... en |z| <=
2" \z R

Entonces el desarrollo de Laurent en infinito de la funcién f(z) es

f(z):;—l—;—l—;—i—.... en |z| >R
Qg aq 1 a9
f(Z)—; ; ——2<CL1+_+ > en |Z|>R

Por tanto,
Qo M
z)——| <— en |z| >R
@)= en I
De todo lo anterior se tiene que:
7rcotg7rz
—7r8 N +1)Sup|cotgrz
\/CN O] < Y + 1) Supleotn]
cOSTZ eimz 4 eTimz
|cotgmz| = ) ‘ = |— — | =
Senmz ez — eIz
27rzz_'_1 27rzz_|_1+1_1 2+‘€2m’z_1’ 2
- ‘ ’ - ( ‘ < ‘ S +1
eZmz _ e27nz _ |627rzz _ 1’ ‘627”2 _ 1|

Si se prueba que |¢*™* — 1| > 1 en Cly tendremos que:

|cotgmz| < +1<1+4=5

’627”‘,2 _ 1|
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Y obtenido esto tendremos que:

Sup |cotgmz| <5
zeCn

y entonces

’ 7rcotg7rz 0
Cn z + a N—oo

Veamos entonces que en efecto |¢2™2 — 1] > 1 en Cy:

Para: 1 ) ]
—tx(V+g)i te[-(Veg) v g)
z + 5 1 € + 5 + 5
e2miz _ 2mit e:l:?w(N—l—%)
, 3
2miz :|:27r(N+
€] = e B
- 1
2miz 1 > =
e =1 2
Para:
—i<N+1>+t' te[ <N+1> N+1}
- 2) T VAR
p2miz _ eiQm’(NJr%)efort — eEmigT2mt 2wt

Al ser un valor negativo dista de 1 mas de %:

|62ﬂ'iz _ 1| >

DN | —

Finalmente:
/ meotgmz
——dz =
oy (2 +a)?
N
= 27rz'[ Z Res(mf(z)cotgnz,n) + Res(m f(z)cotgnz, —a)]
n=—N
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Cuando N — oo:

Z Res(mf(z)cotgnz,n) = —Res(m f(z)cotgrz, —a)

n=—oo

Llamamos ¢(z) = mcotgmz:

Resto ) — o) = T
esly, ~a) = g (-a) = ~ Ty
Entonces:
oo 2
E R€S<7Tf(Z)COtg7TZ,n) = W

n=—oo

Y este resultado es posible porque a € (0, 1), por tanto, el denominador no
se anula.

Ademas,

R (7rcotg7rz ) ” (z —n)cosmz
—— n)=7rlim ———
(z4a)?’ z—n (2 4+ a)?senmz

TCOSNT 1

(n 4+ a)?mcosnm  (n + a)?

El resultado final es:

o0

1 ™
Z (n+a)? - (senma)?

n=—oo

— 1
b2 @2n+1)2

n=0

Solucion:
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En este ejercicio se va a utilizar el resultado obtenido en el apartado anterior

= 1 1 « 1
;:; (2n+1)2 2 n:zoo (2n + 1)2
La igualdad anterior es cierta porque:
-1 00 00 o]
1 1 1 1
> AT =TT = X T = X T
— (2n+1) —~ (—2n+1) —~ (2n—1) — (2n+1)
De esta forma:
- 1 1 & 1 1 & 3 w2
2 (2n +1)2 2;_:00 (2n+1)2 2 z_:oo (n+2)2 38
2
“~ (2n+1) 8
1
c) ﬁ;
n=1
Solucion:

En este ejercicio se aplica el resultado obtenido en el apartado a)

n=1 k=0 k=1 k=1
o0
3 1 w2
4 n? 8
n=1
o0
1 2
— =—
n
n=1 6
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Ejercicio 3. Para cada R > 0 sea I'r el borde del rectangulo de vértices
m,—m,m + 1R y —m + iR recorrido en sentido directo. Utiliza la integral

pr —Z==dz para calcular
s
rSenc
————dx
0o 2—2cosx

Solucion:
La funcién f(z) = ;== tiene una tnica singularidad, que es evitable, en
z =0 ya que:
, z , 1 1
lim —— =lim —— = -
z—01 —e™ %  z2-04e % 1
Ademas:
e =1 —iz=2kri, k€Zez=2kr, keZ
Entonces:

0:/ ;.dz:/ T ey
r, l—e* . l—ew

R . R i .

+/ Zﬂ—md{l? — / z&dx +/ ;dz

0 1 — e—i(m+iz) 0 1 — e—i(—m+iz) . 1 — e 2

donde g es el segmento [—7 + iR, m + i R].
0= / B / ;-
rp l—e™” o l—e™@

t —
+/ .dt—l—i/ (Wﬂx— 7T+m>d:c+/ — =
s l—et o \l4e® 1+e” g L— €7

Con el cambio de variable: x = —t, dx = —dt, se tiene:

0 T
t —
/ .dt:/ iy
L l—e g 1—e®
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Entonces,

0:/ & ‘ :/ L.dx%—/ —x{ dx+
FRl_efzz 0 1_672x 0 1—6”3
,/R dz / z
+27TZ x+ 7iz:
i 1 1
:/ x( —z'a:_ zm)dx+
0 l1—e 1—e
,/R dz / z
+27TZ x+ 7iz:
T R
— d
:Z-/ Mmzm/ d +/
o 1—cosx o l+e* e L — €7

. , ;
Se tiene que limp_,o va —

T R
- d
N e =
R—o0 o 1—cosx o 1+e” e L— e

= 0, entonces:

Y por tanto,

™ o0 d
/ rsenx dr — 9 / x
o 1—cosz o l+e”
Haciendo el cambio de variable: e =t, tdx = dt se tiene:

/°° dx _/°° i
o L+er Ji t(+1t)

15



Por ser el logaritmo una funciéon continua:

. R _
= ln(}%gr;o 1—1-—R> +In(2) = In(2)

Finalmente:

/ ey - min(2)
0

2 — 2cosx

Ejercicio 4. ;Ezxiste una funcion holomorfa del disco D = D(0;1) en él
mismo con f(3) =2y f'(3)=27¢
Solucién:
En este ejercicio se aplica el siguiente resultado:
f: D — C holomorfa, tal que |f(2)| <1, a€ D,

a= f(a) (a€ D salvo que f sea constante) entonces

1—|af
1 —Jaf?

[f'(a)] <

Supongamos que existe una funcién holomorfa que cumple las condiciones
del enunciado,por el resultado anterior se cumpliria:

1@ _ 7

2
3= 1—a2 12

Se llega a una contradiccion, por tanto, no existe ninguna funciéon holomorfa
del disco D = D(0;1) en ¢l mismo con f(3) =2y f'(3) =2
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Ejercicio 5. Supongamos que f es holomorfa en un entorno del disco 5(0; 1)

y|f(2)| =1 si|z| =1y supongamos que f tiene un cero simple en z = 1(144)

y un cero doble en z = 3.4 Puede ser f(0) = 1?

Solucion:

Si f: G — C es una funcién holomorfa, donde l_?(O; 1) CGy |f(z)] =1si
|z| = 1, veamos primero cémo ha de ser la expresién de esta funcién:

Por hipétesis: f(0D) = 0D

f puede ser constante(no se va a tener en cuenta) 6 f : D — D, por el
Principio del Médulo Méximo y el Teorema de la Aplicacion Abierta.

Salvo que f sea constante , si f no se anula , entonces % : D — C holomorfa
y

—(2)|=1, VzeoD

Por el Principio del Médulo Méximo,% : D — D ysellega a una contradiccion
porque si f: D — D entonces % manda un punto que esta en el interior del

disco a un punto exterior y por tanto para |z| < 1, —|f(lz)‘ > 1.

Por tanto, f se anula en D(salvo f constante).
En ay,..,a, se tiene f(a;) =0, i=1,...n.

El ntimero de ceros es finito porque si hubiese infinitos ceros, habria un punto
de acumulacién (Teorema de Weierstrass) dentro de G, tal vez en la frontera
de D y por el Principio de Identidad, f seria idénticamente nula.

Se considera

)
HE = @

donde p,(z) = =% con |a| < 1, es una transformacién de Mobius.

l—az
H es una funcién holomorfa en D, ya que sus singularidades en aq, ..., a,, son
evitables y ademas

IV(C
B PN E e A

Como |H(z)|=1si|2| =1y H no se anula = H(z) =c¢ (|¢c| =1). Esto es
asi por el siguiente resultado:

17



"G C C abierto acotado. [ : G — C holomorfa, f : G—C continua,
tal que |f(z)| = ¢ Vz € 0G, entonces [ es constante 6 f tiene un
cero en G.”

Por tanto la expresién de f(z) es de la forma:

f(2) = cpa, (). a, (2)

En nuestro caso:

1

Por tanto, f(0) no puede valer 5 ni ningtin valor que tenga médulo mayor

V2
que 5.

Ejercicio 6. Sea u una funcion armonica en 2. Sean a € Q y R > 0 tales

que Z_)(a; R) C Q. Demuestra que
@ = [tz
ula) = — [ [ u(x,y)dxdy
mR? D(a;R)

Solucion:

Para resolver este ejercicio se aplicara el Teorema del Valor Medio:
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u: G — R armonica, b(a; R) C G entonces

1 2 ]
u(a) = %/0 u(a + re?)df

Hacemos un cambio de variable a coordenadas polares:
x = a + pcosh

y = a+ psend

Entonces:

R 2
// u(z,y)drdy = / (/ pu(a + pcosb, a + psen@)d@) dp =
D(a;R) 0 0

2

- /OR (/02” pu(a + peie)d9> dp = 2ru(a) /ORp = 27ru(a)R7

Entonces: |

— [ u(x,y)dxdy = u(a
) ey (@
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