EJERCICIO DE ANALISIS FUNCIONAL
(Asignatura VCAF)

HOJA 5

Ejercicio 1: Demostrar que en el espacio C[—1,1] los siguientes fun-
cionales son lineales, continuos, y hallar sus normas:

1

a) F(z) = [ a(t)dt — x(0)

-1

[en]

1

b) F(z) = [ z(t)dt — [ «(t)dt;

-1 0

a)— Vemos que es lineal.

Es lineal ya que las integrales tienen esa propiedad.

— Vemos que es un funcional continuo.

Como es lineal sabemos que:

F continuo <= |F(z)| < M ||z|| Vz € C[—1,1] y donde M es constante.
Pero esto es claro ya que:

1 1
|F(z)] = flx(t)dt - 1’(0)‘ < fl ()] dt +[2(0)] < (1 +1) [[=f| + [lz]| = 3]
— Vemos que ||F|| = 3.
Por definicién sabemos que ||F|| = sup |F(z)].

llz]|<1

Por lo anterior sabemos que:

|F(2)] < 3lzl| = [IF]] < 3.

Vemos que se tiene la igualdad:

Tomo x = —1 en [—1,1] = ||z|]| = 1, en particular, ||z|| < 1 entonces se tiene
1

que |F(z)| = |= [ —1dt — 2(0)| = |[-2— 1| =3 = ||F|| = 3.

b)— Vemos que es lineal.

Es lineal ya que las integrales tienen esa propiedad.

— Vemos que es un funcional continuo.

Como es lineal sabemos que:

F continuo <= |F(z)| < M ||z|| Vz € C[—1,1] y donde M es constante.

Pero esto es claro ya que:
0 1

Pl =| ottt - [t <
e 0
— Vemos que ||F|| = 2.
Por definicién sabemos que ||F|| = sup |F(z)].

=<1
Por lo anterior sabemos que |F(x)| < 2|jz|| = || F]| < 2.

0

[ x(t)dt‘ +

-1

1 1
a(t| < [ lalldt =21

-1

1



Vemos que se tiene la igualdad:

Tomo la sucesién x,(t)siguiente:
lsi —1<t< —nl

Tty =4 —ntsi=<t<4
—1si gg t < 1
I |
-1 -1/in 1/n 1
= 1, € C[—1,1] Vn € N y ademss ||z,| = n[qax]|x( )| = 1, en particular
te[-1,1
= 1
|z,|| <1, entonces se tiene que |F(z f 1dt + f —[-nt—[-1] =
0 1
2‘ — 2 entonces como

1
— —71+1+(—7”t2)°__1+(gt2)g+1—%‘ = 2+1-2
|IF|| <2y |F(x)] — 2 cuando n — oo. Luego se tiene que ||F|| = 2

Ejercicio 2: ;Estaran acotadas los siguientes funcionales lineales en el
espacio C[0,1]?

1
a) F(r) = [ o(/Dt;
0
Si esta acotado, ya que si x € C[0,1], es tal que |z < 1 = m[oa)f] lz(t)] <1
telo,

entonces como la funcién que a cada ¢ le manda a /t es acotada, y no nos da

problemas se tiene que x(v/t) = z(z) donde z = v/t € [0,1] = m[% lz(V)| < 1.
te|0,

1

= |[x(Vt dt‘ < f |z(v/t)| dt < 1 entonces es acotado

0

Luego por tanto |F(x
por 1 Vz € C0,1].

b) F(x) = lim f dt;

n—oo 0



Si estd acotada, ya que si x € C[0,1] es tal que ||z| <1 = m[ax lz(t)| < 1,
tel0,1

entonces como si t € [0, 1] = t" € [0, 1] se tiene que m[ax} lx(t™)| < 1.
te0,1

nEN
Luego por tanto |F(x)| = hm f (t") dt' < hm f\x (t)| dt < hm 1=1en-

tonces es acotado por 1 Vx € C [0 1]

Ejercicio 3: Demostrar que los siguientes funcionales son lineales, con-
tinuos, y hallar sus normas:
1

a) F(z) = [ tz(t)dt donde = € L[-1,1];

-1
1) Vemos que es lineal:
1 1 1
Fx+py) = [tOax+py)@)dt = [ thax(t)dt + [ tpy(t)dt = \F(z) + pF(y).
-1 “1 1

2) Vemos que es continuo:

Como es lineal sabemos que:

F continuo <= |F(z)| < M ||z|| Vx € Li[—1,1] y donde M es constante.
Pero esto es claro ya que

T)| = ftx t)dt| < j|t||:c )| dt < f|x Y dt < ||z .
3) Vemos que |F|| = 1.
Por definicién sabemos que ||F|| = sup |F(z)|.

=<1
Por lo anterior sabemos que |F'(z)| < ||z|| = ||F| < 1.
Vemos que se tiene la igualdad:
Tomo la sucesién xn(t)siguiente

x(t) nsil—f<t<l1
") 0 st —1<t<1——

Xn(t)

Vemos que [, (1), = 1.
1 1

lzn(@)lly = [ lza(®)ldt = [ ndt=n(l-(1-3))=1

—1 1—1

n



Vemos que |F(xn)| — 1.
f tn = (% t2)1__ = 2(2 — L) — 1 entonces como ||F|| < 1y
1—1
z)| — 1 cuando n — oo. Luego se tiene que =1.
|F(2)| = 1 cuand Luego se tiene que || F]| = 1

1
b) F(z) = [t 3x(t)dt donde z € L,[0,1];
0

1) Vemos que es lineal:
1 1 1

Fz+py) = [t73Ae+py)(t)dt = [t3 a(t)dt + [ 173 py(t)dt = \F(x)+
0 0 0

+1F (y).

2) Vemos que es continua:

Como es lineal sabemos que:

F continuo <= |F(x)| < M ||z|| Va € Ls[—1,1] y donde M es constante.
Pero esto es claro ya que, utilizando la desigualdad de Holder, tenemos que:

ol = [ hata| < [ iaolar < (1) ol = V3ol

3) Vemos que || F|| = /3.

Por definicién sabemos que ||F|| = sup |F(x)].
ll=l<1

Por lo anterior sabemos que:
|F(2)] < V3]lzll, = | FIl < V3.

Vemos que se tiene la igualdad:
-1

Tomo xo(t) = L= = [lzol, < 1.
1
_2
|F(x0)|:g"t 3:%:\/3
Luego se tiene que || F|| = v/3.

c) F(x) = io: 2t donde x = (x1, 3, ...) € ls;

1) Vemos que es lineal:
[ee) Az o0 o0
PO+ uy) = 3 sl XSy = AP (@) + P (y)
2) Vemos que es continuo:
Como es lineal sabemos que:
F continuo <= |F(z)| < M ||z|| Vz € Iy y donde M es constante.
Pero esto es claro ya que, utilizando la desigualdad de Holder, tenemos que:
|F(z)] < ||%||2 |lz]l, = |F(z)] < % |||, . Luego F es continuo.

3) Vemos que | F|| = /> k—lg
k=1



Por definicién sabemos que ||F'|| = sup |F(x)|. Por lo anterior sabemos que:
ll=l[<1

F()] < 3 llall, = 1Pl < 3.
Vemos que se tiene la igualdad:

Tomo = = (T%)reny = ((%) %)k . — ||z]l, <1y el

V6 / ke
ST S U T NS
Por otro lado |F(z)| = = |27 =
Luego se tiene que || F|| = T
d) F(z) = ) % donde v = (71,23, ...) € ly;
k=1

1) Vemos que es lineal:
Fw+ py) = 3 Qopl — X552 4y 30 % = AF(x) + pF(y).

k=1 k=1 k=1

2) Vemos que es continuo:

Como es lineal sabemos que:

F continuo <= |F(z)| < M ||z|| Vz € l; y donde M es constante.
Pero esto es claro ya que,

[ee) o0 [ee)
|F(x)] = ‘Z o< |$—k’“| < > |xk] < ||z[|, . Luego F es continuo.
k k= k=1

=1
3) Vemos que || F|| = 1.

Por definicién sabemos que ||F|| = sup |F(z)].
llz[[<1

Por lo anterior sabemos que |F(z)| < ||z]|, = || F|| < 1.
Vemos que se tiene la igualdad:

Tomo z = (1,0,...) = ||z||, < 1y z € ;.

Entonces se tiene:

|F(z)| = 1;1 % = 1. Luego se tiene que || F|| = 1.

e) F(z) = x1 + 22 donde = = (21,22, ...) € l;

1) Vemos que es lineal:

F(Ar + py) = (Azy + pyn) + (Ave + pya) = A (01 + 22) + p (v + 42) =
= AF(z) + pF(y).

2) Vemos que es continuo:

Como es lineal sabemos que:

F continuo <= |F(x)| < M ||z|| V& € l y donde M es constante.
Pero esto es claro ya que,

|F(x)] = |x1 + 22| < o]+ |2e| < ||z]| + ||2]l o = 2]z, - Luego F es continuo.
3) Vemos que || F|| = 2.
Por definicién sabemos que ||F|| = sup |F(z)|.

flz]|<1

Por lo anterior sabemos que |F(z)| < 2||z||, = [|F|| < 2.
Vemos que se tiene la igualdad:



Tomo z = (1,1,0,...) = [jz]|, <1y 7 € l.
Entonces se tiene:
|F(z)| = |z1 + 23] = 1+ 1 = 2. Luego se tiene que || F|| = 2.

Ejercicio 4: En los espacios [1,cy dar ejemplos de funcionales lineales
continuos que alcanza su norma y que no la alcanza sobre una bola uni-
taria cerrada.

— Vemos primero los ejemplos en [;.

e Vemos un ejemplo de un funcional que alcanza su norma:
F(x)zzm—kk.féll
=1
Por el apartado d) del ejercicio 3, de esta hoja, sabemos que es lineal, continuo
y que ||F|| =1 y como hemos visto en este apartado si tomo
r = (1,0,...) € } = ||z|| < 1; luego x pertenece a la bola cerrada unitaria y
F(z) = 1, luego alcanza su norma.

e Vemos un ejemplo en el que no se alcanza la norma:
F(z) =Y (1 — 1) @ © = (21,2, ...) € l1igual que en el apartado d) del ejemplo
k=1
3, de la hoja 5, demostramos que es lineal y continuo.

Vemos que || F|| = 1.
P(a)] = \z (1—%)xk' < S-Hlnl < 3 lnd <1 =17l <1

Por otro lado considero e; = (0, ...,0,1,0,...) e_ll tal que ||e;|| = 1
— |F(e;)| =|1—2| Vi e Ny como lim [1 - 1| =1 = |F(e;)| — 1

1—0Q0
— |F| = 1.
Vemos que este funcional no alcanza su norma, pero esto es claro porque Va € [y
tal que ||z|| < 1.

Fa)] = 'i’f(l—%)xk

< i}l—%“xﬂ pero }1—%} < 1 ya que % #0
k=1

VEeN= |F(z)] < Y |zx| <1 = |F(x)| < 1.

k=1

— Vemos los ejemplos de c¢y.
e Vemos un ejemplo en el que si se alcanza la norma:

Sea F(x) = x1 + x2 con x € ¢q para ver que es lineal y continuo es andlogo al
apartado e) del ejercicio 3, de la hoja 5, pero teniendo en cuenta que ahora estamos



en ¢y, donde la norma es |z| = r11€1a§<|xk|, de la misma forma se demuestra que
€
1F] = 2.
Vemos que se alcanza, tomamos x = (1, 1,0, ...) € ¢
= |F(x)] = |z1 + 22| = 2.
e Vemos un ejemplo en el que no se alcanza la norma:
o
F(z) = > 27" z; con z € «.
k=1
Ver la continuidad y la linealidad es andlogo a los casos anteriores.
Calculamos su norma, ||F|| = 2.
Siz € ctal que ||z]| <1 = |jz|| = IilaNX|l'k| < 1= |zg| <1, por tanto,
S

|F(a)] = |32 27"y
k=1

S oMl =2 = ||F| < 2.
k=1

o0
< S 27FH | <
k=1

IN

Por otro lado si tomo p; = (1,1, ..., 19.0,0,..) Eco = ||pil| =1y

[F(ps)| =

tiene que || F|| = 2
Vemos que la norma no se alcanza.
Como si z € ¢y — lilgn xr — 0 luego existe kg tal que si k > ko

Co—itl .
22 Rl = 12— = 2(1—2) — 2 cuando i — oo entonces se

2

= |z <1 < 1.
Luego si x € ¢ tal que HxH <1

[F(2)] = |30 27" | < 2\2 S ol = 22 B 4 >0 27 gy <
k=1 k=ko+1

< Y 27%2 =2 donde en la tltima desigualdad estamos utilizando que

k=1

o0 e.9]

S22k < Y 27F ya que |z] < 1 VE > k.
]{3=k‘0+1 k‘:k0+l

Ejercicio 5: Para cada y € l,se considera la aplicacién 7, : [, — K
definida por 7,(z) = Z Toyn(r € 1,). Demuestra que 7, € (I,)*y que la

aplicacién T : [, — (I, )*donde T(y) = T,es un isomorfismo isométrico de
l,sobre (1,)*.

— Vemos que (I,)* = I, donde % + % =1

Considero T, : [, = K donde y € I, y T),(z) = > xny, con z € [,

Vemos que T, € (,)*, es decir, que es lineal y continua:
1) Vemos que es lineal:



Tyt pa) = 30 (Aa - pag)y” = 2, Aaty" o+ 3 pagy™ = ATy () + Ty (22).

Luego es lineal.

2) Vemos que es continua:

Para ver esto basta ver que el operador es acotado, es decir que Vz €[,
[F (@) < M |lz|.

1) = |55 | < 3 bl < (zm\p) (zw) donde en 1a

lltima de81gua1dad hemos utlhzado la desigualdad de Holder, como y € [,
— [lyll, < 0o = [T} (z)| < llyll, [lz]l, = T,() es continua.
Luego T, € (1,)*.
— Consideramos ahora la aplicacién:

T :1l, — (I,)* donde T'(y) =T,.
Vemos que es un isomorfismo isométrico de [, sobre ([,)*.
1)Vemos primero que 7" es un isomorfismo lineal.

Por definicién [|[|" en (£,)* es [|2*||" = sup {|z*(x)| : [l=|| = 1}
— Tyl = P Ty ()] -

Para ver que es isomorfismo utilizamos la caracterizacién, que dice que:

X,Y son isomorfos, si y sélo, si F : X — Y lineal y sobreyectiva tal que
allz|| < ||F(z)]] < Blz]| Yo € X, en nuestro caso ver que T es lineal es muy fécil.

Vemos que es sobreyectiva.

Sea f € (I,)) = f:1l, = K, jexiste y € [, tal que f(z) = T,(z)?

Como f(z) € K lo hacemos por casos:

1)Si x=(0,...,0,...) entonces tomo y = (0,...,0,...) €l, y es obvio que
f(z) =T,(z), ya que f(z) =0 por ser lineal.

2) Si existe iy tal que x;, 7& 0 entonces tomo y = (0, ...., @, ..,0,...), es claro
0

que,y €l y Ty(x) = Z T = :cho = f(x). Luego T es sobreyectiva.

— Por tltimo vemos que ||[F(x)|| = ||z||, es decir, en nuestro caso particular
ITyll = Nyl -

Como hemos visto anteriormente.

Ty (@) < lyll, 2], = 1Ty ()] < llyll, = 1T, < llyll, -

Vemos ahora que se tiene la igualdad ||T}|| = sup |T,(z)|, considero el siguente

[l]|=1
x, que se define:
[ Osik=0
T h’” sik; #£0
Y se tiene que |[z[|} = Z |zl = Z bl = Z il = llyllg = ll=ll, = Il -



Suponemos que [y, =1 == o], =1 =T, ()l = 3 |l"| = > lu:l" =

= llyllg .

q -4
Ty(@)| < Tyl ]l , Nylly < 1Tl ylle = llylla *
= [lyll, < Tyl

Ahora si y # 0, ya que si y = 0 es obvio, tal que [ly||, # 1 consideramos

I =mr = L) =Ty, (@) = >yl zrin = llyll, > wxn = llyll, T(2).
' k=1 k=1

1ylly Ts|| = N9l il
=Tl y gl = 1= 1Tl = llvl,

1
< T

Por el caso anterior sabemos que, ||| |7, = ‘

— L)1 = gl va aue |yl Ty
Yy e l, = (I,)* =1,

Ejercicio 6: Para cada y = (y,).en € [15e considera la aplicacién T, :

co — K definida por T,(z) = 3" z,yn(z € o).
n=1

Demuestra que 7, € (¢) y que la aplicaciéon 7 :[; — (¢;)’ donde
T'(y) = T es un isomorfismo isométrico de /;sobre el dual de .

— Considero T, : ¢ = K donde y € [; y Ty(x) = > &yyn.
n=1

Vemos que T, € (cp)*, es decir, que es lineal y continua.

1) Ver que es lineal es igual que el ejercicio 5 de esta hoja.

2)Vemos que es continua, para ver esto basta ver que, el operador es acotado, es
decir, que Vz € ¢; se tiene que |F(z)| < M ||z|| lo vemos

o) = | S| < Slonllnl < el £ ol < Mol estamos ue

lizando que siy € [y = Y |yn| < M = T,() es continua = T}, € (¢y)'.

n=1

— Consideramos ahora la aplicacién T : [; — (¢o)" donde T'(y) = T,,. Vemos que
es un isomorfismo isométrico de [; sobre (¢g)'.

1) Ver que es lineal es muy fécil y similar a lo hecho anteriormente.

2) Vemos que es isomorfismo (isométrico), para ello utilizamos la caracterizacién
que dice que: X, Y son isomorfos, si y sélo, si 3F : X — Y lineal y sobreyectiva tal
quea ||z|| < [[F(z)]| < B || V2 € X.

e Vemos que es sobreyectiva:

Sea f € (cp) = f:co— K, jFy €y tal que f(x) =T,(z)?

1) Si z=(0,...,0,...) entonces tomo y=(0,...,0,...) €l; y es obvio que
f(z) =T,(z), ya que f(z) =0 por ser f lineal.



f(z) 0

2)Si existe g tal que x;, 7é 0 entonces tomo y = (0, ... ,...) es claro que

S
yelyT,(x)= Z Ty = 3:10 = f(z). Luego T es sobreyectiva.

— Por ultimo vemos que ||F(z)|| = ||z|| , es decir, en nuestro caso particular,

17y [l = llyll, donde [IT,[| = sup Ty (2)]

T

Por un lado |T,(z)| = Z:L‘lyl‘ < Z || |yi| < Z lyil = |ly|l cuando n — oo
entonces tenemos que ||T; || < [ly||; -

Por otro lado ||T,|| = sup |T,(z)| > |T,,(z")| — |ly|| cuando n — oo

llzll<1

= Tl = llyll, -

Ejercicio 7: Para cada y € lxse considera la aplicacién T; : [} — K
definida por T,(z) = Z Tpyn(z € 1y). Demuestra que 7, € (I1)'y que la

aplicacién T : [ (ll)’ donde T(y) = Tyes un isomorfismo isométrico de
lsobre el dual de [;.

— Vemos que Vemos que T}, € (l;)’, es decir, que es lineal y continua.

1) Ver que es lineal es muy fécil.
2)Vemos que es continua, para ver esto basta ver que, el operador es acotado, es
decir, que Vz € l1 se tiene que |F(z)] < M ||z|| lo vemos

|Ty(x)] = Z Tnln| < Z [zl [yn] < llylloo [l2ll, < Mlz]l, estamos utilizando

que ||yl = M : T,() es contmua =T, € (lh)".

— Consideramos ahora la aplicaciéon 7" : [, — (11)" donde T'(y) = T},. Vemos que
es un isomorfismo isométrico de [, sobre (1)’

1) Ver que es lineal es muy fécil y similar a lo hecho anteriormente.

2) Vemos que es isomorfismo (isométrico) para ello utilizamos la caracterizacién
que dice que: X, Y son isomorfos, si y sélo, si 3F : X — Y lineal y sobreyectiva tal
que a |[zf| < [|F(z)| < Bz vz € X.

e Vemos que es sobreyectiva:

Sea f e (l) = f:l1 =K, 3y €l tal que f(z) =T,(x)?

1)Si z=(0,...,0,...) entonces tomo y = (0,...,0,...) €l y es obvio que
f(x) =T,(xr) ya que f(z) =0 por ser f lineal.

2)Si existe ig tal que x;, # 0 entonces tomo y = (0, ... /() ,0

T

,...) es claro que

YyE€lwy Ty(x) = Z TS x—xm = f(z). Luego T es sobreyectiva.

10



— Por ultimo vemos que ||F(z)|| = ||z|| , es decir, en nuestro caso particular,

17yl = [lylloc donde [T, ]| = sup Ty()]

llzll<

Por un lado |T,(z)| = ‘szyz
i=1

o0

oo
< Llmllyl < iyl 25 lw:l < llyllentonces
1= 1=

tenemos que [T, ]| < |-
Por otro lado ||y||,, = 1 considero z,, = (0,...,0,1™.0,...) = z,, € l; y ||z,||,

Vn e N= |T,(z,)| = |yn| = ||Ty]| = sup |ya| — ||yl cuando n — oo entonces
llzn <1
para este caso ||T,]| = ||ly|l., -
Si ||y, # 1 suponemos que y # 0 por que si y = 0 es obvio.
Considero § = H# — ||yl = 1 entonces por el caso anterior sabemos que
1750 = 119l -

Por otro lado 7,(x) = Ty, () = 3= [0l 2 = 9l 3wt = 9] Ty(x)
=1 =1

entonces tenemos que [yl Tyl = 9] Il = 1T = Iyl va que
Wl Toll = ULy llgllae = 1 = 1T = 9]l = (1) = L.
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