EJERCICIOS DE ANALISIS FUNCIONAL
(Asignatura VCAF)

HOJA 4

Ejercicio 1: Demostrar que los siguientes operadores son lineales, aco-
tados y hallar sus normas (para el punto h sélo estimar la norma).

a) A:C[0,1] — C0,1], Ax(t) x(T)dr.

Il
o .

— La linealidad es claro, por que las integrales tienen la propiedad de ser lineales
luego:

t t t
A((Az + py)(0) = (A + py)(T)dr = [Aa(7) + py(T)dr = [ Ax(T)dT+
0 0 0

+fuy dT—)\f dr+ufy YdT = NA(x(t)) + pA(y(t)).

— Vemos que es acotado
Por definicién A : X — Y es acotado, si existe ¢ > 0 tal que para cualquier x,
que pertenece a la bola cerrada de centro cero y radio uno, se tiene que ||Az|| < c.
t

Sea entonces x € C[0, 1] tal que ||z|| < 1= ||Az| = In[éi}li] [ x(r)dr| <
tel|0, 0

t

¢
< max [ |z(7)|dr < max [1ldr < 1.
t€[0,1] te[0,1]

Luego tomando ¢ = 1 se cumple la definicién luego esta acotado.
— Calculamos su norma:

Por definicién [|A]| = sup ||Az||, es claro que ||A|| < 1, ya que por lo anterior,
<1
sabemos que ||Az|| <1 Vz € C|0,1] tal que ||z| < 1.
Vemos que 3z € C0, 1] tal que ||z|| < 1 en el que se tiene |Azx|| = 1, si tomamos
z(t) =1Vt e [O 1]

— Ax(t fldT = ||Az|| = mmax fldT =1.

b) A: C[0,1] — C[0,1], Az(t) = £22(0).

— Vemos que el operador es lineal:

A((Az + py) (1)) = 2 (Ax + py) (0) = 2A2(0) + 2y (0) = At?z(0) + pt?y(0) =

= M(x(t)) + nA(y(t)).

— Vemos que es acotado:

Por definicién A : X — Y es acotado, si existe ¢ > 0 tal que para cualquier = que
pertenece a la bola cerrada de centro cero y radio uno, se tiene que ||Az| < c. Sea

entonces x € C[0, 1] tal que ||z|| < 1= [|Az| = Hl[g,}li] |Az(t)| = m[guf] [t22(0)] <
telo, te|0,



< (1)*|z(0)] < L.
Luego tomando ¢ = 1 se cumple la definicién luego esta acotado.
— Calculamos su norma:

Por definicién ||Al| = sup ||Az||, es claro que ||A|| < 1, ya que por lo anterior,
zeX
<1
sabemos que ||Az|| <1 Vz € C|0,1] tal que ||z] < 1.
Vemos que dz € C[0,1] tal que ||z|| < 1 en el que se tiene ||Az|| = 1 si tomamos

z(t) =1Vt € [0,1] = Ax(t) = t?z(0) = 2

= [l Azl| = max %] = 1.
te|0,

c) A:C0,1] — C0,1], Az(t) = z(t?).

— Vemos que el operador es lineal:

A((Az + py)(t) = Az + py)(82) = Az (t?) + py (82) = AA(2(t)) + pA(y(t)-

— Vemos que es acotado:

Por definicién A : X — Y es acotado, si existe ¢ > 0 tal que para cualquier x que
pertenece a la bola cerrada de centro cero y radio uno, se tiene que ||Az| < c. Sea

entonces x € C0, 1] tal que ||z]| < 1= ||Az|| = max |Az(t)| = mmax lz(t?)] < 1.
€lo, €lo,

Luego tomando ¢ = 1 se cumple la definicién luego esta acotado.
— Calculamos su norma:

Por definicién [|A]| = sup ||Az||, es claro que ||A|| < 1, ya que por lo anterior,
<1
sabemos que ||Az|| <1 Vz € C|0,1] tal que ||z| < 1.
Vemos que 3z € C[0, 1] tal que ||z|| < 1 en el que se tiene ||Az| = 1, si tomamos

z(t) =1Vt € [0,1] = Ax(t) = z(?) = ||Az|| = tm[gglc] 11| = 1.
€10,

d) A: C'[a,b] — Cla,b|, Ax(t) = x(t).

— Vemos que el operador es lineal:

A((Az + py) (1) = Az + py)(t) = Ax(t) + py(t) = AA(z(t)) + pA(y(t)).

— Vemos que es acotado:

Por definicién A : X — Y es acotado, si existe ¢ > 0 tal que para cualquier x
que pertenece a la bola cerrada de centro cero y radio uno, se tiene que ||Az|| < c.

Sea entonces = € C’[0,1] tal que ||z]| < 1 <= (max |z(t)| + max |x’(t)]> <1
te[0,1] te[0,1]

— ||Az|| = max |Az(t)| = max |z(t)] < 1.
t€(0,1] te[0,1]
Luego tomando ¢ = 1 se cumple la definicién luego esta acotado.
— (Calculamos su norma:
Por definicién ||Al| = sup ||Az||, es claro que ||A|| < 1, ya que por lo anterior,
reX
Izl <1

sabemos que ||[Az|| < 1Vz € C’[0,1] tal que ||z|| < 1. Vemos que 3z € C’[0, 1] tal que
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|z]] <1 en el que se tiene ||Az|| = 1, si tomamos z(t) =1Vt € [0,1] = 2/(t) =0
vt €0, 1]
= ||z|]| = <max |z(t)| + max |2/ (t )|) = <max |1| + max ]0|> =1
€[0,1] te[0,1] te[0,1] t€[0,1]
Vemos ahora que ||Az| =1
Az(t) = z(t) = 1 = ||Az|| = max 11| =1, luego ||Al| = 1.

e) A: Ls[0,1] — Ly[0,1], Az(t) =t [ z(T)dr.

o ..

— La linealidad es claro por que las integrales tienen la propiedad de ser lineales

luego:
1

1 1
A(Az +py) (@) =t [(Ax + py)(T)dr =t [ Ax(7) + py(r)dr =t [ Ax(r)dr+
0 0 0

—l—tbfuy( dr = )\tf T)dT + utfy Ydr = MNA(z(t)) + pA(y(t)).

— Vemos que es acotado
Por definicién A : X — Y es acotado, si existe ¢ > 0 tal que para cualquier x
que pertenece a la bola cerrada de centro cero y radio uno, se tiene que ||Az|| < c.
1

Sea entonces = € L»[0, 1] tal que ||z]| < 1 < (f |z(t))? dt) <1

_ (Oj thf
) (ijz (1260 )) : ((Wy Omt)% :
(ot (fear) < (Fur dt)l L

La penitiltima desigualdad se tiene por que por la desigualdad de Holder se tiene
que:

_Z‘|x(7)|d7 < (_Z‘|x(r)|2dr>% (Ofl 1dt>% = |||, < 1.

— Vemos que ||A]| = %:
Por definicién ||Al| = sup ||Az||, es claro que ||A|| < 1, ya que por lo anterior,
X

tbfx(T)dT

t [ a(r)

0

Por otro lado ||Az(t) ‘

xre

llz)| <1
sabemos que [|Azx|| < \/- Vr € Ly]0,1] tal que Ha:H < 1. Vemos que Jx € L»[0,1] tal
que ||z|| <1 en el que se tiene |Az| = \/g, si tomamos x(t) =1Vt € [0, 1]

1 2
zﬁwAﬂ®H=<{ﬁﬁ):=%::WAﬂh:%.

f) A: C'[a,b] — Cla,b], Ax(t) = 4.



— Vemos que el operador es lineal:
d(\ -

A + py)(1)) = DT — N 8 = NA(x(1)) + pA(y(1)).

— Vemos que es acotado:

Por definicién A : X — Y es acotado, si existe ¢ > 0 tal que para cualquier x
que pertenece a la bola cerrada de centro cero y radio uno, se tiene que ||Az| < c.
Sea entonces x € C’[0,1] tal que ||z]] <1 <= (max |z(t)| + max |2/(t)] | <1 (%)

te[0,1] te[0,1]

= || Az(t)| = tren[aa:ﬁ |Ax(t)| = tlél[éial(] |9z| <1, esta tltima desigualdad es por ().

Luego tomando ¢ = 1 se cumple la definicién luego esta acotado.
— (Calculamos su norma:
Por definicién ||A]| = sup ||Az]|, es claro que ||A]| < 1, ya que por lo anterior
<1
de este mismo apartado sabemos que ||Az| < 1 Va € C'[0,1] tal que ||z| < 1.
Por otro lado considero la sucesién z,(t) : [a,b] — R como se observa en el
siguente dibujo:

1/n

Si ampliamos el dibujo tenemos la siguiente situacion:

1/n

a a+1/na+2/n



La pendiente de la grifica de x,(t), en a + %, serd 1 — %, es decir,
Tpla+1)=1-21.
Luego tenemos la siguiente situacion:

O<:c’()<1——

O<xn(t)_581t€[aa+ 2],

z,(t) =L sit>a+ 2

Cuceo o) = (g o0+ s 0 ) =3 +13 =1.
te

Por otro lado || Az, (t)|| = ||«},(t)||,, =1 — + — 1 cuando n — oo

= [|A]| =L

g) A)\ : LQ[O, 1] — LQ[O, 1], A)\ZL’(t) = {x(t), EEA )\6(0’1)}.

0, t>X Ae(0,1)

— La linealidad es claro por que las integrales tienen la propiedad de ser lineales
luego:

Az si <A
Al + ) (1) = {MTRITEY = M@ () + pA(y (D).
— Vemos que es acotado:
Por definicién A : X — Y es acotado, si existe ¢ > 0 tal que para cualquier x
que pertenece a la bola cerrada de centro cero y radio uno, se tiene que || Az|| < c.

Sea entonces = € L]0, 1] tal que ||z|| <1 <= (f |z(t))? dt) <1
%
<f|x )| dt+f|x )|? dt) <1 (%).

Por otro lado || Az (t)|| = (f|A,\x )7 dt) (f|ac )|? dt—l—f|0] dt) <

1
( [t )|? dt) < 1. La ultima desigualdad se tiene por ().

— Vemos que ||Ay]] = 1:

Por definicién ||A|| = sup ||Az||, es claro que ||A]| < 1, ya que por lo anterior
rcX
Izl <1

sabemos que ||Az|| <1 Vz € Ly0,1] tal que ||z]| < 1.

N|=

Por otro lado si tomamos z(t) = 7 t<’\} = ||z|| = (f |2z (t) dt) =

0sit>A
A 3 A
(e e -
0 0

A
Por otro lado ||Az(t)|| = (f
0

=

NIES

2
1

Vo)
hemos visto que el supremo se alcanza.

dt) = 1= ||A|| = 1, ya que para este x(t)

h) A : Ls[0,1] — Ly[0,1], Ax(t) = [ 2(r)dr.



— La linealidad es claro por que las integrales tienen la propiedad de ser lineales
luego:

t t t
A(z +py) (1) = [z + py)(T)dr = [ Aa(7) + py(r)dr = [ Ax(7)dr+
0 0 0

t

+ [ py(r)dr = )\f T)dT + ufy Ydr = NA(z(t)) + nA(y(t)).
0

— Vemos que es acotado

Por definicién A : X — Y es acotado, si existe ¢ > 0 tal que para cualquier z
que pertenece a la bola cerrada de centro cero y radio uno, s¢ tiene que ||Az|| < e

1
Sea entonces = € Ly[0, 1] tal que ||z|| <1 <= (f (1)) dt) < 1(%).

2 oy 2
t= [ ([ atryir) ar <
0 \0
2 2
< f(f d7'> dt < (f|yc \d7'> < f|x )?dr = ||z|| < 1 hemos uti-
lizado en la penultima desigualdad la de81gualdad de Holder.
—Como en este apartado sélo nos piden estimar la norma podemos decir que

JAl < 1.

1
Por otro lado ||Az(t)|" = [
0

t
[ x(r)dr
0

Ejercicio 2: En el espacio /; consideramos el operador A que transforma

el elemento = = (x1,29,...) € I en el elemento Az = (A2, \axs,...) donde
An €R (n €N).

a) Demostrar que para cualesquiera )\, el operador A es lineal.

A: D(A) — Iy donde Ax = (A2, Ao, ...).

Alaz + by) = A(azy + byy, axe + by, ...) = (A1(axy + byr), Ae(azs + bys), ...) =
= (A1axy + A1byr, Aeaxs + Aabys, ...) = (Maxy, Aeaxa, ...) + (A1byr, Aobya, ...) =
= CL()\l.Il, /\2.132, ) + b(/\1y1, )\ng, ) = aAx + bAx.

b);Bajo que condiciones para la sucesién \,, D(A) coincide con todo el
espacio /5?7

La condicién necesaria y suficiente es que {\, }, .y esté acotada.

=) Si { A}, 8 acotada== |\,| < M Vn € N= 3 222 < M? ||z} < o0
<=) Suponemos que {\,}, en 10 € acotada.

Entonces 3 {z,}, .y tal que Z |z,|> < oo pero Z M 22 = 0o. Para demostrar

n=1
esto suponemos que no es cierto, es decir, que si {\,, } ey Do es acotada = V {z, }
tal que {z}, oy € l2



o0
— > M22? < 0.
=1

Como {A,},cy Do es acotada, podemos suponer sin pérdida de generalidad que,
An| > e Vn € N, ya que si {\,},cy Do esta acotada tiene una subsucesién que
tiende a co; y trabajamos con ella y obtenemos un {@n, }ren ¥ entonces {z,}, . que
QUETEmOs s T, = 1, ok » "1 1.

Luego tenemos la hipétesis |A,| > e Vn € N.

Considero el operador L : ly — Iy donde L[(2,)s] = (5-2n)n es lineal, inyec-
tiva y es sobreyactiva, por suponer que es falsa la afirmacién L es continua, ya que
|L(z)|l, < L|lz[,, entonces por el teorema de la aplicacion abierta L es isomor-
fismo; luego L' es continua pero ||[L7*(en)|ls = [[Anenlls = |Mn| pero esto es una
contradiccion, ya que {\,}, .y no es acotada entonces L™! no es continua entonces
tenfamos lo que querfamos.

c);Bajo que condiciones para la sucesién )\, el operador A es acotado
y cudl sera su norma?

Para que sea acotado hay que pedir sup |\,| = M < oo ya que si x € [5 tal que
neN

z]| <1+ (Z|xn|) <1.

| Az, = (zm ) <(2M2|xn|)l—M(Z|xn|) <M

Por otro lado si A es acotado = ||A|| < M < co = [|Ae;|| < [|4]| |lei]|, donde
e; = (0,...,0,1,0,...), donde la coordenada i-ésima es 1<= |\;| < [|A]|

— Sup|/\l-| <Al £ M < 0.

— Vemos que || A|| = sup |\;|, pero esto es claro, ya que por lo anterior tenemos
que [|A[l < sup || y [|A] = sup [Ai| = [|A] = sup [Ai] .

d)Si A es un operador acotado, ;existe siempre = € I, © # 0 tal que
[ Az|| = [l A[ |l=[|?

No, si tomamos ), =1 — % es claro que entonces [|Af = 1.
&)
Por otro lado si tomo = € I, tal que ||z]|3 < 1, es decir, 3 |z,|* < 1, se tiene
que et
o0 o0
[Az]|> = S A2 |z, ]> < S (1 — 1) |z,|> < 1 entonces no existe = € I, tal que
n=1 n=1
z # 0 tal que [[Az| < [[A] ||

e);Bajo que condiciones para la sucesién )\,, R(A) es un subespacio
cerrado de [,?



La condicién necesaria y suficiente es que in7£f |Ak| > 0.
Ak £0

Vemos primero que: A(ls) es cerrado <= A(ly) = ls.

=) 1) Si algin A\, = 0 = A(ly) C {z: 2, =0 Vk € N tal que A\, = 0}, luego
para ver que A(ly) es cerrado, basta verlo en el caso en que A, # 0 Vk € N.

2)Si N, #0Vk = |\| > e >0Vk € N= A(l) = 5, ya que Vy € [ tomo

{%} y se tiene que :

*{i—’;} €lyyaque Y, <f’\—2>2 < 5>y < o0.

*A(4E) = y es obvio.

Por otro lado A(ls) D ¢ = {z : z,, es eventualmente 0} = como A(ly) es cer-
rado, A(ly) contiene a la clausura de ¢ que es ls.

<=) Obvio.

Vemos ahora que: A(ly) es subespacio cerrado <= /\ikn#fo |Ax] > 0.

—>) Obvio.
<=) Supongamos que {\;} — 0 entonces existe (zy) € Iy tal que

(i—’;) ¢ ly (por un resultado que demostamos en b)) = A(ly) # Iy = A(l2) no
es cerrado.

Ejercicio 3: En el espacio [/, para un elemento = = (x1,22,...) € lo
pongamos las sucesiones de operadores

Az = (2,2 ) y By = (0,0,...,0, 2,11, Tpy2, ...), n € N donde son cero
las n primeras coordenadas.

. Cual es el caracter de la convergencia de cada una de las sucesiones?

— La sucesién A,, converge hacia el operador nulo uniformemente, Vamos a
comprobarlo.

Por definicién, A,, se dice uniformemente convergente hacia el operador A, y se
denota A,, — A cuando ||A,, — A|| — 0 donde||A,, — A|| = sup |4,z — Ax|.

lzll<1
Es claro que A = 0 =tenemos lo siguiente.

1 1 1
B . o0 . 2 2 B (o @] |xl‘2 2 . 1 o0 9 2 1
[Anz =0 = [|Apz]| = 21 o = Zl—nz = = lexz| < = pero
1= 1= 1=

1
= — 0 yaquen— o0

— ||A, — A]| = sup ||Anz — Az|| — 0 luego tenemos la convergencia uniforme.
llzll<1

— La sucesién B,, converge puntualmente al operador nulo. Vamos a compro-
barlo.
Sea x € [y



1
n 00 2
— ||B,x — Bz|| = ||Bpx — 0| = || Buz|| = <Z 02+ 3 |xz|2) — 0 cuando
i=0 i=n

n — 00. Luego se tiene la convergencia puntual a 0.
Pero B,, no converge uniformemente a 0 ya que ||B,| =1 ¥n.
Veamos que efectivamente || B, || = 1.
Por un lado ||B,(2)|| < ||z|| = ||B.]| < 1.
Por otro lado || B, || = sup || B.(z)| > ||Bn(ens1)|| = 1.

[lz]=1

Ejercicio 4: Consideremos el operador A : C[0,1] — C|0, 1],
Ax = fe z(r)dr la sucesién de operadores A, : C[0,1] — C][0,1],

t n

Ax(t) = [ [Z k’j} z(t)drn € N.
0 Lk=0

. Converge la sucesién A, hacia A?;Cudl es el caracter de la conver-

gencia?

— Si converge, la sucesién A,, converge a A uniformemente. Vemos esta conver-
gencia.
|A, — Al = sup |Apz — Az|| donde ||A,z — Az|| = m[ax |Anz — Az||, pero
0,1

flzf|<
Nk .
esta convergencia estd clara, ya que ) 7+ — €7 sin — oo
k=0
n
k .
:>l ?—e}—>081n—>oo.
=0

Luego se tiene que |A,z— Az|=

bf [Z k—] 2(r)dr — ema(r)dr| <

t

=i

Luego HA r—Az|| - 0sin— oo= ||A, — A|| = 0sin — occ.

n

——e x(7)dr — 0 si n — oc.

Ejercicio 5: En el espacio de Hilbert H el operador de proyecciéon
ortogonal sobre el subespacio L C H paraz =u+v siendou € Ly v € L*,
se define por la igualdad Px = u.

Demostrar que el operador P es acotado y hallar su norma.

— Vemos que P es acotado.

P:H — H, P(z):=u,seaz € H tal que ||z <1= ||z]* <1

= [Ju+v]* = (u,u) + (v,0) + 2(u,v) < 1= [[u]* + |[v]|* + 2(u,v) < 1.

Por otro lado sabemos que u € Ly v € L+ = (u,v) = 0 = 2(u,v) =0y
ol 2 0= Jlull® + [lv]* < 1 = |lul* < 1.
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Luego tenemos que ||Px|| = ||u|| < 1 = P estd acotado.
— Vemos que ||P| = 1.

Sabemos que ||P|| = sup ||Pz||, entonces por el apartado anterior ||P|| < 1.
llzl|<1
Por otro lado si © = u € L tal que u # 0, puedo suponer que ||z|| = ||u]| =1, ya
que sino tomo u' := % = ||z|| = 1, en particular ||z|| < 1, y adem&s se verifica
[l
que:
|Pz|| = ||u|]| = ||z|]] = 1 entonces con esto vemos que el supremo se alcanza y

por tanto ||P|| = 1.
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