VARIABLE COMPLEJA Y ANALISIS FUNCIONAL
(Curso 2001-2002)

HOJA 3

Ejercicio 1. Aplicando la formula integral de Cauchy, calcula la siguiente

integral:
tg =z
/ Bz
l2|=1 ze=+2

Solucion:

Férmula Integral de Cauchy

"G C C abierto, f:G — C holomorfa. ~1,...,7m de clase 0 a

trozos cerrados, tales que

Zlnd(’yk,w) =0, Ywé¢G

Entonces:
@ 0= 753 [ S
k=1
Vae G- Im(n), Vn>0
k=1
Sea g(z) = 8% que se trata de una funcién holomorfa en el disco D(0, 1),
+

ya que cosz 7& 0 en dicho disco. Se tiene:

/ ez _/ 9(2) ;.
|z|=1 zez+2 lz2|=1 #

Aplicando la férmula integral de Cauchy, considerando el camino v = {|z| =
1}, orientado positivamente, se obtiene:

Como:
Ind(y,0) =1

1



entonces:

t t
/ &= dz:/ 93) 1. omigo) = 2080 — g
| j2l=1

1
z|=1 ze#+2 < e2

t
/ gf dz =20
|z|=1 ze=+2

Ejercicio 2. Calcular ‘
cosh "™
-4
z—gj=3 2° — 42

Solucion:

Se expresa el integrando como suma de fracciones simples:

/ cosh e'™* q 1 / (1 N 1) cosh e'™* ot
——dz=—= Zz — dz
2=y 2° — 427 4 J). o= \4 z?

iz

1 coshe

+_ —
16 |z—2|=3 z—4

z

Sean ¢g1(z) = <}lz + 1)cosh(ei”) v g2(2) = cosh €™ holomorfas en todo el

plano, en particular en el disco D(2, 3).
Sea v = {|z — 2| = 3} orientado positivamente.
Aplicando la férmula integral de Cauchy, enunciada en el ejercicio 1:

Como

Ind(v;0) =
Ind(v;4) =

entonces:

cosh e'™* 1 1 L1 et el
o= 30+ o] =2 L)
/|,;2|:3 23 — 422 i T 491( ) + 1692( ) UK 1 +




Ejercicio 3. Calcula la integral:

/ dz
y 22472
siendo () = 0e® para 0 < 0 < 27 y v(0) = 47 — 0 para 27 < O < 47,

Solucion:

., o 1 . . - . . , - .
La funcién f(2) = 3= tiene dos polos: z = —im y 2z = im. S6lo 2z = —im

estd en el interior del recinto delimitado por la curva v, que llamaremos 2,.
Sea g(z) = ﬁ una funcién holomorfa en R,.

Tomando el camino  orientado positivamente, se aplica la Formula Integral
de Cauchy enunciada en el ejercicio 1 y se tiene que:

Ind(y; —im) =1

22 4 2

AL = 2ri(g(—im)) = —1



Ejercicio 4. Sea T' el ciclo compuesto por el camino 0D(0,3) recorrido en
sentido directo y el camino 0D(0,1) recorrido en sentido inverso. Calcula

1 22 -2

27rz«Y z

dz

Solucion:

La funcién g(z) = 2% — 2 es entera. Consideremos v; = 0D(0,3) y 72 =
0D(0,1). Aplicando la Férmula Integral de Cauchy, enunciada en el ejercicio
1, se obtiene:

1 22 1 22 22
b : dZ:—|:/Z dZ+/Z dZ]:
2 Jr oz 2mil ), =z T

= ¢(0)(Ind(v1,0) 4+ Ind(y2,0)) = g(0)(1 — 1) = 0.




