EJERCICIOS DE ANALISIS FUNCIONAL
(Asignatura VCAF)

HOJA 3

Ejercicio 1:Demostrar que en un espacio con el producto escalar, para
cualesquiera elementos z, y, 2z tiene lugar la identidad de Apolonio, que es
la siguiente:

2 2 2 x 2

Iz = 2" + 12 = " =5 o = ylI" +2 |z — =]

Como la norma proviene de un producto escalar, si desarrollamos tenemos lo
siguiente:

2 2 2 2
lz=al? + 1z =9l = (VE—22-2) +(VE-vz-1) =
= <Z_I7Z_I>+<Z_y7z_y> - <z,z—x>+<z,z—y)—<x,z—x>—<y,z—y> -
= §<l’,$> + §<y> > - <l’,y> _g2<za Z> - 2<Z,3’}> + §<l',$> + §<yay>
Por otro lado si desarrollamos la norma tenemos lo siguiente:

€T 2 €T x X €T X x
2 =552 = (o = 55t 2 = 252) = (5, 2) — (= 252) — (5%, 2) o+ (5, ) =
— (2,2) — (2,a) + 1o,2) + Ly y) — (2,9) + S,
Y como podemos observar coincide con lo que nos habia salido anteriormente,
luego se tiene la igualdad.

Ejercicio 2:Demostrar que en el espacio C[0, 1] no se puede introducir
el producto escalar coordinado con la norma de este espacio.

Como estamos considerando C[0, 1] en R el producto escalar coordinado vendria
dado por la siguiente expresién.

2 2

(@,y) =3 {lle+yl” = o —yl"}

Vemos que si la norma es |||, entonces no obtenemos un producto escalar
seguin la definicién, antes dada. Vemos que no se cumple la siguiente propiedad
(o +9,2) = (2,2) + (y, 2).

Seax=z(t)=t?-1,y=y{t)=1,2=2(t) = —t?

Por un lado tenemos

(o-402) = § L o0+ 900+ 2001 = i o(0) + 9(0) = 20 } =

1 2 2 2 2 1
== 0 — t* —1+14+¢ =2(—4) = -1
{01 - 2~ 14 12} = )
Por otro lado

(5221 G 2) = 3 { o o(0) (0] — s o) = (0]} +



1 2 2 102 2 9
1 t 1) — t)—z2(t) b =1 —1| - 2% — 1
+4{tgl[g>l<]\y()+Z<)| moax |y() z()\} aloax | 1] — max | |+

2 2
1— 2| — 1+¢¥3]=i1-1+0-1 -1
+ max | | = max L+ #]] =31 -1+0-1)7
Luego no se cumple esta propiedad del producto escalar y por tanto no es un

producto escalar.
Ejercicio 3:Demostrar que en el espacio /; no se puede introducir el

producto escalar coordinado con la norma de este espacio.
Si se pudiera introducir el producto escalar coordinado con la norma de [y, se

tendria que verificar la identidad de paralelogramo, que dice:
,0, ...) entonces se verifica lo siguiente:

2 2 2 2
2+ ylI” + Iz = yl” = 2(l=[" + [ly[")
Sea z = (1,0, ...,0,...) , y = (0,1, ...

o+ )12 = 4.

[ —ylly = 4.

llly = llyll, = 1.

Luego 8 = 4, pero esto es una contradiccién luego esta norma no verifica la

identidad del paralelogramo.
Ejercicio 4:En el espacio lineal (C|a, b], ||||,) de funciones continuas sobre

el intervalo, tomamos
b
(x,y) = [ x(t)y(t)dt

. Es de Hilbert este espacio?
No, es de Hilbert, por el ejercicio 4 de la hoja 1, sabemos que (C|a, 0], ||||,) no
es de Banach, entonces si vemos que la norma inducida por este producto escalar

coincide con ||||, ya sabrfamos que no es de Hilbert.
b b
2
Iy = V/{z,2) = \/fx(t)y(t)dt = \/f |2(6)[" dt = Il
Ejercicio 5:En el espacio lineal de sucesiones © = (r1,s,...) tales que
3 a7 < 00, tomamos

k=1
<I y) = Z )\kxkyk donde 0 < )\, < 1

k=1

(Es de Hilbert este espacio?

(o ¢]

En general, no, es de Hilbert, consideramos la serie » ° A tal que sea convergente
k=1

y por tanto dado £ > 0 existe ng € N tal que Y. N\, <e.
k=no+1



Consideramos ahora la sucesién z,, = (1,...,1,0,...,0,...) donde son uno las n
primeras coordenadas. Entonces para todo m,n > ng se tiene que:

m &)
|zm — x|l = D2 A < D Ax < e. Luego esta sucesién es de Cauchy.

Por otro lado esta sucesién no converge luego este espacio no es completo, en-
tonces no es Hilbert.

Ejercicio 6:Demostrar que un espacio de Hilbert es estrictamente nor-
mado.

Para verlo utilizamos el criterio del ejercicio 6 de la hoja 2.
Supongamos x,y € s con x # y, es decir, ||z|| = ||y|| =1

Si|laz+ (1—a)y||=1VYae0,1] < |laz+ (1 —a)y|]* =1 =
— (ax+ (1 —a)y,ar+ (1 —a)y) =1 <=

— (azx,az) + (1 — @)y, (1 — a)y) + 2(az, (1 — a)y) = 1 <=
— CY2<£E,I> + (1 - &)2<y’y> + 2&(1 - Oz)<l’,y> =1

Como ||z|| = ||y|| = 1 = de lo anterior se obtiene lo siguiente.
0 + (1 — ) +2a(1 — a){z,y) = 1 = (v,y) = g =b =1
— (z,y) = 1 = costp = I IIHTEII =1= 19 =0+ 27k = x = y pero esto es

una contradiccién ya que estabamos suponiendo que = # y entonces es estrictamente
normado.

Ejercicio 7:Sea que z,,y, pertenecen a la bola unitaria cerrada B(0, 1)
en un espacio de Hilbert H y (x,,y,) — 1 para n — oo. Demostrar que
|z — yu|| — 1 donde n — oo.

Como w,, € E(Oa 1)y uyn € F(Oa )= |lzall <1y flynll €1 <= (zp,20) <1y
(Y yn) < 1. ,
Vemos que ||z, — yn||” — 0, ya que esto implica que ||z, — y,|| — 0 entonces

||xn - ynHZ = <xn_ymxn_yn> = <xmxn>+<ymyn>_2<xmyn> < 1+1_2<xmyn> — 0,
ya que (T, yn) — L.

Ejercicio 8:En el espacio /; consideramos el conjunto
M=<xz€ly, v=(r1,22,...): i T = 0}. Demostrar que M es un sube-
spacio vectorial denso en [,. =
1) Vemos que M es una variedad lineal.
*Vemosque&x yEM:>:C+y€M
Z(xkvLyk) Z:rk+ Zyk—ijnLyEM

k=1 k=1 k=1
* Vemos quesiz € M —= A\ e M



Xz =A) 1z =0= v e M
k=1 k=1
2) Vemos que es denso en [y

Para ello consideramos la funcién la funcién lineal L :Ily — R tal que
L(z) = > x (L no es continua)

k=1
Por un resultado visto en clase KerL o es cerrado 6 es denso, ya que

M = KerL es un hiperplano en /5.Vemos que no es cerrado entonces tiene que
ser denso.

Sea e; = (1,0, ...) se tiene que e; pertenece a la clausura de M, ya que si considero
la sucesion 2™ = e; — £(e1 + ... + ;) => 2™ € M y z¥) — ¢; con la norma |||, .
Vemos esto tltimo que 2*) — ¢, con la norma |||, .

Basta ver que Hx(k) - €1H2 — 0.

k
Pero ||%(€1 + ..+ ek)Hz =5 k% = % — 0 cuando k — oo = efectivamente e;
n=1

pertenece a la clausura de M.

o0
Pero Y. ef =1#0= ¢, ¢ M. Luego M no es cerrado entonces tiene que ser
k=1
denso.

Ejercicio 9:En el espacio [, poner un ejemplo de un conjunto M tal,
que el conjunto M + M+ no coincide con todo el 5.

Considero el conjunto M = {x €ly: Y xp = O} para demostrar que
k=1

M + M+~ # I, probamos antes que M~ coincide con el espacio ortonormal de la
clausura de M.

Por un lado sabemos que M estd contenido en la clausura de M = El ortonor-
mal de la clausura de M estd contenido en M*.

Por otro lado si z € M+ = (z,y) = 0 Yy € M. Ademss si y, pertenece a la
clausura de M = 3{y,,} € M tal que {y,} — yo. Como {y,} C M = (y,,x) =0
Vn € N = (yo,z) = (limy,,z) = lim(y,,x) = 0 = = pertenece al espacio
ortonormal de la clausura de M. = M+ = M = (I,)* = {0}, ya que por el
ejercicio anterior la clausura de M coincide con Iy = M + M # [y.

Ejercicio 10:En el espacio (C[—1,1],]|||,) consideramos el conjunto ) de
funciones z(t) iguales a cero para t > 0.

a)Demostrar que M es un subespacio de (C[—1,1], ||||5).

Esto es claro ya que
*Siz,ye M =z —y e M yaque (x—y)(t) =x(t) —y(t) =0Vt >0.

4



x*Six € Maée Ly= (azx)(t) = ax(t) = 0 ¥Vt > 0.

b) Describir el subespacio M*.

M+ = {z(t) € C[-1,1] : z(t) = 0 para t < 0} el producto escalar asociado seré:
2 2
(@,y) =3 {ll+yl" = llz —ylI"} =
1

_1 { f o) +y(OF - J Jo(0) - y<t>12} ~0

= [ a(t) +y) + 2z(t)y(t) — [2(1)* +y(1)* = 2z(t)y(1)] = 0

4 fl z(t)y(t) =0 <= fl z(t)y(t) =0 = como z(t) =0sit > 0= y(t) =0 si

c) ;Todo elemento x del espacio (C[—1,1],]|||,), admite una tnica rep-
resentacién de la forma, r = u + v, donde u € M, v € M*?

No se cumple
Si tomo la funcién z(t) =1

Si se cumpliera entonces existirfan y € M z € M+ tal que v = y + 2.
Comoye M = y=0en|0,1] = z=0en [—1,0] ya que z € C[—1, 1]. Luego
no se cumple.

Ejercicio 11:Sea M wun conjunto convexo cerrado en un espacio de
Hilbert H. Demostrar que en M, existe y es tinico, un elemento de norma
minima.

1) Vemos la existencia:

— Si 0 € M ya estarfa porque el 0 lo serfa.
— Si0¢ M.



Sea d(0, M) = d entonces existe {y},y C M tal que [jy,|| — d.

Como M es convexo entonces 2252 € M entonces ||y, + yml|” > 4d2.

Por la identidad del paralelogramo tenemos que:

2(lyall* + ymll*) = N1y + yonl* + 15 = yall*-

= 2([[9all” + 19m*) = 42 + [l — ymlI” -

Como ||y,|| — d entonces haciendo n, m — oo tenemos 4d* > 4d2+n }}LIEOO [Fr—ra

= ||yn — Yml| — 0 cuando n,m — oo = {yn},cy € de Cauchy entonces
{un} — y y se tiene [jy|| = lim ||y, | = d.

Luego y € M y es el que esta a la minima distancia de 0 luego y es el elemento
de norma minima.

2) Vemos la unicidad:

Supongamos que existen z, y tales que m = ||z|| = ||y|| = norma minima entonces
consideramos el segmento que los une, sabemos que estd contenido en M, por que
este es convexo, y se tiene que Vo € [0, 1] se verifica que |Jar + (1 — a)y|| = o ||=|| +
(1 =a)llyll = am + (1 = a)m =m

pero como m es la norma minima = [jax + (1 — a)y|| = m.

Por otro lado

laz + (1 —a)y|? =m? < (az+ (1 —a)y,az+ (1 —a)y) =m

< (az,ax) + (1 — @)y, (1 — a)y) + 2(az, (1 — a)y) = m?

— o*(z,x) + (1 - a)%y,y} +2a(1 — a)(z,y) = m?

m27a2m27m 7a2m2 2am 2

= (x,y) = Ty + = m2.

Luego (z—y,xz—y) = (v,z) + (y,y) — 2(z,y) = m*+m? —2m*> =0

< r —y=0<+= x =y, luego es unico.

2

Ejercicio 12:En el espacio /; construir un conjunto cerrado, en el cual
no hay elemento de norma minima.

Considero el conjunto M = {xn €ly:z,=(0,0,....0, 1+ %,0, )}, donde la
lnica coordenada distinta de cero es la n-ésima.

—Es claro que M C [5.

— Vemos que M es cerrado.

El limite de una subsucesién de M tiene que ser 0 por como estd definido M.

Pero es claro que ||z||, > 1V x € M . Luego M no tiene subsucesiones conver-
gentes, por tanto M no tiene puntos de acumulacién entonces M = M U M’ = M.
Luego M es cerrado.

—Vemos que no hay elemento de norma minima.

|zl =1+ + = inf {||z|, : 2 € M} =1.

Pero no existe x € M tal que ||z||, = 1. Luego no existe el elemento de norma
minima.



Ejercicio 13:Demostrar que en un espacio de Hilbert toda sucesién de
conjuntos acotados, cerrados, convexos, encajados, no vacios posee una
interseccién no vacia.

Sea ay, € My, tal que ||ag|| = min {||z| : € M} .

Por la identidad del paralelogramo tenemos:

2([lar|* + llanl*) = llax + anll* + llax — anl® (%)

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que n > k£ como M}, es convexo se
tiene que %49 € My, = || 2522 > [Jax|| = [|ax + anl| = 2| -

Por el enunciado sabemos que M, C M} ya que n > k = a,, € M},

= [lan|| = [lax|| -

Como {||ak||} es creciente y acotada (por que los M; son acotados) entonces
lla|| — A, por (%) sabemos que:

2(|all* + llagl*) = 4llag)® + llar — anl* y como [lag|® < [laa]*  entonces
Alanll® > 4 el + o — anll

Si hacemos k — 0o (y por tanto n — co) entonces 4A% > 4A% + lim ||ag — a,||?
entonces {a;} es de Cauch entonces {ay} — a. Luego a € My = M, Vk € N

entonces a € [ M.
keN

Ejercicio 14:En el espacio C[0,1]| construir una sucesién de conjuntos
acotados, convexos, cerrados, encajados, no vacios que posea una inter-
seccién vacia.

Sea M, = {z(t) € C[0,1] : |lz|| < 1,2(0) = 0,z(t) = 1 para + <t <1}

— M,, es acotado es claro

— Vemos que es convexo.

Esto es claro ya que si z,y € M,, = Va € [0,1] |laz + (1 — a)y|| <« ||x|| +
+(1=a) [lyll < 1, ax(0)+(1—a)y(0) =0, az(t)+(1—a)y(t) = L para ; <t < 1.
— Vemos que es cerrado.

Si x,, es una sucesién de M, tal que z, — v = ||z|| = ||z — z, + x,]| <

< |l — x,|| + ||zn]] <1 haciendo n — oo ||z|| < 1.

Como Vn € N z,(0) = 0 = x(0) = 0.

Como Vn € N z,(t) =1 para = <t <1=z(t) =1 para = <t <1

Luego x € M,, = Vn € N M,, es cerrado.

— Vemos que son encajados.
siz € My = ||z|| <1, 2(0) =

0,2(t) = 1 para —5 <t <1
Entonces, en particular, como E <

ﬁ se tiene z(t) = 1 para + <t < 1, por
tanto x € M,,
— Vemos que (| A, = {0}
neN
Supongamos que Jz € (| A, =z € A, Vn € N, luego en particular x verifica

neN
la siguiente propiedad x(t) = 1 para % < t < 1 entonces como esto es Vn € N.



Haciendo n — oo se tendria que x(t) = 1 si t € (0,1], pero por otro lado z(0) = 0,
pero x no seria continua luego = € C[0, 1] pero esto es una contradiccién, por tanto

1
no existe x € [ Ay, luego (| A4, ={0}.

neN neN



