VARIABLE COMPLEJA Y ANALISIS FUNCIONAL
(Curso 2001-2002)

HOJA 2

Ejercicio 1. Desarrolla en serie de potencias de (z — 1) la siguiente funcidon
y halla el radio de convergencia de la serie obtenida:

z
f<Z> = (Z + 1)2
Solucién:
Consideramos la funcién g(z) = ﬁ = f(z) = 2%g(2).

Desarrollo en serie de potencias de (z — 1) la funcién g(2):

Donde a, = L¢™(1).

Y se tiene que

Asi se tiene que:

Y entonces:
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El radio de convergencia de esta serie se calcula aplicando el Criterio de
D’Alembert:
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Luego:
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Ejercicio 2. Calcula [ f(z)dz si:

a) f(z)=% para y={z€C:|z| =R}
Yy 7= {a<[_R7 R] X [_R’ R])}

Solucion:
Para este ejercicio se va a calcular la integral del siguiente modo:

Se toma una parametrizacién del camino 7 tal que 7 : [a,b] — Cy
v € C' a trozos, v se tiene que:

/ f(2)dz = / SOy (e, 1€ [a,]

con f:Imvy — C, f continua en I'mvy.

Veamos primero el resultado de la integral para el camino, ~ = {z € C:

2] = R}
Tomando como parametrizacion del camino vy la siguiente:

v(t) = Re™ = R(cost + isent), t € [0,27], en sentido directo,

se obtiene:
/f(z)dz: /Edz:/ Zdz =
7y ¥ |z|=R
27 27

/ R?*(cost — isent)ie"dt = / R%ie el dt =
0 0

2
/ RZ%idt = 27i R?
0

Este ejercicio estd hecho usando sélo la definicion. Se puede utilizar la Férmu-
la Integral de Cauchy y razonar como sigue:

/zdz:/ﬁdz:/ﬁdz:m/—Zzzm'RQ
Y 'YZ Y z 'YZ

Tomando ahora el camino, v = {9([—R, R] x [-R, R])}, y parametrizdndolo
de la siguiente forma:



Y(t) = 71(t) Uya(t) Urs(t) Unral(t)

donde,
nt)=R(2t—1)—iR; )
Y2(t) = R+ iR(2t — 1);
y5(t) = R(1 — 2t) +iR; te[0.1]
va(t) = =R +iR(1 — 2t); )

El resultado de la integral con este camino es:
4
1@ =3 [ e
v =1 YV
1
f(z)dz = / Zdz = R/ (2t — 1 +1i)2dt
71 Y1 0
1
f(z)dz = / Zdz = R/ (1 —i2t +4)2idt
Y2 Y2 0
1
f(2)dz = / Zdz = R/ (1 =2t —1i)(—2)dt
73 0

/74 f(z)dz = /74 Zdz = R/Ol(—l — 2ti —4)(—2i)dt

Asi se obtiene que:

/Wf(z)dz:élR[/ol(Qt— 1+z’)dt+i/01(1 —i2t+z’)dt] — 8Ri
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Aplicando la férmula Integral de Cauchy se tiene que:



Tomamos g(z) = <= que es una funcién holomorfa en D(—1, 1).

/f(z)dz —/ 9(2) dz =2mg(—1) = 2w

z+1 e

Ejercicio 3. Demuestra que:
a) fv Cdz

Solucion:

<me, dondey={ze€C:|z|]=1, 0<argz<m}

Se prueba de la siguiente manera:

Cuando z es un punto de 7, |z| = 1; y se sigue que

|€z| _ eRe(z) <e

z

z

La longitud del camino v es 7.

Entonces una cota para el modulo del valor de la integral es la longitud
del camino por una cota del integrando, siempre que el integrando sea una
funcién continua, como ocurre en este caso.

62
‘/—dz‘ < e
y 2

Es decir,

_R ;
b) ‘/ dz S{ WRRQ_l s R>1
73224'1 T—= si 0<R<1

1-R?
donde yp ={2€C/ |z2|=R y 0<arg(z) <7}
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Solucioén:
Andélogamente al apartado a):

Cuando z es un punto en g, |z| = R y se sigue que:
2%+ 1] > || = 1] = |R* — 1]

Si R? > 1, es decir, si R > 1 = |22+ 1| > R*> — 1. Si R? < 1, es decir, si
R<l=|2+1]>1- R
Por consiguiente, en esos puntos,

1 .
2241 st 0<R<1

Como la longitud del camino vi es mR. Entonces la cota para el médulo del
valor de la integral es:

‘ dz ’< Rgfjl st R>1
e 21T i si 0<R<1

Obsérvese que como R # 1, la funcién esta bien definida en yg.

. . . 27 do
Ejercicio 4. Sea a € C,|a| # 1, calcula |, =555z
Solucién:
. L. 0 —if ,
Para calcular esta integral voy a sustituir cosf = % Asi obtengo:

/*271’ do B
o 1 —2acosh+a?

B / o do B / o edf
B o 1 —a(e? +ei0) 4 a2 o o € — e 4 1) + a2e?

Ahora multiplico y divido por ¢ obteniendo:

1 /2” iedo _ /2” ie?do
- . : _ = : : .
i)y €?—a(e? +1)+ a2e? o €9 —a(e? 4+ 1)+ a2
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Tomando como parametrizacion de la curva +:
20) =, 00,2

en sentido positivo. Se obtiene que la integral se puede escribir como:

z/ dz _i/ dz _i/ dz
Jar—(1+a?)z+a a), 22— (+a)z+1 o), (z-1)(z—0)

«

Como |a| # 1 se tienen los siguientes dos casos:

1)Sila] <1=|>1

1

L
«

Se aplica la Férmula Integral de Cauchy, tomando ¢(z) =
Asi

dz , 2mic
[y C=DG=a) = 2mig(a)Ind(v;a) = ]

En definitiva en este caso:

/2” dé L
o 1—2acosh+a% a2—1

2)Si o] > 1= |2 < 1:

1

zZ—x

Se aplica la Férmula Integral de Cauchy, tomando ¢(z) =
Asi,

[ st = (2 ma ) = 2

«

En este caso:

/27r do 27
o 1—2acosf+a2 1-a2

Luego, en ambos casos se tiene que:

/2” do _‘ om ‘
o 1 —2acosh +a2 la%—1




Ejercicio 5. Sean f una funcion entera y A, B,k nimeros positivos tales
que

1f(2)| <A+ B]z[F V zeC.

Solucion:

Para resolver este problema se utilizara el Teorema de Liouville que dice:

”Si una funcién entera es acotada entonces es constante”.

Como f es una funcion entera se puede escribir como desarrollo en serie de
potencias, consideremos el principio de esa serie ) _;a,2". Definimos la
funcién

H(Z) _ f(Z) - Zn:O an2" (1)

~k

se trata de una funcién entera porque el tnico problema es cuando z = 0
pero como estamos eliminando los £ primeros términos de la serie se tiene
que:

k 9] [e%S)
f(z) - Zanz" = Z a,2" = 2F Z a, 2" F
n=0 n=k+1 n=k+1
y
oo
H(z) = Z a2 "
n=k+1

Veamos ahora que la funcién H esta acotada:

o z o z

Si tomamos |z| < 1, como H es una funcién continua, definida en un compacto
se tiene que la funcién H estd acotada.

Si suponemos que |z| > 1, entonces se tiene:

A+ BlzF + 38 a2



k k
1 k

Por tanto, también para este caso se tiene que la funciéon H esta acotada.

Como la funcién H es entera y esta acotada, aplicando el Teorema de Liouville
se tiene que H(z) = ¢,c € C. Despejando f(z) de la ecuacién (1) se tiene
que:

k
flz) = Z an2" + c2"
n=0

En efecto se obtiene que f es un polinomio.



