EJERCICIOS DE ANALISIS FUNCIONAL
(Asignatura VCAF)

HOJA 2

Ejercicio 1: Indicar un ejemplo de la sucesién 2™ = (xgn),xé ), ...) que

pertenezca a cada uno del par considerado de los espacios y que:

a) Converja en [, pero no converja en [;.

Considero la siguiente sucesién, (™ = (1,....1.0,...) donde el 1 aparece en las
n n n

n primeras posiciones y luego son ceros.
1) Vemos que la sucesién pertenece a ambos espacios.

— 2™ € 1 es claro ya que cada ’x;n)‘ < 1. Luego estd acotada entonces se tiene

lo que querl’ amos.
oo
— (™ €} es claro ya que > |z
k=1

oo
Z L =2 — ] < 0o entonces se tiene lo

que queriamos.

2) Vemos que ™ converge en l,. Vemos que z(™ — [ = (0, ...,0,...).
Como Hx(”)Hoo = % — 0 cuando n — oo es claro que, 2™ — [ = (0, ...,0,...).

3) Vemos que no converge en /1. Vemos primero que si la sucesiéon converge en [
a x entonces tiene que converger coordenada a coordenada entonces ¢l inico posible
limite es 0.

Pero como Hx(”) H | ! | = 1. Luego es claro que si tomo 0 < € < 1 no existe

1

un ng € N tal que Hx( — lH < ¢ cuando n > ng .Luego no converge.

b) Converja en [, pero no converja en [s.

Considero la siguiente sucesién, z(™ = (%,...,1,0,...) donde el £ aparece en las
n n n

n? primeras posiciones y luego son ceros.
1) Vemos que la sucesién pertenece a ambos espacios.
") ‘ < 1. Luego estd acotada entonces se tiene

1
2‘|2

— 2™ € [ es claro ya que cada ‘xk
lo que querf amos.

— 2" € 1, es claro ya que una vez fijado n se tiene que [Z x,&")
k=1

3
> (—)2] = 1 < oo entonces se tiene lo que querfamos.

2) Vemos que 7™ converge en lo,. Vemos que z(™ — [ = (0, ...,0,...).



Pero esto es claro ya que Hx(”)”OO = % — 0 cuando n — oo.

3) Vemos que no converge en [s.

Si en este espacio la sucesién converge es claro que lo deberfa hacer a (0, ..., 0, ...)
ya que % — 0. Pero Hx(”)HZ = 1 luego no converge.

c) Converja en [, pero no converja en /;.

Considero la siguiente sucesién, 2™ = (£,...,1,0,...) donde el 1 aparece en las
n n n

n primeras posiciones y luego son ceros.
1) Vemos que la sucesién pertenece a ambos espacios.

e.9] o0
— (™ € [} es claro ya que > ‘x,&")‘ = > 1 =12 =1 < oo entonces se tiene lo
k=1 k=1

T

que queri amos.

— (™ €[, es claro ya que una vez fijado n se tiene que [Z
=1

ac]g")

n 2 1
= {Z (—)2} = [%]? < oo entonces se tiene lo que querfamos.

2) Vemos que (™ converge en l. Vemos que 2™ — [ = (0,...,0,...). Esto es
claro ya que Hx(")||2 = % — 0.

3) Vemos que no converge en ;.

Esto lo hemos visto en el apartado a) de este ejercicio.

d) Converja en ¢y, pero no converja en I;.

Considero la siguiente sucesién, 2™ = (1,...,1,0,...) donde el 1 aparece en las
n n n

n primeras posiciones y luego son ceros.
1) Vemos que la sucesién pertenece a ambos espacios.
— (™ € ¢4 es claro ya que la sucesién termina en una cola de ceros.

o0 o0
— (™ € [} es claro ya que > xén) = > 1 =12 =1 < oo entonces se tiene lo
k=1 k=1

que queriamos.
2) Vemos que (™ converge en co.
Vemos que ™ — [ = (0,...,0,...), ya que Hx(”)Hoo =1 0.
3) Vemos que no converge en .

||ﬂv(”)H1 = i }%} = 1. Luego es claro que si tomo 0 < € < 1 no existe un ny € N

tal que Hx(”) —:lH < e cuandon > ng .

e) Converja en ¢y, pero no converja en .



Considero la siguiente sucesién, z(™ = (1, ... 1

n’ " n?
n® primeras posiciones y luego son ceros.
1) Vemos que la sucesién pertenece a ambos espacios.
— (™ € ¢4 es claro ya que la sucesién termina en una cola de ceros.

) 2} 3

0,...) donde el % aparece en las

— 2" € 1, es claro ya que una vez fijado n se tiene que [Z
k=1

L,

n3 2 1

= |2 (2)?| =[%]® < oo entonces se tiene lo que querfamos.

2) Vemos que (™ converge en cg.
Vemos que ™ — [ = (0,...,0,...) ya que Hx(”)HOO ==—=0

3) Vemos que no converge en ls.
Si en este espacio la sucesién converge es claro que lo deberf a hacer a (0, ..., 0, ...)
ya que % — 0.
1
1 2

00 2 n3 1
ot ol = | £ 3P| = |E 11| = [5]° - va

Pero si n — oo = /n — oo. Luego es claro que no existe un ng € N tal que
Hx(”) — ZH < ecuandon > ng .

Ejercicio 2: Demostrar que para cualquier p > 1 todo elemento del
espacio [, es un elemento del espacio cy,pero el elemento

_ 11 1 N
r= (1,535 03 @y ) € Co NO pertenece a [, para ningtin p > 1.

o0
Sizel,= Y |xi|” < oo esto significa que esta serie es convergente, entonces
=1
sabemos por el criterio del 1f mite para series, que klim |z =0
—00

— |ril” < & Vk = ko = |z] < &7 Vk = ko = lim |z] = 0.
—00

Pero como — |xy| < zp < |zg| = klim 1, = 0= x € ¢.
—00

_ 11 1
Vemos ahora qule r=(1, 5503 m,l) € f() y T &l
limax,=lm —=0=2=(1,=,=5,..., =—,...) € Cg.
koo k koo Ink ( ’In2?In37 " Inn’ ) 0

0o 0o ng 0o
Por otrolado Y |24/’ =1+ |Z|" > 1+ > |75+ > 2. Esta desigualdad
k=1 k=2 k=2 k=no
se tiene por que sabemos que para un numero suficientemente grande se verifica
que (Inn)? < n.
Una vez que ya tenemos esta desigualdad y utilizando que el tdltimo sumando es
divergente se tiene que x ¢ [,.

Ejercicio 3: ;Converge en el espacio C[0,1] las siguientes sucesiones?

a)x, (t)=t"-t" .



—Converge puntualmente en C0, 1].

Vemos que x,, — 0 cuando n — oo.

Sea € > 0

|2 —0|| = max |, (t) — 0] = max |(t" — t"™) — 0] = max [t"(1 — )| <&,

te[0,1] te[0,1] te[0,1]

ya que sit € [0,1) = t"|1 —t|] — 0 cuando n — oo y por otro lado si

t=1=1"|1—-1| =0 — 0. Luego por tanto m[aX]|t”(1—t) 0] = 0sin— oo.
0,1

—Vemos que converge uniformemente.

Calculamos el méximo de x,(t)
z,(t) =nt" T — (n+1t" =0 <=1 = 15,
Como z,(0) =0y x,(1) = 0 entonces el méximo se alcanza ent = -5 quees:

() = (75)" - ()" = ()" (1-22) <75 = llzall, — 0.

b)y.(t)=t"-t*".

No converge ya que si esta sucesion convergiera con la norma infinito, lo harfa a 0

1
ya que converge puntualmente a 0, pero t"(1—1t") tiene méximo en [%] "y se tendria

1t"(1 =) = m[a>1<] t"(1—t")| =1(1—3) =1 > 0 0, luego no converge.
t

Ejercicio 4: ;Converge la sucesion xn(t)—n:1 ZL; en los siguientes es-
pacios?

a)CJ0,1].

Si converge en C' [O 1] ya que como t € [0, 1]. Se tiene que:

n n+1 1 1

nt_—i—l - tn—|—2 — n+1 + o n—|—2 = ||'r”Hoo — n+1 + n_—|—2 - 0

b)C’[0,1].

Si converge en C’[0, 1].

Ya que z;,(t) = (n+ 1) — (n+ 2)';::; = ¢" — ¢"*1. Vemos que z,(t) — 0, con

la norma de este espacio, cuando n — oo y V¢ € [0, 1].
Sea € > 0
Ja(€) = Ol = mma [n($) = O]+ max [, (8) = O] = lln(t) = Ol + 7(8) = O]

) )

Por otro lado sabemos, por el apartado anterior, que z,,(t) — 0 en C[0, 1], luego
existe n; € N tal que [|z,(t) — 0], < 5. Del mismo modo por el apartado a) del
ejercicio 3, de esta hoja, sabemos que, t" — t"*! — 0; luego existe ny € N tal que
|l27,(t) = 0l o < 5§ = ||zn(t) = 0] < & V¥n > ng siendo ny = max {n;,na} .

Ejercicio 5: ;Sera: a) abierto; b) cerrado el conjunto de todos los
polinomios en el espacio Cla, b]?



a) No es abierto ya que el complementario de este conjunto no es cerrado. Para
ver que el complementario no es cerrado, considero una sucesion en el complemen-
tario de P[z] ( conjunto de todos los polinomios) y veo que converge a un polinomio,
luego el If mite no pertenece al complementario, lo que indica que el complementario
no es cerrado.

{2n(t)},en = Zsen(nt + n) para t € [a,b] y n € N, es obvio que

{2,(t)},,en € Cla, b], ya que la funcién seno es continua.

Vemos que z,(t) — 0 cuando n — oo y Vt € [a,b]. Para todo ¢ € [a, b] se tiene
que |z,(t) — 0] = |Lsen(nt +n)| < L — 0 cuando n — 0o => ||z, (t) — 0] — 0

cuando n — o0. Pero todos sabemos que 0 es un polinomio que tiene todos sus
coeficientes iguales a cero.

b) No es cerrado, para ver que no es cerrado, tomo una sucesién de polinomios
que no van a converger a un polinomio, entonces la clausura de P[z] no coincide con
él y por tanto no puede ser cerrado.

n
Sea z,(t) =1+ > % Vt € [a,b] como todos sabemos este es el desarrollo en
k=1

serie de la funcién z(t) = e' entonces z,,(t) — z(t) cuando n — oo y Vt € [a, b] pero
¢! ¢ P[z]. Luego P[z] no es cerrado.

Ejercicio 6: Demostrar que un espacio normado lineal X es estricta-
mente normado si, y sélo si, la esfera S no contiene ni un solo segmento,
es decir, de z,y € S con = # y se desprende que azr + (1 — a)y ¢ S para
cualquier « € (0,1).

.Nota:

—S={reX:|z]|=1}.

— X es estrictamente normado si en él, la igualdad ||z + y|| = ||z|| + ||y|| siendo
x # 0, y # 0 se cumple solamente para y = Az, donde A > 0.

Con las consideraciones de la nota vamos a demostrar lo que nos pide el enunci-
ado.

—>] lo hacemos por Reduccién al Absurdo:

Supongamos que ax + (1 —a)y € S Va € (0,1) = |laz+(1—a)y|]| =1
Vo € (0,1) entonces, en particular se cumple para o = =

= [le+ 1 =3yl =1 [l5z+ 39 =1

— Le+y) =1

— fo+yl =2

Porotroladoz € S = |jz|| =1,y € S = |ly|| = 1 = ||z|| + |ly]| = 2

= [lz+yll =zl + [yl = y=Arzvpero |z =y =1=A=1=y=2z
pero esto es una contradiccién. Luego el segmento [x, y] no puede estar en S.

<=]| lo hacemos por Reduccién al Absurdo:



Supongamos que X no es estrictamente normado entonces existen x # 0, y # 0,
tales que ||z + y|| = ||z|| + |ly|| y no existe A > 0 tal que y = Az.
Considero a = i, b = ﬁ vamos a comprobar que aa+ (1 —a)b € S Va € (0,1).

Antes de demostrar esto vamos a demostrar que si z, y, m—;ry es

= [z,y] C S.

Supongamos que existe z € [x,y] tal que z ¢ S = ||z|| < 1 por convexidad ya
que tendriamos la siguiente situacion:

Entonces pueden pasar dos cosas { } los dos casos son andlogos asi que

N i
nos centramos en el segundo de ellos, HMH < MMzl + (1= A) |ly|]] <1 pero esto es
una contradiccién ya que suponiamos que ;y € S, luego para demostrar que todo
segmento [a, b] € S basta con demostrar que 4% € S.

D) Si flall < Jly]
sl + L=l

Stiyim+mn €S = |[m+ ) <2= T ‘ ||y||yH <2

= [+ ey < 2112l = o+l = [fof = 1] Il < 211l

= lall + Nyl = [ = 1] Iyl < 22l = Nyl = I = 1] Iyl <

Como ||z|| < |ly|| se tiene que:
Iy (1 - (1)) < el = Iy

l=l ||z|| pero esto es una contradiccion.

llyll llll
Luego 3 (H%H T €S
2) Si ||zl = [lyll
— %<%+i> e+ 1)
— ||« = 2Hx|| |lz+y| = W = 1 entonces es claro que 45 € S.



Luego por el resultado que hemos demostrado previamente tenemos
que, aa+ (1—a)b e SVa e (0,1),lo cual es una contradiccién con la hipétesis de
que la esfera no contiene ni un solo segmento.

Ejercicio 7: ;Cudles espacios entre los siguientes son estrictamente
normados?

a) cg no es estrictamente normado.
Si tomamos z = (1,3, 3, ... =,...) Yy = (1,1, 5, .-, 23, ...) €s claro que, z,y € ¢
1

19939 Y4090 ) )
= )\# Vn € N. Vemos que

y que, y # Ax V A > 0 ya que no existe A > 0 tal que
e+ yll = llzll + [yl ,
e+ y=(2,3,.,52 )= |lz+yl| =sup{|z, + yo| : n e N} =2.
Por otro lado ||z|| = sup{|z,| : n € N} =1
y lyll =sup{lyn| : n €N} =1 = |z +yl| = [[=]| + [ly]l-

n

b) /4 no es estrictamente normado.

Si tomamos = = (1,0,0,...,0,...) y y = (0,1,0,...,0,...) es claro que, z,y € [
y que, y # Ax ¥V A > 0 ya que no existe A > 0 tal que 1 = X0. Vemos que
|z +yll = =) + [yl ,

r+y=(1,1,..,0,...) = |lz + y|| =sup {|z, + yn| : n € N} = 2.

Por otro lado ||z|| =sup{|z,|:n e N} =1y

lyll = sup{lyn| : n € N} =1 = |lz +y| = ||lz[| + [[y] -

C) l2.

Si es estrictamente normado, lo vemos por la definicién. Sean z,y € Iy si
[z +ylly, = lzlly + lvll, <= (lz+yll,)* = (lz[l, + [lyll,)* pero Iy es un espacio
de Hilbert como veremos en la hoja 3; luego tenemos que:

(lz+ylly)? = (& +y, 2 +y) = (z,2) + 2z, y) + (y,9).

Por otro lado (||z[ly + [lyll,)* =([[ll5)* + 2|z, [9ll, + (lyll,)* faltarf a ver que
2(z,y) = 2||zll, [lyll, , ya que es obvio que (z,z) = (||z]|,)* y que

(y,y) = (||y\|2)2, pero por la desigualdad de Cauchy-Schwarz sabemos que:

[z, )| < lzlly [yl

Y también sabemos que se da la igualdad cuando y = Ax V A > 0. Luego si se
verifica ||z +yl|, = ||z]l, + ||yll, se tiene que verificar que y = Az V A > 0. Luego
por tanto este espacio es estrictamente normado.

d) ls.
No es estrictamente normado, para demostrarlo vale con tomar el mismo ejemplo
que en el apartado a).

e) C0,1].

No es estrictamente normado, ya que si tomamos x = z(t) =% y

y =y(t) =3 es claro que x,y € C[0,1] y que y # Az V X > 0, ya que no existe
A > 0 tal que y = Az, ver el dibujo.



Vemos que ||z +y|| = ||| + [y]| -
|z + y|| = max |[t? + 3] = 2.
te(0,1]

Por otro lado |[zf| =1y [lyl| = 1 = [l +y[ = [lz]| + [ly]l.

f) Lo[0,1].

Como veremos en la hoja 3, L0, 1] es un espacio de Hilbert, entonces al igual
que en el apartado c) se verifica que, si z,y € L»[0, 1] y son tales que ||z +yl, =
]|, + [lyll, equivale a que |[(x,y)| < [|z|l5[|y]l, ¥y como sabemos por la desigualdad
de Cauchy-Schwarz se tiene la igualdad sélo cuando y = Az V A > 0. Luego si se
verifica ||z + y||, = ||z]|, + ||y, se tiene que verificar que y = AzV A > 0. Luego por
tanto este espacio es estrictamente normado.

Ejercicio 8: ;Serdn convexos en el espacio C|a, b] los siguientes conjun-
tos?

a) los polinomios de grado = k;

No es convexo, ya que si tomo dos puntos en este conjunto, por ejemplo:
Px)=2"+a, 12"+ .. +ay Qx) = —aF + bp_12" 1+ ... + b
Entonces el segmento [P, Q] no pertenece al conjunto ya que:

aP+(1-0a)Q = alz® +ap_ 12" 1+ ...+ ap) + (1 — a)(=2F + b2 1+ ... + by)

Va € (0,1), entonces en el caso particular, en que o = % se tiene que el punto

resultante serfa 1 (ax_1 + bp—1)z* ! + ... + 3(ao + by), que es un polinomio de grado
k — 1 < k; luego este punto no pertenece al conjunto, por lo tanto, el segmento no
estd totalmente contenido en el conjunto, luego el conjunto no es convexo.



b) los polinomios de grado < k;

Si es convexo, sean P(x) = a,z" + ...+ ag donde n < k 'y Q(z) = bpx™ + ... + bo
donde n < k entonces estos son dos puntos cualquiera del conjunto y su segmento
[P, Q] pertenece al conjunto, ya que aP + (1 — a)Q = a(a,z"™ + ... + ag)+

+(1 — a)(bpa™ + ... + by) Ya € (0,1), entonces cada punto de este segmento es
un polinomio de grado < max {n,m} < k; luego estan en el conjunto, por lo tanto,
el segmento estd totalmente contenido en el conjunto, luego el conjunto es convexo.

1

c) las funciones continuas que satisfacen la condicién, [ |z(t)|dt <1;
0

Si es convexo, sean f(t) y g(t) dos funciones del conjunto, Vemos que su segmento
[f,g] pertenece al conjunto, para ello consideramos af + (1 — a)g y vemos que

pertenece al conjunto Vo € (0 1),
1

f|af—i—(1—a |dt<f|af|dt+f|1—a |dt—af|f|dt+ (1-a) f|g|dt<

< a-l1+(1—-a)-1= 1 entonces el segmento estd totalmente Contenldo en el
conjunto, luego el conjunto es convexo.

d) las funciones continuas que satisfacen la condicién,

f|x )P dt < 1;

Si es convexo, sean f(t) y g(t) dos funciones del conjunto, Vemos que su segmento
[f,g] pertenece al conjunto, para ello consideramos af + (1 — a)g y vemos que

pertenece al conjunto Vo € (0, 1),
1

{Iaf+(1—a)g|2dt§f alf]+ (1 —a)lg|)?dt = fa 12+ (1 —a)?|g)* +
20l f] (1 — o) gldt = [ | fPdt+ [(1— ) |gf di+
0 0

1
+ [2a|f| (1 — ) |g|dt < a®+ (1 —a)* +2a(l — a) = 1 entonces el segmento
0

estd totalmente contenido en el conjunto, luego el conjunto es convexo.

En la tltima desigualdad hemos utilizado la desigualdad de Holder que dice lo
siguiente.

Sip,qgell oo]y —i———lnyprgEL entonces

IZE Q|f|p) (}{qup)

e) las funciones continuamente diferenciables que sastifacen la condi-
cién, max |z, (t) — 0| + max |z} (t) — 0| < 1;

) )



Pero esto es la bola cerrada de centro 0 y radio 1 en el espacio C1]0, 1] y las bolas
sabemos que son siempre convexas.

Ejercicio 9: ;Seran equivalentes las normas ||z|_ y ||z|, sobre C|a,b]?

No son equivalentes.Podemos suponer que [a,b] = [0, 1] porque es més facil y
luego generalizamos para un intervalo cualquiera.
Si consideramos la sucesion:

B 0 si ogtglfn—lz
In<t) - { 3 1 . 1 }
n2 (t—1+—5) si 1—=5<t<1
n n .
Vemos que z,,(t) converge con la segunda norma del enunciado, pero no con la

primera entonces ambas normas no podra ser equivalentes.
1

Jaa(t) — 0], = (fm |dt>_:

-5 2
— f 0+ f w4 (14 H)Fae | =

1,L

n2

[N

= | [ P+ (1452 +2(-1+3))dt | =

I
7 N
| —

N
w
A
03 o
A
p_\
_l’_
v
[\
o~
_l’_
~+
[\V]
/\
'_l
_|_
~—
~—
[
-
N———
Nl
I

:n3[§+L—L—l—L+L+L]5IﬁHOcuandoneoo.

Pero por otro lado z,(1) = n — oo cuando n — .

Luego con la norma |||, no converge. Luego estas normas no pueden ser equiv-
alentes.

Para verlo en un intervalo general [a,b] seria modificar esta misma sucesion, es
decir, convertir el intervalo [a,b] en el [0, 1] por traslaciones y homotecias.
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