EJERCICIOS DE ANALISIS FUNCIONAL
(Asignatura VCAF)

HOJA 1

Ejercicio 1: Comprobar que en los casos siguientes se cumplen los
axiomas de norma, es decir, la norma esta definida correctamente.

a)El espacio [; de las sucesiones x = (x1,x9,...), cON x; nﬁmeros reales y

que satisfacen la condicién Z |zx| < 00, con la norma ||z||, = Z |z -
k=1

oo
Como x € [y entonces Y |zx| < 0o, luego nuestro candidato a norma estd bien
=1
definido ya que no es infinito, sino que serd un nimero real.

Ahora vamos a comprobar que se cumplen los axiomas de norma.
1) Si ||z]|, = 0siy sélosiz=0.
Si||z||; = 0= )_ |zx| = 0 pero esto significa que la suma de infinitos

k=1
mimeros positivos es cero, y esto s6lo puede ocurrir cuando todos los nimeros son

0, de esto obtenemos que z, = 0 Vk € N luego = = 0.
Porotroladosiz =0= 2, =0Vk e N= > |z4| =0
k=1
= [lz]l, = 0.
2)[|Az||; = |A| ||£C||1 para cualquier €l y para cualquier A € R.

1Azl = ZM%I ZMH%!—IMZI%I Al -

Iz +yll, < Hle + ||yH1 para cualesqulera T,y € 11

Iz +yll, = lek+yk|<2(l$k|+lyk\) ZI%HZI@M—

= [lzlly + llyll; -
Para resolverlo hemos utilizado la desigualdad triangular para el valor
absoluto.

b)El espacio I, de las sucesiones = = (11,5, ...), con x; nimeros reales y
1

00 0 2
que satisfacen la condicién 3 |z;|> < 0o, con la norma ||z, = {Z |xk|2} :
k=1

Ver que esta norma estd bien definida es muy fécil es simplemente por la
definicién del espacio Is.

Vemos ahora que se cumplen los axiomas de norma.

1) Si ||z||, = 0 si y s6lo si z = 0.



1
o0 2
siz|l, =0= [Z |xk|2] = 0 pero esto significa que la suma de in-
k=1

finitos nimeros positivos es cero, y esto sélo puede ocurrir cuando todos los nimeros
son 0, de esto obtenemos que x; = 0 Vk € N luego x = 0.
Porotroladosiz =0=—= 2, =0Vk e N

00 9 2
— I;l|xk| =0=|z|,=0.
2)IAz|ly, = | Al [|z]|, para cualquier € Iy y para cualquier A € R.

[e'e) 2 [e's) % [e's) %
HAxnz:[z |m|2] =[2 |A|2|a:k|2] — A [zw] _
k=1 k=1 k=1

= Al |zl
Iz +ylly, < ||lzll, + llyll, para cualesquiera x,y € ls.
1

1 1
[e%e) 2 o] 2 o] 2

[z +yll, = lZ ka+ykl21 < {Z Iwklﬂ + {Z kalﬂ =

k=1 k=1 k=1

= [lzlly + llyll, -
En este paso tercero hemos utilizado la desigualdad de Minskowski que

dice lo siguiente:

B =

n T [ n T % n %
Stlar + 0P| <13 Jaxl” —l—[z |bk|p] donde p > 1 es un nimero
Le=1 1 =1 ] k=1

real y a; y by son nimeros complejos pero si las series son convergentes, como es

nuestro caso, se puede deducir la siguiente desigualdad.
1

-1 - -1 1
[e%] P o0 4 o P
> lap + 0" < 30 fawlP] + [Z |ka”} -
Lk=1 Lk=1 i k=1

c)El espacio [, de las sucesiones = = (71,22, ...), con z; nimeros reales y

1
[ee) oo )
que satisfacen la condicién }’ |z;|" < oo, con la norma ||z|, = [Z |xk|p] .

k=1 k=1

Ver que esta norma estd bien definida es muy facil es simplemente por la
definicién del espacio [,,.

Vemos ahora que se cumplen los axiomas de norma.

1) Si [|z||, = 0 si y s6lo si z = 0.

S5 P
Si[lzf,=0= Lz:l |xk|p} = 0 pero esto significa que la suma de in-

finitos niimeros positivos es cero, y esto sélo puede ocurrir cuando todos los nimeros
son 0, de esto obtenemos que x; = 0 Vk € N luego x = 0.
Porotroladosiz =0 = 2, =0Vk e N

1

00 )
— | S 1ol |" =0 = Jal, =0
f=1
2)||Az][, = [Al ||[|, para cualquier z € I, y para cualquier A € R.



1 1 1
[e'e) P o0 P o0 P
Iaal, = | | = [ £ 0P kaap]” = 31 [ £ eup|” =
k=1 k=1 k=1
= A=, -
3z +yll, < llzll, + lyll, para cualesquiera z,y € I,,.

1 1 1
[ele] P o0 3 o P
ool = [ S low+n | < [ Slaf| + | S mr] -
k=1 k=1 k=1
= [l + llyll,-
En este paso tercero hemos utilizado la desigualdad de Minskowski,
igual que en el apartado anterior.

d)El espacio /., de las sucesiones = = (z1,z3,...), con x; nimeros reales
tales que son acotados, con la norma ||z||_ = sup|z;| para k € N.

Esta norma estd bien definida ya que el espacio /o, esta formado por las
sucesiones © = (x1, T2, ...) que estdn acotadas.
Vemos ahora que se cumplen los axiomas de norma.
1) Si ||z]|,, = 0siy sélosiz=0.
Si [|z||, = 0 = sup|zk| = 0 como |zx| > 0 Vk € N y lado sabemos
que |z| < sup |zx| = 0 entonces tenemos que |z;| =0 Vk € N luego x = 0.
Por otro lado si z = 0 = |z3| =0 Vk € N = sup |z| =0
— Jlall, = 0.
2)IA x|l = [A ||z]|, para cualquier z € o y para cualquier A € R.
%] = sup [Azg| = sup [A] |zx| = | Al sup [zx| = [A] [|2][ -
Iz +yll, <zl + vl para cualesquiera z,y € lw.
|2+ yll o = sup |2k + yi| < sup [lzi| + [yel] < sup|ze| + sup |y| =
= Jlall oo + 19
En este paso tercero hemos utilizado la desigualdad triangular para el
valor absoluto.

e)El espacio ¢y de las sucesiones = = (x1, 23, ...), con z; nimeros reales
y que satisfacen la condicién lim (z;) = 0, con la norma ||z|| = max |z|.
k—oo keN

Es claro ya que ¢ es subespacio vectorial de .

f)El espacio ¢ de las sucesiones = = (z1,15,...), con x; nimeros reales,
que son convergentes,con la norma ||z||_ = max |xy| .
*  keN

Como ¢ es subespacio vectorial de [, entonces es claro que se cumplen los
axiomas de norma.

Ejercicion 2: Comprobar que en los casos siguientes se cumplen los
axiomas de norma, es decir, la norma esta definida correctamente.
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a)El espacio C [a, 0], de las funciones continuas sobre [a, b| , con la norma
I7lloe = mmax [(t)]

Esta norma estd bien definida ya que por definicion del espacio C'la,b|,
siz € C'la,b], la funcién z es continua en un compacto luego por tanto serd acotada
— |z, < oo.

Vemos ahora que se cumplen los axiomas de norma.
1) Si ||z]|,, = 0siy sélosiz=0.

Si |zl =0= 2| = m[a)bi] |z(t)| = 0 como |x(t)] > 0Vt € [a,b]
t€la,
— z(t) =0 en [a,b].
Por otro lado si z = 0 = |z(t)| = 0 Vt € [a, b]:>max|x( ) =0

t€(a,b]
= 7l =
2)Ixz|l, = A ||z]|,, para cualquier z € C'[a,b] y para cualquier A € R.
Nl = s Taa(0)] = g [N 0] = ] g 0] = A ]

Iz +yll, <llzlly + vl para cualesquiera z,y € C'a,b].
17+ ylloe = max |(z + y)(t)| = max |2(t) + y(t)| <
t€a,b] t€la,b]

< t )] < t )] =
< max [[o(t)] + [y(t)]] < max [z(t)] + max [y(t)] = 7]l + ¥l

En este paso tercero hemos utilizado la desigualdad triangular para el
valor absoluto.

b)El espacio C* [a,b], de las funciones diferenciables continuamente k

veces sobre [a,b] con la norma ||z| = Z m[a,x |2(¢)] .
=t

Ver que esta norma estd bien definida es andlogo al apartado anterior.
Vemos ahora que se cumplen los axiomas de norma.

1) Si [|z]| =0 si y solo si z = 0.
k

Sifjz]| =0 = ||z|| = Ztm[a,x |z*(t)] = 0, en particular trél[aaﬁ lz(t)| =0

— z(t) =0en [a,b].
Por otro lado si x = 0 = |2'(t)| =0Vt € [a,b] y i =0,.... k

:>Ztlél[ax|l'<)|:():>‘|$”:0

2)[[Az|| = |\ ||x|| para cualquler x € C*[a,b] y para cualquier \ € R.

[Az]| = Z max [\z'(t)] = Z mmax x|l |z'(t)] =
z:Ote[avb}



k .
= Al 2 max |2*(t)] = [Al[|]|.
i €la,b]

Ir+y| < ||xH + |ly|| para cualesqulera z,y € C*a,b].
H$+y|f—;ﬂrg[%|($ +y)()|—2max|l’() Y1) <

<Zma><[|flf()|+|yi(t)l] SZkfmaXIw()HZmaﬂy()l

t€(a,b] i=0 t€la,b] i=0 t€[a,b]
- Hxll + ||y|| :

En este paso tercero hemos utilizado la desigualdad triangular para el
valor absoluto.

c)El espacio Ba,b], de las funciones acotadas sobre [a, ] con la norma
2]l = sup |z(t)].

te(a,b]

Esta norma estd bien definida ya que por definicién del espacio B [a,b],
si z € Bla,b], la funcién z es acotada = ||z, < ooc.
Vemos ahora que se cumplen los axiomas de norma.
1) Si ||z]|,, = 0siy sélosiz=0.
Siflz]|, = 0= ||zl = sup |z(t)] = 0 como |z(t)| > 0 Vt € [a,]]
te€(a,b]
— z(t) =0 en [a,b].
Por otro lado si © = 0 = |z(t)| = 0 Vt € [a,b] = sup |z(t)] =0
tela,b]
= ||z||, = 0.
2)IXz|l, = |A ||z]|,, para cualquier z € B [a, b] y para cualquier A € R.
[Az]l = sup [Ax(t)| = sup [A[|z(2)] = [A] sup [z(t)] = |Al[lz]l
tE[a,b] te(a,b] tE[a,b]

Iz + vyl <zl + vl para cualesquiera z,y € Ba,b].
[+ ¥l = sup |(z+y)(#)] = sup |z(t) +y(t)] <

tela,b) te[a,b]

< sup [[z(t)| + [y()[] < sup [z(t)| +t81[11:z]|y(t)| = 12/l + 19l
c€la,

t€(a,b] tefa,b]
En este paso tercero hemos utilizado la desigualdad triangular para el
valor absoluto.

d)El espacio C' [a b], de las funciones continuas sobre [a,b] con la norma
], = [flx )P dt} donde 1 < p < .
Esta norma estd bien definida ya que por definicién del espacio C'la,b],

siz € Cla,b], la funcién z es continua en un compacto luego por tanto serd acotada
= ||lz|, < o0



Vemos ahora que se cumplen los axiomas de norma.
1) Si ||z]|, = 0si y sélo si z = 0.

» b
Siflzf, = 0 = lf|x |pdt] =0 = f|x )Pdt = 0 como el

integrando es mayor o igual que cero y es una funcién contlnua entonces |z(t)[" =0
Vt € [a,b] = |z(t)| =0 en [a,b] = x = 0.

Por otro lado si z = 0 = |z(t)[" = 0 V¢ € [a,b] = [f|x |pdt] =0

= ||z, =0.
2)||Az][, = [A| ||z]|, para cualquier z € C'[a,b] y para cualquier A € R.
1 1 1
laal, = | ot ] = | fiteor ] = e flewra] " -
= [Al [l -
Iz +yll, < llzll, + [[vll, para cualesquiera z,y € C'[a,b].

Esta desigualdad se tiene por la desigualdad de Minkowski que dice que

si f€ L,y g€ Lyentonces f+g€ L, yademds [|[f +gl, <[ f, +[lgll,-

e)El espacio V [a, b] , de las funciones de variacién acotada sobre [a, b] con
la norma ||z|| = |z(a)| + Via4(z), donde definimos Vi, ;(z) = sup Vi(z) con
w€P([a,b])

Vi(z) = > |x(ty) — 2(tg-1)| y P([a,b]) es el conjunto de todas las particiones
k=1
del intervalo [a, b].

Esta norma esté bien definida por ser las funciones de variacién acotada entonces
Jall < oc.
Vemos ahora que se cumplen los axiomas de norma.
1) Si ||z|| =0 siy sélosiz=0.

Si||z|]| =0 = ||z|| = |x(a)| +sup > |x(tx) — x(tx—1)] = 0 entonces
k=1
fo(a)] = 0 )
Por otro lado como sup > |x(tx) — 2(tx—1)] = 0 esto nos dice que z es una
k=1

funcién constante en el intervalo [a,b], pero como x(a) = 0 entonces = = 0.
Por otro lado si © = 0 = |z(t)| =0 Vt € [a,b] = ||z]| = 0.
2)|[|Az|| = |\l ||z|| para cualquier x € V [a, b] y para cualquier A € R.

[Az]] = [Az(a)| + Supk; Az (te) = Ax(th)| =

— |\ o (a)|+sup z A 2(ts) — 2(t1)] = [ (j(a)] +sup z 2 (te) — 2t 1)) =
= Al [l2]].



3z +yll < ||z|| + |ly|| para cualesquiera z,y € V [a,b] .
Probamos primero que:
Vi) (@ +y) < Vi () + Viey (y)-
Fijamos una particién m € P([a, b]).
n

Vi(z +y) = k; lz(tr) + y(tr) — 2(te-1) — y(tr—1)| <

< Z () — 2(tx1)| + z () — y(tee)] < Vala) + Vi ().
L

uego tomando supremos en 7 € P([a,b]), tenemos que:
Wa,b}(m + y) S ‘/[a,b] (ZL’) + ‘/[a,b}<y)‘
Luego por tanto:
Iz + yll = [x(a) + y(a)] + Vg (z + ) < [z(a)] + [y(a)| + Viay(z + y) <
< [z(a) + [y(a)] + Viay (#) + Vg (v) = llz]l + |yl -

Ejercicio 3: ;Cuales de los espacios de los problemas 1 y 2 son sepa-
rables?

Recordamos que se dice que un espacio es separable cuando existe en él un
conjunto numerable y denso.

Espacios del ejercicio 1:

a) [y si es separable.
Vamos a utilizar la siguiente caracterizacion: L
X es separable <= existe A en X numerable tal que X = [A].
Consideramos el siguiente conjunto A = {(O, ..,0,1@ 0, ) (i€ N} C .
1)Es obvio que A es numerable por como lo hemos definido.
2)Vemos que [A] = [3. Por como esta definido A, se tiene que, las combina-
ciones lineales de los elementos de A es igual al siguiente conjunto
Al ={z €lw :IMm e Ntqx, =0Vn >m}.
Ahora si x € [;considero la sucesién {y,}, . C [A] que verifica que,
yi = (z1,...,240,...) donde z; es la componente j-ésima del punto = € [;.
Vemos que efectivamente converge. Dado ¢ > 0
e}
Como Y |z,| <oo= lim ) |z,|=0=3Im & Ntalque ) |z;| <e.
neN =0 m=n i>m
Entonces tomamos este mismo m € N y para ¢l se verifica que:
[y = 2lly = 2 |zl <eVn=m.

>m

Luego [A] = [; por tanto este espacio es separable.

b) [; es separable y para demostrarlo se sigue un procedimiento andlogo al
apartado anterior, considerando el mismo conjunto A.

c) [, es separable y para demostrarlo se sigue un procedimiento andlogo al apartado
anterior, considerando el mismo conjunto A.
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d) [ no es separable.
Considero el conjunto A = {0,1}",
A = {sucesiones cuyos términos son ceros y unos} este conjunto no es numer-
able por que tiene cardinal 2N el mismo que el conjunto de Cantor.
Por otro lado si tomo x,y € {0, 1}N, se verifica que si x # y entonces tienen
una componente distinta (por ejemplo x; # y;) entonces,

|2 = yllo = sup |z — yu| = 1 ya que |z; — ;| = 1.
keN
Ahora consideramos { B(z, %)}:C o1y

en los puntos de {0, l}Ny con radio %, este conjunto es un conjunto no numerable, de
abiertos, que son disjuntos dos a dos, entonces este espacio no puede ser separable,
ya que si tuvieramos un conjunto denso, tendriamos que tener un punto en cada una
de las bolas de esta familia, pero estas son un conjunto no numerable y disjuntas,
entonces el conjunto denso nunca serfa numerable.

es decir, el conjunto de bolas centradas

e) ¢y si es separable, para demostrarlo consideramos el conjunto A del apartado
a) y también utilizamos la caracterizacién que hemos usado en dicho apartado.
1) Es numerable por como lo hemos definido.
2)Si tomamos = € ¢y y consideramos {yy },cny = {(21, ..., Zn,0...) : n € N} es
claro que HILI& {yn} = © = x pertenece a la clausura de [A]. Luego [A] es denso en
Co.

f) c es separable, y se demuestra igual que en el apartado anterior.

Espacios del ejercio 2.

a) Cla, b| si es separable.
Para ver que Ca, b] es separable vamos a utilizar el Teorema de Weierstrass que

dice que:

Pla,b] = Cla,b].

Sea A = {1,1,t%, ...} es claro que [A] = Pla,b] y que A es numerable entonces
por el teorema de Weierstrass [A] = Pla,b] = Cla,b] luego si utilizamos la car-

acterizacion que nos dice: X es separable <= existe A en X numerable tal que
X =[A].
Luego tenemos que Cla, b] es separable.

b) C*¥[a, b] es separable.
Si considero el conjunto A = {p p=ay+ax+..+ax" cona;, €Quyke N} .
1)Se tiene que A es un conjunto numerable, ya que los coeficientes de los
polinomios son racionales, siendo Q numerable, y cada polinomio es de grado finito.
2)Vemos que el conjunto A es denso en C*¥[a, b].
Primero vemos que dado cualquier polinomio p existe una sucesion de poli-
nomios {p,} C A tal que p, — p esto es claro ya que si p = ap + @1z + ... + a,z"



: _ i i i i
considero p; = af + ajz + ... + a,2™ donde {a}}, — aj, recordamos que esto lo
podemos hacer por que todo nimero real se puede aproximar por una sucesién de
racionales que convergen a él.

Veamos que p; — p con la norma ||||

Ipi = Plloe = maxpi(t) = p(t)] = |pie) = p(c)] < lag — a'| + |ai —a'[Je] +..+

+|ai — a'| |¢|™ — 0 cuando i — oo.

() Estamos utilizando que toda funcién continua en un intervalo cerrado tiene
méximo, y podemos suponer sin pérdida de generalidad que se alcaza en ¢ € [a, b].

También se tiene por ser la convergencia uniforme que p*¥ — p* con la norma
Il - Luegol||p; — p|| — 0 cuando i — oo.

Por otro lado vemos que Pla,b] son densos en este espacio.

Como f € C*a,b] = f* € C[a,b] luego sabemos que existe una sucesién de
polinomios Q,, tal que @,, — f* con la norma infinito.

Veamos que existe una sucesién de polinomios que converge a f*~ly que su
derivada son los (),, anteriores

me(t)dt—ff’“(t)dt = f“Qm(t)dt— (fkl(x)—fkl(a))' -
= |fF (me (t)dt + f*(a )>‘d0nde <me (t)dt + f5(a )> es un poli-

nomio que llamaremos R,,

Por otro lado 'f Qm(t)dt - ffk(t)dt

< (b—a)||Qm— ¥, — 0.

a
Por tanton’“ ' — Rp|,, — 0 es decir, R, — f*!y se tiene que
n = (m sl continuamos con este proceso, es decir, integrando llegamos a
encontrar una sucesiéon de polinomios que converge a f. Luego el conjunto de poli-
nomios es denso y por tanto nuestro conjunto A también es denso (ya que habiamos
demostrado que para cada polinomio existe una sucesién en A que converge a él).
Luego con esto queda demostrado que nuestro espacio es separable.

c¢) Bla,b] no es separable.
Consideramos la familia de funciones, F, asociadas a la siguiente familia de
sucesiones {0, 1} de la siguiente forma: Sea z, € {0,1}" la funcién asociada a esta

f(a+t52)=ay
sucesion serfa { 6 on ol rosto } ’ o
Esta familia de funciones no es numerable ya que estd en correspondecia bi-
. N . . .
univoca con {0,1}", que no es numerable. Si ahora consideramos la familia de
abiertos B(f, %) rer estos son disjuntos dos a dos, luego no puede existir un con-
junto denso en este espacio porque entonces tendria al menos un punto en cada bola

B(f, %) fer, y entonces no serfa numerable. Luego este espacio no es separable.

d) (C[a, b, || ||p> es separable.

Se hace igual que el apartado a) de esta segunda parte, pero en este apartado
utilizamos el teorema de Weierstrass luego tenemos que demostrar que este teorema



también es cierto con la norma |||, .Para ello demostramos la siguiente desigualdad

1o = f1l, < (0= a)7 | fu = fll-
b b
o= FI2 = [1fu—= FP < [N fn = 1% = 1 fu = FI% (b= a)

Elevando los dos términos de la desigualdad a % tenemos que:
1
o = fll, < (b—a)? [|fn = fllo -
Esta desigualdad nos dice que si f, — f con la norma |||| , entonces f, — f
con la norma [|[|, . Luago por el teorema de Weierstrass también se tiene para este

espacio, y una vez visto esto el ejercicio se resuelve igual que el apartado a) de esta
segunda parte.

f) V]a,b] no es separable, consideramos la siguente familia de funciones:

Va € la,b) F={ X[a,x]} x € [a,b] esta familia no es numerable ya que el conjunto
[a,b] no es numerable.

Por otro lado X, 2] = X[ay] = Xz, €Stamos suponiendo sin pérdida de generalidad
que x >y, y se tiene que V(xp,,) =1+1=2.

Si ahora consideramos la familia de abiertos B(f,1)cp estos son disjuntos dos
a dos, luego no puede existir un conjunto denso en este espacio por que entonces
tendria almenos un pumto en cada bola B(f, %) fer,y entonces no serfa numerable.
Luego este espacio no es separable.

Ejercicio 4: ;Qué espacios de los problemas 1 y 2 son de Banach?
Espacios del ejercicio 1:

a) [; es de Banach, la demostracién es un caso particular del apartado c).
b) [ es de Banach, la demostracién es un caso particular del apartado c).

c) I, es de Banach.

Veamos que [, es completo.

Sea {2, },cy € I, de Cauchy entonces Ve > 0 Ing € N tal que

|2 — 2|, < & Vn,m > no.

Fijamos la coordenada i-¢sima y tenemos|z, (i) — 2, (¢)| < ||zn — @l
= {2n(?)},cn C R es de Cauchy y como R es completo

— Jdz(i) = nh_)nolo zo(i) Vi=1,2, ...

Tenemos la siguiente situacion:
1~ x1(1), 21(2), ..., 21(3), ...
22 ~ 25(1), 03(2), o 12(0), .
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Ty ~ Tp(1), 2,(2), ..., 2, (7)), ...
l ! ! !
e~ z(1), x(2), , (1), ...

k )
Fijamos ahora k, (Z |z, (2) — xm(z)|p) < ||y — ||, <& Vn,m > ng.Si hace-
i=1

mos tender m — oo obtenemos lo siguiente:

! »
(Z |z, (1) — x(z)|p> <eVn>ngyVk (%)
En particular esto me dice, aplicando la desigualdad de Minkowski, que:

NP k D\7
(Slr) <e+ (Smor)
Fijado k tengo vectores en R™ entonces lo que tenemos es [|||, en R* de la difer-

encia entre ||y, — yl|, donde y,, = (z,(1), 2(2), ...,z (k)) ¥
y = (2(1),2(2), ..., z(k)) entonces lo que estamos diciendo es, ||y[|, < ||y — yall, +
1

k P k D
£ lgall, = VE €N, 2|x<z‘>|p> sw(zm(inp) <
=1 =1

<eAal, <e+ M porque |,l, es acotado por ser {z,}, .y de Cauchy

entonces de aqui deducimos que x € [,,.
Por (x) si k — 0o = ||z, — x|, <& Vn > no. Luego este espacio es de Banach.

d) (I, |||ls,) es de Banach.

Es un caso particular de la demostracién de que (Bla,b], ||||,,) es de Banach,
mirar el apartado ¢) de la siguiente parte referente al ejercicio 2, pero en este caso
tomando 7" = N.

e) (co, ||||) es de Banach.

Para ver que es de Banach utilizamos que ¢y es cerrado en [, el cual es de
Banach, y por clase sabemos que, un cerrado contenido en un completo es completo;
como por el ejercicio 1 sabemos que es normado, entonces si demostramos que ¢ es
cerrado en [, ya tendrfamos que es de Banach, pero esto es claro ya que la clausura
de ¢g es el mismo.

£) (¢, ||||) es de Banach.
La demostracién es similar a la del apartado d) de la segunda parte de este
ejercicio.

Espacios del ejercicio 2:

a) (Cla,b],|||l.,) es de Banach.

Es un espacio de Banach por ser cerrado en Bla, b], que también es de Banach
y como hemos dicho anteriormente en el apartado e), un cerrado contenido en un
Banach es Banach.
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Vemos que (Cla,b],||||,,) es cerrado en Bla,b]. Si f pertenece a la clausura de
C'a, b] entonces existe una sucesién en C/a, b] que converge a f, entonces [ € Cla, b
ya que es limite uniforme de continuas y por tanto es continua.

b) (C*[a,b], ||||..) es de Banach.
Sea {fn},cn C C*la,b] de Cauchy entonces {f,},cx s {frtnens s {f,’f}neN son

k
de Cauchy en (Cla,b],]|||,,) por definicién de la norma [|f]| = Y|/, - Luego
i=0

como por el apartado a), (Cla,bl, ||||,,) es de Banach existen funciones go, g1, ., g
1 k . ~
tales que {f,} — g0, {f2} — 91, .-, {fn} — g; pero, por un resultado visto en anos
anteriores, sabemos que si {f,} — f uniformemente y {f'} — ¢ uniformemente
entonces g = f°.
Luego tenemos que g; = gi = go € C*[a, b] y se verifica que:

k . .
[ fn = g0l = Zog[a}b(] |fi(t) — g4(t)| — 0 cuando n — oc.
1=l a,

c) (Bla,b],||||) es de Banach.

Como nos hemos basado en este apartado para demostrar otros y para ello nece-
sitamos demostrarlo mds en general, lo que vamos a hacer es ver que (B(T), ||||) es
de Banach y entonces lo tendriamos demostrado en particular para 7" = [a, b].

Vemos que (B(T),||||) es completo.

Sea {fu},en de Cauchy entonces Ve > 0 dng € N tal que || f, — [l < €
Vn,m > ng entonces {f,(2)},cy C R es de Cauchy Vo € T' (|f,.(z) — fin(x)| <

Luego en principio tenemos una funcién f :T"— R y utilizando que

Ve > 0 dng € N tal que |f,(x) — fu(z)| <eVn,m >nogVx €T (%)

y haciendo tender m al infinito se tiene que Ve > 0 dng € N tal que
(o) = f(2)l <& YnZng Vo €T = |f(z)] < [fulz)] +e < |[full +e < M +e
Vne N= f e B(T).

Por (x) Ve > 0 dng € N tal que ||f, — f|| < e Vn > ny = f,, converge a f.
Luego este espacio es completo y por tanto es de Banach.

d) (Cla, ], [|l[,) no es de Banach.
Vemos que no es completo.
Sea {fn},en C C[0,1] tomo {f,}, oy 12 que representamos a continuacién.
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En este dibujo estan representadas f, y f,, con m > n y se tendra lo siguiente:
1

1 atb 1 P
= t5

b P
an—fmup:[frfnu)—fm(t)m} < | TN = paP | <

a atb_ 1
2 n

< (Mp%)% = M(%)% = Ve > 0 Ing € N tal que M(%)% <e

= | fo = full, <e.

Vemos que no existe f € C|0, 1] tal que la sucesién anterior converja a ella.

Suponemos que si existe, sea f tal que f, — f. Siz > "¢ = f(z) = b ya que
si f(z) = r < b entonces como f es continua 30 > 0 tal que |y — x| < O se tiene que

1
x40

Fl) <b=t5= = |lfu= I, 2 [fa alt) fm(t)lpdt] > b (20)7

:>fn—/»f:>f(a:):bsix>b+7a.
Andlogamente se tiene que si z < HT‘I — f(z) = a = f no es continua. Por
tanto este espacio no es completo y entonces no es de Banach.

e) (Vla,b],||||) es de Banach.
Lo primero que vemos es que si { f,,} es de Cauchy entonces { f,(z)} es de Cauchy
Vo € [a,b]. Es claro que {f,(a)} es Cauchy, ya que por la definicién de la norma

£l =1/ (a)] +SUPI§1 |f(tr) = ftr-1)]
Como an - me = |fn(a) - fm(a)‘"i‘supkzi:l |(fn(tk) - fn(tk—l)) - (fm<tk) - fm<tk71))|

entonces, si || f, — fim|| — 0 se tiene que |fn(a_) — fm(a)| — 0.

13



Por otro lado suponemos que 3z € [a, b] tal que { f,,(zo)} no es de Cauchy, luego
Jde > 0 tal que | fn(x0) — fin(z0)| > € para infinitos m # n.

Luego existe una subsucesién { f,, } de {f.} tal que

Fuiy (20) = o (20)] = 2
para todos ny, # ny,.Pero como {f,(a)} es Cauchy= {f,,(a)} es Cauchy, luego
para § dng € N tal que |f,, (a) — fu, (a)| <5 Vng,,ng, > no. Ahora bien tomando
la particién 7 = [a, x¢, b] obtenemos que:

P = T 2 |y (20) = Jor (30)) = (o, (@) = fo, (@) =
Foay (20) = fou, (30| =

una contradiccién ya que si una sucesién es de Cauchy toda subsucesién suya es
de Cauchy, luego {f,,} es de Cauchy. Luego con esto tenemos que {f,(z)} es de
Cauchy Vz € [a,b], como los nimeros reales son completos esta sucesién converge a
una funcién f, puntualmente en |a, b|.

Vemos que f € Via,b]. Sea m1 = {a =ty < ... <l =0b} una particién del in-
tervalo, tomamos ahora ¢ = + = Ing € N tal que |f,(t;) — f(t;)] < S Vn > ng

%
Vi =0, ..., k.Debido a la convergencia puntual que tenemos se tiene lo siguiente:

Vi) = 35 1706) = Fts-) < 3170 — ot 43 Uit = Flti )]+

k
30 | fao(tica) = ftic1)] < £+ Vil(fuo) + £ <14+ M+1< M+2donde M es
=1

tal que V. (f,,) < M y sabemos que existe porque f,, € Va,b] luego es de variacién
acotada.
Por 1ltimo tenemos que ver que la sucesiéon converge a f con la norma de este
espacio.Ver esto equivale a ver que:
n

D V(fa—f) = Supk; |(Fn(te) = falth-1)) = (f(tk) = f(te—1))] = 05
2) fala) — f(a).

Lo segundo lo tenemos por la convergencia puntual, ahora vemos que también se
tiene lo primero. Queremos ver que dado € > 0 = dng € N tal que V(f,, — f) < ¢
Vn > ng. Fijamos ahora 7 una particion = V,.(f, — fin) < & Vn,m > ny.

Como Vz(fn—fm) = é |(fa(te) = fati-1)) = (fm(te) = fm(te-1))| < € tomamos
limites cuando m — oo y_tenemos que:
;;1 |(fn(te) = fulte)) = (f () = f(tr))| <€ = Va(fu = f) <e.

Tomamos ahora supremos en 7 € Pla,b] y tenemos lo que queriamos, que era lo
siguiente V' (f, — f) < e. Luego V(f, — f) — 0.

>

Fuey (@) = Fuy (@) 2§ Ve, ma, > o pero esto es
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