Problemas de VC para EDVC elaborados por C. Mora, Tema 5
Ejercicio 1
Obtener los desarrollos en serie de Laurent de las siguientes funciones
1. f(z)=e*+e en 2| >0
1

3. f(z) = m en las coronas centradas en cero donde esté definida

>~

Cflz) = % + ﬁ + ZL+2 en las coronas centradas en cero donde esté
definida

Solucion 1

1. Basta recordar el desarrollo en serie de la funcién exponencial:

. %_ o0 n o0 272n
f(z) =¢€*+e= —ZHvLZ o
n=0

n=0

2. Usando que ’—%‘ < 1, podemos desarrollar la serie geométrica, y obten-
emos

B 1 1 1 1l AR N G )
f(z>_z(z+R)_E1—(—}%)_ﬁz<_ﬁ> _Z Rl

3. Se tiene la siguiente descomposicion en fracciones simples

1 _ -1
(z—1)(z—2) 2z—-1 2z-2

En D(0,1) la funcién f es holomorfa, luego su desarrollo de Laurent es
de hecho su desarrollo de Taylor, y dado que |z| < 1, desarrollando la
serie geométrica se obtiene

—1 1 1 11
fz) = z—1+z— _1—2_51—3
SN N A 1 .
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En la corona 1 < |z] < 2 se desarrolla también la serie geométrica
usando que |%’ <ly !%‘ < 1y se obtiene

-1 1 -1 1 -1 1 1 /1) -1
R P Rl e el o g (‘) +5 2

n=0
[e%9)

= Zaz” con a, = —L st n<—l
- " "o L osi n>0

T
n=—00 2nt

Por dltimo, en la corona |z| > 2 se desarrolla también la serie geométrica
usando que |§‘ < % <ly !%‘ < 1y se obtiene

-1 1 =1 1
fz) = z—1+z—2: 1—§+1—%
1 (1)" 1 & (2)” >\ —1+2m
= )2 D)
z n=0 % z n=0 z n=0 ant
. Es claro que g es holomorfa salvo en z = —2,0,1. Veamos primero el

desarrollo de Laurent en la corona 0 < |z| < 1. Usando el desarrollo de
la serie geométrica

£(2) 1+ 1 n 1 1+d 1 +1 1
ya = — — — J— —_
z (z—=1)2 2z42 2z dz|l—-=z 21—
1 d - n 1 - —2\" 1 = n—1 = (_1)n n
= L > +§Z(7) =St 2n +D il ©
n=0 n=0 n=1 n=0
L& 1)
- ;—i—Z{n%—l—i— 2n+1}2
n=0

1 d |1 1 1 1 1 d 1
flz) = ;_E[Z@]jLﬁl—‘f_Z_E[;z"H

[\]




Por dltimo, en |z| > 2,

1 df1 1 11 1 d | 1 1 &
10 = g ] e d_lz =

00 00 —2
1 n+1 (=2)" n—11.n -1
= ;+§ z”+2+§ e E [-n— 14+ (=2)""]z" + 227"

n=0 n=0 n=-—00
Ejercicio 2

Sea f € H(D(0,2) \ {0}) tal que para cada natural n > 0 se verifica

/ 2"f(z)dz = 0.
c(0,1)

Demostrar que z = 0 es una singularidad evitable de f.
Solucion 2

El desarrollo de Laurent de f sobre subconjuntos compactos de D(0,2)\

{0} es

flz) = i a,z" con a,= ! ﬁéizdz— ! 2" H(2)dz,

n=—oo

con lo cual, si —n — 1 > 0 entonces por hipotesis, a, = 0. Por tanto, el
desarrollo de Laurent realmente es el desarrollo de Taylor f(z) =Y, a,2",
y asi f es holomorfa en D(0,2) sin mas que definir f(0) = ay.

Ejercicio 3
Clasificar las singularidades de las siguientes funciones

1. f(Z) _ (22-1)(2—2)3

sen3(mwz)




Solucién 3

1. Definamos ¢(z) = sen(wz). Asi,

(z4+1)(z—1)(z —2)3

9(2)?
es cociente de funciones enteras, luego es holomorfa salvo quizds en
los ceros del denominador. Es inmediato comprobar que los ceros de
g(z) son exactamente los z € Z. Para z = k € Z se tiene g(k) = 0,
g (k) = (=1)*1 # 0; o sea, z = k es un cero simple de g. Por tanto,
podemos escribir para cada k € Z,

f(z) =

sen(mz) = (z — k)gr(2)

en un entorno de z = k para una cierta funcién g holomorfa y nunca
nula en un entorno de z = k. Asi pues, para cada k € Z,

B (z+1D)(z—1)(z— 2)3
1&) = = P r

Clasifiquemos las singularidades de f segun los valores de k € Z.
Sea k € Z\ { —1,1,2}. Entonces

(k—=1)(k+1)(k—2)?

lim(z — k)*f(2) = 0;
lim = — k)* £ () T
con lo cual, z = k es un polo de orden 3 de f.
Sea k = —1. Entonces
. (=1 —-1)(-1-2)3
lim (z 4 1)2f(2) = 0;
i (54 1 (2) = e
luego z = —1 es un polo de orden 2 de f.
Sea k = 1. Entonces
1+1)(1-2)3
lim(z — 12f(z) = LT D=2

z=l g1(1)?

con lo que z =1 es un polo de orden 2 de f.

Sea k = 2. Entonces
. . (=D(=+1)
lim f(z) = lim —F———

z—2 z—2 92(2)3 eXlSte;

por tanto, z = 2 es una singularidad evitable de f.
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2. Los ceros del denominador sen z son los z = 7k con k € Z; su derivada
en esos puntos es cos(mk) = (—=1)F # 0, luego son ceros simples. Con
lo cual podemos escribir para cada k € Z,

f(z) =

z

(z — km)gr(2)

en un entorno de z = k, para una cierta funcién g, holomorfa y nunca
nula en un entorno de z = k.
Si k€ Z\ {0} entonces

i (== km) [ (2) = s 0

con lo cual, z = k7 es un polo de orden 1 de f.
Si k£ = 0 entonces
z 1
lim f(z) = lim = existe;
Zﬁof( ) ==02g0(2)  90(0)

por tanto, z = 0 es una singularidad evitable de f.

3. Tenemos que la funcién
S S
f(z) = eEDED

es holomorfa en el plano salvo quizas en z = —1 y en z = 1. Observamos
que

1 1
lim f(z) = lim e@FDGE-D = 400 pero lim f(z) = lim e NGE-D = (.

z—1 z\ 1 z—1 z /"1
z€R N z€R 7
z>1 z<1

Como no existe limite (finito ni infinito) cuando z — 1, entonces z = 1
es una singularidad esencial de f. Un razonamiento analogo prueba
que z = —1 es también una singularidad esencial de f.

4. Es claro que f es holomorfa en el plano salvo quizas en z = 0. Del
desarrollo de Taylor del coseno obtenemos que

n

1 s -1 > —1)» .
f) =z =23, (27’3! =D (Qn;! a

n=0 ( n=0 (

por tanto, el desarrollo de Laurent en |z| > 0 tiene infinitas potencias
negativas. Esto nos dice que f tiene una singularidad esencial en z = 0.



Ejercicio 4
Calcular las siguientes integrales

1. ffo Tsenx dx

oo 2242242
T dg
2. fo Treoss  cona > 1

3. [% S mde cona,b>0

Solucion 4

1. El integrando es continuo porque el denominador no se anula nunca.
Ademas es conocido de los cursos elementales de analisis que las inte-

00 -1 . " .
grales [~ *2Edyy [ S0Ldy convergen, y son asintéticamente equiva-

X zxsenz -1 zsenz : .
lentes a fl o dTy a f_oo 2 9nr AT, respectivamente; con lo cual,

Sy T senx

la integral f_oo By

00 R R T
/ ﬂdx: lim ﬂdmzlm lim/ Lcl:z: .
oo X2+ 2242 R—oo | _pa?+2x+2 R—oo |_pa? 42z +2

dx converge, y

Fijemos R > \/5; se tiene

R iz iz iz
/ 2 - / g / g
_p 2t +2242 yp 2ot 2242 ctor) 2°t22+2

donde hemos denotado por C*(0, R) a la semicircunferencia { Re : 0 €
0, 7]}, v la integral a lo largo del camino suma v, = [-R, R]+C*(0, R)
es la suma de las integrales a lo largo de los caminos [-R, R] y C*(0, R).
El camino v es cerrado y el tnico cero de z — 2?42z +2 que encierra
es z = —1 4 4. Por tanto, por la férmula integral de Cauchy, para un
¢ > 0 suficientemente pequeno,

iz iz — (=1 —1
/ : ze g = / ze [z — ( . i)] &
R 2°+22+2 C(—1+41i,e) Z = (_1 + Z)

Ze’LZ

= 2m ——
zH 14|y

= me '—cosl+senl+i(senl+ cosl)|.
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Por otra parte,

do

lim

I / Ty
1m —————az =
C+(0,R) 22 + 2z +2 R—o0

R—o0

™ R262i96iR00596—Rsen0 -
- - 2
0 R26219 + 2R619 + 92
™ R2€—Rsen0

< i e gg=o.
S A moap_a® Y

Todo lo cual concluye que

/ %CL@ =me *(—cosl+senl).
o T x

. Usando la simetria de la funcién y la parametrizacién natural de C'(0, 1),
esto es, z = ew, 0 € [—m, 7|, tenemos que

/7r do 1 /” do /7r de / —1 p
o a+cosf 2 ) _a+cosb _r2a+ e 4 e con 22 +2az +1

Los ceros del denominador son z = —a + va? — 1. El punto z =
—a—+/a? — 1 estd en el exterior de D(0,1) y el punto z = —a++v/a? — 1
estd en D(0, 1), con lo cual, por la férmula integral de Cauchy, para un
¢ > 0 suficientemente pequeno, tenemos

/ —1 d / —i/[z — (—a — Va2 — 1)]d
" gy = Z
c(0,1) 22+ 2az+1 C(-a+va?—1¢) Z = (_(l + \/W)

e

T e
z=—a+Va2—1 a® —1

= 2m

—i
i
z4+a+vVaz—-1

. Hacemos primero el caso a = b. Es decir, se trata de calcular la integral

(o) . . .
f —=%—dx. El integrando es continuo porque el denominador no se
—oo (z2+4a?)

anula nunca, y la integral converge porque

1
~ (224 a?)?

COS T
(2% 4 a?)?

y la integral ffooo mdm’ sabemos que converge. Por lo tanto,

*  coszx ) R cosx
——dz = lim —dx.

oo (22 4 a?)? R—oo |_p (22 + a2)?



Fijemos R > a. Como la funcién seno es impar, entonces

/R _cosx /R e
_R (1.2 + CL2)2 _R ({L‘2 + a2)2

Definimos la funcién 4
€ZZ

f(Z)Im

que es holomorfa en C\ {—ia,ia}. La unica singularidad de f que esta
encerrada por la curva cerrada simple v, = [- R, R] + C7(0, R) es ia,
donde C*(0, R) es la semicircunferencia {Re? : 6 € [0,7]}. Por un
lado,

R 6ix
/R @R = /[R,R} ft= /wR feye - /c+<o,R> fe

y por otro, por la formula integral de Cauchy, para un € > 0 suficien-
temente pequeno se verifica que

1z r )2 d iz
[ i@ = | A GO S L
n Cliag) (2 —ia) dz (z+1a)
9riei —a+1z—2 ga+1
= 2mie” ——— —
(z +1a)3 2a3

zZ=1a

= Te

z=ta

Por otra parte, parametrizando C*(0, R) por [0,7] > 6§ — Re? se
obtiene que

T Rie®
e .
dz= | ————Rie"df
/c+(0,R) fz)dz /0 (R?e?? + 02)2RZ€ 7

y tomando valores absolutos,

T |6Ri(cos 0+isenb) } T e,RseneR
/ f(2)dz| < / : S RdO = / ——df
C*+(0,R) 0o |R?e%9 4+ a?| o |R2e0 + 2|

i R T R
< ——df < ——d
- /0 |R262w + a2|2 — /0 (R2 _ az)z

TR
(R2 — a2)?’
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Y pasando al limite,

lim f(z)dz=0.
R—>OO C+(0,R)

Todo lo cual concluye que

& 1
/ b — + ,

o (22 + a?)? 2a3

Hacemos ahora el caso a # b. El integrando es continuo porque el
denominador no se anula nunca, y la integral converge porque podemos
mayorarla por una integral convergente:

1
< .
= (@ + a?) (22 + b?)

COS T
@+ )@+ P)

Por tanto se verifica

/ & CcoS T Jr — lim R CcOS T dr
oo (@2 a?) (@2 +02) T R Jop (22 a?) (a2 +02)

Fijemos R > max{a,b}. Como el seno es una funcién impar, se tiene
que

R COS & R e
2 2\ (2 2d$: 2 2\ (2 de.
_r (@2 +a?)(z? + b?) _r (@2 +a?)(x? + b?)

Definimos la funcién

67,2

&)= EraE e

que es holomorfa en C\ {—ai, —bi, ai,bi}. Con esta notacién,

R eix
/—R (2 4 a?) (22 + bQ)dx - /[—RJ%] f(z)dz.

Consideramos la curva C*(0, R) definida por la parametrizacién [0, 7] 3
0 — Re? y la curva de Jordan v, = [- R, R] + C*(0, R); las singular-
idades de f encerradas por v son ai y bi. Entonces, por la férmula
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integral de Cauchy, para un ¢ > 0 suficientemente pequeno se verifica

/WR f(2)dz = /C(ai,s) f(2)dz + /C(bi’a) F(2)dz

_ / e /[(2* + %) (2 + az’)]dz N / e*/1(z* + a*)(z + bi)) i
C(ai,e) C(bie)

z—al z—bi

z=ai z:bz‘:|

_ o e n e? o e @ _ e?
- (—a2 +b2)2ai (b2 +a2)2bi| bV —a®\ a b )

e’LZ

T ErAGE )

eZZ

= 2 { (22 + b2)(z + ai)

Asi pues,

T e~ et
ot [ g m T (S0,
/[—R,R] ( ) C+(0,R) ( ) b? — a? a b

Por otra parte, calculando la integral curvilinea en C*(0, R) se tiene

/ f(z)dz = / ' © e do
C+(0,R) ~ Jo (R%¢%0 1 a2)(R%¢%0 1 1?)

y tomando valores absolutos y limites,

™

hm / f(Z)dZ < hm ‘BRZ (cos 0+isenf) ‘R d9
R—c0 | Jor0.m) = Reoo )y |R227 + a2| [R%e%0 + 12|
< g [ AR
Y N e
<  lim fim =0.

= BN (R - @) (R - )

Lo que concluye que

/°° Cos T dre T e e’
oo (% + a?)(2? + b?) T2\ a b )

Ejercicio 5

Obtener la parte principal del desarrollo de Laurent de las siguientes
funciones:
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L. f(z) = Cosgm) en zg = %

2. f(Z) = m@jrﬁ en z2gp = —1
Solucién 5

1. Veamos primero en qué corona centrada en zy = % estd definida la serie
de Laurent. El denominador se anula en los puntos z = % +n, n €7,
luego estd definida en la corona {z € C: 0 < |z — | < 1}. Definimos

la funcién
; 1
)

cos(mz)’

9(2) = f(2)(z = 20) =

entonces g € H(D(3,1) \ {3}) v ademds g en continua en z = 1

definiendo
1 —3 1 —1
g(—):limz 2= lim ————— = —
27 .olcos(mz) .-l —msen(mz) W

donde en el célculo del limite se ha aplicado la regla de L’Hopital. Asi
pues, g € H(D(%, 1)) y entonces tendra un desarrollo en serie en torno
az= %, digamos

9(2) = mlz— )" VeeD(Z1),

n=0

con ag = g(3) = = . Entonces para cada z € D(3,1) \ {3},

f(z) _ g(Z) Zan<z - %)nl _ Qg 4 ZanJrl(Z o %)n

P z—1

y asi la parte principal del desarrollo de Laurent de f en z = % es
-1 1
T Z— %

2. Es claro que f tiene una singularidad aislada en zg = —i. Definimos la
funcién entera g y calculamos sus sucesivas derivadas en zg = —1:
g(z) = cos(2m2?) — 1 g(—=i) =0
'(2) = —4nzsen(2m2?) g'(—i) =

g
g"(z) = —4msen(272?) — 167222 cos(2m2?) g"(—1i) = 1672
g"(z) = —48m2z cos(2m2?) + 647323 sen(2722)  ¢"(—i) = 487
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Luego, usando la notacién O(h)"™ para indicar una serie de potencias
de h de orden mayor o igual que n tenemos que

g(2) = 87%(z +i)* + 87%i(2 + i)> + O(z +i)*.

Definimos

2(z41)? 22

hz) = f()(= )" = cos(2mz?) — 1 8w+ 87w%i(z + 1) + O(z +1i)?

que es holomorfa en un entorno de z = —i y admite un desarrollo de
Taylor del tipo

Zan (249"  con ag=h(—i), a;=h(—1).

n=0

Ahora bien, directamente de la expresién de h sacamos que h(—i) =

= =L . Su derivada vale

2z 872 4+ O(z + i)] — 2% [8n%i + O(z + 1)

') —
Wiz) = 647t + O(z + 1) ’

con lo cual h'(—i) = %. Asi,

_ _ ANn—2 _
f(z) = —;an(m—z) = (z+z z—i—z Zan z41)"
Luego la parte principal del desarrollo de Laurent en zy = —1t es

—1 1 +—i 1
812 (241i)? 8m2z+i

Ejercicio 6
Calcular las siguientes integrales
1. fC(0,2) Z sen Z%dz

2. fC(O 5) —5—dz. [Pista: se simplifican los calculos si se expresa el inte-

grando como h'/h]

by
3. fCOl cos(wz)dz
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3,—1/z
4. f0(0,1)2 e 12 dz
Solucion 6

1. Es claro que el integrando es una funcién holomorfa en C\ {0}. Como
C'(0,2) es una curva cerrada simple que encierra al 0 entonces, apli-
cando el teorema de los residuos

22

1 1
/ zsen —dz = 2mi Res(zsen —;,0).
C(0,2) <

Ahora bien, recordando el desarrollo en serie de la funcién seno,

0o 2n+1 o0
1 (-1" (%) (="
N T ZHZ:O Qn+ )l 2 (2n + 1)lzAnT1’

n=0

luego el coeficiente que acompana a 2z~ ! es el correspondiente a n = 0
y vale 1, y asi
1 .
zsen —2dz = 2mi.
C(02) <

2. Observamos que

e* 2e* 2e% R (2)

coshz e t+er e=+1  h(z)

con h(z)=e* +1.

Los ceros de h en C son los z = m(% + k) con k € Z; ademas, como
R (z) # 0 Vz € C, se tiene que todos los ceros de h son simples. Ob-
servamos ahora que los ceros de h en D(0,5) se tienen para k = —1,0.

. . /
Sabemos en general que si f tiene un cero de orden k en zy entonces f7

tiene un polo en zy de orden 1y Res(fTI, 29) = k. Con lo cual,

/ ©_dr=2rmi(1+ 1) = 4ri.
c(0,5) cosh z

3. Sean las funciones

(=3 (-7

h(z) = cos(7z), f(z) = cos(rz)  h(z)

Los ceros de h en D(0,1) son z = —% %7 = % Ademas h’(%)

Z JR—
luego h tiene un cero simple en z = 3; pero el numerador (z — %)2
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tiene un cero doble en z = %, luego f tiene una singularidad evitable
en z = % Por tanto, por el teorema de los residuos,

/ f(z)dz = 2mi Res(f,—l).
c@,1) 2

Tenemos que A/ (—3) =, luego g(z) = (2 + 1) + O(z + 3)?. Entonces

B (= —3) 1
1z) = (z+3)(T+0(z+3)) a4 %g(z)

donde la funcion g es holomorfa en un entorno de z = —% y esta definida
mediante la expresion

Observamos que Res(f, —

z—1)?
/ (Gt dz = 2i.
c(0,1) €os(mz)

. Es claro que el integrando es holomorfo en C\ {0}, y el desarrollo de
Laurent en 2z = 0 se obtiene facilmente recordando en desarrollo de la
funcién exponencial

n e n

_271 o 232 Z n‘

n=0

1.

: ~ —1 : _ 1 _
El coeficiente que acompana a 27" se tiene para n = 4 y vale 3; = o;

0 sea,
Res(z%e™*
y por tanto, por el teorema de los residuos,

/ Be rdy = 2mi Res(zge_fl7 0) = W_Z
(0,1) 12
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Ejercicio 7

Sea f € H(C\ {0}) con un polo simple en 0, y Res(f,0) = i tal que
f(1) =1y |f(2)| <10 para |z| > 1. Hallar la expresién explicita de f.

Solucion 7

Como la tinica singularidad que tiene f es un polo simple en 0, y Res(f,0) =
1, entonces existe una funcién entera ¢ tal que

() = é Lo(x)  VzeC\ {o)

Esta funcién ¢ cumple

1 1
§|f(z)|+ﬂ§+10+ﬂ§11 para |z| > 1.
z z

Luego ¢ esté acotada en |z| > 1; por continuidad, también estd acotada
en el compacto |z| < 1; con lo cual ¢ es entera y acotada, luego constante

por el teorema de Liouville. Asi pues, existe ¢ € C tal que f(z) = é +cyla

condicién f(1) = 1 nos dice que ¢ = 1 — 4. De donde se concluye que

f@):éﬂ-i vz e C\ {0}.
Ejercicio 8

Sean () un abierto conexo de C y f una funcién meromorfa en 2. De-
mostrar que si f es idénticamente nula en un abierto no vacio V' C €2 entonces
f es idénticamente nula en 2 y por tanto es holomorfa en €.

Solucion 8

Como f es meromorfa en €2, existe S C () sin puntos de acumulacién en
Q) tal que f es holomorfa en 2\ S. Sea

T={2€0Q\S: f esidénticamente nula en un entorno de z}.

Por hipétesis, T' # () pues cada z € V cumple z € T'; ademés, T es un abierto
de ©\ S. En efecto, si z € T entonces existe un abierto U que contiene a z
tal que f se anula en U, y asi U C T, con lo que T es entorno de todos sus
puntos.

Veamos que 7" también es cerrado en 2\ S. Sea 2y € Q\ Sy sea {zn},cy
una sucesién en 7' con limite zy. Como 2\ S es abierto, existe r > 0 tal
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que D(zp,7) C 2\ S; como z, tiende a zj, en particular existe no € N tal
que z,, € D(zp,7). Como f se anula en un entorno de z,,, entonces por el
teorema de identidad para funciones holomorfas, f es idénticamente nula en
D(zp,7). Luego 2o € T

Asi pues, T es abierto, cerrado y no vacio en el conexo 2\ S, lo que nos
dice que T = Q\ S. Por lo tanto, f se anula en Q \ S y por continuidad,
dado que Q2 \ S es denso en €2, f se anula en (.

Ejercicio 9

Sea f € H(D(z0,7) \ {20}). Probar que f tiene una singularidad evitable
en zp (respectivamente, un polo o una singularidad esencial) si y sélo si la
tiene f’.

Solucién 9

Si f tiene una singularidad evitable en 2y, entonces f es holomorfa en
D(zo,r) sin mas que definir f(z5) = lim,_,, f(2) con lo cual f’ tiene una
singularidad evitable en zy al ser derivada de una funcién holomorfa.

Si f tiene un polo en z, entonces existe un natural k& > 1 (el orden del
polo) tal que f admite el siguiente desarrollo de Laurent en D(zg,7) \ {20}

o0

f(z) = Z an(z — zo)"

n=—k

con a_j # 0. Entonces el desarrollo de Laurent de f en D(zp,r) \ {20} es

fiz2) =) nan(z=z2)"" = Y (n+Dap(z—20)"= D bu(z—2)"
n=—k n=—k—1 n=—k—1
con el término n = —k — 1 distinto de cero, pues b_j_1 = —ka_; # 0. Luego

f’ tiene un polo de orden k + 1 en zj.

Si f tiene una singularidad esencial en zj, su desarrollo de Laurent en
D(zo,7) \ {20} es del tipo

o0

f(2)= ) an(z—2)"

n=—oo

con a, # 0 para infinitos enteros n < —1. Entonces el desarrollo de Laurent

de f"en D(zp,7) \ {20} es
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oo oo
f'(z) = Z na,(z — 2)" ' = Z bu(z — 20)"
n=—oo n—=—oo
con b, = (n+1)a,41, n € Z, y asi b, # 0 para infinitos enteros n < —1. Esto
nos dice que f’ tiene una singularidad esencial en z.

Probar el reciproco, una vez probado esto, es trivial. En efecto, si f’
tiene una singularidad de un cierto tipo en zy, entonces f tendria en zy, en
principio, o una singularidad evitable o un polo o una singularidad esencial.
Lo que acabamos que probar nos dice que solo cabe que la singularidad de f
sea del mismo tipo que la de f’.
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