Problemas de VC para EDVC elaborados por C. Mora, Tema 4
Ejercicio 1
Determinar las funciones enteras f para las que
flz+w)=f(z)f(w)  VzweC.
Solucién 1

En primer lugar, f(0) = f(0+ 0) = f(0)f(0) = f(0)?, luego sdlo cabe
que f(0) =00 f(0)=1.

Si fuera f(0) = 0 entonces para todo z € C, f(2) = f(2+0) = f(2)f(0) =
0, luego f = 0.

Sea, pues, f(0) = 1. Tenemos que para cada z € C,
Flz+h) ~ (2 FO =1 ) = £

h—0 h h—0 h

f'(z) = lim

= f(2) lim = f(2)f(0).

h
De la relacion f'(z) = f(2)f'(0), derivando sucesivas veces, se obtiene por
induccién que f™(z) = f(z)f'(0)", para todo natural n > 0. Evaluando en
2z = 0 obtenemos en particular que

o) =f0",  nxo.

Como f es entera, admite un desarrollo en serie de potencias, y gracias a
estos resultados concluimos que

o0 n)o 0 (o)™
f(Z):z%f (')Zn:Z%f(‘)

n: n:

2" =l 07,

Como f’(0) puede ser arbitrario, en total tenemos que las funciones que nos
piden son del tipo

f(z) =€ conkeC;y f(z) =0.

Esto es una condicién necesaria. También es suficiente pues resulta in-
mediato comprobar que las funciones f(z) = e y f(z) = 0 satisfacen las
condiciones requeridas.

Ejercicio 2

Sea f una funcién holomorfa en un entorno conexo de D(0,1) tal que
f(2) = f(2z) para todo z € D(0,1/2). Probar que f es constante.



Solucién 2

Por hipétesis, f(z) = f(z/2) para todo z € D(0,1) \ {0}, y repitiendo
este argumento se sigue que para todo natural n > 0

z

f@=1(5)="=F(5)="=f0

donde para la ultima igualdad se ha usado la continuidad de f, puesto que
lim, .o 57 = 0. Es decir, f vale f(0) en una sucesiéon de puntos distintos

de D(0,1) cuyo limite es 0 € D(0,1). Por el principio de identidad, f es
constante.

Ejercicio 3
Demostrar que si f € H(C) y existen € > 0y w € C tales que
f(z) —w|>e VzeC

entonces f es constante. Concluir que la imagen de toda funcién entera no
constante en densa en C.

Solucién 3

La funcién z — f(z) — w es entera y no se anula por hipétesis. Con lo
cual la funcién

1
g:C—-C, gz)=———
D=
es entera y ademas acotada porque
1 1
=< - Vz e C.
e R

Por el teorema de Liouville, g es constante y esto implica que f también es
constante.

Por tanto, si h es una funcién entera no constante, lo que acabamos de
probar nos dice que

para cualesquiera ¢ > 0y w € C existe z € C tal que |h(z) —w| < e.

Esto es decir justamente que la imagen de h es densa en C.



Ejercicio 4

Sean 2 un abierto conexo de C y f € H(2) no constante tales que
f() € Qy f(z) = f(f(2)) para cada z € 2. Demostrar que f(z) = z
Vz e Q.

Solucion 4

Antes de nada, observamos que la condicién f(£2) C Q2 es la que permite
considerar fo f. Como f no es constante y {2 es conexo, existe zy € {2 tal que
f'(z0) # 0. Por el teorema de la funcién inversa, existen E* entorno de zy y
Ef0) entorno de f(z) tales que la restriccién f : E* — Ef(20) es biyectiva;
ademads, como el conjunto de ceros de f’ es discreto, podemos escoger E*° para
que cumpla que f’ no se anule en E*. Derivando la expresién f(z) = f(f(2))
obtenemos

') =f(f)Nf'(z) VzeE?

y por nuestra elecciéon de E* obtenemos 1 = f'(f(z)) Vz € E*. Como
f(E#) = Ef0) esto nos dice que

f)=1  vyeE™

Como {2 es conexo, por el teorema de identidad f = 1. De nuevo gracias a
la conexién de (2, para alguna constante ¢ € C se tiene f(z) = z+ ¢ Vz € (.
Ahora bien, aplicando que f(z) = f(f(z)) obtenemos

z2+c=f(z+c)=2+2c
Luego ¢ = 0 y asi f es la aplicacion identidad, como queriamos.
Ejercicio 5

Sean Q C C abierto conexo, f € H(Z) no idénticamente nula y zy € Q
un cero de orden m > 1 de f. Demostrar que existe £y > 0 tal que para cada
e € (0,g9) existe 6 = d(e) > 0 tal que si 0 < |w| < § entonces la ecuacién
f(2) = w en la incégnita z tiene exactamente m raices simples en D(zy,¢)
(ceros de primer orden de f(z) —w = 0).

Solucion 5

Usaremos las notaciones siguientes: para una funcién holomorfa i y una
curva cerrada simple v, denotaremos por Z(h) el conjunto de ceros de h, y
por N, (h) el nimero de ceros de h en la componente acotada definida por +.
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Ante todo, zy es un cero aislado de f ya que f no es idénticamente nula.
Sim > 1 entonces zq es cero aislado de f’; si m = 1 entonces zg no es cero de
f’. En cualquier caso, existe g9 > 0 tal que se verifican las tres condiciones

b(ZO,EQ) g Q, E(Zo,Eo) N Z(f) = {Zo},
E(zo,eo) NZ(f")={z} sim>1
D(zp,e0) N Z(f") =10 sim=1
Sea 0 < € < gp. Entonces f(z) # 0 Vz € C(z,e). Como C(zp,€) es
compacto, existe § > 0 tal que

If(z)| =26  Vze C(z,¢).

Tomemos cualquier w € C que verifique 0 < |w| < § y definamos la funcién
g:Q—C, g(z) = f(z) — w. Claramente g € H(L), y ademds

1f(z) =g9(2)| = lw[ <6 <|f(2)]  Vz€C(z0).
Por el teorema de Rouché,

m = NC(zo,s)(f) = NC(zo,s)(g)'

Si m = 1 ya esta demostrado; si m > 1 probemos que g no tiene raices
miultiples. En efecto, sea a € D(zp,¢) una raiz de g. Entonces g(a) = 0,
es decir, f(a) = w # 0, y en particular a # zy. Si a fuese raiz miltiple de
g entonces 0 = ¢'(a) = f'(a) contradiccién pues tomamos gy > 0 tal que
D(z0,20) N Z([f') = {20}

Con lo cual, g tiene m raices simples en D(zg, ), o equivalentemente, la
ecuacién f(z) = w en la incégnita z tiene exactamente m raices simples en
D(zp,¢).

Ejercicio 6
Sean 0 C C abierto conexo, zp € 2y R > 0 tales que D(z, R) C Q.

Demostrar que si f € H(2) no tiene ceros en D(zy, R) vy |f| es constante en
C(z0, R), entonces [ es constante en ).

Solucién 6

Si f no fuera constante en D(zp, R), dado que no se anula en D(zy, R), por
los principios del médulo méximo y médulo minimo, |f| carece de méximos
y minimos locales en D(zg, R); es decir,

para todo z € D(zy, R) existen z1, 2o € C(z9, R) tales que |f(z1)] <|f(2)| <

En particular, esto nos dice que |f| no es constante en C(zg, R), contra la
hipétesis. Con lo cual, f es constante en D(zp, R) y como {2 es conexo,
entonces f es constante en ).

f(z2)].



Ejercicio 7
Sean Q C C abierto conexo y f € H(Q) tales que D(0,1) C Q, f(0) =0
y |f(2)] <1 para |z| = 1. Demostrar que
e/ — 1] < (1+e) 7] Vz € D(0,1).
Solucién 7

Definimos la funcién
g:Q2—=C,  g(z)=——

Esta funcion es continua en z = 0 definiendo

f) _ 1 ) _ b g

e e e

0)=lim—on =lim—— — _
g( ) zl—r% z ZI_)I% z dze 0
O f(2)] _y = 1'(0)

Por tanto g € H(f2). Por el principio del médulo méximo y gracias a la
hipdtesis se verifica que

9(2) 9(2)] 10 1]
max z)| = max z)| = max
2€D(0,1) g 2€C(0,1) g 2€C(0,1) ||
= max }ef<z)—1|§ max |ef(z)|—|—1§e+1.
360(071) ZGC(O,I)

Por la definicion de g, esto es justo lo que queriamos probar.
Ejercicio 8

Hallar el nimero de raices del polinomio 2% — 42° + 22 — 1 en D(0, 1).
Solucion 8

Definimos los polinomios

f(z) =2%—42° + 22 — 1, g(z) = —42°.

Verifican lo siguiente
1f(2) = g(z)] = |2 + 22 = 1] < |2+ +1 =3 <4 = |-42°| = |g(2)| Vz € C(0,1).

Por el teorema de Rouché, el nimero de ceros de f en D(0,1) coincide con
el nimero de ceros de g en D(0,1), contados con su multiplicidad. Es claro
que g tiene cinco ceros en D(0, 1), luego f tiene cinco ceros en D(0,1).
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Ejercicio 9

Sea f una funcién holomorfa en un abierto que contenga a D(0,1) tal
que |f(z)] > 2 para |z| =1, y f(0) = 1. Demostrar que f se anula en algin
punto de D(0,1).

Solucién 9

Si f no se anulara en D(0,1), como también |f(z)| > 2 para |z]| = 1,
entonces la funcién 1/f serfa holomorfa en un entorno de D(0,1). Ademds,
por el principio del médulo méaximo y gracias a la hipotesis,

1
f(2)

sup <

2€D(0,1)

= max
z€C(0,1)

DN —

1
f(z)
En particular, )ﬁ‘ < %, lo que contradice f(0) = 1. Luego necesariamente
f se anula en algun punto de D(0, 1).

Ejercicio 10

Sea f = u+iv una funciéon holomorfa en un abierto acotado 2 y continua
en ). Demostrar que

SUp % = sup u = sup u.
Q 9} o0

Probar que lo mismo ocurre con v.
Solucién 10

Definamos la funcién e/ que es holomorfa en € y continua en Q. Por el
principio del médulo méaximo,

sup |ef(z)‘ = sup !ef(z)‘ = sup ‘ef(z)‘ .
2€Q 2€Q Z2€0Q
Ahora bien, ‘ef (Z)} = ¢"®) vy como la exponencial real es creciente, esto

concluye lo que queremos.
Para obtener el correspondiente resultado para v, se aplica el razon-
amiento anterior a la funcién e/,

Ejercicio 11

Sea € un abierto de C que contenga a la corona {z € C:1 < |z| <2}y
sea f € H(2). Demostrar que si |f(z)| < 1 para |z] =1y |f(z)| < 4 para
|z| = 2 entonces |f(2)] < |z|* para 1 < |z| < 2.
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Solucion 11

Sea 0 = {z€C:1< 2] <2} y definamos g(z) = %; entonces g €

H() NC(). Por el principio del médulo méximo, el supremo de g en 4
se alcanza en la frontera; ahora bien, por las hipétesis hechas sobre f,

9(2)| <1 para |z| =1y para |z| =2,
con lo cual |g(z)| <1 para 1 < |z| <2, y esto es justo lo que nos piden.
Ejercicio 12
Sea f € H(C) tal que Re f es acotada. Probar que f es constante.
Solucién 12

La funcién e/ es entera y acotada porque ‘ef ‘ = efe/. Por el teorema de
Liouville, ef es constante. Por tanto,

d
0=—e/® =¢e/@f'(2)  VzeC

y como la exponencial no se anula nunca, entonces f' = 0 lo que implica que
f es constante.

Ejercicio 13

Sean f, g dos funciones enteras tales que |f| < |g|. Demostrar que existe
A€ C con [\ <1 tal que f = Ag.

Solucion 13

Si g = 0 entonces f = 0 y el resultado es evidente. Sea, pues, g no
idénticamente nula; entonces su conjunto de ceros Z(g) es discreto. Asi,
la funcién £ es holomorfa en C\ Z(g) y por la hipétesis, acotada. Por el
teorema de Riemann sobre singularidades evitables aplicado a cada punto
del conjunto discreto Z(g) concluimos que § es holomorfa en C. Por el

teorema de Liouville, § es una constante, digamos A € C con |\| < 1. Luego
f=Ag.

Si no se conoce el teorema de Riemann sobre singularidades evitables,
es muy facil ver que si ¢ tiene un cero en zy de multiplicidad n entonces la
condicién | f] < |g| implica que f tiene un cero en z, de multiplicidad m > n
y asi § es holomorfa en un entorno de z;. Como esto ocurre en cada punto

!

2o del conjunto discreto Z(g), esto prueba que la funcién 5 es entera.
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Ejercicio 14
Sean ) un abierto conexo de C, zy € Q y f,g € H() tales que

1f(2)] 4+ 19(2)] <1f(20)| + |9(z0)]  Vz €.

Probar que f y ¢ son constantes. [Pista: trabajar con f|ﬁ|’ gégzgg ]

Solucién 14

Supongamos en primer lugar que f(z9) = 0. Entonces

9 < [F ()] + 19(2)] < [f(z0)[ + 1g(20)] = lg(20)] ¥z e Q

y por el principio del médulo méximo, g es constante en ). Entonces todas
las desigualdades anteriores son igualdades y en particular | f(z)| =0 Vz € Q
con lo que f también es constante.

Si g(z9) = 0 llegamos a la misma conclusién. Por tanto, razonemos para
el caso f(z0) # 0, g(z9) # 0. Definimos las funciones

fe) = £

que claramente son holomorfas en (2. Cumplen que

Flzo) = 1fGol G0 = lg(zol s |F] =111, 1] =gl

Entonces para cada z € €2,

(F+a)o)| = Fleo) +(z0) = |70l + lg(z0)| = ()] + lg(2)]
= |[f&)]+13:) = |(F+9)=) -

Por el principio del médulo maximo, f + g es constante, luego todas las de-
sigualdades anteriores son igualdades y no dependen de z € Q2. En particular,
para cada z € €,

J(2)+3(2) = | F(2)| + 13(2)]

que es un numero positivo. Esto implica que f (2) vy g(z) son reales (es
inmediato ver que si o, 3 € C cumplen a + § = |a| + || entonces «, F €
R). Pero se sigue de las condiciones de Cauchy-Riemann que una funcién
holomorfa con parte imaginaria cero es constante. Luego f y g son constantes
y [y g también.



Ejercicio 15

Se dice que una funcién de variable compleja f tiene periodo T' € C
cuando

fz+T)=f(2) Vz e C.

Demostrar que si U,V € C son periodos R-linealmente independientes (es
decir, los vectores U, V son linealmente independientes en el espacio vectorial
real R?) de una funcién entera f, entonces f es constante.

Solucion 15

El conjunto Q = {AU + uV : A\, u € [0,1]} es compacto al ser imagen
del compacto [0, 1]* por la aplicacién continua R? — R?, (A, u) — AU + V.
Como U,V € C son R-linealmente independientes en R?, dado z € R? existen
A 1€ R tales que z = AU + uV. Ahora expresamos A = Aj + Ao, pt = g + fio
con A,y € Zy 0 < A,y < 1. Entonces la periodicidad nos permite
afirmar que

F(2) = FONU + XU + 1V + V) = FOU + p,V).
En otras palabras, f(C) = f(Q); en particular,

sup | f| = sup |f|
C Q

y como ) es compacto y f es continua en @, entonces supg |f| < oo. Por
tanto, f es una funcién entera y acotada al ser sup¢ | f| < oo; por el teorema
de Liouville, f es constante.

Ejercicio 16

Sea f € H(C\ {0}) tal que lim, o 2f(2) =1y lim,_ f(2) = 1. Hallar
la expresion explicita de f.

Solucion 16

Consideremos la funcién g(z) = zf(z) — 1, que es holomorfa en C \ {0} y
continua en z = 0 definiendo

9(0) = lim(zf(z) —1) = 0;

z—0

con lo cual g es una funcién entera.



)

Definamos ahora la funcién h(z) = 22, que es holomorfa en C\ {0} y

continua en z = 0 definiendo ’

z—0 Zz z—0 Z

con lo cual h es también una funcién entera. Ademaés
. . 1
lim h(z) = lim <f(z) — —) = 1.
Z2—00 Z2—00 z

Luego h es acotada, y por el teorema de Liouville, h es constante, y esa
constante vale lim, o h(z) = 1. Asi, 1 = f(z) — < o sea,

1

Ejercicio 17

Sea f € H(D(0,1)). Demostrar que el conjunto de nimeros naturales
k > 0 que verifican
| £2(0)] > ki2"

es finito.
Solucion 17

Como f € H(D(0,1)), entonces la serie Y .- %zk converge para |z| <

1. Supongamos que para infinitos naturales £ > 0 se cumpliera | f"‘)(O)‘ >
k!2%. Entonces se tendria

1
k

> 2

k—oo

. k) (0 , . .
y por tanto la serie ZZOZO ! kf ) ok poseeria un radio de convergencia menor

o igual que %, lo que contradice que f € H(D(0,1)) como acabamos de

2 )
observar.

Ejercicio 18

Sean Q2 C C, f € H(Q) y zo € Q tal que f'(29) # 0. Demostrar que existe
r > 0 tal que

1 1 1
- S —
fi(z0)  2mi /cw F(2) — o)™
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Solucion 18

Como f’(z9) # 0 en particular f no es constante en la componente conexa
de © que contiene a zy. Con lo cual, existe € > 0 tal que f(z) # f(z) para
todo z € D(zp,¢) \ {20}. Consideramos la funcién

(2) = 77
9(2) = 7 —
f(z) = f(z0)
que es holomorfa en D(zg,€) \ {20} y continua en z = 2, definiendo
Z— 2 1 1

900 = I T~ F o) Tne o, LG (e

Z—20

Luego g es holomorfa en D(zg,¢) y por la férmula integral de Cauchy, para
todo 0 < r < € se cumple

1 z
g(z0) = —/ 9(2) dz.
C(zo0,r)

21 zZ— 2

Por nuestra definicion de g, esta es justo la formula que buscabamos.
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