Problemas de VC para EDVC elaborados por C. Mora, Tema 3
Ejercicio 1

Sean 7,7, : [0,1] — C dos curvas cerradas de clase C! a trozos y z € C
tal que

o) =] <lz =@  vtelo,1].

Demostrar que Ind, (z) = Ind, (z). [Pista: considerar la curva () =
—1;8:2, demostrar que su trayectoria estd contenida en D(1,1) y calcular
Ind,(0)].

Solucion 1

La condicién |y, (t) — v1(t)] < |z — 7,(t)| ¥t € [0, 1] nos dice en particular
que z # 7, (t) Vt € [0, 1], luego la curva vy : [0,1] — C, ~(¢) = % esta bien
definida (el denominador nunca se anula) y es C! a trozos por ser composicién

2B=1O | ~ 1w € [0,1]

de funciones C! a trozos. La hipétesis nos dice que )
— 10

con lo cual

7:1(t) — 2
Yo(t) — 2

Y1(t) = 70(t)
Yolt) — 2

y(8) = 1] =

_1‘

<1

luego Tray, € D(1,1). En particular, 0 estd en la regién no acotada de
C\ T'ray,, ya que 0 ¢ D(1,1), con lo cual, Ind,(0) = 0. Asi,

0 - /1 V@) g /1 1) o) = 2] = [ (1) = 2% () %) — 2,

EO) o) — o7 O

1 Y(t)
N /0 letl)(tz z 70?7?)(752 Z} "
luego

GRS W CRETI()
2mi Jo m(t) =z 2miJy y(t) — 2

dt  esdecir, Ind, (2)=Ind, ().
Ejercicio 2

Sean a € C\ {0} y v un camino cerrado que no pase por 0,a,1/a. De-
mostrar que

Indy (2 = Ind,(a) - Ind, (0).

a



Solucion 2
Antes de nada, se verifica que 1/ es un camino porque 7 no pasa por 0.

Pongamos que v estd parametrizado en el intervalo [, §]. Se tiene

1 1 1 1 [ 1 =) a [P 1 A1)
Indy;(-) = — = — dt = — _—
" 1/W<a> omi J1 (-1 ¢ 2m'/a ﬁ—é y(t)2 2m’/a Y(t) —a (t)
Pero también por otra parte,
1 1 1 1 a
Ind —Ind,(0) = — ——ld(=— | ———d
ndy(a) = Ind,(0) = 25 .,L—a g] ¢ QWiL(C—a)CC
a (7 A®

= 2mi )y () — ]y (1)

como desedbamos.

Ejercicio 3
Sean v un camino en C, 7 su camino conjugado y f una funcién compleja

continua en la trayectoria de . Demostrar que

[/ f(2)dz = [ f(@)dz.

Solucion 3
Pongamos que v : [o, 5] — C. Entonces 7 : [, 3] — C definido por
t

(t) = 7(t) es un camino y ademads es inmediato comprobar que ¥ (t) = ~/(t).

Por un lado se tiene
- 3 5
[ 1z = [ sy = [ Fommwe

Y por otro, gracias a la observacién anterior y a que f es continua en la

trayectoria de 7y, entonces

[7@e= | 7 G -

B
| oo

y se tiene la igualdad buscada.



Ejercicio 4

Calcular las siguientes integrales curvilineas

e nel: o sen ()
“>/.<|:2c<<—1>dg’ b)/<|1<C <N )/4_1,:1(42_1)2“-

Solucion 4

a) Se tiene la siguiente descomposicién en fracciones simples: ﬁ =
é — %; con lo cual, aplicando la férmula integral de Cauchy, y denotando

por C(0,2) a la circunferencia de centro 0 y radio 2 recorrida en sentido
positivo, entonces

/ eS % / eS eS %
=2 CC—=1)7 oz)C'—‘l co2) €
= 2mie' Indc2)(1) — 2mie’ Indc2)(0) = 2mi(e — 1).

b) Aplicando la férmula integral de Cauchy para las derivadas a la funcién
holomorfa f(z) = €7, se tiene que para cada natural n > 1

Q. 1)
/CI 1 ¢" ok = con ¢ de = (n—l) f (0) = (n—1)!

c) Se tiene la siguiente descomposicién en fracciones simples

1 _1 1 +1 1 _1 1 +1 1
(=12 AC+1 4(C+1)? 4¢—1 4(C-1)*

Se?flc , (o 5217172 son holomorfas en un

abierto que contiene a D(1,1), con lo que su integral a lo largo de C(1,1) es
cero. Por otra parte, aplicando la féormula integral de Cauchy a la funcion
holomorfa ¢ +— sen(7() y a su derivada primera obtenemos que

/ Md( =2misent = (; / sen(mc) d¢ = 2mim cos ™ = —21%.
Cc(1,1) (1,1)

Es claro que las funciones ( +—

¢—1 (€—1)

Todo lo cual concluye que

sen(m() 7r2
/ TGE



Ejercicio 5

Sea 7 la frontera del cuadrado determinado por las cuatro rectas r = 42,
y = £2. Calcular

cos(Q ¢ ' cosh ¢
o[ St 0 g o [ Tt

Solucién 5

a) La funcién ¢ +— g;’i% es holomorfa en C \ {i2\/§, —i2\/§}, luego es
holomorfa en la componente acotada determinada por v. Esto implica direc-
tamente f7 °§i§dg =0.

b) Por la férmula integral de Cauchy,

C/2 1/2 —1 T
/2§+1C /§+1/2 = iy —Indy () = —i5-

c) Sea la funcién entera f(z) = cosh (. Se verifica que el punto z = 0 estd
en la componente acotada determinada por +, luego Ind,(0) = 1. Aplicamos
la formula integral de Cauchy para las derivadas y obtenemos

CozthC B 2m ") = 0.

Ejercicio 6

Sean 2 C C un abierto, z € Q, R > 0 tales que D(z, R) C Q,y f € H(Q).
Demostrar que para todo entero n > 0 se verifica la siguiente igualdad

f(Q) 1 fﬂ)(O
el = dc.
/I<;z|=R (TG /|Cz|:R 2%

Si aplicamos a f la férmula de Cauchy para las derivadas obtenemos que

) = o /C’(Z,R) (= Z)"J’ldg

Pero si aplicamos a f™ la férmula de Cauchy obtenemos que

PO =g |

Solucién 6

de donde se concluye el resultado.



Ejercicio 7

Sea f € H(D(0,1)) tal que para cada natural n > 1 se verifica

/ L?dc‘ = 2mi.
c(0,d) ¢

Hallar la expresion explicita de f.
Solucion 7

Como f € H(D(0,1)) entonces

f(z) = i fn)('o)z” para cada z € D(0,1).
n=0 ’

n

Pero gracias a la hipotesis, la formula integral de Cauchy para las derivadas
nos dice que

) 1 / f(©)

= ) Cn—i—l

== d¢ =1 para cada entero n > 0.
n! 2mi Joo,d

Luego

f(z):Zz”: 1iz.

n=0
Ejercicio 8
Sea 7 una curva cerrada simple cuya trayectoria coincida con la elipse

de ecuacion (5)2 + (%)2 = 1, donde a,b > 0 son dados. Usar dos modos
distintos de calcular f7 %dC para deducir la igualdad

/2” 1 27
o a2cos’t+b2sen2t  ab’
Solucién 8

Por un lado, directamente de la definiciéon de indice se tiene

/%dﬁ = 27iInd,(0) = 27,

~

ya que 0 estd en la componente acotada definida por ~.

5



Por otra parte, si efectuamos el célculo de la integral curvilinea mediante
la parametrizacién natural de la elipse y(t) = acost + ibsent, t € [0, 27|

entonces
Lie = [T2Wg_ [T 2r®
/ycdc _/0 0" /0 T

/2” (acost —ibsent)(—asent + ibcost)
0 a?cos?t + b?sen?t
T (b? — a®)sentcost + iab
dt
0

a?cos?t + b2sen?t

dt

Juntando ambas cosas obtenemos

o /2” (b* — a?)sent cost + iab
i =
0 a?cos?t + b? sen?t

y tomando partes imaginarias concluimos que

2w
1
2m = ab dt
T=a /0 a?cos?t + b?sen? t
de donde se sigue el resultado buscado.
Ejercicio 9

Sean R > 1, f € H(D(0,R)) y v la circunferencia unidad recorrida en
sentido positivo. Calcular

y deducir que

/%(1 + cost) f(e)dt = 2w f(0) + 7 f'(0).
0
Solucién 9

Como f es holomorfa en un entorno de D(0,1), por la férmula integral
de Cauchy,

/(2—|—C+

@dg: /f dg+/f d<+/f

= 4mif(0) 4 27 f'(0

)

N =

6



Por otra parte, si efectuamos el célculo de la integral curvilinea mediante
la parametrizacién natural de la circunferencia v(t) = €%, t € [0, 27| entonces

1 f(C) _ o it 7115 f(elt> zt

= 2 /QW(l + cost) f(e")dt.
0

Juntando ambas cosas, y dividiendo por 2¢ obtenemos el resultado bus-
cado.

Ejercicio 10

Dados a € C,0<r <R, f € H(D(a,R)) y m € Z, calcular

27
/ fla+re™)e™ dt.
0
Solucion 10

Sea v el camino y(t) = a + re’, t € [0, 27]. Entonces

/f —a)™ ¢ = ir / fla+ret)e™dt.

Con esto, y usando la formula integral de Cauchy para la derivadas ya con-
cluimos que

2w .

o 0 sim>1

it\ _imt _ m 1 -
0 Jlaret)e™dt = /f do = { - 2:1)|f ( ) sim<0 -
Ejercicio 11

Sea f una funcién holomorfa en un abierto 2 C C tal que |f(z) — 1| < 1
para todo z € 2. Demostrar que para todo camino cerrado v en {2 se verifica

o £(2)
Bk




Solucion 11

Definimos la funcién g : 2 — C mediante g(z) = Log(f(z)). Entonces
g € H(Q) puesto que nuestra hipétesis afirma que f(Q) C D(1,1), y la
funcién Log es holomorfa en D(1,1). Por tanto, fw g = 0. Pero

_ 1)
i)

q'(2)
y esto concluye lo que queremos.
Ejercicio 12

Sea f una funcion entera para la que existen constantes A, B, k > 0 tales
que

If(2)| < A+ Blz|" VvzeC.

Probar que f es un polinomio. ;De qué grado?
Solucién 12

Como f es una funcion entera, admite un desarrollo en serie de potencias

(9] n)
f(z)zzf ('O)z", z e C.
n=0

n.

Ahora bien, por la férmula integral de Cauchy para las derivadas,

00) = 2 / 1O 4 para todo B > 0.
C

N 271 (0,R) Cn+l
Con esto y gracias a la hipdtesis obtenemos la siguiente estimacion

Q) A+ BR*
i TR

|/(0)] < 2 sup

< 2rR < n!
2T cec(o,R)

VYneN, VR>0.

En particular, si n > k, haciendo tender R — oo se tiene que
f™(0) = 0 para todo natural n > [k] + 1

donde [k] es la parte entera de k. Concluimos por tanto

n)
f(z)zzf (O)Z”, 2eC

y asi f es un polinomio de grado menor o igual que [k].



