Problemas de VC para EDVC elaborados por C. Mora, Tema 1

Ejercicio 1

Escribir en forma bindémica los siguientes ntimeros complejos:

1 NN 4 1 N\ D
", nez; (\;%Z) , neN; (\/g—z> ({ti) : (1+i\/§)2o; o1z

Solucion 1

1 sin=0 (mod4)

o i — i sin=1 (mod4)
—1 sin =2 (mod4)

—i sin =3 (mod4)

(1\75)” = (¢'%)" = cos(n) + isen( )

e Por un lado

Por otro,

A\ - . —m\1* -2 . -2 _
(\/5— z) = [2 <cos? + 7 sen ?ﬂ =16 (cos T + 7sen T> = —8—SZ\/§

Con lo cual

(\/§—i)4 GJ_FE)S: (-8 —8iv3)i=8v3-si

o (1+ i\/§)20 = (26’%)20 — 2206175 = 9200i% — 920(cog Z +isend) =
219(—1 +iv/3)

e Haciendo x =Rez, y =Imz

1 A S x —y ) —y
ez = ezity? 2P hy? = paliy? (cos + 7 sen

$2+y2 :L-2_|_y2

x
— ge2?+4% gen




Ejercicio 2

Calcular el médulo y el argumento principal de los siguientes niimeros
complejos:
i —2 (1+4)*
—2-2i" 1430 V2

Solucioén 2

Al calcular el argumento principal, primero calculamos el argumento
modulo 277Z.

[}
i T 37 ST
arg ——- argi — arg( 7) 2—1— 1 + 27 1 + 27
' -3
Luego Arg _21_22. = 47T
N R (T B2
—2-2i| |-2-2 8 4
[ ]
= (~2) ~ arg(L+ V3i) =m = T 4+ 202 = 7 + 212
ar = arg(—2) —ar V) =T — g T LAmA = — + 4T
"1+ V3 i ° s ’
-2 27
Luego Ar = -
g g1+\/§i 3
' —2 o |_2| 7271
L+ V3il  |1+V3i] 2
[ ]
1+i)*
arg< :;ﬁl) = 4al”g(1+i)_arg(\/§):4%_0+27TZZ7T+27TZ
(1+4)"
Luego Arg = -
V2
0+t v
V2 2




Ejercicio 3

Describir el lugar geométrico de los puntos z € C que verifican:

1.

|z — 2| > |z — 3]

1 _~
z

|z —1+4+id =1

|z — 4i| + |z + 4i| = 10

. Re(z—1i) =2

|2z — 1| <4

z+zZ =2

Solucion 3

Escribamos * = Rez, y = Im 2z y llamemos d a la distancia euclidea en

R2,

z—2|>]z=3|e|z—2>|z-3] & (—2)*+y% > (z—3)
Es el semiplano abierto x > g

1
—=zZ&el=2zz& |z =1
z

Es la circunferencia unidad.

z—1+4+i=1<d(z,1-4) =1

Circunferencia de centro (1,—1) y radio 1.

3

5
2+y2<:>x>§



|z — 4i| + |z + 4i] = 10 & d(z,4i) 4 d(z, —4i) = 10

Se trata del lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de
distancias a dos puntos fijos es constante. Esta es la definicién clasica
de elipse. Luego se trata de la elipse de focos (0,4), (0, —4) y semieje
mayor 10. De aqui se pueden sacar las demas constantes de la elipse.
Naturalmente, todo esto se puede hacer en coordenadas y al final nos
saldra una cénica que se podria clasificar segin los criterios de dlgebra
lineal.

Re(z—i)=21x=2

Recta vertical © = 2.

12z —i| <4 &

1 1
— =1 <2&d(z,=)<2

Disco cerrado de centro (0, %) y radio 2.

c+z=e =22+ (@-1) +y2=1

Circunferencia de centro (1,0) y radio 1.

1
z—2:i<:>2iy:i<:>y:§

Recta horizontal y = 1.

2= (r—iy)’ = (x+iy)’ e ®—y’—2izy = 2’ —y*+2izy © xy = 0

luego las soluciones son los ejes del plano complejo, es decir, el conjunto

{(0,y) :y € R}U{(x,0) : z € R}.

Ejercicio 4
Demostrar que |Re z| + |Im z| < v/2|z| para todo z € C.

4



Solucion 4

Hagamos * = Rez, y = Imz. Se trata de probar que |z| + |y| <

V24/2% + 42 Y&,y € R. Veamos:

o[ +lyl < V2V + g2 e faf” + 2]al lyl + Yl < 227 + 27 &
2|zlly] < 2+ e (2] - [y)* =0

y esto ultimo es cierto.

Ejercicio 5

Demostrar que si |z| < 1 entonces [Im(1 — Z + 2?)| < 3.

Solucion 5

Im(1 -z +2%)| < |1 -2+ 27| <14z +zP<1+1+1=3.

gracias a que |Z| = |z| y a que |z]” = |27|.

Ejercicio 6

Demostrar quele” | < el’. ., Cudndo se da la igualdad?

Solucion 6

Haciendo x = Rez, y = Imz, y recordando que la exponencial real es
estrictamente creciente, se tiene

2 2 2 2
e | <ell o efe?” < el o Re2? < |2 © 2% —y? < 2?44

y esto ultimo es cierto. Ademads, de la manera que lo hemos demostrado, nos
damos cuenta de que la igualdad se da si y sélo si Im z = 0.

Ejercicio 7
Demostrar que |e™??| < 1 siy sélo si Rez > 0.
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Solucién 7

e <1 %) o1 o Re(—22) <0 —2Rez <0< Rez >0

Ejercicio 8

Demostrar que si z € C\ {1} entonces

1— zn+1

n

E Pl —
1—2

k=0

para todo natural n > 0.
Si ademas 2™ = 1 para un cierto n € N, probar que ZZ;S 2k =0.
Utilizar la primera igualdad para demostrar la siguiente “identidad trigonométrica

de Lagrange”

n 1
Zcos(k:&) _ 1 M 1% +92) d Vo € (0,2m)
— 2 2sen

2

Solucion 8

Tenemos que

n

n n n n
(1 - Z) E Zk — E Zk o E Zk-i—l _ 1 ‘I’ E Zk o E Zk‘ _ Z’rH—l _ 1 . ZTL+1
k=0 k=0 k=1 k=1

k=

=]

y como z # 1, esto da la primera igualdad.
Como esto es cierto para todo n € N, si ademéds suponemos que z" = 1

para algtin natural n > 1 entonces

n—1
1—2z"
k_ pr—
Zz_l—z 0
k=0

Probemos ahora la identidad trigonométrica de Lagrange. Sea 6 € (0, 27).
Aplicando la primera igualdad a z = ¢ € C\ {1}:

1— ei(n-i—l)@

n

k0 __
Ze T 1
k=0



y tomando partes reales obtenemos

n 1 — ei(n—l-l)@

ZCOS]CQ = Re—.:Re[ _

1 — et 1
k=0

1 — cos @ + cosnf — cos[(n +

pi(n+1) 0} [ _ 710]
1-—

629] e~ 19]

[
1)6] _ 1 cosnf —cos [(n+1)0]

2(1 —cos?)
con lo cual basta probar

cosnf — cos[(n+ 1) 0]

2 2 (1 —cosb) ’

_sen [(n+1) 9].

2(1 —cos?)
Vedmoslo:

cosnf — cos[(n + 1) 0]
2 (1 — cosb)

(cosnf — cos[(n + 1) 6]) seng

(cosnb — cosnb cos 6 + sen nf sen f) sen 2

sen né sen 6 sen 3

0
2 sen 5

sen [(n + 1) ]

0
2:sen2

= (1 —cosf)sen Kn+%) 9} =

<~

7 0
= (1 —cosb) (sen nf cos 3 + cos nf sen §> =

= sen nb cos 7~ cos 0 sen nd cos 7

Si sennf = 0 la ultima igualdad es cierta. Si no, es equivalente a

0
COSHCOS§+senﬁsen— = CoS —

0 0
2

lo cual es cierto por la férmula del coseno de la diferencia.

Ejercicio 9

Sean a,b, z € C con |z| = 1. Demostrar que |az + b| = |a@ + 2b|.

Solucion 9

laz + b = [az + b = |z| [az + b| =

a 12]* + 2b| = |a + zb|



Ejercicio 10

Demostrar que si |z| <1y |a|] < 1 entonces

< 1.

1—az

Probar ademds que si |z] =1y |a| < 1 entonces

Z—
=1.

1—oz

Solucién 10

Si|z] <1y |al <1, secumple que

2
S <1<:>‘—|2<1<:>]z—a|2—|1—§z\2<0.
1 —az 11— az|
Pero
lz—al’~[1-a@" = (]2 +]af —za—z@) — (1+|a’ 2] —az — az) =
122+ |of’ —1—|a)*|z]* = (1- |z|2) (|oz|2 —1) <0 pues |z], |a] <1.

Si ahora |z] =1y |a| < 1, entonces

Z— Z—Q 27— QzZ

= |Z| =1

_‘1—042

1 —oz 1 —oz 1 —oz 1 —oz

Ejercicio 11

.Bajo qué condiciones tres puntos distintos del plano complejo estan en
una misma recta?

Solucion 11

Sean 21, 29, 23 € C tres puntos distintos. La recta (afin real) que pasa por
21,29 €8 {z1 + t(z9 — 2z1) : t € R}, con lo cual

23 — 21

21, 22, 23 estan alineados <= z3 € {21 + t(22 — 1) : t € R} <= e R.

22 — 21



Ejercicio 12

Supongamos que 21, 2o € C estdn a un mismo lado de una recta que pasa
por el origen. Demostrar que i, Z—12 estdn también al mismo lado de otra

recta que pasa por el origen. ;Cual es?

Solucién 12

Sea ar + by = 0 la recta dada y escribamos en forma bindmica z; =
xrj+1y;, J=1,2. Que 21, 2o estén a un mismo lado de la recta quiere decir
que o bien

ari1 +byy > 0, ars+bys >0 o bien
ar1+by; < 0, axs+by, <0

Podemos suponer que ocurre lo primero, ya que (—a) z+(—b) y = 0 define
la misma recta que ax + by = 0. En cualquier caso, necesariamente z; # 0y

tenemos
1 T .Y

— =5 —i—=, j=1,2 con lo que
Zj |z |2
‘1', _y.
a—J2 — b—j2 >0
2] |21

luego i, i estan a un mismo lado de la recta ax — by = 0.

Ejercicio 13

Sean z1,...,2, € C con n > 2 tales que Z?Zl zj = 0. Demostrar que
para toda recta que pasa por el origen, o bien todos los puntos estan sobre
ella o bien existen dos puntos cada uno de ellos en uno de los dos semiplanos
abiertos determinados por dicha recta.

Solucién 13

Escribamos en forma binémica z; = x; +1y;, 1 < j <n. Sea ar+by =0
la recta que pasa por el origen dada, y supongamos que no todos los puntos
estan sobre ella. Reordenando si hiciera falta, podemos suponer que la recta

no pasa por z;. Como (—a) z+(—b) y = 0 define la misma recta que ax+by =

9



0 podemos suponer que ocurre axy + by; > 0. Queremos probar que existe
Jj€{2,...,n} tal que azx; + by; < 0. Si esto fuera falso tendriamos

ari + by1 > 0
arj +by; > 0, 2<j<n y sumando

aij—i—bej > 0
j=1 j=1

lo que contradice » 7, z; = 0.

Ejercicio 14

Demostrar que si z € C verifica Rez” > 0 para todo n € N entonces
z e R.

Solucion 14

Escribiendo en forma polar z = re® con t € [—m, ) tenemos que 2" =
r"e™ y por tanto Rez" = r"cos(nt). La hipdtesis nos dice que cos(nt) >
0 Vn € N, y, como vemos a continuacion, esto implica t = 0, con lo cual
zeR.

Asi pues, vamos a probar que cos(nt) >0 Vn € N implica ¢t = 0.

t(is[t_; g) } — tc [—g, g) Entonces 2t € [—7, 7)
e e e
P R

Un sencillo argumento de induccién prueba que 2"t € [~7, 7) para todo

n € N; osea, t € ),enl—5051 5757), con lo que ¢ = 0, como queriamos.
Obsérvese que este argumento demuestra también que si Re 22" > 0 para
todo n € N entonces z € R.

Ejercicio 15
Resolver 22 + 2+ 1+i=0.
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Solucion 15

Aplicamos la formula de la ecuacion de segundo grado, que es vélida para
cualquier cuerpo conmutativo:

—14/1—4(119)
2

z =

donde el simbolo , /— indica cualquiera de las dos raices cuadradas. Calcule-
mos, pues, una raiz cuadrada de dicho ntimero.

V1—4(1+i)=+-3—4i= (5&9)% = V/Bes

donde # es tal que cosf = —%, senf) = —
8 € (-2,-%) C (-%,0). Con lo cual e'% estd en el cuarto cuadrante y
aplicando las férmulas del seno y coseno del angulo mitad,

0 n 1+ cos@ 1—% 1
cos — = _— = = —
2 Vo 2 2 NG
0 1 —cos@ 1—1—% 2
sen - = —\/ ——F— = — = ——.
2 2 2 V5

i 0 . , . .,
Con lo cual v/5e'z =1 — 2i y asi las soluciones de la ecuacién son

1 (1-2) i
“= 2 =) =144

(SN

Entonces ¢ € (—m, —75) y asi

Otra forma de calcular una raiz cuadrada de —3 — 4i es buscar a,b € R
tales que (a +ib)> = —3 — 44, lo cual equivale a resolver el sistema (real)

siguiente
a® — b = -3
2ab = —4

Ejercicio 16

Encontrar los vértices de un heptagono regular de centro 1 + ¢ y uno de
cuyos vértices es 1 — V3 + 2i.

11



Solucion 16

Hacemos una traslacién de vector —(1 + ) y calculamos primero los
vértices de un heptégono regular de centro 0 y uno de cuyos vértices —v/3 +
i = 2e7/6_ Se trata sencillamente de hacer seis giros sucesivos de centro el
origen y amplitud 27“ Son, pues,

- 2k

21 e 7, k=0,...,6

Deshaciendo la traslacién, concluimos que los vértices del heptdgono que
nos piden son

144286 k=0,...,6

Ejercicio 17

Probar que para todo natural m > 2 se verifica

m—1

km m
e =
k=1

[Pista: factorizar el polinomio 2™ — 1 para llegar a m = [} (1 —e?2k7/™)

y evaluar mm)|

Solucioén 17

Las raices de la ecuacién 2™ = 1 son e?*™/™ | =10,...,m — 1 con lo

cual
m—1
2k7‘r

2—6 m

.’:1

k=0

Como también 2™ — 1= (2 — 1)(z™ ' + -+ + 2 + 1) entonces

3

—1
2km

A SRR R (z—e'm)



Como m € R entonces m = m = [[1;' (1 — e —5EY) v ast

m— m—1 m—1
H & & H (2—2cos —) =21 '] (1—cos —ﬂ)

y aplicando la féormula de seno del angulo mitad nos queda

m—1 k’ﬂ' m—1 k”ﬂ'
m? =om1 H 2sen? —— = 22(m-1) sen® —.
= m k=1 m

Como el seno es positivo en (0, 7), tomando raices cuadradas concluimos
el resultado.

Ejercicio 18
Calcular las siguientes raices y expresarlas en forma bindémica

(2i)1/2 (1 —iV/3)1/? (—1)Y3  gle (—16)1/4

Solucion 18

(22)% - (2611)% :{ V2eti :\/_<COS—+Zsen =141

2 s
V2e i :\/_(cos——l—zsen%) =—1—14

(1= iB)} = (207) = § VI T = Valeos T iven ) = - i
ﬁei%:\/_(cosg—i-zsen%” = Y0 4 2
1 . e's =cosZ +isenl =1+4i¥3
(1) = (") =< €™ =cosm+isenm = —1
G_i%:COS_Tﬂ——’—Z'SGD%W:%—ZT?)
( \/§ei'0:\/_(COSO+isenO)—\/§
V2e's = \/2(cos  +isenZ) = \/§+i76

st (se0)f = V2EF = ValeosF bisen ) = g +ig

V2em = \/§(cos7r+zsen7r) -2
V215 = V/2(cos T2 4 jsen “2) = 2 Y0
[ V2e7'5 = V/2(cos =F +isen =F) = 2y

13



21T = 2(cos § +isen]) = V2 +iv2

2 — 2(cos ‘% + i sen ?jT’T) —V2 +iV2
2e~ 1 = 2(008_737r +isen =) = —/2 —iy/2
20717 = 2(cos = +isen ) = V2 —iv2

Cuando se trata de hallar una raiz n-ésima con n par, los cdlculos pueden
agilizarse teniendo en cuenta que si w es raiz n-ésima de z entonces —w
también lo es.

(—16)F = (16¢7) " =

w

~—

Ejercicio 19

Probar que si z € C\ {0} y a € R entonces || = |z|*.

Solucion 19

’Za‘ _ ‘eaLogz| _ ’ea(log\z|+zArgz)| _ ’ealog|z\| |€zaArgz| _ |€alog|z\| _ 6alog|z| _ ‘Z‘a )
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