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Capitulo

Introduccion

Esta memoria es el producto de la Beca de Colaboracién (referencia 14360)
en el Departamento de Analisis Matemaético. Ha sido supervisada por el Pro-
fesor Fernando Cobos.

En el Capitulo 2, revisamos diversos resultados bdsicos sobre operadores
compactos entre espacios de Hilbert. Después introducimos los niimeros singu-
lares y mostramos algunas de sus propiedades.

El Capitulo 3 se dedica a las clases de Schatten-von Neumann. Es decir,
para 0 < p < oo, estudiamos el espacio S, (H) formado por todos los operado-
res compactos T en ‘H cuya sucesién de nimeros singulares (s, (1')) pertenece
a lp.

Posteriormente, en el Capitulo 4, aplicamos los resultados anteriores para
describir el comportamiento asintético de los autovalores de operadores inte-
grales débilmente singulares.

Por 1ltimo, en el Capitulo 5, consideramos el caso de operadores compactos
en espacios cuasi-Banach. Introducimos los nimeros de entropfa y estudiamos
su relacion con los autovalores del operador y con los niimeros de aproximacion.

Los tres primeros capitulos se basan en las notas del curso de doctorado
FEspacios de Banach y teoria de operadores (Universidad Auténoma de Madrid,
curso 1991-1992) del Profesor Cobos. Su contenido estd tomado en parte de
las monografias de Gohberg y Krein ([10]), Simon ([19]), Pietsch ([18]), Konig
([12]), y de los articulos de Cobos y Kiihn ([4]) y de Cobos, Janson y Kiihn
([3])- El contenido del Capitulo 5 se basa en el libro de Edmunds y Triebel
([8])-

Para terminar, vamos a establecer la notaciéon que emplearemos en adelante.
Denotamos por £(X,Y') al conjunto de operadores lineales y acotados de X en
Y. Cuando X =Y, escribimos simplemente £(.X). Ademds, Uy denota la bola
unidad en el espacio X. Escribiremos rg (T") para indicar el rango del operador
T.
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Capitulo

Ntmeros singulares

En este capitulo, vamos a definir los nimeros singulares (s, (7)) de un
operador compacto entre dos espacios de Hilbert. Probaremos un teorema que
afirma que todo operador 1" con estas caracteristicas se puede expresar como

Tl’ = Z Sn (T) <ZE, xn> Yn,s
n=1

donde (z,) e (y,) son sistemas ortonormales. Estudiaremos las propiedades
que tiene esta sucesién, y esto nos permitird definir en el préximo capitulo las
clases de Schatten-von Neumann.

2.1. Teorema espectral para operadores com-
pactos

En esta seccién, probaremos el teorema espectral para operadores com-
pactos y autoadjuntos en un espacio de Hilbert H. Este teorema muestra una
expresion sencilla, en funcién de sus autovalores, de un operador con estas
caracteristicas. Ademds, dard lugar a un teorema mads general que probare-
mos en la siguiente seccién. A partir de este ultimo, definiremos los nimeros
singulares, un concepto central en esta memoria.

Comencemos recordando la definicién de operador compacto.

Definicién 1 Sean X e Y espacios de Banach, sea T € L(X,Y). Se dice que
T es compacto si T (Ux) es compacto en'Y .

Escribiremos K (X,Y’) para denotar el conjunto de todos los operadores
compactos de X en Y. Recordemos que el espacio (K (X,Y),|]|) es un es-
pacio de Banach, y que un operador 7' € £(X,Y’) es compacto si la imagen
de toda sucesién acotada en X por T' posee una subsucesiéon convergente. Los
autovalores de un operador compacto 7' se pueden ordenar en una sucesion
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4 CAPITULO 2.

(A (T)),,, de manera que |\, ()| > | A1 (T')] para todo n € N y cada auto-
valor se repite tantas veces como indica su multiplicidad. Si T tiene un nimero
finito de autovalores, completamos la sucesién con ceros.

Un resultado que nos serd 1til en adelante es el siguiente:

Proposicién 2 Sea T' € L(X) un operador compacto y sea n € N tal que
A (T') # 0. Entonces, existe un subespacio n-dimensional X,, C X, invariante
por T, tal que T'|x,, tiene precisamente los autovalores \y (T') , Ao (T') ..., Ap (T).

Como ya hemos dicho, trabajaremos con operadores compactos sobre un
espacio de Hilbert complejo H. Para el caso de espacios de Banach, si el ope-
rador 7" € L(X,Y) es compacto, entonces transforma sucesiones débilmente
convergentes en sucesiones convergentes. Para el caso de espacios de Hilbert,
tenemos:

Teorema 3 Sea H un espacio de Hilbert y sea T' € L(H). T es compacto si,
y sélo si, siempre que (z,) — z, se tiene que (T (z,)) — T.
Demostracién. Dando por hecho el resultado anterior, basta comprobar que
la condicion es suficiente. Razonamos por contradiccion. Si'T no es compacto,
entonces eziste una sucesion (z,) C Uy tal que (T (x,,)) no tiene una subsuce-
sion convergente. Ahora, por el teorema de Alaoglu, la sucesion (x,) posee una
subsucesion débilmente convergente (x,/). Por hipétesis, la sucesion (T (x,))
deberia ser convergente, lo que contradice el que T’ no sea compacto. m

Recordemos ahora la definicién del operador adjunto 7" de un operador T’
y la de operador autoadjunto:

Definicién 4 Sea T' € L(H). El operador adjunto de T, T', es aquél que a

cada y € H le asocia el tinico vector T'y tal que (T'x,y) = (x,T"y) para todo
reH.
El operador T se dice autoadjunto si T =T.

Observemos que, si 1" es autoadjunto, entonces

(Tx,z) = (x,T'x) = (x,Tx) = (Tx,x),

de donde, si T' es autoadjunto, entonces (T'z, x) € R para todo x € H. Es claro
que el reciproco también es cierto.
Por otro lado, dado T' € L('H), se tiene que

1T = sup {[{Tx, )| = [l]| = [lyll = 1} -

Pero, si T' es autoadjunto, entonces ||T'|| = sup {|(T'z, z)| : ||| = 1}. Ademds,
los autovalores de los operadores autoadjuntos tienen propiedades especiales:
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Teorema 5 Los autovalores de un operador autoadjunto son numeros reales,
y autovectores correspondientes a autovalores distintos son ortogonales.
Demostracion. Sea T' € L(H) con T = T', sea A un autovalor de T'. En-
tonces, existe v € H, x # 0, tal que Tx = \x. Se tendrd entonces que

(Ta,z) = Az, z) = M|z,

y este numero es real, pues T es autoadjunto. Por tanto, debe ser A € R.
Por otro lado, st Ty = uy, con i # X\, entonces

(>‘ - :u) <I,y> = </\Jf,y> - <xaﬂy> = <T$,y> - <[L’,Ty> = <T$,y> - <Tx7y> - 07

de donde (x,y) =0, es decir, x L y. =

Para establecer el teorema espectral necesitaremos los dos resultados que
siguen:

Teorema 6 Sea T' € L(H) un operador compacto y autoadjunto. Entonces,
T 6 —||T|| es un autovalor de T

Demostracion. Si'T = 0, el resultado es trivial. Supongamos entonces T" # 0.
Dado que ||T|| = sup {|{Tx,z)|: ||z|]| =1}, existird una sucesion (z,) en la
esfera unidad de 'H tal que (|{T'zp,x,)|) — ||T||. Es decir,

(T, wn)) — TN 6 ((Twn, xn)) — =T
Supongamos que converge a ||T||. Entonces,

2 2 2
0 [T 2n = 1T enll™ = [ Tenll™ = 2|7 (Tn, 20) + [T

<
< 2TI = 2T (T, 20) — 0,
de donde (Tx,, — ||T|| z,) — 0.

Dado que T es compacto, existe alguna subsucesion (T'z,/) que converge a
algin y € H. Como consecuencia de la desigualdad triangular, se tiene que,
entonces, (||T|| zn) — vy, es decir, () — ﬁy. Por continuidad de T,
y = limTx, = ”—}HTy, y asi |T||y = Ty.

Solo falta comprobar que y # 0. Pero ||y|| = [|T|| lim ||z, || = ||T]| #0. m

Lema 7 SeaT € L(H) y sea M un subespacio invariante por T, es decir, tal
que T (M) C M. Entonces, M+ es invariante por T'. En particular, si T es
autoadjunto, entonces M~ es invariante por T también.

Demostracion. Sea y € M*. Entonces, dado x € M, {x,T'y) = (Tz,y) =0,
pues T (M) C M. Ast, T'y € M*, de donde T' (M~+) C M*. m

Veamos ya el teorema espectral para el caso autoadjunto.
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Teorema 8 Sea T' un operador compacto autoadjunto sobre H. Fxiste un sis-
tema ortonormal x1,xo, ... de autovectores de T con autovalores correspondi-
entes A1, g, ... tal que, para cada x € 'H, es

Ty = Z)\n (x, ) Tp.

Si la sucesion (\,) es infinita, entonces converge a cero.

Demostracion. Pongamos Hy = H y Ty = T. Por el Teorema 6, T} tiene
un autovalor Ay con |[\| = ||T1]|. Sea x1 un autovector unitario. Pongamos
ahora Hy = {xl}L, que es un subespacio cerrado de Hi. El Lema 7 garantiza
que T (Hy) C Ha. Sea Ty la restriccion de T a Hsy. Claramente, Ty es un
operador compacto y autoadjunto en Hs, de donde, si es no nulo, tendrd un
autovalor Ay con |Ao| = ||Ta]| < ||Th]] = |Mi|. Sea xo un autovector unitario
asociado a Ny (y, si \y = Ag, ortogonal a x1). Entonces, el conjunto {x1,xs}
es ortonormal. Sea Hs = {I’l,l’g}L. Entonces, Hsz es un subespacio cerrado
de H, Hs C Hs, y, nuevamente por el Lema 7, T (Hs) C Hsz. Repetimos el
argumento con Ty = T'|y,, que vuelve a ser un operador compacto autoadjunto
en Hs.

Continuando ast, el proceso o bien se para por ser T, = 0 para algin n, o
bien se obtiene una sucesion (A\,) de autovalores de T' y un sistema ortonormal
de autovectores {xy1, sy, ...} tales que |Apy1| = ||Tusill < ||Thll = |Ma| para
n=12 .5 (\) es una sucesion infinita, entonces (\,) — 0, ya que T es
compacto y por tanto su espectro o (T') no tiene puntos de acumulacion salvo
quizas el 0.

Veamos ahora que T se puede representar de la forma indicada:

Caso 1: T, 11 =0 para algin n.

n

Sea y, = x — Z (x, ;) x;. Es claro que y, € {1, 2, ...}L, de donde
j=1

0="Th1yn =Tz — Z A (z, x) @,

j=1

yasi Tx = Z A (z, ;) xj.
j=1
Caso 2: T, # 0 para todo n.

L
Sea, como antes, y, = x — E (v, x;) x; € {x1, 29, ...x,} . Entonces,
j=1

Tz =3 N{wapa| = [Tyl < 1Tl llyall
j=1

n

T — Z<$>xj>mj

J=1

= |)‘n+1‘

n—oo

2Angal [l =0,

IA
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yasi Tx = Z A (T, 20) T
n=1

Con esto terminamos la demostracion. m
Haremos ahora una serie de observaciones.

1. Si A #£ 0 es autovalor de T, entonces A = A, para algin n: En otro caso,
sea v un autovector asociado a A. Por el Lema 7, v debe ser ortogonal a
cada z,, de donde

)\U:Tv:Z)\n(v,xn>xn:O.

n=1
Esto es imposible, ya que A # 0 y v # 0.
2. Si X\ es un autovalor de T, entonces
mult (A, T) = dim (ker (T — A\I)),

o en otras palabras, la multiplicidad algebraica coincide con la geométrica:
Basta comprobar que

ker (T — )\[)2) C ker (T'— \I).
Sea x € ker ((T — )\[)2). Entonces,

(T =MD z|* = (T -z, (T —A)z) = (2,(T = M) (T — \) z)
= (2, (T' = NI) (T = M) 2) = {x,(T — X\I)*z)
(x,0) = 0.

3. Cada autovalor \; se repite en la sucesion (\,) tantas veces como indica
su multiplicidad: Observemos que, sea la sucesién finita o infinita, cada
autovalor se repite un nimero finito de veces (si es infinita, porque con-
verge a 0 y es decreciente). Supongamos que A\; = \,, parai = 1,2, ..., p.
Entonces, ker (T'— \;I) = span {xm,azm, ...,xnp}: en otro caso, es de-
cir, si span {Tn,, Ty, ..., Ty, } S ker (T — A;I), entonces existirfa v # 0,
v € ker (T'— \;I), tal que v € {$n1,$n2, ...,acnp}L. Pero también serfa
v ortogonal a x, para los demds valores de r, pues v € ker (T'— \;I) y
Aj # Ar. Por tanto,

Ajv=Tv = Z)\n (v, ) T, =0,

n=1

lo que es imposible por ser \; y v no nulos.
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4. El conjunto {x1,x,,...} es una base ortonormal de Tm (T) = ker (T')".
Ademds, para cada x € 'H se tiene

r = Pyx + Z (x, ) T,

donde Py es la proyeccion ortogonal sobre ker (T'). En primer lugar,

To () 1

probamos que Im (7") = ker (7).

e Si M es un subespacio cerrado de H, entonces M+ = M. Recor-
demos que, si M es un subespacio cerrado de H, entonces

H=M-+M".

Sea x € M. Entonces, para cada z € M*, es (z,2) = 0, luego

T € (]\/[L)l = M. Reciprocamente, si + € M=+, entonces se
tiene que x = y + z para algin y € M C M+ y algin z € M*.
Por tanto, z = x — y € M+, es decir, z € M+ N M+ = {0}. Asf
r=y € M.

e Si J es un conjunto arbitrario, entonces J*+ = (7)l
e ker (T) = Im (T")". Se tiene
x € ker(T) < (Tz,y)={(z,Ty)y=0Vy e H
— zelm(T)".

Por tanto, como Im (7") es un subespacio cerrado de H, se tiene que

hn(T)::(hn(T§>LL::(hn(T)L)L::(hn(TﬁL>L::hﬂ(TyL

Veamos ahora que {x1,zs,...} es una base ortonormal de Im (7"). Para
cada k, se tiene que Txp = Ayx), de donde z, = A—lkka € Im (7).
Asi, {x1, 3, ...} es una sucesién ortonormal dentro del espacio de Hilbert
Im (7). Ademés, si x € H, entonces

Tx = 11’7ILn Z M (T, T)) T,

k=1
luego span {1, xs,...} es denso en Im (7"). Por tanto, es una base orto-
normal.

Por dltimo, comprobamos que

r = Pyx+ Z (x, ) T,

para todo z € H. Sabemos que H = ker T @ ker T, luego, para todo
x € H, es x = Pyx + Qx, donde @) es la proyeccién ortogonal sobre
ker (T)" = Im (T). Como {z1, xs,...} es una base ortonormal de Im (7)),
obtenemos lo que queriamos.
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5. Para obtener una representacion del operador compacto autoadjunto T
como en el teorema, procedemos como sigue: Sea {[iy, iy, ...} €l conjunto
de los autovalores no nulos de T', ordenados de modo que se tenga que
lity] > |py| > -+ - . Elegimos, para cada j, una base B; de ker (T — 1),
que es un espacio de dimensién finita por la compacidad de T. Sea
{1, x9,...} la sucesién obtenida al numerar la base de ker (T' — uy1),
luego la de ker (T — py1), etc. Entonces, {1, xs,...} es un sistema orto-
normal de autovectores de 71'. Hacemos, para cada n, A, el autovalor
asociado a x,,.

2.2. Descomposicién polar de operadores com-
pactos

En esta seccién, como ya hemos anunciado antes, definiremos los niimeros
singulares de un operador compacto entre dos espacios de Hilbert. Ademss,
probaremos el teorema de descomposicion polar de operadores compactos, una
herramienta clave para lo que sigue. Este teorema afirma que podemos expresar
un operador compacto 1" entre dos espacios de Hilbert como composicién de
|T'| y una isometria parcial U, y también |T'| como composicién de 7'y U'.

Estudiaremos primero un tipo especial de operadores, que son los operado-
res positivos.

Definicién 9 Un operador T € L(H) se dice positivo si (T'z,z) > 0 para todo
reH.

Observemos que un operador positivo siempre es autoadjunto: en la defini-
cién queda implicito que (T'z, z) € R para todo x € H. Ademas, si T" es com-
pacto y positivo, entonces todos sus autovalores son no negativos: si Tz = Az,
entonces (Tx,z) = \|z||*> > 0, de donde A > 0. Reciprocamente, si T’ es un
operador compacto y autoadjunto y todos sus autovalores son no negativos,
entonces 1" es positivo: aplicando el teorema espectral, para cada x € H, es

o0

Tx = Z An (T, ) Ty, luego

n=1

(Tx,x) = <Z)\n(x,xn)xn,Pox+Z<x,xn):cn>
:Z (x,2,) IZEn Z)\|xa:n

pues (\,) es la sucesién de autovalores de T' (y, por tanto, A\, > 0 para todo
n)y {x1, 22, ...} es un sistema ortonormal de autovectores.

Ademas, un operador positivo T' se puede elevar a cualquier potencia. En
particular, existe un tnico operador positivo 7/? tal que (T 2)2 = T'. Vamos
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a comprobar esto en el caso de que T sea compacto; en esta situacién, T/
ademads de ser positivo, serd compacto. Por el teorema espectral,

[e.9]

Ty = Z)\n (T, ) Ty

n=1
Pongamos

T2y = Z \/)\_n<:c,mn> T
n=1

Como (\,) — 0, también (v/A,) — 0, y asi T"/2 es el limite de una sucesién
de operadores de rango finito, es decir, T%/? es un operador compacto. El
argumento de antes muestra que T/? es positivo. Ademsds,

(T1/2)2x _ 12 (Z \/A_n<x,$n> a:n>
= Z \/)\_n<\/m<x,xm> Tom,s xn> Ty

n,m=1

- ZA” (z,2n) Tp = Tz
n=1

Por tltimo, veamos que T2 es el tinico operador con la propiedad de que su
cuadrado es T'. Sea B otro operador compacto y positivo con esta propiedad.
Dado cualquier A > 0, se tiene

(TY2 4+ M) (TY? = NI) =T = NI = (B+ M) (B — ),

y como —A\ no es autovalor de 7% ni de B, =X € p(T"?) y =X € p(B).
Por tanto, ker (T2 — \I) = ker (B — AI). Entonces, el proceso descrito en
el teorema espectral da la misma representacién para TV/? y para B, y asi
TV? = B.

A partir del siguiente teorema definiremos los niimeros singulares:

Teorema 10 Sea T € L(H,, H2) un operador compacto. Entonces existen
una sucesion de niumeros reales no negativos Ay > Ay > --- > 0 y sistemas
ortonormales {z,} en Hy e {yn} en Hs tales que, para todo x € Hy, es

[e.¢]

Ty = Z A AT, Tp) Yn

n=1

Ademdas, la sucesion (N\,) converge a 0 si es infinita.
Demostracion. Si'T = 0, el resultado es trivial. Supongamos entonces T’ # 0;
consideramos el operador T'T € K(H,). Este operador también es positivo:
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(T'Tx,z) = (Tx,Tx) = | Tz||> > 0. Podemos escribir, entonces, para cada
x € Hy,

T'Tx = Z f, (T, T) Ty

n=1

donde pi; > py > -+ >0y {x,} es un sistema ortonormal en Hy. Observemos
que ker T' = ker(T’T) si T'Tx = 0, entonces

0= (T"Tz,z) = (T, Tz) = || Tz,

luego T'xr = 0, y la otra inclusion es trivial.
Sea, para cada n, y, = \/%Ta:n. La sucesion {y,} es ortonormal en Ha,
ya que

<yn7 ym> = <Txna Txm> = <T/Txn> $m>

Por otro lado, para todo x € H; existe un tnico u € ker T'T = ker T tal que

o0
x :u+z<x,xn>xn,
n=1

de donde .
T:E:Z<:L‘ ) Ty = Z‘//”L" T, Tn) Yn,
n=1

como queriamos probar. m

Observemos que (\,) = (/) es la sucesién de autovalores de (1T )2,
donde cada autovalor aparece repetido de acuerdo con su multiplicidad y todos
estdn ordenados de forma no creciente.

Definicién 11 Llamaremos a esta sucesion (completada con ceros si es finita)
la sucesion de niumeros singulares de T'. A X\, se le llama el n-ésimo nimero
singular de T': s, (T') = A\, <(T’T)1/2)

Por tanto, el teorema que acabamos de probar afirma que, siT" € IC(H,, Ha),

entonces -~
Z (T, Z0) Yn- (2.1)

Ademds, como (s, (1)) — 0,

T=1im» s;(T) (-
j=1
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Escribiremos, en adelante, |T'| = (7"T)"/2.

A la representacion (2.1) se le llama representacion de Schmidt del operador
T.

Para probar el teorema de descomposiciéon polar, vamos a estudiar algunas
propiedades de las isometrias parciales.

Definicién 12 Sean Hq, Hs espacios de Hilbert. Sea M C Hi un subespacio

cerrado y sean U € L(H,, Ha) y N =U (M). Se dice que U es una isometria

parcial de M sobre N si |Uz| = ||z|| para todo x € M yUx =0 six € M*.
Observemos que N es un subespacio cerrado de Hs.

Teorema 13 Seald € L(H,, Hz). Las condiciones siguientes son equivalentes:

1. U es una isometria sobre Hy y sobreyectiva.
2. U es sobreyectiva y (Ux,Uy) = (x,y) para todo x,y € H;.

3. U es imvertible yU ' =U".

Demostracion. Probaremos 1. = 2. = 3. = 1.:
1. = 2. Por la identidad de polarizacion, se tiene que

1
Uz, Uy) = 1U|Ux+uyll2—IIUJJ—UyHQ+iIIUHZ'UyIIZ—Z'IIUI—Z'U?JIIQ}
1 . . . .
= 1 (et (z+y)|I> = U (x — y)I” + i U (z+iy)|* —i |U (z—iy)|*]
1 . . . .
= 1 [z + y)|* = |z — ylI* + i [|z+iy||* =i ||z — iy||]
= (7,9).

2. = 3. Como U € L(H,, H1), basta comprobar que UU' = Ip, y que
U'U = Iy,. Ahora,
<u/uxay> = (L{J:,Uy> = <x7y>7

luego (UUx — z,y) = 0 para todo y € Hi, y asi U'Ux = x. Por otro lado,
sean z,w € Hs. Como, por hipdtesis U es sobreyectiva, existe v € Hy tal que
Uv = w. Asi,

UU' z,w) = UU'z,Uv) = U'z,v) = (z,Uv) = (z,w) ,

de donde U'Uz = z.
3. = 1. Sea x € H,. Entonces,

) = Uz, Uz) = (@, UUz) = (2,2) = ||z|*,

como queriamos. B
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De este resultado deducimos que, si I/ es una isometria parcial sobreyectiva,
entonces U’ tiene las mismas propiedades. Pero también es cierto que, si U es
una isometria parcial (no necesariamente sobreyectiva), entonces U’ también
es una isometria parcial: supongamos que

U:H — H,
es una isometria parcial sobre M con U (M) = N. Entonces,
U:M— N
es una isometria sobreyectiva, de donde
Ulpy) : N — M

también lo es. Sea () la proyeccién ortogonal sobre N y sea P la proyeccién
ortogonal sobre M. Si probamos que (U|y;)' Q = U’, entonces se tendrs que U’
es una isometria parcial, ya que, si z € N, entonces

12 2)) = ||Un) Q|| = |[@Ulm) 2| = Izl
y, si z € N+, entonces
24z = || @]ar) Q=[] = [|Ula) O] =0,

y ademads
U (M) = Ulu) QM) = U|n) (M) =N.
Veamos entonces que (U|y)' Q = U'":

Uz,z) = (UPz,z) = (QUPz,z) = (UPz,Qz) = (Px,(U|u) Qz)
= (2, PUm) Qz) = (z,U|m) Qz),

lo que muestra la igualdad.
Para probar el teorema de descomposiciéon polar, sélo falta recordar la
desigualdad de Bessel:

Teorema 14 Sea H un espacio de Hilbert, y sea {e,} un sistema ortonormal
en 'H. Entonces, para todo x € 'H, es

o0

> e < ).
n=1

Veamos, para terminar esta seccién, el teorema de descomposicién polar.
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Teorema 15 SeaT € IKC(H,, Hs). Existe una isometria parciald € L(H,, H>)
de (ker T)" enTm T tal que T =U|T| y |T| =U'T
Demostracion. Aplicando el teorema espectral,

T'Tx = Z Nz, 2, T,

n=1

Tz = Z A (T, T) T,

n=1
Ty = Z )\n <$, xn) Yn,
n=1

donde y,, = ﬁTa:n. Sabemos también que {x,} es una base ortonormal de
Im7'T = (ker T'T)" = (ker T')*

de donde

[e%s)
E X, l’n T
n=1

para todo x € (ker T)L. Definimos entonces el operador U : Hy — Hy dado

por
00

Ur = Z (x, Tn) Yn.

n=1

Por la desigualdad de Bessel,

o 1/2
[Uz| < (Z \(%%)!2) < =,
n=1

de donde U € L(H,, Hs). Ademds, si x € (ker T)", entonces

. 1/2
edz]| = (Z |<$¢vn>l2) = [l=Il

Por otro lado, six € (ker T)LL = kerT (pues ker T es un subespacio cerrado),
entonces (x,x,) = 0 para todo n, luego Uz = 0 para x € kerT'. Por tanto, U
es una isometria parcial de (ker T)L en span {y,} =ImT.

Veamos por dltimo que T =U |T| y que |T| =U'T. Primero calculamos U':

Uz, y) = <Z<:17 Tn) Yn, Y > Z (x,2,) (y,y <w,z Yy Yn) T n>

n=1
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o0

para x € Hy,y € Ho. Asi, U'y = Z (Y, Yn) T, de donde

n=1

UIT|z=U (Z/\” (x,xn>xn> = Z)\n (x, )y = Tz,
n=1 n=1

UTz=U' (Z A (T, ) yn> = Z A (T, 20) T = [T
n=1

n=1

como queriamos probar. m

Observacioén 16 Claramente, siT es positivo, entonces s, (T') = A\, (T'), y si
T es autoadjunto, entonces s, (T) = |\, (T)].

2.3. Propiedades de los niimeros singulares

En esta seccién, vamos a estudiar algunas propiedades de los niimeros sin-
gulares y también las relaciones de estos niimeros con los autovalores. Para ello,
introduciremos dos nuevos tipos de nimeros: los nimeros de aproximacién y
los niimeros de Gelfand del operador. En el caso de operadores compactos entre
espacios de Hilbert estas tres sucesiones coinciden. No obstante, en el 1ltimo
capftulo trabajaremos con operadores en espacios de Banach y cuasi-Banach,
y, en ese caso, las tres sucesiones, en general, son distintas.

Las propiedades de los niimeros singulares que vamos a probar aqui nos
seran 1tiles para definir las clases de Schatten-von Neumann en el préximo
capitulo. Propiedades importantes son la desigualdad de Weyl, que relaciona
la sucesién de autovalores con la de niimeros singulares, y la de Ky Fan, que
se interpretard como la desigualdad triangular en el préximo capitulo.

Comenzamos entonces definiendo los niimeros de aproximacién y los niimeros

de Gelfand.

Definicién 17 Sean X eY espacios de Banach y sea T € L(X,Y). Las suce-
siones
an (T) =it {||T - T,| : T, € L(X,Y),rg(T,) <n},

e (T) :==Wf {||T|x, || : Xn C X, codim(X,,) <n}

se llaman los nimeros de aproximacion y los nimeros de Gelfand del operador
T, respectivamente.

De la definicién se deduce directamente que
ar (T) = |T|| z az(T) 2 a3 (T) =z --- = 0,

a(T) =Tz e (T) 2 ¢e3(T) = -~ > 0.
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Ademds, se tiene que ¢, (T') < a, (T) para todo n € N: si T}, tiene rango menor
que n, entonces el subespacio X,, := kerT}, es de codimensién menor que n.
Por tanto,

n (T) < ||IT]x, [| < [T = T

para todo 7T;, de rango menor que n.
El primer resultado de esta seccién afirma que, en espacios de Hilbert com-
plejos, estas tres sucesiones coinciden.

Proposicién 18 Sea T' € L(H,, H2) un operador compacto. Para cadan € N,
se tiene que ¢, (T) = a, (T) = s, (T).
Demostracion. En primer lugar, comprobamos que a, (T) < ¢, (T). Sea
X, C 'H; de codimension menor que n, y sea P, la proyeccion ortogonal sobre
XL, Definimos T, := TP,; claramente, T, tiene rango menor que n, y asf
a, (T) < ||T = T,|| < ||T|x,]||- Como hemos visto antes, a, (T) < ¢, (T), v,
por tanto, a, (T) = ¢, (T).

Veamos ahora que a, (T') < s, (T) para todo n. Sabemos, por el teorema

espectral, que
Ty = Z S (T) (z,20) Yn,

para determinados sistemas ortonormales {z,,} en Hy e {y,} en Hs. Definimos

n

Tor:=Y" s (T) (.2} s

J=1

por la desigualdad de Bessel, a, (T) < ||T — T,|| = s, (T).
Por dltimo, probamos que s, (T') < a, (T'). Sea T,, € L(H,, H2) de rango
m < n. Como consecuencia del teorema de representacion de Riesz, debe ser

n

T,x = Z (x,v) wy.

r=1
Consideramos el sistema de m ecuaciones y n > m incégnitas dado por
m
§ :Uja /Ur
Jj=1
para v = 1,....m. Ya que hay mas incognitas que ecuaciones, existe una solu-
n

cion (&4,&,, ...,&,,) no trivial con Z f? = 1. FElegida esta solucion, definimos
j=1

n
To = E gjﬂij
Jj=1
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es claro que ||zo| =1, y ademds
m n m n
oo = 3= ( S = 3 (36 0 0
r=1 \j=1 r=1 \j=1
de donde

IT =Tl > (T = To) awoll = [ Toll = || > 55 (T) &0

j=1

. 1/2
- (Samier) = wm.

J=1

donde la iltima desigualdad se debe a la monotonia de la sucesion de nimeros
singulares. Por tanto, s, (T) < a, (T), como queriamos. m

Mis adelante (en el Lema 72), probaremos que los niimeros de aproximacién
satisfacen las siguientes propiedades: si S, T € L(A,B)y R € L(B,C), donde
A, By C son espacios de Banach, entonces, para todos k,[ € N, se tiene que

Ap+1-1 (RS) S Qg (R) a; (S)

Yy que
Ap1]—1 (S + T) S Qg (S) + a; (T) .

Deducimos de aquf que los nimeros singulares satisfacen las siguientes desigual-
dades: para todo n € N y para cualesquiera T' € K(H,, Hs), R € L(H,, H3) y
S e L(Hy, Hi),

sn (RTS) < [[R| s (T) ||S]],

yparan,m € Ny S,T € K(H,, H2),
Snam_1 (S +T) < 8, (S) + 81 (T) .

No obstante, estas desigualdades no son ciertas en general para los autovalores
de un operador. Estudiaremos ahora la relacion que existe entre los autovalores
de un operador compacto entre espacios de Hilbert y sus niimeros singulares.

Teorema 19 Sea T € KC(H). Para todo n € N, se tiene que

[T @ <]]s @,
j=1 j=1
En particular,

n 1/n
A (T)] < (Hsj (T)> :

Jj=1
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Demostracion. Si \, = 0, es claro que la desigualdad se cumple. Supongamos
entonces que A\, # 0. Entonces, existe un subespacio n-dimensional H, C H
tal que T (H,) C H,, y tal que

T, =T

Hn + Hn B Hn

verifica que \; (T,,) = X\; (T') para todo j € {1,2,...,n}. Consideramos la des-
composicion polar de T,,: T, = U|T,|. Como H,, es de dimension finita, se
tiene que

[T @1 =TT (T = ldet T, = [det U T,
j=1 j=1
= |detU||det |T,|].

Ahora, como U es una isometria, todos sus autovalores tienen modulo 1, y ast
|detU| = 1. Por tanto,

n

LI 1% (D)) = |det T3] = Hsj () -

j=1

Consideramos ahora la inclusion © : 'H, — H y la proyeccion ortogonal
P:H — H,. Claramente, T,, = PT4%, de donde

s; (Tn) = 5 (PTi) < ||P|[s; (T) [|il]| = s; (T).
Por tanto,

[T @1 <] s @),

como queriamos. B
Este teorema es un caso particular de la desigualdad de Weyl. Para demostrar-

la, necesitamos los siguientes lemas:

n

Lema 20 Sean aq, ..., a, nimeros positivos, sean p1, ..., p, tales que E p; = 1.
i=1
Entonces,

n n

Pi
Ha/ < E aip;-
i=1 i=1

Demostracion. Esta prueba, salvo alguna modificacion, aparece en [9]. Sea
a > 0; consideramos el conjunto

A ={(ay,az,...,a,) € R" : a; > 0 Vi, p1ay + paas + ... + ppa, = a}.
Este conjunto es cerrado y acotado en R". Sea, para x = (x1, 22, ..., Tp)

7 (x) = atak? - aln,
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Como la funcion w es continua en A, alcanzard su mdzrimo en algun punto
¢ = (c1, ¢, ..., Cy). Ademds, como 7 (a,a, ...,a) = a > 0, se tendrd que 7 (c) > 0,
y ast debe ser cada c; > 0.

Fijemos ahora 1, j distintos, y consideremos los puntos q,r € R"™ dados por

Di

qg; = O,Qj:—Ci“‘Cjan:Ck (k#%])
pj

;i = O,Ti:&Cj‘f‘Ci,Tk:Ck; (k#iaj)-
Di

Entonces, q,r € A, y ast [q,r] € A.
Por otro lado, definimos la funcion

f:10,1] — [q,7],

dada por f(t) = (1 —1t)q + tr. Es decir, f es el segmento que une r y q.
Ademas, se tiene que ¢ € [q,r], puesto que

C; B

Por tanto, la funcion g (t) = w (f (t)) tiene un maximo en el punto b.
Ahora bien,

y también que

g(t) = w((L—1t)qg+tr)

= H CZ’C P (—]Cj + Ci) (1 — If)pj (-ZCi -+ Cj) ,
kti Di by

luego, haciendo

pi Dpi Di Py
A= ch’“ <—ch + cz) <—Zci + cj) :
, Di Dj
k#1i

Y1) = A (=P (1)~ ),

se tiene que
de donde

. pj—l pj
dg e oG ¢
Z(p) = Apil | P 2 —p—
dt ( ) (Ci + I;—ZC]' ¢ + I;—ZCJ' Pi ¢ + %Cj

= At (CP—> — 55— (¢j—c) =0 <= ¢ =c.

pj
_C .
+ pi J
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Por tanto, el mdximo se debe alcanzar en el punto (a,a, ...,a), y ast

n n
Ha/ < E a;Ds s
i=1 i1

como queriamos. |
Lema 21 Sean oy > ag > - an >0y By, By, ..., 5, nimeros no negativos

arbitrarios tales que

B

a; <

,,:1»
,,:1»

<

Il
—
<
Il

1

para k =1,2,...,n. Entonces,

3
3

a ﬁf

<.
Il
-
<.
-

para todo p > 0.
Demostracion. Supongamos que el resultado es cierto para p = 1. Entonces

dado p > 0, st

entonces se tendrd que

y ast, aplicando el resultado con

Luego basta probar el resultado para p = 1. Por otro lado, como en el teorema
anterior, podemos suponer o, > 0, y, por tanto, 5j > 0 para todo j =1,2,....n.

Sean, parai=1,...,n,

()

Y a; = i— Por el Lema 20,

i=1

(7)) 3o (30) B_z

i=1
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Por tanto, st probamos que
n pi
()
; Q;
=1

habremos terminado. Pero probar esto equivale a probar que H (%) C> 1,y

i=1 a
n 61 a; B 6162 5}9 ap—0k_1
g (04_1) B ,};[1 (041&2 Ozk)

() ()T (B}
-\ Ao D Qs - ’

donde a1 = 0. Ahora, por hipdtesis, cada uno de estos cocientes es mayor
o tgual que 1, y todos los exponentes son positivos, y asi todo el producto es
mayor o igual que 1, como queriamos. ®

Demostraremos ahora la desigualdad de Weyl. Se puede dar una prueba
constructiva de esta desigualdad para 1 < p < oo, empleando el teorema
espectral, pero nosotros la probaremos directamente.

Teorema 22 Sea T' € K(H). Para todon € N y todo 0 < p < 00, se tiene

S @ <] sy

Demostracion. Sabemos ya que

k k
H H s; (T)
para k =1,2,... Por el Lema 21, esto implica que

S @ <]s @y

como queriamos. B

Seguimos con nuestro estudio de los nimeros singulares. Otra propiedad
que verifican es la siguiente:

Proposicién 23 Sean S,T € KC(H). Para todo n € N,

[T 7)< [T (s
j=1 j=1



22 CAPITULO 2.

Demostracion. Como antes, podemos suponer s, (ST) # 0, porque en otro
caso el resultado se da trivialmente. Mediante el teorema de descomposicion
polar, hallamos una isometria parcial V € L(H) tal que |ST| = VST. Sea ahora
Hn C H tal que |ST| tiene en M, los autovalores (A; (|ST']))j_; = (s; (ST))}_;,
sea P la proyeccion ortogonal sobre H,, y sea Q la proyeccio’n ortogonal sobre
T (Hy,). Entonces,
[Isi(s7) = H/\ (1ST)) = [ [ 1A (VST)| = |det (PVSTP)|
Jj=1 Jj=1
= |det (PVSQQTP)| = |det (PVSQ)||det (QTP)|
= det(!PVSQ!) t(|QTPY)

n

= Hsj (PVSQ) HSj (QTP) < Hsj (S)

J=1 J

sj (1)

1

n

donde la igualdad en la tercera fila se debe al teorema de descomposicion polar.
Observemos, asimismo, que sélo hemos trabajado con determinantes de rango
finito. m

Para terminar esta seccién, probaremos otra propiedad de los niimeros sin-
gulares y la desigualdad de Ky Fan.

Proposicién 24 Sean S,T € K(H), sean € N y sean 0 < p,q,r < oo tales
que % = % + %. Entonces,

n 1/r n /p s n 1/q
<Z 8 (ST)T) < (Z Sj (S)p) (Z 8 (T)q> :

=1 j=1

Demostracion. Sabemos ya que

[Ts(57) < [[5(8) s (D)

Jj=1

para k =1,2,....,n. Por el Lema 21, sabemos que esto implica

Zsj (ST <Y 55(8)"s;(T)

Ahora, por hipdtesis, / + 2 /T =1, luego, aplicando la desigualdad de Hélder,
obtenemos

ZSJ‘(ST)T < ZSJ s (
j=1

n /P /on /4
(Zsj <S>p) ( Z <T>q> ,

IN

como queriamos. B
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Demostramos ahora la desigualdad de Ky Fan.

Teorema 25 Sean S,T € KC(H). Para todo n € N, se tiene

Dosi(SHT) <Y s;(S)+ Y s5(T)
j=1 j=1 j=1
Demostracion. Usando el teorema espectral, sabemos que

|S+T|x=Zsj(S+T)<x,xj>xj

J

para algin sistema ortonormal {z;} en H. Ademds, por el teorema de repre-
sentacion polar, existe una isometria U sobre span {z;} tal que

(S+T)a=U|S+T|z=>Y_s;(S+T)(x,2;)Usz;.

J

Sea P la proyeccion ortogonal sobre span{xy, s, ..., x,}. Entonces,

(S+T)wi =s; (S +T) Ui,
de donde
Yy ast

Y si(S+T) = Z (S+T)a,Uz;) =3 (S +T) Py, UPw)

=1

= > (PU'(S+T)Paj,a;) =tr (PU (S +T)P)
=1

= tr(PU'SP)+tr (PL{'TP)

= ZAJ (PU'SP) +Z)\ (PU'TP)

j=1 j=1
< D s (PUSP) +Zsj (PU'TP)
7=1 7=1

n

< ZSJ +Z£j(T)

j=1

donde la peniltima desigualdad se debe a la desigualdad de Weyl conp=1. m
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Capitulo

Clases de Schatten-von Neumann

En lo que sigue, trabajaremos, por comodidad, con espacios de Hilbert
separables.

Definicién 26 Para 0 < p < oo, la p-clase de Schatten-von Neumann se
define por

o0

1/p
Sp(H) =T eK(H):0,(T) = (ZSH(S)IJ) < 0o

n=1

Como comprobaremos més adelante, para 1 < p < oo, (S, (H),0,) es un
espacio de Banach. Si 0 < p < 1, (S, (H),0,) es un espacio cuasi-Banach.
Al espacio S, le llamamos el espacio de operadores de Hilbert-Schmidt; los
operadores de S; se llaman operadores nucleares. Ademds, como

sn (RT'S) < || R sn (T) [IS]],

Sy (H) es siempre un ideal de L(H).

En este capitulo, caracterizaremos los espacios S, (H) y estudiaremos sus
espacios duales. Ademas, trataremos de desarrollar la misma teoria para formas
multilineales mediante interpolacién entre los espacios S7 y Suo-

3.1. Caracterizaciones y extensiones de S; (H)
y S2(H)
En primer lugar, recordemos la identidad de Parseval:

Teorema 27 Sea B una base ortonormal de un espacio de Hilbert H. En-
tonces, para todo x € 'H, es

lzl* = [, o).

vEB

25
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Caractericemos ahora los operadores del espacio Sy (H):

Teorema 28 Sea T € L(H). El operador T es un operador de Hilbert-Schmidt
si, y solo si, para alguna base ortonormal {e,} de H, se tiene

> |ITen|® < oo. (3.1)
n=1
Ademas,
~ 1/2
2
a2 (T) = <Z|!Ten|\ ) :
n=1
Demostracién. Observemos, en primer lugar, que la cantidad Z |\T€nH2
n=1

no depende de la base ortonormal elegida: sea {w,} otra base ortonormal.
Entonces, por la identidad de Parseval,

Z ’<T€mwm>’2 = Z Z ’<€mT’wm>|2

m n=1 m=1

2 2
(e, T'wi)|” = Z 1T wia |-
m=1

NE

oo
Y Te|* =
n=1

3
Il
—
Il
—

I
WE
[M]¢

I
—

1n

3
Il

Por tanto, si T tiene la propiedad (3.1) para una base ortonormal, entonces la
tiene para cualquier otra base ortonormal.

Una vez hecha esta observacidn, consideremos un operador T con la pro-
piedad (3.1). Para comprobar que T € Sy (H), primero debemos mostrar que
es compacto. Pero, si probamos que sus nimeros de aprorimacion tienden a 0,
tendremos que T es el limite de una sucesion de operadores de rango finito, vy,
por, tanto, compacto. Ahora,

a, (T) = ¢, (T)=mf{||T|x,| : X» C H,codim X,, < n}

IN

‘‘TY'span{el,62,...,671}L ‘

Sea x € span{ey, ey, ....en}" con ||z|| < 1. Entonces,

i
“

00 1/2
(x,¢5) e; con |zf| = <Z|<x,ej)|2) <1,
j=n

J=n
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de donde

1Tz =

D wen) Tei|| <> [w e 1 Tell
j=n j=n
- 12/ o 1/2
(zux,w) (zuw)
j=n j=n

- 1/2
_ (zuw) g
j=n

Por tanto, T' es compacto.
Para comprobar que T' € Sy (H), sdlo falta mostrar que o4 (T') < c0. Sea

T() = an (T) <7In> Yn

n

IN

la representacion espectral de T; completemos {x,} hasta obtener una base
ortonormal de H, es decir, anadamos a {z,} una base ortonormal del subes-
pacio ker T"T = ker T’ para obtener la base {Z,,} de H. Entonces, por la obser-
vacion que hemos hecho al comienzo,

00 00
D o Tenl* =D T2
n=1 n=1

Pero Tz, =0 si z, € ker T, luego

DITZN =Y I Twal® = lsu (D) yall® = Y su (1),
n=1 n=1 n=1 n=1

de donde

1/2

[e'e) 1/2 [e’e}
oy (T) = (Z Sn (T)2> = (Z\|Tenﬂ2> < 0.

Probaremos ahora el reciproco. Sea T € Sy (H), y sea
T() = 50 (T)(20) v

su representacion espectral. Entonces, dada la base ortonormal {e,} de H, se
tiene

HTenH2 = (Te,,Te,)

= <Z sk (T) (en, Tr) Yr, Z sk (T) (en, T) yk>

k

k
= sk (T)? [{en, )|,
k
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luego, aplicando la identidad de Parseval,

Do lITel* = ZSMT)ZZK%MIQ
= Zsk gl = 02 (T)? < o0,

como quem”amos. |

En el caso en que H = Ly (2, i), donde (€2, 1) es un espacio de medida
o-finito, los operadores de Hilbert-Schmidt se caracterizan del siguiente modo:

Teorema 29 Sean H = Lo (1) y T € L(H). Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. T €Sy (H)

2. Eziste un micleo K € Lo (0%, %) tal que

/Ka:y ) dje ()

en -casi todo punto para toda f € H.

Ademds, si 1. 6 2. se cumplen, entonces oo (T') = || K|, y (M (Tk)) € la.
Demostracion. 1.=2. Sea T € Sy (H) con descomposicidn espectral

E Sn TL

para algunos sistemas ortonormales { f,} y{gn} en Lo (2, 1) y tal que se tenga
Z sn (T)? < 00. Pongamos

n

K (z,y) = lim an fo (W)gn (z).

N—oo

FEsta serie converge en Lo (), ). Ademds,

N
1K @ o)l = Jim len(T)fn(y)gn(x)
n—= L2
N 1/2
i len@f) =0 (T).
Por qltimo,
N

n=1
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de donde

/Q K (z,y) f(y)duly) = lm ;sn (T) gn (x) /Q Fa ) f (y) dpe (y)

N

= lim Y s, (T) gu (@) (f. fu) = Tf (2).

2.=1. Es claro que T', el operador asociado al nicleo K, es acotado y que
|7 < [[K[l,,- Sea {fn} una base ortonormal de Ly (S2, 1). Definimos, para
n,m e N,

In ®f_m(x,y) = fu (%) fin (y).

Entonces, { fa® f_m} es una base ortonormal del espacio Ly (2%, u?). Ademds,
por la identidad de Parseval,

iHTanQ = ZZ|Tfn,fm| —ZZKK fn ® )|

n=1 m=1 n=1 m=1

2
= KL, < o0,

y ast, por el teorema anterior, T € Sy (H). Ademds, la sucesion de autovalores
de T' pertenece a ly por la desigualdad de Weyl. m

Para describir los operadores de S7, consideramos

Ni— {T € L) o= (w3 i ol | < oo}
r=1 r=1

- fnf{Zmrr o e+ 7 = Zurww}.
r=1 r=1

Teorema 30 S; =Ny yo, =71
Demostracion. Sea T € S; y sea

Tx—g Sn (T) (x, x)

su representacion espectral. Entonces,

an rxnunynu—Zi — oy (T) < o0,

luego T € Ny y7m1(T) < o1 (T).
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Por otro lado, de la definicion de Ny se sigue facilmente que los operadores
de rango finito son densos en Ny. Ast, basta ver que, si T tiene rango finito,
entonces

O'l(T)STl(T).

Dado un operador T' € Ny y un valor e > 0, podemos hallar una representacion
nuclear

Tx = Z:un <I, Un> Wn,,
con Z |t lvnll Jwn]] < (1 +¢) 71 (T). Por el teorema de representacion po-
lar, existe una isometria parcial U tal que |T| = UT, luego

o (T)=) su(T) = M(IT)) Z Tl 2, 20)

n

donde {z,} es una base ortonormal. Asi,

o (1) = Z <Z s (ZT,Un>an,z,,> =

r

Z (Zr, Ty Un) (U, 2,)

Z ({Uwy, T, vn)

n

< D lwall loall = D Lol lonl llwall < (1)1 (T).

(T U, 2r) (U, 2,

Pasando al limite cuando € — 0, concluimos que
o1 (T) <7 (T),
lo que termina la demostracion. m

Estudiemos ahora las extensiones de estas clases al caso de operadores entre
espacios de Banach. Sea E un espacio de Banach.

Definicién 31 Un operador T € L(F) se dice p-sumante si existe una cons-
tante ¢ > 0 tal que, para cada sucesion finita (x;);_, en E, se tiene que

n 1/p 1/p
(ZHT%HP> <c Sup (Z\f ;) )
j=1

Hfll 1

A la menor de las constantes ¢ > 0 que satisfacen esta desigualdad cualquiera
que sea la sucesion finita (x;);_, se le denota por IL, (T').

Se puede comprobar que el conjunto II,(E) de todos los operadores p-
sumantes en E es un ideal normado por II, (7).
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Teorema 32 Sea H un espacio de Hilbert separable. Entonces, se tiene que
I, (H) = S5 (H), con igualdad de normas.
Demostracion. Sea T € Sy y sea

E Sn n n

., . . . k .
su representacion espectral. Para cualquier conjunto finito (Uj)j: se tiene

1’

k k 00 koo
ZHTUJ'HZ = Z an(T) (Vs Tn) Yn :ZZ(Sn(T)) |<U],In>|2

A
VR
3
e
3
=
o
~_
0]
=
o}
(]
=
u@
T

luego T € Ty (H) y o (T) < 02 (T).
Reciprocamente, sea T € Iy (H) y sea {e,} una base ortonormal de H.
Entonces, para todo n € N,

ZHTGJH <y (T Sllp <Z|f e;) )

Hfll 1

Por tanto, si f () = (-, y), entonces

SN =D Hep )l < Iyl = IFII” < 1,
j=1 j=1
luego
Y I Te||* < Ty (T)
j=1
para todo n € N. Ast,

Y IITes|* < T (T)?,
j=1

y, por tanto, T € Sy (H) y

~ 1/2
= (Z !|T€j|\2> < I (T),
j=1

como queriamos. B
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Si generalizamos la definicién de N; a espacios de Banach, obtenemos

N(B) = {To =3 fa@)wa Y Ifull ] < oo
=it {37 full ol : Tz = D7 fu (@) }

Podria pensarse que N; (E) coincide con

Li(E) = {Teﬁ T = Z&n }

puesto que, al menos si £ = 'H, esto ocurre trivialmente. No obstante, sélo se
tiene en general una inclusién: £§ (E) C Ny (E). Para probarlo, necesitaremos
el siguiente lema.

Lema 33 Sea T € L(E) de rango n. Entonces,
T (T) <n|T].
Demostracion. Sea M = ImT, que es un subespacio de rango n. Considera-

mos una base de M de vectores unitarios {wn, ws, ..., w,}. Entonces, usando el
teorema de Hahn-Banach, podemos encontrar funcionales {f1, fa, ..., fn} C E*

tales que f; (w,) =6, y || fill = 1.
Sea w € M. Entonces,
W= uw,
j=1

Y ast
w) =Y p;fy (wy) = p,,
j=1
luego

w:ij(w)w

para w € M. En particular,
Tx = Z fi (Tz) wy,
j=1

luego
) < Z ILf5 () Hlws || < (1T} Z 15l lw;ll = n AT

como quemamos. |
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Veamos ya la prueba del teorema que hemos enunciado antes:

Teorema 34 L (E) C N, (E).
Demostracion. Sea T € LS (E). Para cadan € N podemos hallar un operador
T, € L(E) de rango rg (T,,) < 2" — 2 tal que

HT - TnH S 2@271,,1 (T) .

Sea, para cada n € N, S, =T, —T,_1, donde Ty = 0. Entonces, la serie
> Sn converge absolutamente a T'. Ademds, por la definicion de 11, para cada

n €N, es
! (ZSJ) <Y T (S) <D (),
j=1 j=1 j=1
luego
1 (T) =7 <Z Sj> <> TSy
i=1 j=1

Por otro lado, como

1T = Tl [0 =TI+ NT = Torall < 2agn 1 (T) + 2a9n01 1 (T)

<

S 4a2n_1 (T) 5

aplicando el lema anterior,

T (T — Thyr) < dagn 1 (T)rg (T, — Thi1) ,

Yy ast

> (T = Tosr) < dage s (T)rg (T — Tuga)
n=1 n=1

IN

> gy (T) (2" — 242" - 2)
n=1

IN

i%n_l (T)(2-4-2"1)

= 32 Z 2"71a2n,1 (T) .
n=1

Estudiemos ahora cada término de esta suma: para n = 1, sumamos ay (T);
para n = 2, sumamos

2a3 (T) < az (T) + a3 (T) ;

para n = 3,
4ar (T) < aq (T) + a5 (T) + ag (T) + a7 (T) .
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En general, sumamos
2”71a2n_1 (T) S Agn—1 (T) + agn—l_;’_l (T) 4+ -+ Qon_1 (T) s

de donde
)< (T~ T <323 0 (7) = 3271,
= n=1
yasiT € Ny (F). m
3.2. Caracterizaciones de S, (H)

Vamos ahora a probar algunas caracterizaciones de S, (H).

Teorema 35 Sea T € K(H), y sea p > 2. Entonces, T € S, (H) si, y sélo si,

Z |Te,||” < oo para toda base ortonormal {e,} en H. Ademds,

n=1

1/p
o, (T) = sup (Z HTean> : {en} base ortonormal en 'H

Demostracion. Supongamos primero que T € S, (H), y sea

Tx—g Sn (T) (z, )

la descomposicion espectral de T. Sea {e,} una base ortonormal en H. En-
tonces, por la desigualdad de Hélder (con exponente p/2),

| Te,||* = Z ) e z)* = i (1) e, z )7 |en, ) P77
j=1 j=1
2/ / 1-2/p
2 2
( "(en, ;)] ) (ZK%%H >
2/p

< (ZSJ [(en, 25| ) lenl] = (Zsa en’x3>’2> ,

donde en la ultima linea hemos aplicado la desigualdad de Bessel. De aqui
deductmos que

[ Ten]” < ZSJ P ens )
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de donde

[es) 9]
e < Z ? e, z5)]* =
n=1 7j=1

5; (T) |lz;|1° = 0, (T)"

55 (D) ) e, )|

j=1

'M8 ||M8

1

J

donde hemos aplicado la identidad de Parseval en la ultima linea.
Reciprocamente, si T € KC(H) cumple que, para toda base ortonormal {e,}
es y o ||Ten||” < oo, sea, como antes,

oo
E IZEJ Y;

la descomposicion espectral de T'. Entonces,

00 > Z |Tzal” = Z 0 (T) yall” =Y 50 (T
n=1

luego

1/p
o, (T) < sup (Z HTean) : {en} base ortonormal en H

Esto termina la demostracion. m
Otra caracterizacién de los operadores positivos de S, (H) es la siguiente:

Teorema 36 Sea T' un operador compacto y positivo, y sea p > 1. Entonces,
T € S,(H) si, y sélo si, Y [{Tun,u,)|” < oo para todo conjunto ortonormal
{u,}. Ademds,

1/p
o, (T) = sup { (Z (T, uy,) ) :{u,} sistema ortonormal en H } :

Demostracion. Sea T € S, (H), y sea

o0
E (x, ) Ty

su representacion espectral. Sea {un} un conjunto ortonormal. Entonces, si P
es la proyeccion ortogonal sobre ker T,

<Tum7um> = <an Um;»’Un)xmPoum+z<um>$n>$n>
n=1

n=1

- Sn U,m,l’n>|2 .

n=1
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Si q es el indice conjugado de p, entonces

o

Tt )] =3 50 (T [t 70 P2ty )

AN
VR
[~]¢
V)
3
3
=
=
3
8
2
T
N~
=
=

Por tanto,
Z (T Uy )" < Z Z S (1) [t $n>|2
m m n=1
= Z sn (T)° Z [ (U, xn>’2
n=1 m
< Sn, (T)p = 0p (T)p
n=1
De ahi que

1/p »
sup { (Z [(Tup, U’n>|p) : {u,} sistema ortonormal en H } <o,(T).
Reciprocamente, si > [{Tun,,u,)|’ < oo para todo conjunto ortonormal
{un} y
Ty = Z Sn (T) (x, ) Tp
n=1

es la representacion espectral de T', entonces

o0

S5 (1) = S [Twnm)f

n=1

1/p
< sup { <Z (T, un>|p> {u,} sistema ortonormal en H } ,

como quem’amos. |

Fl siguiente resultado tiene un corolario importante, que es la desigualdad
triangular para 0, 1 < p < 0o. Como o, cumple también las otras propiedades
de norma, llegaremos a que (S, (H),0,) es un espacio normado.
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Teorema 37 Sea T € K(H), sea p > 1. Entonces, T € S, (H) si, y sdlo
i, Y [(Tun,vn)|" < o0 para todos los conjuntos ortonormales {u,}, {v,}.
Ademas,

1/p
o, (T) =sup Ty, vy)| Hu, b, {v,} sistemas ortonormales en H » .
> I

Demostracion. Supongamos que Y |(Tuy,, v,)[" < 0o para todos los conjuntos
ortonormales {u,}, {v,}. Sea

T:U—E s; (T) (z,z;) y

la descomposicion espectral de T'. Entonces,
Z sn (T)° = Z (Tn, yn)°
n=1 n=1
< sup { (3 [{Twavn)")

Reciprocamente, sea T € S, (H). Podemos suponer T positivo: si no lo es,
entonces |T| es positivo, tiene los mismos nimeros singulares que T', y ademas

T] €5, (H) y

Z (Tuy, Un>‘p

> T w0 = S HIT U,
sup { (1T wn,v)17) }

< op(IT]) < 0, (T).

IA

Consideremos entonces |(|T|un, va)|?; se tiene que
2

(I 0,
2 2

i a2

= (11w, 1T 0 ) (T2 0, 171 0
(T wns un) (|T| vn,y vn)

(Tt )

IN

luego
Tt 0| < Tty ) (T 0, 00) 2,
Yy ast
Z [T wn, 0n) [P < Z (1T wn, un>p/2 ([T vp, Un>p/2
1/2 1/2
< (X (Tl un)?) (D (T 0 v)?)

< (0, (D)) (0, (1)) = 0, (T)".

Esto concluye la demostracion. m
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Veamos ya el corolario que hemos anunciado:

Corolario 38 0, (T'+5) <0, (T)+0,(S5) si1 <p < 0.
Demostracion. Se tiene que, dados los sistemas ortonormales {u,} y {v,},

1/p 1/p
<Z\<(T+S)umvn>!p> < <Z(\(Tumvn>\+\<Sun7vn>|)p>

n

1/p
(Z (T, Un>‘p>
p 1/p
+ <Z |<Sun,vn>|p> )

IN

De aqui deducimos el resultado. m

Para terminar esta seccién, terminamos de probar que el espacio S, (H) es
de Banach para 1 < p < 0o. Sélo falta mostrar que es completo. De hecho,

Teorema 39 Para 0 < p < oo, el espacio S, (H) es completo.
Demostracion. Sea (T,,) C S, (H) una sucesion de Cauchy. Entonces, (T,,)

también es de Cauchy en L(H), que es un espacio completo, y, por tanto, existe
T € L(H) compacto tal que (T,,) — T en L(H). Ahora, como

Sntm—1 (R +5) < sn (R) + sm (5),
se tiene que
sn (A+ B) = snp1-1 (A + B) < sn (A) + B[,
de donde, si hacemos R = A+B y S = A, entonces B = R—S, vy, sustituyendo,
[sn (R) = sn (S)| < 1R =5
Ast, para todos n,m,j € N,
|55 (Tn) = 55 (To) | < [T = Tonl,

luego (s; (T,,)) — s; (T).
Ahora, como (T,) es una sucesion de Cauchy en S, (H), dado € > 0, existe
N € N tal que, st n,m > N, entonces

L
Z Sj (Tn — Tm)p < Sp,
j=1

para cualquier L. Tomando limites cuando n — oo, obtenemos
L

D s (T =T, <e”,

j=1
y haciendo tender L a oo, obtenemos

o, (T —Tp,) <e,
de donde se sigue que T' € S, (H) y que (1,,) — T en S, (H). =
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3.3. El espacio dual de 5, (H)

En esta seccién, vamos a estudiar el espacio dual de S, (H). Comenzamos
con un teorema que define la traza de un operador en S; (H). Recordemos
que ya hemos probado este resultado para los operadores positivos de S; (H);

vimos que
-

Teorema 40 Si T € S, (H), entonces la serie

[e's)
E Tek, €k
k=1

converge absolutamente para cualquier sistema ortonormal {ey} de H y su
suma es independiente de la eleccion de la base. Llamaremos a este valor la
traza de T y la denotaremos por tr (T).
Demostracion. Sea

Z Sn TL TL

la representacion espectral de T, donde {x,} e {y,} son sistemas ortonor-
males. En primer lugar, comprobaremos que la serie del enunciado converge
absolutamente:

00
E ]Tek,ek =
k=1

<Z Sn (T) ek, Tn) Yn, ek>‘

50 (T) D [{ens @) (s )]

<
n=1 k=1
ol %0 12 / 1/2
< D s(D) (Zl<ek,xn>|2> (Z|<yn,ek>|2>
n=1 k=1 1
< N su (@) llrall lgall = Y 50 (T) < 0.

Veamos ahora que la suma no depende de la base ortonormal elegida:

o0 [0} o
E (Tey, ex) = E S ( E (€r, Tn) (Yn, €k -
k=1 n—=1 k=1

Como

Z (ex, Tn) (Yn- €r) = <Z<ym€k>€k,z<$m€k>€k>

k=1 k=1 k=1
= <yn7 $n> )
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obtenemos
o0

oo
E <T6kaek g Sn ynaxn7
k=1

=1

y ast la suma no depende de la base elegida. m

Observemos que [tr (T)| < o1 (T), y que, si definimos T, ,z = (z,y)z
entonces, para todo s € L(H), es tr (T,,S) = (Sz,y):

NE

tr(ToyS) = > (TuySex,ex) =

1
= Z(Sek, (x,ex) Z ex, S'y) (z, ex)

k=1 k=1

= <‘T7 S,y> - <S[L’,y> :

((Sex,y) =, ex)

x~
I
=
>
Il

Por otro lado, la traza tiene las siguientes propiedades:

1. tr (ol + BR) = atr (T) + Str (R) si a, 5 € C y T, R € S;. Esto se sigue
directamente de la definicién.

2. tr(T")=1tr(T) si T € S;: Si
Tx = an (x,2n) Yn,

entonces, como

(Tx,y) = an (@, ) 4,y < an TRTHE: n>

se tiene que

T'r = Z Sn (T) <IE, yn) L,
n=1
luego
01 (T/) =01 (T) < Q.
Ademas,

tr(T) = > (Teper) =Y (enTer) =Y (Teg,ex)
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3.5 1< p< oo, %+% =1y T e S, R S, entonces se tiene que
RT, TR € Sy y tr (RT) = tr (T'R). Ademds, |tr (RT)| < o, (T) o, (R):
Como ya sabemos, para cada n € Ny 0 < r,rg,r; < oo tales que
1_ % + %, se tiene que

n 1/r n 1/ro n 1/r
(Zsj (RT)’“) s(Zsj <R)T°> <Zsj <T>“> |

Jj=1 Jj=1

Tomando rg = q, 71 = py r = 1, se tiene que RT € S; y también que
01 (RT) <0,(T)o,(R). Andlogamente para T'R.

Para demostrar la igualdad tr (RT') = tr (T'R), sea

E Sn 'a n Un

la representacién espectral de T'. Entonces,

i $n (1) -, Zn) Ry,

n=1

luego
tr (RT) = Z RTxp, x,) Z Sn (T) (Ryp, ) -
n=1

Por otra parte, para T'R tenemos
TRx = Z $n (T) (Rx, ) Yn,s
luego

=Y {TRyu,yn) = Y 50 (T) (Ryp, ) = tr (RT).

Por dltimo,
tr (RT)| < 01 (RT) < 0, (T) 0, (R).

Aunque ya conocemos caracterizaciones del espacio S, (H), vamos a dar
ahora un resultado algo més débil que utilizaremos mds adelante:

Teorema 41 Sea 1 < p < 00 y sea q¢ su exponente conjugado. St T € S,
entonces

}

o, (T) = sup{|tr (ST)|:0,(S) =1
1L,rg(S) < oo}.

= sup{|tr (ST)|: o, (S)
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Demostracion. Ya sabemos que
|tr (ST)| < 0 (T) 74 (5),,

luego
sup {|tr (ST)| : 0, (S) = 1} < 0, (T).

Para probar la otra desigualdad, supongamos en primer lugar 1 < p < oo.

Sea
T:E_an (x,2,)

la descomposicion espectral de T . Deﬁmmos

—1/q N

Syr = (an (T)p> Zs p/q (T, Yn) Tp.

Se tiene que Sy € Sg, ¥

N “Ya s N 1/q
= (Z Sn (T)p> (Z Sn (T)p> =1.

Ademds,
N -1/a §
STz = Z sp (T)P Z Sp p/q (Tx,y,) Ty,
n=1
N —1/a y
= an (T)p an p/q <ZSJ :L’ y Lj y]ayn> Tn
n=1 n=1
N ¢ N 0
= (Do s (D) > s (T) Z (2, 25) (Yj Yn) Tn
n=1 n=1 j=1
N —1/a y
= Z sn (TP Z $n (T) 5, (T) (z, 20) T,
n=1 n=1
N /e N
= (D s (T) > s (T (2, 2) s
n=1 n=1
luego
N N 1/p
tr (SvT) = (SuTap,x,) = (Z Sn (T)p) :
n=1 n=1
de donde
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para todo N € N. Por tanto,

oo 1/17
sup {|tr (ST)|: 0,(S) =1} > (Z Sn (T)p> :

Si p =1, consideremos el operador

N
Syx = Z (T, Yn) Tp.
n=1
Entonces, 0o (Sy) = ||Sn|| = 1, y, como

SyTx = g Sn (T) (x, ) T,

se tiene que

WE

r(SnT) =

Sn

n=1

43

para todo N € N. Por tanto, o1 (T') < sup{|tr (ST)|: 05 (S) = 1}.
Por dltimo, si p = 0o, consideramos el operador R, , de rango 1 dado por

R,z = (z,y)x
Si|lz|| = |lyll = 1, entonces 01 (Ryy) = || Ryl =1
|<T$v y>| = |tT (RI7?JT)| )

de donde

IT[| = sup {|(Tz,y)| : [|«]| = llyll = 1} < sup {|tr (ST)| : 0

como queriamos. B

Una vez estudiadas las propiedades de la traza, vamos a trabajar con los

espacios duales de S, (H). Comenzamos con dos lemas:

Lema 42 Para todo 1 < p < 00, los operadores de rango finito son densos en

Sp(H) -

Para demostrar este lema, basta tomar la N-ésima suma parcial de la des-
composicién espectral de un operador 7' € S, (H), con N lo suficientemente

grande.
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Lema 43 Sea L (z,y) una aplicacion lineal en x y conjugada-lineal en y.
Supongamos que existe una constante C' > 0 tal que

L (z,y)| < Cllz|| ||yl
para todo x,y € H. Entonces, existe un operador lineal y acotado T tal que
L(z,y) = (Tz,y)

para todo x,y € H.
Demostracion. Dado x € 'H, consideramos el funcional

y— L(x,y),

que es lineal y acotado. Por el teorema de representacion de Riesz, existe un
unico T'x tal que

para todo y € H. Es decir,

L(z,y) = (T'z,y)

para todo y € 'H.
Entonces, el operador T asi definido es lineal: cualesquiera que sean los
vectores u,v,y € H y los escalares o, f € C,

(T'(au+pBv),y) = aL(u,y)+ BL(v,y)
a(Tu,y) + B(Tv,y)
= (aTu+ fTv,y),

luego
(T (au+ Bv) — (aTu+ 5Tv),y) =0

para todo y € ‘H. Por tanto, T es lineal.
Ademdas, T es acotado:

IT|| = sup {{Tx,y)| : [|z]| = |lyl| =1} < C.
Esto termina la demostracion. m

Teorema 44 Sea 1 < p < oo (respectivamente, p = 1), y sea q el exponente
conjugado de p. La forma general de un funcional lineal acotado F sobre S, (H)
estd dada por la formula

F(T)=1tr(ST),

donde S es un operador de S, (H) (respectivamente, L(H)) univocamente de-
terminado. Ademds, ||F|| = o,(S) (respectivamente,||F|| = ||S||). En particu-
lar, S, (H)" = S, (H) (respectivamente, S1 (H)" = L(H)).
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Demostracion. Sea S € S, (H). De los teoremas anteriores, sabemos que la
aplicacion Fs que a cada T € S, (H) le asocia tr (ST) es un funcional lineal
acotado en S, (H), con

[1Fs|| = sup {[tr (ST)| : 0, (T) = 1} = 04 (5) .

Sea entonces F : S,(H) — C un funcional lineal y acotado. Veamos que
eriste S € S, (H) tal que F' = Fg.
Sean x,y € H, y sea Ty, el operador de rango 1 definido por

Toyz=(z,y)x

Pongamos L (z,y) = F (1y,). L es lineal en la primera variable y conjugado-
lineal en la seqgunda:

Torgrruys? = (2 A1+ pyp) @ = Mz, y) o+ (2, o) @
= N,y 2+ 11,2

Ademds, es acotado:

L (z,9)| < \[Fl[op (Tey) = [EW [ Y]l

Usando el lema anterior, podemos localizar S € L(H) tal que L (x,y) = (Sx,y)
para x,y € H. Por tanto,

F (T:zny) = <Sl‘,y> =tr (ST%y) .

De aquit se sigue que F' (T') = tr (ST) para todo operador de rango finito vy,
por lo tanto,

IS, = sup {Jtr (ST)] : | T1l, = 1,79 (T) < oo}

{
— sup {|F ()] : |T]l, = 1,rg (T) < oo}
= |IFll <o,

ya que los operadores de rango finito son densos en S, (H). Deducimos entonces
que S € S, (H) y Fs = F sobre los operadores de rango finito (y asi sobre todo
S, (H)). A

Ademds, sdlo puede haber un operador S que represente a F': si S € S, (H)
también representa a F', entonces

53], = sl ((5-5)7) 17, -1}
sup{‘tr( ~tr (ST )( I, =1}

= sw {|F (1)~ F(T)|: |[T], =1} =0,

de donde S=S. m
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Con técnicas similares se puede demostrar que S = S; con igualdad de
normas. La dualidad viene dada nuevamente por la traza:

Teorema 45 La forma general de un funcional lineal acotado F' sobre S
viene dada por

F(T) = tr (ST),

donde S es un operador de Si univocamente determinado. Ademds, se tiene
que |[F|| = [|S||,. Ast, pues, Si, = S;.
Demostracion. Sea F : S, — C. Como Sy — S, F' € S5. Asi, existe
S € L(H) tal que

F(S)=tr(RS)

para todo R de rango finito. Por tanto,

151, = sup{[tr (RS)|: 00 (R) < 1,79 (R) < 00}
= sup {[F(R)]: 000 (R) <1} = [|F].

Finalmente, como los operadores de rango finito son densos en S, Se tiene
F = FS- |

Por dltimo, estudiamos el dual del espacio S, (H) para 0 < p < 1.

Teorema 46 Sea 0 < p < 1. La forma general de un funcional lineal y acotado
F sobre S, (H) viene dada por la férmula

F(T) = tr (ST),

donde S € L(H) estd univocamente determinado. Ademds, ||F| = ||S]|, de
donde S; = L(H).
Demostracion. Observemos que, si S € L(H), entonces Fs : S; — C es
un funcional lineal. Como S, — Sy con norma 1, tenemos que Fg : S, — C
define un funcional lineal y acotado de norma || Fs|| < [|Fs|lg < ||S]].

Sea ahora F € Sp; consideramos en S, la norma

|T|* 1nf{20p ZT T}

Entonces F' es acotado en (S,, ||-||"): st >0 T, =T,

!<Z\F \<HFHZ%

luego ||F'||" < [|F|.
Veamos que ||-||" coincide con oy sobre los operadores de rango finito (F):

<ZO’1 <ZO'p
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luego o1 (T) < ||T||". Ademds, si

To =" s;(T)(z,2;) y;,
j=1
entonces
71" < D oy (55 (T) ) ys) = > 55 (T) [l | [l
j=1 j=1
= > 5(T) =01 (T).
j=1
Por tanto,

F:(F,o0) —C
es lineal y acotado de norma menor o igual que || F||. Por el teorema de Hahn-
Banach, podemos extender F' a F € ST con la misma norma, y asi localizar

S € L(H) tal que ||S|| = ||F

, luego

151 = || #| < e,

y también
F(T)=1lmF (T,) = limtr (ST,) = limtr (ST).

FEsto termina la demostracion. m

3.4. Clases de Schatten-von Neumann e inter-
polaciéon

Quizds parte de los problemas abiertos méds interesantes sobre clases de
Schatten-von Neumann se refieren a cémo introducir y desarrollar la teorfa
para formas multilineales (ver [17], [16], [6] v [2]). El caso de las formas bi-
lineales se puede estudiar mediante el operador que define la forma, como se
puede comprobar a partir del Lema 43, luego el primer caso interesante es el
de una forma trilineal. En esta situacion, el teorema de representacién ya no
se cumple, y, por tanto, hay que desarrollar esta teoria de una forma comple-
tamente distinta. La teorfa de interpolacién juega un papel importante en esas
extensiones. Para terminar este capitulo, caracterizaremos S, por interpolacién
entre 51y Seo-

Sean Ay — A;p; consideramos la siguiente norma en Aj:

Definicién 47 Llamamos K -funcional de Peetre a

K(taa) = K(taa;AmAl)
= inf {||a0||AO +tlar]] 4, : @ = ap+a1, ag € Ag,ar€ A},

donde a € Ay yt € (0,00).
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Ahora, para 0 < # < 1y 1 < g < o0, el espacio de interpolacién real se
define por

o0 q dt 1/q
(AO’AI)G,L] — a € Al . HCLHa’q = (/ (t—@K (t,a/)) ?) < 00 :
0

ver [1] y [20].

Notacién 48 Dada una sucesion de escalares (x,), escribiremos (x}) para
indicar su reordenamiento no-creciente, es decir, para n € N,

x, =mnf{oc>0:#{keN: |z >0} <n}.

Vamos a probar, en esta seccién, el siguiente teorema:

Teorema 49 Sean 1 <p<ocoy0 < <1 con % = 1— 6. Entonces,
(51, SOO)Q,p = 5p

con equivalencia de normas.

Para ello, necesitaremos los siguientes lemas:
Lema 50 Para todo t € (0,00), se tiene

K (t,T;S51,5%) = K (t,(s,(T)) ;11,ls0) -

Tn) Yn SU TEPTESENLACION

Demostracion. SeaT € Sy, yseaTx =) s, (T) (x,
= (an)+(B,,) con (ayn) € Iy

de Schmidt. Dada cualquier representacion (s, (T'))
y (8,) € le, sean
Tox = Z Qn <ZL‘7 xn> Yn

Tlx = Z Bn <l’, In> Yn-

Se puede comprobar que s, (Ty) = |a&| y que s, (Ty) = |5, luego Ty € Sy,
Tl € Soo Yy

o (To) = D lasl=ll(en)ll,
1T = sup{|B,]} = [1(8n)]l -
De ahi que, si (s, (1)) = (an) + (8,,), entonces T =Ty + 11 y ast

K (8,781, 8.0) < K (t, (50 (T)) 311, 10
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Reciprocamente, si T =Ty + Ty con Ty € S1 y T} € S, hacemos

a, =min{s, (T),s, (To)}

B, = max {0, s, (T) — s, (To)} .
Entonces, (s, (T)) = (o) + (B,,), y, como
[(en)lly < o1 (To), (Bl < T

y ademds
5p (T) = sn (To +T1) < s, (1) + || T1]],

deducimos que
K (t, (50 (T)) 111, 1oo) < K (,T5 1, Sno)
Con esto terminamos la demostracion. m

Lema 51 Sea (0,) una sucesion acotada tal que §; > 63 > -+ > 0. Entonces,

K (n, (6m) 311, 1o 25

Demostracion. Consideremos la representacion de (6,,) como (n,,) + (i),

donde
(0,,) = (01 — 0,03 — Oy ooy Oy — 010, 0,0, ...)

y
(,um) = (57175717 -'-a5n75n75n+175n+275n+37 ) .
Entonces,
n—1
K (n, (6m) 311, 1o ( 5, —(n—1)0 )—l—n5 Za
7j=1
Por otro lado, si (§,,) = )+ (14,,), entonces

Do <Y i+ X Il < )l + 7 () o
j=1 j=1 j=1

como queriamos. B

Seguidamente probamos la férmula de interpolacién para S,. En lo que
sigue, ponemos f (t) ~ g () si existen constantes positivas c; y ¢, tales que

cf (t) <g (t) <cf (t)

para todo t.
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Teorema 52 Sean 1 <p< oo y0 < <1 con Il? =1— 0. Entonces,
(51, SOO)Q,p =5

con equivalencia de normas.
Demostracion. Sea T € (S1,5x),,,- Entonces,

= ([ e ) ([ ey t)”

~ (i (n K (n,T))"n 1>1/p.

n=1
Combinando los Lemas 50 y 51, obtenemos que

n

K(n,T)=> s;(T).

g
<Z< ZSJ )) (Z ) =0, (T).

como queriamos. B

Ademds, por hipdtesis, —0 = % — 1, luego

TN, ~ (Z (n™"K (n,T))" ‘1>

n=1



Capitulo I

Operadores integrales débilmente
singulares

En este capitulo, usamos los resultados anteriores para estudiar el com-
portamiento asintético de los autovalores de operadores débilmente singulares.
Para ello, seguimos principalmente [4] y también [3].

Sea 2 C RY un dominio acotado, sea A = {(z,z) : x € Q} su diagonal y
consideremos los nicleos

K:Q?—-A—=C

dados por
L(z,y)
|z =y Y

K (z,y) =

con 0 < a<1, L€ Ly (0% y || indica la norma euclidea de RY. Estamos
trabajando, pues, con ntcleos con una singularidad a lo largo de la diagonal.
Consideremos el operador integral definido por el micleo K:

Ticf () = / K (e,9) f (4) dy.

A estos operadores se les llama operadores integrales débilmente singulares, y
aparecen de forma natural como inversos de muchos operadores diferenciales.

Se puede comprobar que Tk es un operador compacto en Ls (£2). Por tanto,
sus autovalores

A (D) = 2 (T)] = -

forman una sucesién que converge a cero. El orden del decaimiento de estos
autovalores es un problema que ha sido estudiado por varios autores. Algunos
resultados conocidos son los siguientes:

1. (M (Tk)) €13 si 1/2 < o < 1. Esto se debe a que, para 1/2 < a < 1, el
micleo K es de cuadrado integrable, luego T € Ss, y ast (A, (Tx)) € lo.

51
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2. M (Tk)) = O(n®) si 0 < a < 1/2. Este resultado fue probado por
Kostomezov en 1974 ([14]). M4s adelante, Konig- Retherford y Tomazak-
Jaegerman ([13]) dieron una demostraciéon completamente diferente y
conjeturaron que, para o« = 1/2, el resultado deberia ser también cierto.

3. No obstante, poco después, Konig ([11]) demostré que esto 1ltimo no se
cumple, y obtuvo la estimacién (A, (Tk)) = O ((bﬂ)lﬂ) sia=1/2.

n

Vamos a probar todas estas estimaciones, siguiendo la estrategia de Thomas
Kiihn y Fernando Cobos en [4]. Los dos continuaron la investigacién en otro
trabajo conjunto con Svante Janson en [3]. Con estas técnicas, volvieron a
probar los tres resultados que acabamos de mencionar e incluso mejoraron el
resultado de Konig del caso o« = 1/2: probaron que

>~ (1) = O logn).

Veremos, como ya hemos dicho, estas pruebas, y ademéds comprobaremos que
estas estimaciones son las mejores posibles.

Comenzaremos trabajando con una clase de nicleos méds general que los
débilmente singulares: sea

K:Q0P—~A—C
un nticleo del tipo
N
K (z,y) ZL(:v,y)9<Hl’—yH )

donde L € Lo, (9%) y g € Ly (|0,0)) es una funcién no negativa tal que, para
todo nimero positivo a, se tiene que g € Ly ([a, 00)).

Lema 53 Para todo a > 0 y todo n € N, se tiene

Z (Tk)? < e|IL], [n (/Oag(t)dt)2+/aoog(t)2dt] |

donde la constante ¢ sélo depende de €.
Demostracion. Expresamos el nicleo K como suma de dos: K = Ky + Ks,
donde N
K(z,y) sillz—yl|" <a
K — Y f— )
1(z,y) { 0 en otro caso

K ($7y> = K(%,y) - K (‘T?y) :
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Trabajaremos primero con el operador Tk,. Este operador es acotado de
Lo (2) en st mismo. Ademds,

Tt @] < [ 1K@l ldy < 17 [ 15l dy
Q Q
< 0 2l [ o (=) o

Pongamos A = {x eRN: |z||V < a}. Entonces,

Tl @) < UfllZle [ o (lel) ds
< Il Ellon [ a0t
donde oy es el volumen de la bola euclidea N -dimensional. Asi, se tiene que

1T < ||L||000—N/ g () dt.
0

Por otro lado,

[mar@ia < [ [ 156070
< / £ W) / 1K, (2, )] dedy
< Il o / o (1) dt.

Por el teorema de Riesz-Thorin, concluimos que
TK1 . LQ (Q) — LQ (Q)

y su norma cumple que

il < 12lcon [ g(0)de.
0

Ahora, comprobamos que el operador Tk, es un operador de Hilbert-Schmidt,
mostrando que su nicleo es de cuadrado integrable: pongamos

B:{x,yEQ:Hx—yHN>a}.

Entonces,

2
| [Py <z [ [ o(le-ol) dody
QJQ B

Lol @) [ g (el o

]| >a
HLHiovol(Q)aN/ g(t)2dt.

IA

IN
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Ast, pues,
o0

S5 (Tia)* < LI vol @)ow [ g0 de

i=1
Ahora, sabemos que

$j (Tx) = sjr1-1 (Tk) < || Tk, I, + 85 (Tk,)

Y que

n

> Tkl + 55 (Tw,)) = 0l Tl + > 55 (Ti,)?

j=1 j=1
2T |1 ) 85 () -
j=1

Ademds, como 2ab < a?® + b?,

2> T lly 55 (Tia) < n T lls + > 55 ()

j=1 j=1

de donde

n

> (s (Tk))” < 2

Jj=1

n T, 3+ s (Tk,)?

Jj=1

a 2
on L2 0% ( NG dt)
0

42| L% vol () UN/ g (12 dt

2| LI1% (o% + onvol (Q))

[n (/Oag(t)dt)2+/aoog(t)2dt],

IN

IN

como queriamos. B

En particular,

" 1/2
sp(Tg) < (% Z Sj (TK)2)

eIl [/Oag(t) dt + n-1/? (/aoog(t)th)l/Ql |

Utilizaremos la estimacion

su (Tit) < ¢ || LIl [/Oag (t)dt +n1/2 </:og (1)’ dt) 1/2] (4.1)

IN
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mads adelante.
A partir de este lema, podemos demostrar ya el siguiente teorema:

Teorema 54 Sea Q C RY un dominio acotado, y sea

L(z,y)
|l — ||V

K (2,y) =
Entonces,

1. <>\n (TK)) €ly st 1/2 <a<l,
2. M(T)=0(n"%) si0<a<1/2,

AP PY (T)|* = O (logn) si a=1/2.

Demostracién. La prueba de 1. es directa. Veamos entonces la prueba de 2.
y de 3.
Apliquemos el Lema 53 con

g (t) = { 1 510 <t < (diam (Q)",

0 en otro caso

y a = 1/n. Se puede comprobar facilmente que

1/n
/ g(t)dt ~n~*
0
y que

o 2 ., [ logn sia=1/2,
/l/ng(t) dt—{ P2 50 <a<1/2.

Asi, si 0 < o < 1/2, entonces
50 (1) < C Ll (7 40772 (01720) ) = € L] o,

y, por tanto, s, (T) = O (n~%). Ademds, si « = 1/2, entonces

> s (1) < C|ILIE, (nn! +1ogn) < C'||L|J2, logn,
7j=1

de donde 377, s; (T)? = O (logn). Esto da el resultado para mimeros singu-

lares. Para obtener el resultado con los autovalores, empleamos la desigualdad

de Weyl:
n A (Ti)l < )1 (TR <) s (Tie) -

J=1 J=1
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Por tanto,

Ahora, es sencillo comprobar que, si s, (T) = O(n~%), entonces también
22018 (Tk) = O (n™*), de donde |\, (Txk)| también lo es.
Para el caso a = 1/2, se puede usar directamente la desigualdad de Weyl:

SN TP <D s (Tk)?,
j=1 j=1

de donde .
> 1A (Tk)| = O (logn),
j=1

como quem”amos. |

Por dltimo, vamos a mostrar que estas estimaciones son las mejores posi-
bles. Empezamos por el caso 1/2 < o < 1.

Teorema 55 Sil/2 < o < 1, la estimacion (A, (Tk)) € l2 es la mejor posible.
Demostracion. Sea g una funcion continua en [0,1] cuyos coeficientes de
Fourier

1
§(n) = / g (x) e ¥ dy
0

no pertenenen a l. para ningin r < 2. Sea g la extension periddica de g;
definimos el operador

1
79 ()= [ Gle =) f W)
0
Ademds, como g es continua, se tiene que

L(z,y) =g (z,y) |z —y[|"" € Lo ([0,1]?) .

Por tanto, T'g es un operador integral débilmente singular, con L (z,y) como
arriba.
Por otro lado, consideramos la base de Ly ([0,1]) dada por

fn (l‘) _ 62m‘nx’

para n € 7. Entonces

Tof,(x) = / 3 (x — y) 2mmvdy = / 3 (y) 2=y
= w7,



luego los coeficientes de Fourier de g son los autovalores de T'g. Pero

ZM (Tr)I" Z!g

para r < 2, luego la estimacion dada es la mejor posible. m

©9)

En cuanto al caso 0 < o < 1/2, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 56 Sea 0 < o < 1/2 y sea

|z—y|

1 .
— 1= s |r—y|<1/2,
K (z,y) = { §
en otro caso

57

para x,y € [0,1]. Entonces, los autovalores del operador integral débilmente

singular Ty verifican que (| A, (Tk)|) =~ (n™%) si 0 < o < 1/2 y que

Z IA; (T)]” ~ (logn)

sia=1/2.

Demostracion. Observemos, en primer lugar, que, como el nicleo K (x,y),
el operador Tk es compacto y autoadjunto en Ly ([0, 1]). Asi, por el teorema

de representacion espectral,

An (Tie)| = sn (Tie) -

Por tanto, teniendo en cuenta el Teorema 54, basta probar que

(™) =0 (sn (Tk))

(logn) (Z s; (T )

si0<a<1/2yque

sia=1/2.
Con este propdsito, consideramos la funcion
1
g (t) 1—«
I

para |t| < 1/2. Sea, como antes, g la extension periddica de g a R, y sea Cg

el operador integral sobre Ls ([0, 1]) definido por el nicleo

K(z,y)=g(r—y).
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Este operador, de nuevo, es autoadjunto, luego

sn (Cg) = [An (Cg)]

para todo n € N. Ademds. como antes, los autovalores de Cg son precisamente
los coeficientes de Fourier de g, luego

sn (Cg) = M (Cg)| = [g(n)| = n™".
Por otro lado, el operador Cg — Tk, cuyo nicleo es

_Jgl—y) sifr—y[>1/2
Lwy) = { 0 en otro caso,

satisface

1 1
/ / L (z,y) P dedy = / / 5 — y)* dedy
0 0 A
/2 p1/2
=2 [l day
0 y
12 p1/2
= 2 / / 12972 dtdy
0 y
1/2

< 0/ y** Ty < oo,
0

donde, A = {(z,y) € [0,1) x [0,1) : |z —y| > 1/2} y, para obtener la sequnda
iqualdad, hemos usado la paridad de g y un cambio de variable. Por tanto,
Cg — Tk es un operador de Hilbert-Schmidt, y ast

" 1/2

sp (Cg—Tk) < [nl Z s; (Cg — TK)2

=1

< en~ Y2,

Ahora, como Cg = (Cg—Tk) + Tk, se tiene, para 0 < o < 1/2, que

c¢(2n™) s2n (Cg) < 5, (Cg — Tk ) + 8 (Tk)

<
< en M 4s, (Tk) .
Como (2n)™* ~n~* yn~%2 = 0(n™%), concluimos que

sp (Tx) > 'n™,

como queriamaos.
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Por tltimo, cuando es o = 1/2, dado que s, (Cg) > cn™'/?

sn (Cg)* > Ent, y ast

logn =~ Z_:% o~ 2622%. < Z:Szj (Cg)°
j=2 j=1 Jj=1

, Sse tiene que

n

< Z[sj(Cg—TK)+5j(TK)]2
< 2ZSj(Cg—TK)2+ZSJ(TK)2
< 2

?

1+ Z S; (TK)2
j=1

luego

Z s; (Tk)* > cylogn,

j=1
como QUETZ/(ZTI’LOS. |

En [4] y [3] se estudian unos operadores integrales algo més generales:
aquéllos cuyo nicleo es de la forma

L(z,y)(1+1log |z —yl)’

K(:L‘,y) = N(1—a)
Iz =y

De hecho, a partir de la desigualdad (4.1), se prueba en [4] el siguiente resul-
tado:

Teorema 57 En las condiciones de antes, las sucesiones (s, (Tx)) y (A (Tk))
son de orden asintdtico O (M, (n)), donde

(logn)" ™ sta=0,v< -1,
n=® (logn)” si0<a<1/2,v€eR,
Maa (0] =9 12 (logm) ™2 sia= 19> -1,

co_ 1 1
sta=g5,7=—3.

1/2
) 2

n~'/2 (loglogn

La demostracion es similar a la del Teorema 54, pero con el niicleo
N

k(1) = o (14 X [logt])” si0<t< (diam (Q))",
10 en otro caso,

y con a = 1/n. Ademds, se prueba que, salvo cuando v = 1/2 y v > —1/2,
estas son las mejores estimaciones posibles. En [3] se mejora la estimacién para
el caso limite a« = 1/2y v > —1/2:

Zn:P"(T )2 = O (loglogn) siy=-1/2,
= A O((logn)z'yH) siy>—1/2,

estimacion que es la mejor posible.
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CAPITULO 4.



Capitulo

Numeros de entropia y de
aproximacion en espacios cuasi-Banach

En este ltimo capitulo, vamos a extender diversos resultados anteriores al
caso cuasi-Banach. Comenzaremos estudiando algunos aspectos de la teorfa es-
pectral de operadores entre espacios cuasi-Banach. Luego definiremos la suce-
sién de nimeros de entropia de un operador entre espacios cuasi-Banach, y
estudiaremos las relaciones entre esta sucesion y las de autovalores y nimeros
de aproximacién del operador. Por tltimo, veremos cémo se comportan los
nimeros de entropfa cuando interpolamos. Compararemos, siempre que po-
damos, lo que sucede en el caso cuasi-Banach con lo que ocurre en el caso
Banach. Todo lo que se dice en este capitulo aparece en [8].

5.1. Teoria espectral en espacios cuasi-Banach

En esta seccién, comenzaremos recordando la definicién de espacio cuasi-
Banach y después estudiaremos el espectro de un operador compacto entre
espacios cuasi-Banach.

Comenzamos con algunos conceptos bésicos.

Definicién 58 Llamamos cuasi-norma en un espacio vectorial complejo B a
una aplicacion
Il B— Ry

tal que
1. ||z|| =0 si, y sdlo si, x =0,
2. || Az|| = |A| ||z]| para todo escalar A € C y para todo x € B,

3. FExiste una constante C' > 1 tal que, para todo z,y € B, es

[z +yll < C (=l + 1yl

61
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Toda cuasi-norma induce una topologia en B, y al par (B, ||-||) se le llama
espacio cuasi-normado ; es un espacio vectorial topoldgico metrizable. Si en B
toda sucesion de Cauchy es convergente, llamamos a B espacio cuasi-Banach.
Un ejemplo de espacio cuasi-Banach es [, para 0 < ¢ < oo. De hecho, sabemos
que, para g > 1, el espacio [, es de Banach.

Definicién 59 Dado cualquier p € (0, 1], llamamos p-norma a una aplicacion
Il : B — R,
que cumple las condiciones 1. y 2. de arriba, y ademds

3. Para todo x,y € B, es ||z +y|” < ||=]|” + ||y]|”-

Se puede probar que, dada una cuasi-norma ||-||, existe una p-norma equi-
1
z . =—1
valente a ||-||. Reciprocamente, toda p-norma es una cuasi-norma con C' = 2»
(ver [1]).

Definicién 60 Sea T : B — B un operador lineal. Decimos que la sucesion
(un) C dom (T) es una sucesion de Weyl de T' correspondiente a A € C si no
contiene minguna subsucesion convergente, todos los vectores son unitarios, y

Jj—o0

ademds Tu; — Au; — 0.

Sea B un espacio cuasi-Banach, y sea 7 la familia de todos los operadores
cerrados, lineales y con dominio un subconjunto denso de B. Para T € 7,
distinguimos dos subconjuntos de su espectro: el espectro puntual o, (7') y el
espectro esencial o, (1), dados por

o,(T)={ € C:3ue B—{0} tal que Tu = Au}
y
0.(T) ={) € C: existe una sucesién de Weyl de T' correspondiente a A} .

Observemos que, si T'€ 7 y A € p(T), entonces claramente existird ¢ > 0
tal que
[T = Aul| = c¢|lull (5.1)

para todo u € dom (T'). Vamos a introducir ahora la clase

S={Te€T:N€p(T) < se tiene (5.1) para algin ¢ > 0} .
Consideraremos, asimismo, la clase

So={TeS:0.(T) =02},
la clase de operadores compactos
K={T¢e€ L(B):T es compacto}

y la clase

S ={TeT:p() 4@, (T -\ € K para algin A € p(T)} .

Comencemos con una proposicién que relaciona algunos de estos conjuntos.
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Proposicién 61 Sea T € 7. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. TeS;
2. O'(T) = O, (T) Uop (T);

. . j—00
vectores unitarios tal que Tu;—Au; — 0

5. o (T)= { A€ C: eziste una sucesion {u;} C dom (T') de }

Demostracion. 1. <= 3. Pongamos

= . . j—00
vectores unitarios tal que Tu;—Au; — 0

{ A€ C: eaiste una sucesion {u;} C dom (T) de }

Entonces, se tiene que T € S <——

p(T)={X € C: se tiene (5.1) para algin ¢ > 0} <=

o(T) = {AeC:Ve>03uedom(T) con ||[Tu— Au| < cllul|}
= M.

2. <= 3. Basta probar que M = o.(T) U o, (T). Veamos, en primer
lugar, que M C o.(T) U o, (T). Sea A € M. Entonces, existe una sucesion de

vectores unitarios (u;) C dom (T) tal que Tuj—Mu; "= 0. Si dicha sucesion no
contiene ninguna subsucesion convergente, entonces, por definicion, se tendrd
A € 0.(T). Por otro lado, si existe una subsucesion (uj,) convergente a un
cierto u, entonces debe ser ||u|| = 1. Ademds, como

k—oo

Tu;, — Au;, — 0

se tiene que

k—o0

1T = Aull < [T — M| + || A, — Aul| =0,

de donde (T'u;, ) "=% \u. Como T' es cerrado, u € dom (T), y ademds, como
Tu = lmTu; = Au, se tiene que \ € o, (T"). Veamos ahora la otra inclusion.
Claramente, . (T') C M. Ademds, si A € o, (T), entonces existirau € B—{0}
tal que Tu = Au. Pero entonces H_ZH también cumple esta propiedad, y es
unitarto. Por tanto, la sucesion constante (ﬁ) cumple todas las propiedades

para que A € M. FEsto termina la demostracion. m

En la siguiente proposicién, estudiamos las clases Sy y Si:
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Proposiciéon 62 Se tiene que
1. Si T € Sy, entonces

o (T)={X€0,(T): X tiene multiplicidad geométrica finita} .
2. SiT e Sy, entonces (T — N)~" € K para todo X € p(T).

Demostracion. Lo probaremos a partir de algunos resultados del caso Banach
que también son ciertos en el caso cuasi-Banach.

1. Por la proposicion anterior, o (T) = 0. (T)U o, (T) = 0, (T). Ast, basta
excluir los autovalores de multiplicidad geométrica infinita. Supongamos
que A € o, (T) cumple que dim (ker (T'— A\I)) = oo. Entonces, por el
lema de Riesz (para espacios cuasi-Banach), para todo € > 0, podemos
localizar una sucesion de vectores unitarios (u;) C ker (T'— AI) tal que
|lu; — ug|| > 1 —€ para j # k. Pero entonces A € 0. (T) = &, lo cual es
absurdo.

2. Se tiene que
(T = D)™ = (T = )™ + (A= ) (T = AD) (T = ) ™
como se puede comprobar facilmente. De aqui deducimos que, st
(T - D) €K,
entonces (T — XI)™' € K.
Con esto terminamos la demostracion. ®

Observemos que 2. implica que la definiciéon de T' € S; es independiente de
la eleccion de A.

Vamos a centrarnos por un momento en los espacios de Banach. En [7]
aparece el siguiente teorema:

Teorema 63 Sea X un espacio infinito-dimensional. Sea T’ € S1. Entonces, el
espectro de 'I" sélo tiene autovalores aislados de multiplicidad algebraica finita.
Demostracion. Supongamos que (T — (I )_1 € K. Entonces, su espectro en
C — {0} sdlo tiene autovalores aislados de multiplicidad algebraica finita (ya
que es compacto). Ahora, A es autovalor de T si, y sdlo si, /\L—C es autovalor
de (T — (I )_1 con las mismas multiplicidades algebraica y geométrica:

T—M=MN=)(T-c) A= T—(T-¢)7].

Por tanto, los autovalores de T son puntos aislados con multiplicidades alge-
braicas finitas, como queriamos. M
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Asi, en este caso,
o(T)={X € 0,(T) : A tiene multiplicidad algebraica finita},

y ademds, para todo A € p(T), (T — M)™" € K es un operador de Riesz. Por
tanto, en el caso de espacios de Banach, se tiene que &7 C Sy. Trataremos de
generalizar este hecho para espacios cuasi-Banach en el préximo teorema. Para
probarlo, necesitaremos los siguientes lemas:

Lema 64 Sea B un espacio cuasi-Banach, seaT' € KC y sea A un autovalor no
nulo. Entonces, existe un numero r € N tal que, para todon € N, n > r, es

ker (T'— \I)" =ker (T — \I)".

Podemos encontrar la prueba de este lema en [7]. Los otros dos lemas son
los siguientes:

Lema 65 Sea B un espacio cuasi-Banach, sea T € K y sea {x1,xs,...} el
conjunto de autovectores correspondientes a los autovalores i, \o, ..., tal que
Ni # Aj sii # j. Entonces, {x1,x2,...} es linealmente independiente y, ademds,
si es infinito, entonces \,, — 0.

Lema 66 Sea B un espacio cuasi-Banach, sea T € L (B) tal que | T?|| < 1
para algin q. Entonces, el operador I — T es invertible y ademds

(I-T7)"= i ™.

Las pruebas de estos dos lemas aparecen en [15]. El segundo se demuestra
para operadores entre espacios de Banach, pero la prueba se puede adaptar
facilmente para espacios cuasi-Banach. Probemos ya el teorema anunciado.

Teorema 67 Sea B un espacio cuasi-Banach infinito-dimensional y complejo.
Sea K € KC. Entonces,

1. K eS8,
2. 0 (K) = {0} y o (K) = {0} U g, (K),
3. 0 (K)—{0} contiene una cantidad a lo mas numerable de autovalores de

multiplicidad algebraica finita. Ademds, los autovalores no tienen ningin
punto de acumulacion salvo quizds 0.

Demostraciéon. Haremos la prueba en varios pasos:
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1. Veamos que o, (K) C {0}. Sea A € 0. (T') — {0}, y sea (u;) una sucesion

de Weyl asociada. Como K es compacto, podemos asumir, sin pérdida
de generalidad, que la sucesion (Ku;) converge a un vector v. Ahora,

Au; = (M — Kuj) + Kuj — 0+ 0,

y, por tanto, la sucesion (u;) es convergente. Pero esto es imposible,
porque (u;) es una sucesion de Weyl.

. Veamos que 0 € o.(K) (y, por tanto, o.(K) = {0}). Sea ¢ € (0,1).

Construimos, a partir del lema de Riesz (para el caso cuasi-Banach),
una sucesion (u;) de vectores de norma 1 tal que

d (uj, span {uq,...,uj_1}) > 1 —e.
Sea, para cada j, v; = usj — ugj_1. Entonces,
1—e< vl <2
y ademds, para todo k < j, es
v — U = Ugj — (Ugj_1 + Uk — Uzk—1) -
Como el vector ugj_1 + Ugp — Ugg—1 € span{uy, ..., us;_1}, se tiene que
lv; — gl > 1 —e. (5.2)

Ademds, como K es compacto, podemos suponer que (Ku;) es conver-
gente, y ast
KUj = KUQj - KU,Qj_l — 0.

Por tanto, la sucesion ( Y ) es una sucesion de vectores unitarios sin

Y
l[o;l
subsucesiones convergentes (por (5.2)) y tal que

K’Uj—O"Uj—>OZ

es una sucesion de Weyl.

. Probamos ahora el punto 3. del enunciado con el espectro puntual. Sea

A € o, (K)—{0}. Por el Lema 64, \ debe tener multiplicidad algebraica
finita. Ademds, o, no tiene otro posible punto de acumulacion que 0:
para & > 0, definimos el conjunto

Es ={ne€a,(K):|ul =5}

Si Es es infinito para algun 6 > 0, tomamos una sucesion (p,,) C Es,
con [, # i, para m # n, y la sucesion de autovectores asociados (z,,).
Entonces, el conjunto {x, :n € N} es linealmente independiente y, por
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tanto (Lema 65), p,, — 0. Pero esto contradice el hecho de que |p,,| > 6
para todo n € N. Asi, Es es finito para todo 6 > 0. Ahora bien, como

op (K) = U Eyn,
n=1

o, es a lo sumo numerable y no tiene puntos de acumulacion salvo quizds
el 0.

4. Renormamos B con una p-norma equivalente ||-||,. Observemos que, si
A" > [|K9||, para algin q, entonces A € p(K): podemos suponer que
K #0, y asi A # 0. Entonces,

K—M=-\(I-X"K).

Por el Lema 66, K — X\ es invertible, y, por tanto, A € p(K). De ahi
que, si |\| > C||K|| para un cierto C' (que es la constante que relaciona
la norma de B con la p-norma equivalente), entonces A € p (K).

5. Veamos que K € S. Sea A € C, X\ ¢ 0, (K)U{0}. Entonces, A ¢ 0. (K),
y ast existe ¢ > 0 tal que

[Ku = Xull = ¢ |lu]

para todo uw € B. Sea ahora i € C tal que || > C || K|| como en el paso 4,
y sea v un camino en C que une p con A sin pasar por ningin autovalor.
Entonces, con un argumento sencillo por contradiccion, podemos probar
que se tiene

|Ku — kul > c|ul

para todo k sobre 7y, con la misma constante ¢ de antes.

Sik € p(K), entonces se tiene que
1

|K - wI] < .
c
Ademdas, haciendo
v=Ku—vu=Ku—kru—(v—k)u
para todo v, se tiene que
(K—r)'v=u—(v—r) (K -kl "u (5.3)
Ahora, si v estd sobre v y ademds es

lv — K| H(K—FJ)AH <1,

entonces, por el Lema 66, la ecuacion (5.3) tiene solucion inica. Por
tanto, con estas condiciones, v € p(K). Como la imagen de v es com-
pacta, podemos repetir este argumento (un numero finito de veces), y
de este modo obtenemos que A € p(K). Por tanto, A € p(K) <=
|Ku — kul| > c||u||Vu, y asi K € S.
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Con esto terminamos la demostracion: como K € S, se tiene que
o(K)=0.(K)Uo,(K).
Como ya hemos probado que o, (K) = {0}, ya tenemos 2. y 3. m

Probaremos ahora que S; C Sy también en el caso cuasi-Banach (recorde-
mos que probamos esta inclusién para el caso Banach antes del Lema 64):

Proposiciéon 68 S; C S,.
Demostracion. Sea T € S;. Supondremos, en primer lugar, que T~ € K;

mas adelante estudiaremos qué sucede si 0 ¢ p(T'). Por el teorema anterior,
se tiene que o, (T~1) = {0}. Ahora,

1. 0£pueco,(T) < 0+#p '€o(T"): Observemos que basta probar
'=". Sipe o.(T), entonces existe una sucesion (u;) de vectores uni-
tarios sin subsucesiones convergentes tal que (T'— pl)u; — 0. Si se
tuviese Tu; = 0 para infinitos j, tomamos la subsucesion (u;,) de (u;)
tal que (T'u;,) = (0). Entonces,

(T — pl) uj, = Tuy, — puy, = pug, — 0,

luego, como 1 # 0, deducimos que la sucesion (u;) tiene una subsucesion
convergente, lo cual es absurdo.

Por tanto, se puede dar T'u; = 0 sdlo para una cantidad finita de j, y asi
podemos suponer que Tu; # 0 para ningin j. Definimos, para cada j, el
vector
TUJ'
v = .
T Tyl

Entonces, (vj) es una sucesion de vectores unitarios tal que

U Tw:
T*l _Mfll Vs — —] _/1/71—]
( VU = gl T
L
=y ) — 0,
[y (T~ s

siempre que ||Tu;|| - 0. Pero, si Tu; — 0, como (T' — pl)u; — 0,
entonces u; — 0, lo cual es imposible.

Por tanto, para comprobar que (v;) es una sucesion de Weyl, sdlo fal-
ta mostrar que no tiene subsucesiones convergentes. Pero, si existe una
subsucesion (vj,) convergente a v, entonces pu;, — v, ya que se tiene
Tuj, — puj, — 0 y Tuj, — v. Asi la sucesion (u;) tiene una subsuce-
sion convergente, lo cual es absurdo.
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2. 0¢0.(T). De 1., deducimos que o. (T') C {0}. Si mostramos 0 ¢ o, (T),
tendremos que o. (1) = @ y, por tanto, que T € Sy. Sea (u;) una suce-
sion de vectores unitarios sin subsucesiones convergentes. Veamos que es
imposible que Tu; — 0. Si Tu; — 0, entonces, como T~ es continuo
(por ser T compacto), entonces T~ *Tu; = u; — 0, lo cual es imposible.

Veamos ahora qué sucede si 0 & p(T). En este caso, si T € Sy, entonces
existe X € p(T), A # 0, tal que (T — M)l e K. Sea S =T — M. Entonces,
S e 8 y0 € p(S). Por lo anterior, S € Sy. Es decir, T — X\ € S, o
bien o. (T — \I) = @. Si u € o.(T), entonces existe una sucesion de vectores
unitarios (u;) sin subsucesiones convergentes tal que Tw; — pru; — 0. Ahora,

Tuj—pu; = Tu; — Au; — (p— \) u,
- (=MD — (= Ny — 0,

luego j1— X\ € o, (T — N), lo cual es imposible. Por tanto, o, (T) = & también
en este caso. Esto termina la demostracion. m

5.2. Numeros de entropia y niimeros de apro-
ximacion. Relaciones entre ellos

Como ya hemos anunciado, vamos a definir y a probar algunas propiedades
de los niimeros de entropia de un operador entre dos espacios cuasi-Banach. Es-
tudiaremos las relaciones entre esta sucesion y la de niimeros de aproximacion,
asf como las propiedades que tienen en comin y las que los diferencian.

Comencemos por la definicién de los nimeros de entropia de un operador.

Definicién 69 Sean A y B dos espacios cuasi-Banach y sea T € L (A, B).
Pongamos Uy = {a € A: ||a|, < 1}. Entonces, para cada k € N, definimos el
k-ésimo nimero de entropia de T', ey (T'), como

2]671

er (T)=mfce>0:T(Uy) C U (b; + €Up) para algunos by, ..., boe—1 € B

j=1

FEl siguiente lema muestra algunas propiedades elementales de los ntimeros
de entropfia.

Lema 70 Sean A, B y C espacios cuasi-Banach y sean S,T € L(A,B) y
R e L(B,C). Entonces,

1T > e (T) > e (T)>--->0yer (T) = ||T|| si B esun espacio de
Banach.
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2. Para todos k,l € N, se tiene que

Cril—1 (R 9) S) S (A (R) €] (S) .

3. Si B es p-Banach, con 0 < p <1, entonces para todos k,l € N, es

eZ+l—1 (S+1T) < eZ (S) + 6? (T).

Demostracion.

1. Teniendo en cuenta que
7| = tnf {p > 0: T (Ua) C pUp}
Y que
er (T)=mf{e>0:T(Us) Cb+eUg},

es inmediato que ||T|| > ey (T). Ademds, es claro que ey, (T) > exsq1 (T)
para todo k € N (porque, con eri1, se pueden usar mds bolas, o las
mismas, para recubrir T (Uy)). También es obvio que e (T) > 0 para
todo k € N, por la definicion.

Ast, sélo falta comprobar que ey (T) > ||T|| si B es un espacio de Banach.
Sea p € [0,1) tal que B es p-Banach. Entonces, si T (Us) C by + uUp,
dado a € Uy, existen by,by € Up tales que

Ta = b0+Mb1,
—Ta = bo—i‘,ubg.

De ahit que 2Ta = u (by — bs), y ast
ITall = |l by = o < || 2477,

Por tanto, T (Ux) C 2Y7~1uUpg, v, si B es de Banach, entonces p = 1,
es decir, T (Ua) C uUg. Por tanto, ||T|| > ey (T).

2. Sean pn > e (R) yv > ¢ (S). Entonces, existen puntos cy,...,cpr € C' y
bi,...,bny € B tales que

Dado a € Uy, existen bj € B y b € Up tales que

Sa = bj + vb,
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de donde
RSa = Rb; + v Rb.

Pero como b € Ug, existird ¢; € C' tal que Rb € ¢; + nUe, y ast
RSa € Rb; 4 ve; + pvUc.

Por tanto,
M N

RS (Ua) c | J U {(BY; + ver) + prUc}

i=1j=1

La cantidad de puntos Rb; +ve; coni € {1,...., M} yj e {l,..,N} es,
como mucho, MN < 206+=D=1"Por tanto,

erti-1 (RS) < pv.
Tomando infimos, obtenemos
eri-1 (RS) < e (R) e (9),
como queriamos.

3. Sean p > ey (S) yv > €, (T). Entonces, existenby, ..., by, b,..., 0y € B
tales que

-

-
Il
—

N
S(Ua) | )b+ puUsp), U (v, +vUs),

bl

donde M < 28~' y N < 2'7'. Ahora, dado a € Uy, existen puntos b;, V)

tales que Sa € b; + pUp y Ta € b + vUp. Por tanto,
(S+T)a€ (b +b;) + (u+v)Up C (b + ) + (uP +v7) /P U,
Yy ast
M N
(s+7UaclJUY [(bi U)o+ (p? +0P) UB] .
i=1j=1
El naimero de puntos b; + b coni € {1,..., M} yj € {1,.., N} es, como
mucho, MN < 2k+-1)-1

Con esto terminamos la demostracion. m

La relacién entre los nimeros de entropia de un operador 7' € L (A, B),
donde A y B son espacios de Banach, y su adjunto 7" ha sido un problema
sobre el que se ha trabajado mucho recientemente. En el caso de espacios de
Hilbert, el problema es sencillo:



72 CAPITULO 5.
Teorema 71 Sea T' € L (Hi, Ha), donde Hy y Ha son espacios de Hilbert.
Entonces, para todo k € N, se tiene que

ex (T) = e (T') = e (|T).-

Demostracién. Por el teorema de descomposicion polar, existe una isometria
parcial U tal que T =U|T| y |T| =U'T. Por tanto,

ex (T) = ex U|T) < e (IT]) 1] = ex (IT1),

y también
e (IT]) = ex U'T) < e (T) |U']] = e (T).

Por otro lado, como T" = |T|U" y |T| = T'U, se tiene que
e (T') = ex (IT1U') < e (IT) U] = ex (IT1),

y también
ex (IT]) = ex (T'U) < e (T") U] = ex (T")

Con esto, terminamos la demostracion. m

Tratamos ahora el caso de los nimeros de aproximacion, que se definen
igual que en el caso Banach (ver Definicién 17).

Lema 72 Sean A, B y C espacios cuasi-Banach, y sean S, T € L(A,B) y
R e L(B,C). Entonces,
1 4 (T) = |[T)| = a3 (T) > a5 (T) > -+ > 0.

2. Para todo k,l € N, se tiene que ag;—1 (RS) < ai (R) a; (S).

3. Si B es un espacio p-Banach (0 < p < 1), entonces, para todo k,l € N,
se tiene que
Ay (S+T) < ap (S) + a0/ (T).

Demostracion. Sabemos ya que se tiene 1., sean los espacios en que esté
definido T de Banach o cuasi-Banach. Por otro lado,

2. Seae > 0. Por la definicion, podemos encontrar operadores Ry € L (B, C')
yS1 € L(A,B) conrg(Ry) <k yrg(S1) <l, tales que

|IR—Ri|| <ap(R)+ecy ||S—51] <a () +e.
Como rg (Ry (S — S1) + RS1) < k+1—1, se tiene que

Ag11—1 (RS) S ”RS — Rl (S — Sl) — RSIH
< R = Rul[|S = S|
S (ak (R)+€) (al (S)+8)

Por tanto, si € — 0, obtenemos que

Ap+1—1 (RS) S Qe (R) a; (S) .
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3. Sea € > 0. Entonces, existen T1,S; € L (A, B) de rangos rg(11) <l y
rg (S1) < k tales que ||S — 51| < ar (S)+e y [|T T < & (T) + e.
Ademas, como rg(S1+T1) < k+1—1, se tiene que

a£+l71 (S + T) < ||S +T — Sl - T1||p
< S =SP + T =T
< (ar (8) +e)" + (@ (T) + &),
de donde aj ., (S+T) < a} (S) +a) (T'), como queriamos.

Esto termina la demostracion. m

Aunque los niimeros de entropia y los nimeros de aproximacién tienen
estas tres propiedades en comiin, existen diferencias radicales entre ellos. Por
ejemplo, es claro que, a menos que 7' € L (A, B) sea idénticamente cero, para
todo k € N es e (T') # 0. No obstante, a, (1) = 0 si, y sélo si, rg (1) < n.
Ademas, si B es un espacio de Banach real de dimensién finitae I : B — B
es la identidad, entonces, para todo n € N, es 1 < 2(*=D/m¢ () < 4, pero, si
dim B > n, entonces ay (I) = 1 para k = 1,2,...,n. Vamos a probarlo; los tres
resultados que siguen aparecen en [7].

Proposiciéon 73 Sea B un espacio de Banach real de dimensidn m < co. Sea
I : B — B la identidad. Entonces, para todon € N es

1< 2n=bime (1) < 4.

Demostracion. Como dim B < oo, podemos identificar B con R™ mediante
un homeomorfismo, y obtener asi una medida de Borel u sobre B que sea
invariante por traslaciones. Ademds, podemos suponer que yu (Ug) = 1.

1. Comprobemos la primera desigualdad. Sea \ > e, (I). Entonces, existen
T1,T2,...,Tq € B tales que

q
Ug C U(l’l—i—/\UB),

i=1
con q < 2" 1. Asi,

q

p(Us) <> p(zi+ \Up) = gN"1(Up) ,

i=1
de donde 1 < g\, es decir,
A > qfl/m > 27(n71)/m
para todo \ > e, (I). De ahi que
en (]) > 2—(71—1)/m7

es decir,
1 < 20=/me (1),

coOmo queriamaos.
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2. Veamos ahora que también se tiene la otra desigualdad. Distinguimos dos
casos:

e Sin—12>m, sea p tal que

1te _ smvm
P

Como Ug es un conjunto compacto, podemos localizar p puntos de
Ug, %1, %a, ..., Tp, tales que ||z, — x| > 2p sii # j y, six € Ug,
entonces x € x; + 2pUpg para algin i.
Pongamos B; = xz; + 2pUg para i = 1, ..., p. Entonces, las bolas B;
son disjuntas dos a dos: si existiese x € B; N B; para i # j, se
tendria que
lz =zl < p,
le =il < p

y ast ||v; — x| < [lo — x| + [|o — 34| < 2p, lo que es imposible.
Ademds, para todo i, B; C (1+ p)Ug, ya que, si |z — x| < p,
entonces

2]l < Nl = @il + [lal| < p+ 1.

Por tanto,

p p
pp" = > p(wi+pUp) = (U $z+pUB>

i=1 =1

< p(Q+p)Us)=(14+p)",

P

Por otro lado, para todo x € Upg existe i € {1,2,...,p} tal que
& — 2]l < 2p, duego

de donde

p
Us C | (zi +2pUs),

=1

Y ast

2 < 4.9-(n-1)/m

Gn(I)SQP:m_ :

como queriamos.

e Sin—1<m, entonces 2""/™ <2 de donde

2(n=N/me (1) < 2e, (1) < 2|I|| =2 < 4.
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Ast, en cualquiera de los dos casos, obtenemos la estimacion deseada.

St B fuese complejo, se puede modificar la demostracion sustituyendo m
por 2m. W

Veamos ahora qué sucede con los niimeros de aproximacion.

Proposicién 74 Sean A, B espacios vectoriales normados. Sea T € L (A, B).
Entonces,

1. a,(T)=0 <= rg(T) <n.

2. SidimB > n y existe S € L(B,A) tal que TSy = y para todo y € B,
entonces an, (T)||S]| > 1.

Demostracion.

1. Supongamos que a, (T) = 0 para algin n € N, pero que rg(T) > n.
Entonces, existe un conjunto linealmente independiente {y;} que verifica
que y; = Tx; para i = 1,2,...,n y algin x; € A. Ademds, podemos
encontrar, para cada i, un elemento f; € B’ tal que f; (y;) = 6;;. Por la
continuidad de la aplicacion det, como det (0;;) = 1, eziste 6 > 0 tal que
det (a;;) # 0 si |0;; — o] < 9 para todo 1, j.

Ademdas, como a, (T) = 0, existe L € L(A, B) de rango menor que n,
tal que

J

b ([l 1/51)

1T = L] <

Por otro lado,

05 — fi (Lwi)l = |5 (g — Lag)| = [f; (T = L) )|
LT = L[] < 9,

IN

luego debe ser

det (f; (L)) # 0.

Pero rg(L) < n, y ast det (f; (Lx;)) = 0. Pero esto es absurdo. Por
tanto, debe ser rg (T) < n.

Reciprocamente, sirg (T) < n, entonces

a, (T) = Wmf{||T—L||:LeL(A B),rg(L) <n}
< |T-7|=0.

Como sabemos que también es a, (T) > 0, concluimos que debe ser
a, (T) = 0.



76 CAPITULO 5.

2. Si, en las condiciones del enunciado, es a, (T') ||S|| < 1, entonces existe
L e L(A,B), conrg(L) <n, tal que |T — L||||S]| < 1. Sea I : B — B
la identidad. Entonces, por el Lema 66, el operador I — (T — L) S es
invertible. Ahora,

I-T—-L)S=I-TS+LS=1—-1+LS=LS,
de donde (LS) ™" es invertible. Perorg (LS) < n ydim (B) > n, absurdo.

Esto termina la demostracion. m

Corolario 75 Sidim A >nel: A — A eslaidentidad, entonces ay, (I) =1
para todo k =1,2,....n.
Demostracion. Por 2. del teorema anterior, se tiene que

an () |[1] = 1,
es decir, a, (I) > 1. Pero también a, (I) < ||I|| =1, luego a, (I) = 1. Asi,
l=ay(l)>ay(l)>-->a,(I) =1,

de donde ay, (I) =1 para todo k < n, como queriamos. m

Una vez vistas algunas de las diferencias entre nimeros de aproximacién y
nimeros de entropia, veamos qué relacién se puede establecer entre ellos.

Teorema 76 Sean A y B espacios cuasi-Banach, y sea T € L(A, B) un ope-
rador compacto.

1. Supongamos que, para algin ¢ > 0, es
agi-1 (T) < cag; (T)
para todo j € N. Entonces, existe una constante C' > 0 tal que, para todo

jeN, es
e; (T) <a;(T).

2. Sea f : N — R una funcion positiva y creciente, y supongamos que
existe ¢ > 0 tal que

J(@)<ef (27

Entonces, existe C' > 0 tal que, para todon € N, es

sup f(j)e; (T) < C sup f(j)a; (T).

1<j<n 1<j<n
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Demostracion. Sea K > 1 tal queVu,v € B es ||u+ vz < K (|[ull 5 + [|v] 5)-
Entonces, para y1,ys, ...,y € B, se tiene que

k k—1
Sull < Kllwwlls + KD u;
=1 g =1 g
k—2
< Kyl + K lysallp + K2 D v
=1 g
k
< Y KRyl
j=1
k
<O 2EE Yy (5.4)

=1

donde A\ > 0 es tal que K < 2*. Ahora, para cada j € N, sea L; € L(A, B) tal
que Ly =0 yrg(L;) <21y

IT = L]l < 205+ (T) (5.5)
para j > 2. Entonces, para cada j, es
rg(Ljp1 — L;) <2/ + 2071 < 2041,
Ademds, se tiene que

| L1 — Ljll K (| Ljyr =T+ |T — Ly|l)

2K (CLQj (T) + Q9ji—1 (T))
4Ka2j71 (T) = C1Q9j-1 (T)

INIAIA

para todo j € N. Sea ahora, para cada j, m; = p2? (k — j) para un p > 0 que
determinaremos mds adelante. Entonces,

k k-1 k—1 k—1
domy o= Y omy=p) 2 (k—j)=p2ty 27 (k- j)
j=1 j=1 j=1 j=1

< ,LLZkCQ.

Ademas,

T = T+ L+ (Le—Ly)+ (Lg— La) + -+ - (Lg — Liy1) — Ly
k—1
= T—Le+ ) (Ljy1—Ly).
=1

J
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Ast, para todo x € Uy y paray; € B, j =1,2,....k — 1, se tiene que

k—1
Tx — Z Y;
Jj=1 B

k—1
(T — Ly) $+Z Ljw1— Lj) x —yj]
7=1

B

< Z D N|(Lia — Ly) w =yl
=1
AT — Ly) |
k—1

< Y 2 (L - L) -yl
j=1

2 2031 (T)
k—1
_ Z oA(k+1-7) |(Ljs1 — Lj)x —y;ll 5

+2’\+1a k—1 (T),

donde, en la sequnda linea hemos aplicado (5.4) y, en la cuarta, (5.5). Hemos
obtenido, pues, que

k—1

Tx— Zyj <
B

k—1
PN (L~ L) 2 — g, 42" s () (5.6)
j=1

Ahora, para j € {1,2,....k — 1}, sea
Em,; = Inf {8 > 0 : 32 bolas de radio € que cubren Im (Ljt1—Lj) ﬂUB} .

Aplicando la Proposicion 73 con los cambios adecuados, podemos hallar unos
valores c3,cq4 > 0 tales que

—cam /29 _ _i
Em; < €32 cam; /2 — 9 —can(k=j)

Ademas, dado € > 0, para j € {1,2,....k — 1}, existen y{,y%,...,y;mrl tales
que

2m]-—1

(Lj+1— L) (Ua) C U (%, + (I Lj1 = Ljl em; +¢) Up)
=
C U (4 + (cra95-1 (T) 274 - £) Up)

n=1

de donde

2mj—1

Z H<Lj+1 - LJ) T — yngB < cra9i—1 (T) 032_c4ﬂ(k_j) +e.

n=1
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Ast, si tomamos {y{,yg, ...,ygmrl 1 =12,.. k— 1}, tenemos

i(mj_l) - (ij) —(k—1) < pe2¥ =1

k—1 2mj 1
M) < T3 [ 30
i=1 \ n= 5
k-1 2mi—t
< 2 lag (T) + Z oA (k+15) Z H(LjH—Lj) v — %HB
k—1
< 2Mlgg —|—01632 2A (k+1-37) 2 (T) 27c4u(kfj)+€),
7j=1
de donde
k
Cpes2r (T') < P g (T) + 163 Z MR gy (T) 2-canlk=d),
j=1
para todo .

1. Ya estamos en condiciones de probar 1. Por hipdtesis,
agi-1 (T') < cagi (T))
para todo j € N, es decir,
ay (T) < cag (T) < -+ < d7lagy (T) < -+ < P lage (T).
Sea k tal que ¢ < 2%. Entonces, para todo j = 1,2, ..., k, se tiene
I ag (T) < " Lag— (T),

de donde ‘ ‘
Ao (T) < T ager (T) < 280D g (T). (5.7)

Ast, por lo anterior,

k
Clica2k (T) < 2’\+1a k—1 (T) + cic3 Z 2>‘(k+1—j)a2j_l (T) 9—cap(k—7)
7=1
k
agi—1 (T) |2 + ¢1e5 Z oA (k+1—j) —cap(k—3)+r(k—j)

Jj=1

IN
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St escogemos |1 lo suficientemente grande como para que la serie

k
Z OA(k+1—j)—cap(k—j)+r(k—j)

=1
sea convergente y hacemos C' = ucy, tendremos que
ecor (T) < cage-1 (T).

Podemos asumir que C = 2" para algin n € N (en otro caso, elegimos p
mas grande). Entonces,

egin (T) < dage1 (T) < " Magein (T),
de donde
eorin (T) < " agrin (T)
para todo k € N.
Sea 7 € N. Entonces,

o Sij>2" existe k €N tal que 28" < j < 287+ de donde
e; (T) < egpin (T) < agrn (T) < cagrsnts < ca;j (T).
e Sij < 2" entonces, para todo i = 1,2,...,2" — 1, existe ¢; tal que
e; (T) < c¢ia; (T) . Sea
" =méx{c;:i=1,2,...,2" — 1}.
Entonces, e; (T) < "a; (T) para todo i =1,2,...,2" — 1.

Haciendo C' = max {c"¢c, "}, obtenemos que
e, (T) < Cay (T)

para todo j € N.

. Sea
b=sup{f(j)a;(T):j=12..25"}.

FEntonces,

b
a; (T)Sm

para todo j = 1,2, ..., 2™ Por tanto,

k
Cucyor (T) < 2 g (T) + crcs Z MEHLI=0) o5y (T7) 27 Car(h=d)
7j=1
k
+cic3 Z 2>\(k+1_j)

J=1

b
F@)

< 2)\-1—1 2—C4M(k—j).

f(2)
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Con un razonamiento totalmente andlogo al anterior, obtenemos que

cb

€ok+n (T) S W

para todo k € N, y que

()< 775

para todo j € N. Por tanto,

sup f(j)e; (T) < C sup f(j)a; (T),

1<j<n 1<j<n

como queriamaos.
Esto termina la demostracion. m

Si conocemos alguna funcién que cumpla 2. del teorema anterior, podemos
establecer una relacién entre los niimeros de entropfa y los de aproximacién de
un operador. Por ejemplo,

fl (]) = jp7
para p > 0, es una funcién creciente, y se tiene que

fi (2j) =2 f <2j—1) — 20(]’-”7

y, como 277 = 20200-1)
@) <2fi(27).

Por tanto, f; cumple las hipdtesis de 2., y asi, podemos afirmar que

sup j%e; (T) < C sup jfa; (T)

1<j<n 1<j<n

para todo n € N. Andlogamente, se puede probar que la funcién

f2(j) = (log (j +1))”
cumple las hipétesis de 2. para todo p > 0, y, por tanto,

sup (log (j +1)) e; (T) < C sup (log(j + 1)) a; (T)

1<j<n 1<j<n

para todo n € N.
Otros resultados sobre relaciones entre (a, (1)) y (e, (1)) se pueden ver en
[5], capitulo 3.
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5.3. Relaciones entre estos niimeros y los au-
tovalores

Ya conocemos algunas relaciones entre los niimeros de aproximaciéon de un
operador y sus autovalores cuando el espacio es de Hilbert y el operador es
compacto. En esta seccién mencionaremos alguna mas para operadores entre
espacios cuasi-Banach y nimeros de entropia.

SiT € L (A) es un operador compacto en un espacio cuasi-Banach A, sabe-
mos que su espectro (salvo quizds el 0) contiene autovalores de multiplicidad
algebraica finita. Podemos entonces reordenar sus autovalores como al final de
la Seccién 2.1.

Teorema 77 FEn las condiciones anteriores, se tiene que

neN

K 1/k
<H A (T)|> < fnf 2"/%¢, (T)
m=1

para todo k € N.

Demostracion. SiT = 0, el resultado es obvio. En otro caso, sea X un auto-
valor no nulo de T y sea a € A un autovector asociado, con (T — /\I)k_1 a#0

y (T — )\I)ka = 0 para algin k € N. Entonces, si a; = (T — M) a para
J=1,2,..k, se tiene que el sistema {a; : j =1,2,....k} es linealmente inde-
pendiente: si

O:a1a1+---+0zkak:a1a+a2(T—)\I)a---+ak(T—)\])kfla,,

entonces

0=(T—=A""0=0y (T = A)"a,

de donde a; = 0. Repitiendo el argumento con asas + - - - + agag, obtenemos
ag = 0, y si volvemos a repetirlo, tendremos oy = ap = -+ = ay, = 0. Ademids,
como A # 0, si A = span{aq,...,a;}, entonces TA = A.

Para j=1,2,....k—1, es

aji1= (T = M) a= (T —\)aj,

de donde

Ta; = aj11 + Aaj,

para j =1,2,...k—1, y Ta, = A\ay.
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k
Ahora, sea ag € A, ag = ijl p,a;. Entonces,

k-1

Z p;Ta; = Z pj (@11 + Aaj) + Appay,

Z Pi10; + A Z P
= =2
k
= )\plal -+ Z (pj_l + )\p]) a;

i=2
Ast, si Il es la matriz asociada a Ty, entonces

A
1 A 0
1 A

0 oA
1 A

Si identificamos A con R?** y descomponemos \ y los pj en sus partes reales e
imaginarias, la matriz 11* queda

ReA —ImA
ImA Rel
1 0 ReA —ImA 0
0 1 ImA Rel
1 0
= 0 1
Red —ImA
ImA Rel
0 1 0 Reld —ImA
0 1 ImA Rel

Sea M C A, con A visto como R?** con la medida de Lebesque. Entonces,
vol (T (M)) = |N** vol (M) .

Si repetimos el argumento con |Ay (T)| > Mo (T)| > -+ > | M (T)| > 0,
obtenemos una matriz por bloques donde cada bloque es como II*. Ast, si A
es el subespacio generado por los autovectores asociados a Ay, ..., A\, visto como
espacio vectorial real y M C A, entonces

vol (T (H I\ (T > vol (M) . (5.8)
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Ademds, T (A) = A.

Supongamos que T (Ux) estd cubierto por 2"~ bolas de radio (1 + ¢) e, (T)
para algin € > 0. Sea B una de ellas con BNA # &. Sea a € BNA. Entonces,
para todo x € B, se tiene

| —all < Kflla —cpl + [z — call] < 2K (1 + ) en (T),

donde cp es el centro de B. Sea c. = 2K (1 + ¢). Entonces, por (5.8), se tiene
que

vol (T (Ua N A)) = wvol (T (Ua) NA) = (HM )vol(UAﬂA),

y, por otro lado,
vol (T (UaNA)) <2 e ek (TYwol (UyN A),
luego

§ 1/k
(H I\ (T)]) < 2=D/2ke o (T) < 2V%c e, (T). (5.9)
j=1

Vamos a aplicar (5.9) al operador T™. Para ello, observemos que, para todo
m N, es \; (T™) = N" (T) . Ademds, e, (T™) < e (T) para todom,n € N:
vamos a probarlo por induccion. Es claro que el resultado se tiene para m =1
y todo n € N. Por otro lado, si €1y, (T™ ') < ep~1(T), entonces

emn (T™) = €mn (T o Tm_l) .

Como mn = (mn+1)—1ymn+1= (m—1)n+n+ 1, podemos usar el
Lema 70, y obtenemos

€mn (Tm) €n+1 (T) €(m—1)n (Tm_l) < ent1 (T) enm_l (T)

<
< e (T)ey  (T) = e (T).

n

Ast, por (5.9),

k 1/k k m/k
(HIAj(Tm)I> - (Hmm) < 2 e (1)

< gmn/Re em(T).

Por tanto,

k 1/k
(H A (T)I> < 2%/, (T)
J

i1
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para todo m € N. Haciendo tender m a oo,

k 1/k
(meo < 2/, (T).

Como esto se tiene para todo n € N, deducimos que

neN

k 1/k
(wa@ < inf 2%, (T),
j=1

como queriamos. B
Corolario 78 Para todo k € N,
Ak (T)] < V2e, (T).

Demostracion. Hacemos k = n en el teorema:

. 1/k
(H RY (T)|> < fnf 212¢, (T) < V2, (T) .

Ahora, |\ (T)] = [A (T)| = -+ = |\ (T)], luego

k 1/k K 1/k
(wa) =|Ak<T>|s(HMj<T>|> ,

j=1

de donde
Ak (T)] < V2e, (T,

como queriamos. B
Con este corolario podemos probar la siguiente proposicién:
Proposicién 79 Sea T € K (A), con A un espacio de Banach. Entonces, para

todo n € N, se tiene que

1k

lim [e, (T%)] r(T),

k—o0

donde r (T) es el radio espectral de T
Demostracion. Sabemos que e, (T)) < ||T|| para todo n € N, luego

T [e, (7)) < dim |7 = (D).
Por otro lado, del teorema, haciendo k = 1, obtenemos

(D) < (V2) en (1)
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para todo m € N. Ast, para todo k € N, se tiene
M = [ ()] = (V2) e (79).

de donde i
|/\1 (T)‘ < (\/5) [6m (Tk)]l/k

para todo k € N. Pero entonces

I ()] < B (vV2)™" fem (7)) = i e ()]

Como 1 (T) < |\ (T)|, hemos terminado. ®

Existe un resultado, llamado férmula del radio espectral de Gelfand, que
relaciona el radio espectral de un operador en un espacio de Banach con su
norma, y que, en cierto modo, es similar a la proposiciéon que acabamos de
probar:

Teorema 80 Sea X un espacio de Banach complejo y sea T € L(X). En-
tonces,

r(T) = 1im || T*|"".

k—o0

También se puede probar un resultado similar a la Proposicién 79 para
nimeros de aproximacién: para todo n € N, es

[An (T)] = lim a/* (T*) .

También es cierto que, para todo N € N y todo p € (0, 00),

N 1/p N 1/p
(Zwmlp) <K, (Zaﬁ(T)) ,

k=1

donde K, depende de p.

5.4. Numeros de entropia e interpolacién

En esta tltima seccién, vamos a comprobar qué sucede con los niimeros de
entropia de un operador cuando interpolamos.

Consideramos dos espacios cuasi-Banach Ag, A; inyectados continuamente
en algin otro espacio cuasi-Banach A. Decimos entonces que {4y, A1} es un
par compatible de espacios cuasi-Banach. Recordemos que el K-funcional de
Peetre se define de la siguiente forma (ver Definicién 47):

K (t,a) =K (t,a;AU,Al) = inf {Ha()HAO +t HalﬂAl :a=ap+ay, a9 € Ao,a1 S Al} s

donde a € Ag+ Ay y t € (0,00).
En esta seccién, para evitar confusiones, pondremos e (T': A — B) para
indicar el k-ésimo nimero de entropia de T € L (A, B).
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Teorema 81 1. Sea A un espacio cuasi-Banach y sea { By, B1} un par com-
patible de espacios p-Banach. Consideramos 0 < 6 < 1, y sea By un
espacio cuasi-Banach tal que

By N By C By C By + By y [bll, < 16157 1112,

para todo b € ByN By. Sea también T € L (A, By N By), donde en ByN By
hemos considerado la cuasi-norma méx{||b||Bo bl g, }- Entonces, cua-
lesquiera que sean ko, k1 € N, se tiene

kotk—1 (T A — By) < 21/’)6,1%_9 (T:A— By)ey (T:A— By).

2. Sea {Ag, A1} un par compatible de espacios cuasi-Banach. Sea 0 < 6 < 1
y sea A un espacio cuasi-Banach tal que A C Ao+ Ay y ademds se tenga
t7K (t,a) < |lal|| 4, para todo a € A y para todo t € (0,00). Consideramos
un operador T': A9+ Ay — B lineal tal que T'|s, y T'|a, son continuos.
Entonces, T| 4 es continuo y, para todo ko, k1 € N, es

€rgtin—1 (T: A— B) < 2"} (T': Ay — B) e, (T': Ay — B).
Demostracion.

1. Sea ¢ > 0. Trabajamos, en primer lugar, con el operador T wvisto co-
mo T : A — By. El conjunto T (Uya) se puede recubrir con 2k~ bolas
K; C By de radio (14 ¢)eg, (T : A — By). Ahora, tomando la restric-
cion T : A — By, recubrimos cada K; N'T (Uys) con 2"~ bolas de
radio (1 + €)2YPey, (T : A — By) con centros en K; N'T (Ua). Esto 1il-
timo es posible: recubrimos cada K; N'T (Ua) con 271 bolas de radio
r=(1+¢e)ex, (T:A— By). Sea C; una de dichas bolas, y supongamos
que su centro ¢ ¢ K;NT (Uy). Sea x € K;NT (Ua) NC;. Entonces, para
todo y € C;, se tiene que

lz = ylls, < llz—cllz, +lle—yls, <27,

luego C; C x + 2Y/PrUp, , y esta diltima bola tiene centro en K;N'T (Ua).
Trabajamos, entonces, con 2F0—12k—1 — 9kotk=2 contros b,

Ahora, para toda a € Uy, existe un centro by tal que
|Ta—bly, <2(1+¢)"e (T:A— By)
y ademds, si ck, es el centro de K,

ITa=bil, < ITa—cxlly, + llex, — bl
< 2(1+¢e)fep (T:A— By),

de donde
ITa — bl <27 (1+¢)ey, (T:A— B))
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para 1 = 0,1. Por otro lado,

—0 0
ITa—=billy, < [Ta=0bllg," 1Ta— b,
< 2P (1+e)ep ' (T:A— By)e) (T': A— By).

Sea Ty = 2Y/7 (1 +¢) €]1€;9 (T:A— By)el (T:A— By). Entonces, T,
visto como operador de A en By, satisface que

2k0+k1—1

T (Uya) C U (by +ToUs,),

=1

de donde
€rorir—1 (T 1 A — By) <27 (1 4¢) ei;g (T:A— Bye, (T:A— By)
para todo € > 0, y asi, haciendo tender € a 0,

kotki—1 (T A — By) < 21/pe,1€()_9 (T: A— By) ezl (T:A— By),

coOmo queriamaos.

. Sean a € Uy, e,t > 0; elegimos ag € Ag y a1 € Ay tales que a = ag + a;

Y

(L+e) K (t.a) <t’[lall, (1 +¢)
t(1+e).

laolla, +tllarlls, <
<

De aqui deducimos que deben ser

laoll 4, <t (1 +¢€), flaally, <t (1+e).

Hacemos ahora t = ey, (T : Ay — B) e, ' (T : Ay — B), y recubrimos el
conjunto (1 +¢)t'T (Uy,) con 2%~ bolas centradas en b, € B y de radio

(14¢)*t%, (T:AO—>B):(1—1-€)2621 (T: A — B)e, " (T: Ay — B).

Ademds, recubrimos el conjunto (1+ &) t'=1T (Ua,) con 2"~ bolas cen-
tradas en b™ € B y de radio

(14+e)?t" ey, (T: A — B) = (1+¢)t%, (T : Ay — B).
Entonces, para algunos I, m,

ITa — b — ™| ITao = bulls + 1Tax — o™ |5

<
< 2[(L+e) el (T: A — B)ep.? (T : Ay — B)]".
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Como trabajamos con, como mucho, 2k0=12k =1 = gko+k1=2 centros y esta
ultima desigualdad se verifica para todo € > 0, hacemos tender € a 0 y
obtenemos que

9ko—1 9k1—1

T(UA)C U U (bl—l—bm—'—TUB);

=1 m=1
donde r = 2Y?¢ (T : Ay — B) e,lm_a (T : Ag — B). De ahi que
Ckotk,—1 (T :A— B) < 21/pe,1€0_0 (T:Ay— B)e} (T': Ay — B),
como queriamos.

Con esto terminamos la demostracion. m



90

CAPITULO 5.



Bibliografia

[1] Bergh, J.; Lofstrom, J., Interpolation Spaces, an Introduction, Springer,
Berlin, 1976.

[2] Cobos, F., Banach and function spaces, Proceedings of the International
Symposium on Banach and Function Spaces, Kitakyushu, Japan, (2003),
1-15.

[3] Cobos, F.; Janson, S.; Kiithn, T., On the optimal asymptotic eigenvalue
behaviour of weakly singular integral operators, Proc. Amer. Math. Soc.,
113, (1991), 1017-1022.

[4] Cobos, F.; Kiihn, T.; Eigenvalues of weakly singular integral operators, J.
London Math. Soc., (2), 41, (1990) 323-335.

[5] Cobos, F.; Kiihn, T., Approzimation and Entropy numbers in Besov spaces
of generalised smoothness, J. Approx. Theory, 160, (2009), 56-70.

[6] Cobos, F.; Kiihn, T.; Peetre, J., Schatten-von Neumann classes of multi-
linear forms, Duke Math. J., 65, (1992), 121-156.

[7] Edmunds, D. E.; Evans, W. D., Spectral theory and Differential Operators,
Oxford: Oxford University Press, 1987.

[8] Edmunds, D. E.; Triebel, H., Function Spaces, Entropy Numbers and Dif-
ferential Operators, Cambridge University Press.

9] Garling, D. J. H., Inequalities: a Journey into Linear Analysis, Cambridge
University Press, Cambridge.

[10] Gohberg, I. C.; Krein, M. G., Introduction to the theory of linear non-
selfadjoint operators, A. M. S., Providence, 1969.

[11] Konig, H., Some remarks on weakly singular operators, Int. Equations and
Oper. Theory, 3, (1980), 397-407.

91



92 BIBLIOGRAFIA

[12] Konig, H., Eigenvalue distribution of Compact Operators, Birkhéuser,
Basel, 1986.

[13] Konig, H.; Retherford, J. R.; Tomazak-Jaegermann, N., On the eigen-
values of (p,2)-summing operators and constants associated to normed
spaces, J. Funct. Anal., 37, (1980), 88-126.

[14] Kostomezov, G. P., Asymptotic behaviour of the spectrum of integral op-
erators with a singularity on the diagonal, Math. USSR-Sb, 23, (1974),
417-424.

[15] Limaye, B. V., Functional analysis, New Age International Limited, 1996.

[16] Peetre, J., Paracommutators-brief introduction, open problems, Rev. Mat.
Univ. Complut. Madrid, 2, (1989), suppl., 201-211.

[17] Pietsch, A., "Ideals of multilinear functionals (designs of a theory)"in
Proceedings of the Second International Conference on Operator Algebras,
Ideals, and their Applications in Theoretical Physics, Leipzig, Teubner-
Texte Math. 67, (1984), 185-199.

[18] Pietsch, A., Figenvalues and s-numbers, Cambridge University Press,
Cambridge, 1987.

[19] Simon, B., Trace Ideals and their Applications, Cambridge University
Press, Cambridge, 1979.

[20] Triebel, H., Interpolation Theory, Function Spaces, Differential Operators,
North Holland, Amsterdam, 1978.



	portada.pdf
	AlbaSegurado
	beca colaboración1.pdf
	beca colaboración2.pdf




