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Capitulo 1

Topologia en el espacio euclideo

1.1. El espacio euclideo

Como es habitual, y asi se ha hecho en la asignatura de Anélisis de Variable Real,
denotaremos por R al cuerpo de los niimeros reales.

Fijado un nimero natural n = 2, 3,4... denotaremos por R" al producto cartesiano de
R por si mismo n veces. Esto es,

R™ = {(z1,...,zp) : 1, ..., T, € R}.
Para n = 1 se define R® = R.

El conjunto R™ se considerara siempre dotado de la estructura de espacio vectorial
sobre el cuerpo R definida por las siguientes operaciones de suma y producto por
escalares:

(1, ey ) B (Y1, ooy Yn) = (1 + Y1, ooy Ty + Yn)

ald(zy,.x,) = (-2, .. 00 xy)

para todo (z1,...,2,), (y1,..-,yn) € R™ y para todo o € R. Nétese que las operaciones de
suma y producto que aparecen en los términos de la derecha son las operaciones habituales
de suma y producto de nimeros reales.

En lo que sigue se denotaran indistintamente con + las operaciones de suma, tanto
entre elementos de R™ como de nimeros reales, y con - tanto el producto de un niimero
real y un elemento de R™ como de numeros reales. Es habitual el suprimir el - en el
producto y “pegar” los términos que se multiplican. Asi, se escribird «(zy, ..., x,) en lugar
de a- (21, ..., xy).

Recordamos que un espacio vectorial sobre el cuerpo R, es un conjunto V' (aqui V' =
R™) en el que se consideran dos operaciones, una interna + entre elementos de V' y otra
externa -, entre elementos de V' y del cuerpo R, que satisfacen los siguientes axiomas:
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i) u+ v =wv+u; para todo u,v € V (propiedad conmutativa).
it) (u+v)+w=u+ (v+w) para todo u,v,w € V (propiedad asociativa).

i71) Existe un elemento en V', normalmente denotado por 0 y llamando elemento neu-
tro de la suma, tal que

v+ 0 =v para todov € V.

iv) Para todo v € V existe un elemento en V', usualmente denotado por —v y llamado
elemento opuesto de v tal que

v+ (—v) =0.

v) Para todo a € R y para todo u,v € V

alu+v) = au + av.

vi) Para todo a, f € Ry para todo v € V, a(fv) = (aff)v.
vii) Para todo a, f € Ry para todov € V, (o + B)v = av + fv.

viit) lv = v para todo v € V (1 es el elemento unidad para el producto de nimeros
reales).

Es inmediato el comprobar que R™ con las operaciones que hemos definido en él es un
espacio vectorial sobre R. El elemento neutro para la suma es el (0, ...,0) y el opuesto de
un elemento (1, ...,x,) es (=21, ..., —Tp,).

El conjunto formado por los vectores e, ..., e,, definidos por
e; =(0,..,0,1,0,...,0)

donde el 1 se encuentra en la j-ésima posicion constituye una base del espacio vectorial R™.
Esto es, {e1,...,e,} es un conjunto formado por n vectores linealmente independientes y
cada elemento (vector) de R™ se puede escribir como una combinacion lineal (con escalares
reales) de elementos de {e, ..., e, }. La independencia de los ¢; es clara: si ayeq+-+-+aye, =
(0,...,0), entonces (ay,...,a,) = (0,...,0), esto es, cada «; es 0. Por otra parte dado
(21, ..., 2,) € R™ se tiene que (x1,...,z,) = z1€61 + -+ + Tpep.

Evidentemente R™ tiene muchas bases, la que nosotros estamos considerando aqui,
se llama la base candnica. Como acabamos de ver, los coeficientes de un vector de R”
respecto a la base candnica son precisamente sus componentes, llamadas coordenadas.

Los elementos de R? se representan como puntos del plano y los de R? como puntos
del espacio. Es habitual, y asf lo haremos nosotros, denotar por (z,y) los puntos de R? y
por (z,y,2) los puntos de R3. Es mds cémodo hacerlo asi que usar los subindices.
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(xy2)

1.1.1. Norma, distancia y producto euclideos

Definicién 1.1.1 Se llama longitud o norma euclidea del vector v = (z1,...,x,) €
R™ al numero real, mayor o igual que 0, definido por

(se considera siempre la raiz cuadrada con signo positivo). Sin =1, ||z|| = |z| para todo
x € R. Sin =2, por el conocido teorema de Pitdgoras, ||(z,y)|| no es otra cosa que la
longitud del segmento de extremos (0,0) y (x,y).
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Ejemplo 1.1.2 La norma del vector (1,1,2) de R? es V6.

Definicién 1.1.3 Se llama distancia euclidea entre dos vectores x = (x1,...,2,) e
Y= (Y1, .., Yn) de R™ al nimero real mayor o igual que 0 definido por

d(z,y) = [lr —yll = (Z(x —yi)2> :

i=1

De nuevo, si n = 2, el teorema de Pitagoras nos dice que la distancia euclidea entre dos
puntos (x1,72) € (y1,v2) de R? es precisamente la longitud del segmento con extremos en
€508 puntos.

Ejemplo 1.1.4 La distancia entre los vectores (1,2,1) y (3,2,0) de R® es /5.

Definicién 1.1.5 Se llama producto escalar (o interior) euclideo de dos vectores
= (21, .., Tp) €Y = (Y1, ..., Yn) de R™ al nimero real (escalar), no necesariamente mayor

o igual que 0, definido por
i=1

El espacio R™ dotado de este producto escalar se llama el espacio euclideo n di-
mensional.

Si estamos en R el producto escalar de dos niimeros reales es exactamente su producto.
En R? resulta que

(@, y) = [z Iyl cos 0

siendo 6 el angulo que forma los vectores = e y. Veremos esto enseguida, antes obtenemos
algunas propiedades del producto escalar euclideo que necesitaremos.
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Propiedades del producto escalar euclideo:

i) (z,x) es mayor o igual que 0 para todo x € R".

Esto es inmediato pues (z,z) = > " 2?. Observamos que (z,z) tiene un estrecha
relacién con la norma de z, de hecho (z,z) = ||z|*.

i1) (z,x) =0siy sélosixz=0.

Nétese que, seglin acabamos de ver, (z,z) = > " zi yque y 27 =0& ;=0
para todoi=1,...,n.

iii) Para todo z,y, z € R™ se verifica que

(x+y,2) = (x,2)+ (y,2).

En efecto,

n n

(r+y,2) = Z(% +yi)zi = Z(%Zz + Yizi)

=1

=1
= ixizi + iyizi = (z,2) + (y, 2).
i—1 i—1

iv) (ax,y) = alz,y) para todo z,y € R" y para todo a € R.
En efecto (ax,y) = o (az)y; = ad i xy; = oz, y).
v) (y,x) = (x,y) para todo z,y € R".
Esto es obvio teniendo en cuenta que el producto de ntimeros reales es conmutativo.

De las propiedades anteriores se deduce facilmente que:

(az + By, ax + By) = o*(z,x) + 205 (x,y) + B*(y,y)
para cualesquiera o, 8 € Ry x,y € R".

Veamos ahora la formula anunciada que relaciona el producto interior de un par de
vectores de R? con sus normas y el coseno del 4ngulo que forman.

Teorema 1.1.6 Para cualesquiera x ey € R? se verifica que (x,y) = ||z|| ||y|| cos @ siendo
0 el dngulo que forman los vectores x e y.

Demostracién. Dados dos vectores z e y de R?, que supondremos distintos de 0 (pues si
uno de ellos es 0 el resultado es inmediato), consideremos el tridngulo de vértices 0, z,y :
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Ml [1x-y|

. IMla

Utilizando trigonometria elemental tenemos que

cosf = —
Iyl

y que
2 2
ly” = a* = h* = ||lz — y|I” = (l=[| — a)*.

Con lo que
2 2 2 2 2
lz =yl = llyll” — a® + |=[|” = 2a [|l=[| + a* = [ly|I" + [|=[|" — 2 cos & [|z[| [ly]| -

Si nos fijamos un poco nos damos cuenta de que se trata de una igualdad que relaciona
las longitudes de los tres lados de un triangulo no necesariamente rectangulo, suele darse
en los cursos de ensenanza secundaria.

Si ahora usamos las propiedades del producto interior obtenemos que

2 2 2
|z —ylI” =(x —y,z—y) = |z|” = 2(z,y) + ||y]|

de donde se deduce, teniendo en cuenta el valor previamente obtenido de ||z — y||*, que

(@, y) = [l llyll cos 6.
0J

Nota 1.1.7 Hemos supuesto que 0 < 0 < T (véase el dibujo que nos ha servido para
despejar los valores de cos 0 y de h?), pero el resultado es vdlido en general para F<0<m.
Tanto si 0 =0 como si 8 = 7 el resultado es igualmente cierto y la demostracion es mds
directa. En efecto, si @ = 0 entonces x = ay para un cierto « > 0. Luego (z,y) = (ay,y) =

2 2
allyl™ y izl vl = llayll lyll = allyl|"de donde

(z,y) = [[z[ [lyl| cos 0.

De forma andloga se hace el caso 0 = .
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Ejemplo 1.1.8 El producto escalar de (1,2) y (3,2) es 7. El dngulo que forman estos
_ 7
vectores es 0 —arcos(m).

Asociado al concepto de producto escalar se encuentra el de ortogonalidad:

Definicién 1.1.9 Se dice que dos vectores x e y de R™ son ortogonales si (x,y) = 0.
Obsérvese que para n = 2 la férmula (z,y) = ||z|| |ly|| cos @ que hemos obtenido ante-
riormente nos dice que el que = e y sean ortogonales significa que forman un angulo de

+E

Ejemplo 1.1.10 Los vectores (1,0) y (0,1) de R? son ortogonales.
Propiedades de la norma euclidea:

i) ||z|| > 0 para todo = € R™.

Esto es obvio por la propia definicién de ||z]| .

i1) ||z|]| = 0 siy sélo si x = 0.

1
También esto es inmediato al ser |z| = (>°1, 27)2.
iii) ||ax| = |o ||z|| para todo a € R y para todo z € R™.
En efecto, ) )
loz]| = (ax, ax)? = |af(z, )2 = |af ||z]].

w) [l +yll < |zl + lly]l para todo x,y € R".

La prueba de esta propiedad no es inmediata, la obtendremos a partir de la llamada
“Desigualdad de Cauchy-Schwarz” que damos a continuacion.

Teorema 1.1.11 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Para todo z,y € R" se cumple
que:

N

[z, y)| < (2, 2)2 (y, y)

(%) (&)

0, equivalentemente,

n
E TiYi
i=1
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Demostraciéon. Fijemos z,y € R". Para cada a € R se tiene que
(ax +y,ax +y) > 0.
De donde, usando la propiedad (vii) del producto escalar, se obtiene que
(az +y,ax +y) = (2, 2) + 2a(z,y) + (y,y) > 0.
Si hacemos A = (z,x), B =2(z,y) y C = (y,y), resulta que
Aa? + Ba + C > 0 para todo a € R.

Si A = 0 entonces x = 0 y la desigualdad de Cauchy-Schwarz es inmediata. Suponga-
mos en consecuencia que A # 0.

La ecuacién de segundo grado Aa? + Ba + C = 0 debe tener su discriminante B? —
4AC menor o igual que 0, pues de lo contrario tendria dos raices reales distintas y entonces
Aa?+ Ba+C tomarfa algiin valor menor que 0 (si oy y s son tales raices, Aa®+ Ba+C =
A(a — ay)(a — as)). Se sigue entonces que B* < 4AC lo que nos da que:

Az, y)* < Az, z)(w,y) = 4| lyl*.
de donde se sigue la desigualdad requerida.

Probaremos ahora que ||z + y|| < |||+ ||y|| comprobando que ||z + y||> < (||z||+|y|)2
lo que es equivalente. Usando propiedades del producto escalar obtenemos que

lz +yl* = (& + g2+ y) = ll2)* + 2z, ) + |1y
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz (z,y) < ||z ||y|| con lo que

2 2 2
lz+ylI” < ll=l” + 22l lyll + Iyl® = (el + llyl)*.

Propiedades de la distancia euclidea:

i) d(z,y) > 0, lo que es obvio por la propia definicién de la distancia.
it) d(z,y) =0<=z =1y.
En efecto,
diz,y)=|lz—y/|=0<=2—-—y=0<=1=19.
iii) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) para todo z,y, z € R™.
En efecto,

d(z,y) = |z =yl =[x —-2)+(=-yl
<z =zl + llz = yll = d(=, 2) + d(z, y).
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Esta tltima desigualdad se llama desigualdad triangular, y en R? expresa el hecho
de que la longitud de cualquier lado de un triangulo es menor que la suma de las longitudes
de los otros dos.

iv) d(z,y) = d(y,z) para todo x,y € R™. Nétese que

d(z,y) = ||z =yl = [[(=D)(z =)l = |y — 2] = d(y, z).

1.1.2. Meétricas, normas y productos escalares

En R™ hemos considerado la distancia euclidea d, la norma euclidea || || y el producto
escalar euclideo ( , ). Recordamos que para z, y € R",

d(z,y) = (Z(fﬂ —yi)2> el = (ZI2> y (zy) = ny

=1

N

Estos conceptos pueden considerarse en muchos otros contextos. Veremos ahora cémo
se puede definir el concepto de métrica en un conjunto arbitrario y los conceptos de norma
y producto interior en espacios vectoriales arbitrarios.

Definicién 1.1.12 Se llama métrica' o distancia en un conjunto arbitrario M a cual-
quier aplicacion d : M x M — R que verifique las propiedades que tenia la métrica euclidea
que hemos considerado anteriormente en R™, a saber:

i) d(z,y) > 0, para todo =,y € M.

it) dz,y) =0<=x =y
iii) d(z,y) < d(z,z) 4+ d(z,y) para todo x,y,z € M.
iv) d(z,y) = d(y, ) para todo x,y € M.

Llamaremos espacio métrico a cualquier conjunto en el que se haya considerado una
métrica d. Normalmente no se hace referencia a la métrica pero debe sobreentenderse en
el contexto de qué métrica se trata, pues en un mismo conjunto se pueden definir varias
métricas. Asi, si decimos, sea M un espacio métrico; se estard sobreentendiendo que en el
conjunto M se estd considerando una métrica, que normalmente se denotard por d.

'La palabra “métrica” viene del griego “metreo” que significa mido.
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Nota 1.1.13 Las condiciones (iii) y (iv) equivalen (ambas juntas) a la condicion
(13 ") d(z,y) < d(x,z) + d(y, z) para todo z,y,z € M.

Desde luego es claro que (ii7) + (iv) implican (éii '). Por otra parte, si suponemos
cierta (i1 ') y la aplicamos a x,y,x y después a y, x, y obtenemos:

d(r,y) < d(z,z) +d(y,r) y dly,z) < d(y,y) +d(z,y),

de donde d(z,y) = d(y,x), pues d(z,z) = d(y,y) = 0. Es claro finalmente que (iii)" +
(7v) implican (#i1).

Nota 1.1.14 Las condiciones (i), (ii) y (iii) no bastan por si solas para definir una métri-
ca. En efecto, si consideramos en el conjunto M formado por los nimeros naturales 1 y
2, la aplicacion d(1,1) =0, d(2,2) =0, d(1,2) =1 y d(2,1) = 2, verifica las propiedades
(1), (i3) y (ii7), pero d(1,2) no es igual a d(2,1).

Nota 1.1.15 Las condiciones (it), (iii) y (iv) implican la (i) y por lo tanto esta condicion
puede suprimirse de la definicion. Vedmoslo: para todo x, y € M,

0=d(z,z) <d(z,y) +d(y,r) = d(z,y) + d(z,y) = 2d(z,y),

con lo que d(z,y) > 0.
Algunos ejemplos de métricas:

1. La métrica euclidea en R".

2. di(z,y) = i |z — y;| en R™ (llamada métrica del tari. Normalmente un taxi no
puede ir en linea recta de un sitio a otro, va por calles, haciendo zig-zag y cobra,
claro estd, por la suma de los tramos que recorre).

3. deolz,y) =max{|z; —y;| :i=1,...,n} en R".

4. d(f,q9) = fab |f(x) — g(x)|dz, en el espacio Cla,b] de las funciones continuas en un
intervalo [a,b] de la recta real. Observamos que si para una funcién continua no
negativa su integral es 0, ésta debe ser idénticamente nula (de tomar un valor mayor
que 0 en un punto también lo tomaria en un entorno de ese punto y entonces la
integral seria mayor que 0).

5. doo(f,g) = sup{|f(z) — g(x)| : * € [a,b]}, en el espacio Bla,b] de las funciones
acotadas en [a,b]. Una funcién f : [a,b] — R es acotada si existe M > 0 tal que
|f(xz)| < M para todo z € [a,b].
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6. Sea M el conjunto de todas las expresiones del tipo w = (wy, ...,ws) donde cada w;
es 0 6 1. Para cualesquiera v y v de M se define

d(u,v) = nimero de coordenadas en las que u y v son diferentes.

d se conoce con el nombre de métrica lexicografica o métrica de Hamming,
y es util en informatica. Por supuesto que el que los elementos de M tengan 8
coordenadas es irrelevante, podria ser cualquier otro nimero natural.

7. d(z,y) = { (1) Zi z ; Z en cualquier conjunto M.

Esta métrica se llama la métrica discreta. Se usard varias veces para proporcionar
ejemplos y contraejemplos, en alguna ocasion sorprendentes.

Definicién 1.1.16 Se llama didmetro de un subconjunto S de un espacio métrico (M, d)
a

didam(9S) := sup{d(z,y) : x,y € S}

si el conjunto de ndmeros reales {d(z,y) : x,y € S} es acotado (superiormente), y se
define didm(S) = oo si no lo es. Cuando el didmetro es finito se dice que el conjunto es
acotado.

Ejemplos:

1. Cualquier intervalo delimitado por dos nimeros reales es acotado para la métrica
euclidea. Su diametro es precisamente la diferencia entre el extremo superior y el
inferior del intervalo.

2. El conjunto de los niimeros naturales no es un subconjunto acotado de R con la
métrica euclidea, pues d(1,n + 1) = n para todo n € N.

3. El conjunto S de los pares de nimeros reales (x,y) tales que 0 < z < 2,y > 4 no
es acotado para la métrica euclidea pues para cada n € N, n > 4, el punto (1,n)
estd en Sy d((1,4),(1,n)) =n — 4.

4. Cualquier conjunto es acotado en relacion con la métrica discreta.

Definicién 1.1.17 Sea V' un espacio vectorial sobre el cuerpo R. Se llama norma en V'
a toda aplicacion || || : V — R que verifique las siguientes condiciones:

i) |Jv|| > 0 para todo v € V.

it) ||lv|| = 0 siy sélo si v = 0.
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i11) |lav|| = |a|||v|| para todo a € Ry para todo v € V.

iv) ||lu+v|| < ||u|| + ||v|| para todo u,v € V.
Ejemplos de normas:

1. ||z]| = |z| es una norma en R.

1
2 ;
2. x|, = (Z?:l x?) es una norma en R". Se trata de la norma euclidea que hemos

considerado anteriormente.
3. [lzll, = 277 |z;| en una norma en R™.
4. ||z|| =méax{|z;| : = 1,...,n} es una norma en R".

5. ||L]| = sup{|L(z)|] : = € R™, ||z||] = 1} en el espacio vectorial L(R™ R) de las
aplicaciones lineales de R™ en R.

Hemos observado, al hablar de la métrica y la norma euclidea en R", que entre ellas
existe la relacion: d(z,y) = ||z — y||. Pues bien, si tenemos un espacio normado arbitrario
(V]| ||) entonces la aplicacién d : V x V' — R, dada por d(z,y) = ||z — y|| define una
métrica en V.

Conviene notar que aunque, como acabamos de ver, toda norma da lugar a una métrica,
no se verifica, en general, que dada una métrica exista una norma de la cual provenga. El
problema no esta sélo en que la métrica pueda estar definida en un conjunto que no tenga
estructura de espacio vectorial y entonces no podamos hablar de norma. Consideremos,
por ejemplo, la métrica discreta d en un espacio vectorial arbitrario V. Es claro que no

existe ninguna norma || || en V tal que d(x,y) = || — y|| . Basta considerar que si eso
fuera posible, al ser d(x,0) = 1 para todo x # 0, de las propiedades de la norma y de la
relacion d(z,y) = ||z — y||, se llegaria al absurdo de que para todo z # 0,

1 =d(22,0) = ||2z] = 2||z|| = 2d(z,0) = 2.
Nétese que lo mismo ocurre si d es cualquier métrica acotada (existe C' > 0 tal que
d(z,y) < C para todo z,y), pues para cualquier z # 0 se tendria que
d(nz,0) = |[nz]| = n |z,

y este valor tiende a co cuando n tiende a oo.

Definicién 1.1.18 Sea V' un espacio vectorial sobre R. Llamaremos producto escalar o
interior en V a toda aplicacion (| ) : VxV — R que verifique las siguientes condiciones:
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i) (v,v) >0 para todov € V.

i1) (v,v) =0siy sblosiv=0.

(A%

) |
) |
i1i) {ou,v) = alu,v) para todo u,v € V' y para todo a € R.
) (u+ v, w) = (u, w) + (v, w) para todo u,v,w € V.

) |

v) {(v,u) = (u,v) para todo u,v € V.

Ejemplos de productos escalares:

1. (z,y) =2y en R.
2. (z,y) = > 7, wjy; en R™

3. (f,9) = fab f(z)g(z)dz en el espacio Cla,b] de las funciones reales continuas en un
intervalo [a, b] de R.

Todo producto escalar da lugar a una norma definiendo ||v|| = (v, v)2 (recuérdese que
esta relacién ligaba la norma y el producto escalar euclideos). La verificacién de esto se
hace igual que en el caso de R".

Asi como no todas las métricas provienen de una norma, no todas las normas provienen
de un producto escalar. Para ver esto obtendremos primero una interesante relacion que
verifican todas las normas que provienen de un producto escalar. Después daremos un
ejemplo de norma que no verifica esa igualdad, luego no puede provenir de un producto
escalar.

La relacién a la que nos referimos es la llamada igualdad del paralelogramo y nos
dice que si || || es una norma que procede de un producto interior entonces
2 2 2 2
[+ of" + flu = v[|” = 2([|ul[ + [[o]]%)-

Si pensamos por un momento en lo que esto significa en R? nos damos cuenta de que esta
igualdad establece el hecho de que en un paralelogramo la suma de los cuadrados de las
diagonales es la suma de los cuadrados de los (cuatro) lados:

\ u+v

[|u-vI|

[IvI]

[lull
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Demostracidn.

Ju+ o>+ lu—2v)* = (u+v,u+v)+ (u—v,u—0v)
= ll® + (u,0) + (o, 0) + [Jo]]* + [lu]?
—((u, ) + (v, 1)) + [Jv]|*
= 2ful* + 2 o]
Comprobemos ahora, ayuddndonos de la propiedad anterior, que la norma || ||, en R?

no proviene de ningin producto escalar. En efecto, si tomamos u = (1,0) y v = (0, 1),
entonces,

w4l = I[(1, Dlloo = 1,
[lu=vlloe = [[(1, =D = 1,
[lulloe = [I(1,0)[]oc = 1,
o]0 = 110, Dlloc = 1.

Luego es claro que || ||, no verifica la igualdad del paralelogramo, pues

12412 #£2(12 + 12).

1.1.3. Nociones de topologia

Vamos a introducir ahora unos conceptos que seran necesarios para mas adelante
estudiar la convergencia, la compacidad, la continuidad y la diferenciabilidad.

Definicién 1.1.19 Dados z, € R" y un numero real v > 0, llamaremos bola abierta
de centro x, y radio r > 0 al conjunto

B(zy,r) :={z € R" : d(z,x,) < r},
donde d es la métrica que se estd considerando en R™ (que, si no se especifica otra, serd
la euclidea)
Ejemplos:
1. Sin =1, entonces B(z,,7) = (o — 1, @, + 7).

2. En R?,

B((moayo)ar> = {(a:,y) € RQ : \/('T - xo)z + (y - yo)2 < ’l“}.
Esto es, B((xo,,),7) es el circulo de centro (z,,y,) y radio r sin la circunferencia
de centro (z,,y,) y radio r.
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3. En IR3 las bolas abiertas son esferas sin la superficie esférica exterior.

En los tres ejemplos hemos trabajado con la métrica euclidea. Si trabajamos con otras
métricas las bolas son diferentes. Consideremos en R?, por ejemplo, la métrica que hemos
denotado en el tema anterior por d; :

d((z,y), (' y) = [z =2 + |y = ¢/

Entonces
B1((0,0),1) = {(z,y) € R*|z| + [y| < 1}.

Gréficamente esa bola es el rombo de vértices (—1,0), (0,—1),(1,0), (0, 1).

(0,1)

»
o |,

Si consideramos en R? la métrica d :

doo((,y), (2, ) = maz{le — 2’|, ly — y'I},

entonces

Bs((0,0),1) = {(z,y) € R* maa{|z|, |y} < 1}.
Gréficamente esa bola es el cuadrado de vértices (—1,1), (=1, —1),(1,—1) y (1,1).

Definicién 1.1.20 Se dice que un subconjunto A de R™ es abierto si para todo x € A
eziste v, > 0 tal que B(x,r,) C A.
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Nota 1.1.21 A wveces escribiremos r en vez de r,, pero debe quedar claro que, en general,
el radio de la bola depende de x.

Nota 1.1.22 FEl concepto de conjunto abierto se puede definir, de manera andloga, en
cualquier espacio métrico, en particular en un subconjunto de R™, que es un espacio métri-
co con la métrica inducida por una métrica d en R™. Asi si S es un subconjunto de R™,
un subconjunto B de S es abierto (en el espacio métrico S) si para todo v € B existe
una bola Bg(z,r) :={y € S : d(y,z) < r} contenida en B. Sucede que B C S C R" es
abierto (en el espacio métrico S) si y solo si existe un abierto A en R™ tal que B = ANS
(Ejercicio).

Ejemplos:

1. Toda bola abierta B(xg,r) es un conjunto abierto. Obsrvese que esto no es una
trivialidad, hay que demostrar que para todo punto = de B(xg,r) existe r, > 0 tal
que B(z,r,) C B(zg,r) (para x = x( basta tomar r, = r). Sea entonces x un punto
arbitrario de B(xg,r). Dado que d(z,x¢) <, r, :=r —d(x,zo) es mayor que 0, y
para todo y € B(x,r,) se tiene que

d(y,x,) < d(y,x) + d(z,z9) <1 — d(z,20) + d(T,20) =T

Entonces y € B(xzg,7). La arbitrariedad de y en B(x,r,) nos da que B(z,r;) C
B(xg,r).

2. En R? el conjunto A = {(x,y) : z > 0} es abierto. En efecto, si (xg,y,) € A entonces
xo > 0. Si hacemos r = z resulta que B((xg,y,),7) C A, pues si un punto (z,y)

de R? verifica que (z — z0)* + (y — yo)? < 3, entonces |x — zo| < xo por lo que

—x + xo < T( y, en consecuencia, x > 0, es decir, (z,y) € A.

3. En R el intervalo (0, 1] no es un conjunto abierto pues es imposible encontrar una
bola (intervalo) centrada en 1 que estd contenida en (0, 1].

4. Cualquier subconjunto de R™ es abierto para la métrica discreta, pues con esa métri-
ca, B(z,1) = {z} para todo x € R".

Propiedades de los conjuntos abiertos:

i) El conjunto vacio y el total son conjuntos abiertos.
i1) La unién de cualquier coleccién de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

i1i) La interseccién de una coleccion finita de abiertos es un conjunto abierto.
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En efecto:

i) Como el conjunto vacio no tiene puntos, la condicién de ser abierto se verifica
automaticamente. Si A = R" entonces cualquier bola centrada en un punto de
A esta contenida en A = R™.

it) Sea {A, : @ € A} una coleccién arbitraria de abiertos de R"™. Dado cualquier
reU, A, existe un o € A tal que x € A,. Al ser A, abierto existe un r > 0 tal
que B(z,r) C A,. Entonces es claro que B(z,r) C U, _, Aq.

iii) Sea Aj,..., Ay una coleccion finita de abiertos, y sea x € ﬂ?zlAj. Entonces x € A,
para todo j = 1,...,k y por lo tanto existe, para cada j, un r; > 0 tal que B(xz,r;) C
Aj;. Si hacemos r =min{r;,j =1, ..., k}, es claro que B(z,r) C ﬂj?:lAj.

Nétese que podemos asegurar que  =min{r;, j = 1,...,k} es mayor que 0 pues todos
los r; lo son. Otra cosa seria si se tratase de una cantidad infinita de r;. Queremos decir
con esto que puede no ser cierto, en general, que la intersecciéon de una coleccion infinita
de abiertos sea un abierto. En efecto, si por cada j = 1,2... hacemos A; = (—%, %), resulta

que N32; A; = {0} que no es un conjunto abierto en R (con la métrica euclidea).

Nota 1.1.23 Asi como hicimos en su momento abstraccion de las propiedades de la
métrica, norma o producto escalar euclideos en R™, para introducir esos conceptos en con-
textos muy generales, podemos hacer ahora abstraccion de las propiedades de los abiertos
de un espacio métrico para definir el concepto de espacto topologico que se estudia con
detalle en otras asignaturas del Grado. Se llama espacio topolégico a cualquier conjunto X
en el que se ha prefijado una coleccion de subconjuntos, que se llaman los abiertos de X,
tal que esos subconjuntos verifiquen las propiedades i),1i) y iii) de los conjuntos abiertos

de R™.

Definicién 1.1.24 Se dice que un punto x de un subconjunto S de R™ es un punto
interior de S si existe una bola abierta centrada en x contenida en S. Denotaremos por

o
S o0 por S° al conjunto de los puntos interiores de S.

o
S puede ser vacio, por ejemplo si S es un subconjunto de R con un tnico punto o si

o o
S es una sucesion de puntos de R. Observamos que si S C T entonces S C T.

Si S = (1,2] C R entonces S = (1,2). Por otra parte, si S = B(z,r), entonces
S = B(z,r).

Para cualquier S C R" se verifica que:
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1. S es el mayor abierto (de R™) contenido en S.

o
2. S es precisamente la unién de todos los abiertos (de R™) contenidos en S.

o

3. S es abierto si y sélosi S = 5.

Veamos esto:

o o
1. S es abierto, pues dado = € S si tomamos r > 0 tal que B(z,r) C S, entonces

o o
sucede que B(z,r) C S, pues al ser B(z,r) abierto, B(z,r) = [B(z,r)]° C S. Por
otra parte, si A es un abierto de R™ contenido en S, entonces para todo punto de
A hay una bola centrada en él contenida en A y por lo tanto en S, luego todos los

o
puntos de A estan en S.

2. Es claro que el mayor abierto contenido en S es la unién de todos los abiertos
contenidos en S, nétese que la unién de abiertos es un abierto.

o
3. Si S es abierto, entonces ¢l es el mayor abierto contenido en S, luego S = S. Por

o o
otra parte, si S = S entonces S es abierto por serlo S.

Definicién 1.1.25 Dados o € R™ y un numero real r > 0, llamaremos bola cerrada
de centro xo y radio r al conjunto

B(zg,r) ={z € R" : d(x,x¢) < 1}.

Si la métrica que se considera en R™ no es necesariamente la euclidea, pero proviene de
una norma (como le ocurre a la euclidea), entonces,

[B(z,7)]° = B(zg,7).

En efecto, “C”

Si x € [B(xg,7)]° entonces existe r, > 0 tal que B(x,r,) C B(xg,r). Si ocurriese que

|lx — zo|| = r tomemos y = x + =] 1ry; resulta asi que ||y — z|| = 3r, < r, por lo que

y € B(x,r,) y sin embargo

1
[l = o[ 2

)>||:13—x0||:r

ly = 2ol = llz — o (1 ;

lo que es absurdo.

(CD”
Esta inclusién es inmediata pues B(wo,7) C B(zo,7) v al ser B(zg,7) = [B(x0,7)]°

resulta que B(xg,r) C [B(zo,7)]°.
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Para la métrica discreta en R" se verifica que [B(0,1)]° = R", mientras que B(0,1) =

{0}.

Definicién 1.1.26 Se dice que un subconjunto C' de R™ es cerrado si su complementario
(respecto de R™) es abierto.

Ejemplos:

1. [a,b] es un cerrado de R pues su complementario es (—oo, a)U (b, +00) que es abierto
al ser la union de dos intervalos abiertos de R.

2. Las bolas cerradas son conjuntos cerrados. En efecto, el complementario de una bola
cerrada B(zg,7) es {x € R™ : d(x,x9) > r} y este conjunto es un abierto de R™,
pues si x € R" y d(x, o) > r, entonces d(z,x9) —7 >0y

B(z,d(z,20) — r) C R"\B(x0, 1)
ya que si y € B(z,d(z,x9) — r) se tiene que
d(y, xo) > d(z,xo) — d(y,x) > d(x,z) — (d(z,20) — T) =T
(La primera desigualdad es consecuencia de la desigualdad triangular).

3. Cualquier subconjunto de R™ es cerrado para la métrica discreta.

Nota 1.1.27 Puede haber conjuntos que no sean ni abiertos ni cerrados. Por ejemplo
(0,1] no es ni abierto ni cerrado en R. Cualquier subconjunto de R™ es a la vez abierto y
cerrado para la métrica discreta en R™.

Propiedades de los conjuntos cerrados:

i) El conjunto vacio y R™ son cerrados.
1) La unién de una cantidad finita de cerrados es un conjunto cerrado.

i1i) La interseccién de cualquier coleccién de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

En efecto:

i) El vacio es cerrado por ser el complementario de R™ y R" lo es por ser complemen-
tario del vacio.
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i1) Si tenemos una cantidad finita C1, ..., Cj de conjuntos cerrados. El complementario
de U%_,C; es abierto, pues R™\ (U¥_,C;) = Nf_ (R"\C}) que es una interseccién
finita de abiertos y por lo tanto un conjunto abierto.

i7i) Si tenemos una coleccion {C,, : a € A} de conjuntos cerrados, el complementario de
NaeaCy es abierto, pues R™\ (NaeaCla) = Uaea (R™\C,) que es una unién de abiertos
y por lo tanto un conjunto abierto, luego NyerCl, es cerrado.

Obsérvese que no es cierto, en general, que una union arbitraria de conjuntos cerrados
sea un conjunto cerrado. Considérese por ejemplo

Q [—1+ %,1 - ﬂ = (=1,1).

Definicién 1.1.28 Se dice que un punto x de R™ es un punto de acumulacion de un
subconjunto S de R™ si toda bola abierta centrada en x contiene algin punto de S distinto
del x (si es que x pertenece a S). Esto es, para todo r > 0 se verifica que B(xz,7) NS # (),
{z}. Se suele denotar por S" al conjunto de los puntos de acumulacion de S. Si S C T,
entonces S" C T".

Ejemplos:

1. Todo punto del intervalo [0, 1] es un punto de acumulacién de S = (0, 1).

2. El punto 0 es un punto de acumulacion de S = {1, %, %, } .

3. Si S =QnN|0,1], entonces S’ = [0, 1].
Teorema 1.1.29 S es cerrado si y sélo si S contiene a todos sus puntos de acumulacion.

Demostracién. “—" Sea x € S’, probaremos que z € S. Si z ¢ S entonces R™\'S no
es abierto pues x € R™\S y cualquier bola de centro en x contiene puntos de S, luego no
hay ninguna bola centrada en z totalmente contenida en R™\S.

“=" Veamos como R™\ S es abierto. Dado # € R"™\ S existe una bola abierta centrada
en z contenida en R™\ S, de lo contrario toda bola abierta centrada en x tendria puntos
de S distintos de x, pues x ¢ S, y entonces x serfa de acumulacién de S por lo que x
tendria que estar en S C S, pero x € R™\S. O

Definicién 1.1.30 Se dice que un punto x de R™ es adherente a un subconjunto S de

R™ si toda bola con centro en x tiene algiun punto de S. Esto es, para todo r > 0 se verifica
que B(x,7) NS # .
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Obsérvese la diferencia que existe entre punto adherente y punto de acumulacién. Para
que un punto sea de acumulacion, en toda bola centrada en él debe haber puntos de S
distintos de él. Para que el punto sea adherente solo se pide que haya puntos de S. Asi,
si tomamos un punto x € S ese punto ya es automaticamente adherente, pero puede no
ser de acumulacion.

Definicién 1.1.31 Se llama adherencia o clausura de un subconjunto S de R™ al
congunto de sus puntos adherentes. Se suele denotar por S. Es claro que S = SUS" y que
st S CT entonces S CT.

Para cualquier S C R" se verifica que:
1. S es cerrado y es el menor cerrado de R™ que contiene a S.
2. S es precisamente la interseccién de todos los cerrados que lo contienen.

3. S es cerrado si y sélo si S = S.

Veamos esto:

1. Veamos como su complementario R™\S es abierto. Sea x € R™\S, entonces existe
r > 0 tal que B(z,r)NS = 0. Para todo y € B(x,r) se verifica que B(y,r—d(y,z))N
S = (). Esto implica que y ¢ S y por lo tanto B(z,7) C R"\S. Por otra parte, si C
es un cerrado que contiene a S, entonces C' debe contener a S pues C' contiene a S
y a S’ debido a que S” C C" C C por ser C cerrado.

2. Es claro que el menor cerrado que contiene a un conjunto es la interseccion de todos
los cerrados que lo contienen, nétese que la interseccién de cerrados es cerrada.

3. Si S es un cerrado es claro que él es el menor cerrado que lo contiene, luego S = S.
Reciprocamente, por lo visto en el punto 1, S es cerrado, luego si S = S, S es
cerrado.

Definicién 1.1.32 Dados un conjunto S y un punto x € R™ se llama distancia de x a
S al numero real no negativo

d(z,S) = infld(z,y) : y € S}.

Teorema 1.1.33 Un punto x € R" estd en la adherencia de un subconjunto S de R™ si
y sdlo si d(z,S) = 0.

Demostracién. “=" Si x € S entonces para todo r > 0 existe y € S tal que d(z,y) < r.
Es claro entonces que inf{d(x,y) : y € S} = 0. Obsérvese que puede que este infimo sea
un minimo, eso ciertamente ocurre si y solo si x € S.

“<=" El que inf{d(z,y) : y € S} = 0 quiere decir que para todo ¢ > 0 existe uny € S
tal que d(z,y) < . Entonces B(x,e) NS # 0, esto es, z € S. O



26 1.2. Convergencia

Definicién 1.1.34 Se llama punto frontera de un conjunto S de R" a todo punto x
de R™ con la propiedad de que para todo r > 0 se verifique que

B(x,r)NS #0 y B(z,r) N (R™\S) # 0.

Ejemplo 1.1.35 Los puntos x de R" tales que d(x,z9) = 1 son puntos frontera de
B(xzg,r) y de B(xo, 7).

Definicién 1.1.36 Se dice que un punto x € S es un punto aislado de S si existe r > 0
tal que B(z,r)NS = {z}.

Ejemplo 1.1.37 Cada punto de la forma % es aislado de S = {1, 3, %, ot

1.2. Convergencia

Definicién 1.2.1 Se llama sucesion en R™ a toda aplicacion x : N — R"™. Como se
hace en el caso de sucesiones de numeros reales, se identificard x con la “tira” de sus
valores (x(1),z(2),...). Normalmente se escribird x), en vez de x(k) y las sucesiones se
representardn por {xp e, {zr}, (xr)52, o (x). Obsérvese que cada x) es un punto de
R™ y por lo tanto es de la forma x, = (X1, ..., Thp)-

Definicién 1.2.2 Se dice que una sucesion {xy} converge a un punto o € R" si la
sucesion de nimeros reales {d(zy,x0)} converge a 0. Esto es,

Ve>03Iw eN|k>v=d(xy,z) <e
Si n = 1, la anterior condicién se puede expresar asi:
Ve>03av eN|k>v= |z, — x| <e.

Observamos que si {zy} converge a xy entonces no puede converger también a otro
punto 7o, siendo yy # xo. Si lo hiciese, tomando como ¢ el nimero real d(zg,yo)/2,
que es mayor que 0, obtendriamos nimeros naturales v; y vy tales que d(zy, o) < € si
k> vy d(zg,yo) < esi k> vy La desigualdad triangular nos darfa entonces que para
k >max(vy,vs),

d(xo,y0) < d(xk, o) + d(xk,Yo) < 22 = d(x0, Yo)-

Para indicar que la sucesién {x} converge a xq escribiremos x; — o, klz’m Ty = X,
—00

o lim x, = xg.
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Nota 1.2.3 Sucede que x, — xy si y sélo si para todo @ = 1,...,n se verifica que xy,; —
xo,. En efecto, por una parte, si x — x¢ entonces dadoe >03v e N | k> v =

Ak 20) =\ (51— 20.2) + -+ (@en — T00)? <&,
con lo que para todo i = 1,...,n se verifica que
|Ik,i — $07i| <eVk>v.

Por otra parte, si dado € > 0 consideramos \/Lﬁ, el hecho de que cada xy; — o, nos da la
ezistencia de un v € N tal que |vg; — xo,] < \/iﬁ Vk>v yVi=1,..,n. En consecuencia

\/(xk,l—$0,1)2—|—...+(xk7n_x0’n)2 _ (%)2+...+(%)2

para todo k > v.

Nota 1.2.4 Si x;, — x¢ entonces xg es un punto adherente al conjunto formado por los
puntos de la sucesion.

Ejercicio 1.2.5 Demostrar que xo es un punto adherente a un conjunto S si y solo si
existe una sucesion de puntos de S convergente a él.

Ejercicio 1.2.6 Demostrar que xq es un punto de acumulacion de un conjunto S si y
solo si existe una sucesion de elementos de S con todos sus términos distintos convergente
a él.

Definicién 1.2.7 Se llama subsucesion de una sucesion dada {zy} a toda aplicacion
m € Nz, donde xy, es uno de los términos de la sucesion {xy}, que verifique la
condicion de que la aplicacion m € Nk, sea estrictamente creciente. Las sucesiones
suelen representarse por {xy, }oo i, {zk,, }, (®k,, ) 1 0 (Tg,,)-

Ejercicio 1.2.8 Demostrar que si xq es un punto de acumulacion de una sucesion {xy}
entonces eziste una subsucesion de {xy} con todos los puntos distintos convergente a xg.

Teorema 1.2.9 Si una sucesion {xy} es convergente a un punto xy entonces toda subsu-
cesion de ella converge a xg.

Demostracién. El hecho de que {z;} es convergente a xy nos dice que

Ve>03w eN|k>v = d(xy,z0) <e.
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Sea {wy,,} una subsucesiéon de {z;}. Dado ¢ > 0 consideremos un v € N| k > v =
d(xg,x9) < €. Entonces para todo m > v se tiene que k,, > m > v y por lo tanto
d(xy, , o) < €. O

De entre todas las posibles sucesiones de R™ son particularmente importantes las
llamadas sucesiones de Cauchy?.

Definicién 1.2.10 Se dice que una sucesion {xy} es de Cauchy si
Ve>03w eN|p,q>v=d(z,z,) <e.
Sin =1 la condicion es:

Ve>03aveN|pqg>v=|r,— 14 <e.

Teorema 1.2.11 Una sucesion de R™ es convergente si y solo si es de Cauchy.

Demostracién. Por una parte, sea {z;} una sucesién convergente y sea x,su punto
limite (como ya sabemos de haber un limite, éste es tinico). Como x — o, dado € > 0
existe v € N tal que para todo k € N, k > v, se verifica que d(z,29) < § (ndtese que
realmente hemos tomado § en vez de ¢ al expresar el hecho de que z; — 7). Tomando p

y q mayores o iguales que v, la propiedad triangular de la métrica d nos da que:
d(zp, xq) < d(zp, x0) + d(zg, T0) < €,

lo que nos proporciona la condicién requerida para que la sucesién {x;} sea de Cauchy.
Por otra parte si {21} es una sucesién de Cauchy, entonces

Ve >03dv e Np,q > v = d(z,,2,) <e.

De aqui se deduce que para cada i = 1,2,...,n, {zx,;}7>, es una sucesién de Cauchy de
numeros reales y por lo tanto, como se sabe del curso de Anadlisis de Variable Real, existe
xo,; € R tal que xy,; — x0,;. Consideremos el elemento de R™ dado por xy = (21, ..., Ton)-
Por lo que hemos visto en la Nota 1.2.3 resulta que zp — x. O]

Ejercicio 1.2.12 Si x;, — xg e ypr — vyo, demostrar que xp + yr — xo + yo. Demostrar
también que si v — xo y o € R, entonces axy — axg.

2Agustin L. Cauchy fue un matemético francés que vivié entre los afios 1789 y 1857, su aportacién
a las matematicas fue realmente significativa, algunos de sus resultados los encontraréis en distintas
asignaturas de la licenciatura.
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1.3.

Compacidad y conexion

1.3.1. Compacidad

Para introducir el importante concepto de compacidad en un espacio métrico M,
damos previamente la siguiente definicién:

Definicién 1.3.1  a) Llamaremos recubrimiento de un subconjunto S de M a cual-

b)
c)

d)

quier coleccion de subconjuntos de M cuya union contenga a S.
Se dice que un recubrimiento es abierto si los conjuntos que lo forman son abiertos.

Llamaremos subrecubrimiento de un recubrimiento de un conjunto S a toda co-
leccion de elementos del recubrimiento que sea un recubrimiento de S.

Finalmente hablaremos de recubrimiento finito de un conjunto S de M cuando
se trate de un recubrimiento de S formado por una cantidad finita de subconjuntos
de M.

Podemos ya definir ahora el concepto al que nos referifamos anteriormente:

Definicién 1.3.2 Se dice que un subconjunto K de M es compacto si de todo recubri-
miento abierto de €l se puede extraer un subrecubrimiento finito.

Ejemplos:

1.

{0, 1, %, %, } es conjunto compacto de R. En efecto, si tomamos un recubrimiento
abierto {A, : @ € A} (A es un conjunto arbitrario) de nuestro conjunto, entonces el
0 debe estar en un cierto A,,. Al ser A,, abierto existe un intervalo centrado en 0
contenido en A,,. Como la sucesién {1/k} converge a 0 existe v tal que los xy, con
k > v, pertenecen a A,,. Luego si consideramos una cantidad finita de abiertos A,
que contengan a los puntos 1, %, o i y el A,, tendremos un subrecubrimiento finito
del conjunto {0, 1, %, %, ...}. El mismo argumento prueba que el conjunto formado

por los puntos de una sucesién convergente y su limite es un conjunto compacto.

El conjunto {1,1/2,1/3,...} no es compacto pues del recubrimiento de él formado

por los abiertos A; : i € N, donde 4; = (} — -, 1 +-1) no se puede extraer ningtin

oh _ RS R |
subrecubrimiento finito.

El conjunto (0, 2] no es compacto, pues del recubrimiento abierto

(o33 (49)-)

no se puede extraer ningiin subrecubrimiento finito.
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4. El conjunto B(0,1) no es compacto, pues del recubrimiento abierto formado por la
unién de las bolas B(0,1 — %) no se puede extraer ninguno finito.

La compacidad de un conjunto (cuando la hay) es una propiedad que da lugar a
interesantes resultados, por ejemplo, veremos mas adelante que toda funciéon continua
definida en conjunto compacto alcanza en él el supremo, resultado que ya es conocido
para las funciones continuas en un intervalo cerrado de R.

Teorema 1.3.3 Los subconjuntos compactos de un espacio métrico son cerrados y todo
subconjunto cerrado contenido en un compacto es compacto.

Demostracién. Sea K un compacto, vamos a probar que M\K es abierto. Para ello
sea v € M\K, como = ¢ K entonces para todo y € K existe r, > 0 tal que B(z,r,) N
B(y,r,) = 0 (basta tomar r, = @) Es claro que K esté contenido en Uyex B(y,ry) y
por lo tanto existen puntos 1, ..., yx en K tales que K C U¥_ B(y;, ). Entonces la bola
de centro x y radio igual al minimo de los ry;, i = 1, ..., k esta contenida en M\ K.

Sea ahora C' un subconjunto cerrado de M contenido en el compacto K. Consideremos
un recubrimiento {A, : @ € A} de C formado por abiertos. Llamemos A al complementario
de C' en M. Entonces {A, : o« € A} U A es un recubrimiento abierto de K por lo
que existiran aq, ..., € A tales que K C A,, U---U A, U A. Evidentemente C' C

Ay, U---UA,, . O

Teorema 1.3.4 Todo conjunto compacto de un espacio métrico M es acotado.

Demostraciéon. Sea K un conjunto compacto. Del recubrimiento por bolas abiertas
{B(zo,k),k = 1,2,...}, donde xy es un punto arbitrario de M, se tiene que poder ex-
traer uno finito. Esto es, existe ky € N tal que K C B(zo, ko), con lo que

sup{d(z,y) : z,y € K} <2k
y entonces K es acotado. 0

Un poco mas adelante veremos que un subconjunto de R™ es compacto si y soélo si
es cerrado y acotado. El siguiente teorema da una caracterizacion de los subconjuntos
compactos:

Teorema 1.3.5 (de Bolzano-Weierstrass de compacidad por sucesiones) Un sub-
conjunto K de un espacio métrico M es compacto si y solo si toda sucesion de elementos
de K tiene una subsucesion convergente a un punto de €l.
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Demostracién. Sea K un subconjunto compacto de M y sea {x;} una sucesién de
elementos de K. Supongamos que tal sucesion no tiene ninguna subsucesion convergente
a un punto de K. Ciertamente {z;} tiene que tener infinitos elementos distintos, pues
en caso contrario tendria subsucesiones convergentes a un punto de K. Denotemos por
{zk, } a una subsucesién de {z;} cuyos (infinitos) términos sean todos distintos entre
si. Sea S el conjunto formado por los puntos de esa sucesién. Entonces S’ = (), pues si
existiese un punto xy en S’ (que estd contenido en K’, que a su vez esta contenido en
K, pues éste es cerrado), entonces habria una subsucesién de puntos de S (en particular
de {zx}) convergente a xq € K (Ejercicio 1.2.8) y estamos suponiendo que esto no es
cierto. Esto nos permite afirmar, en particular, que para cada m € N existe r,, > 0 tal
que B(xy,,,rm) NS = {zx, } (como conjunto) y que S es cerrado (pues contiene a S’ = ()
y como S estd contenido en el compacto K, es también compacto (Teorema 1.3.3). Sin
embargo esto no es posible, pues del recubrimiento de S formado por las bolas B(xx,,, 7m),
m € N, es imposible extraer ninguno finito.

Reciprocamente, supongamos ahora que K tiene la propiedad de que toda sucesion de
elementos de ¢l tiene una subsucesion convergente a un punto de él. Entonces:

[. Veamos en primer lugar como para todo r > 0 del recubrimiento por abiertos
definido por las bolas de centro en los puntos de K y radio r existe un subrecubrimiento
finito, esto es, existe una cantidad finita z1, ..., z,, de puntos de K tal que

K C UjL, B(zj,1).

Los conjuntos que tienen esta propiedad se llaman conjuntos totalmente acotados. Si
esto no fuese cierto existiria ry > 0 tal que K no se podria recubrir por ninguna cantidad
finita de bolas de radio ¢ centradas en puntos de K. Fijemos un punto z; € K. Como
B(z1,79) no recubre a K, existe x5 € K\B(x1,79). Como tampoco B(z1,79) U B(x2,70)
recubre a K, existe x3 € K\B(x1,r9) U B(x2,70). Reiterando este proceso obtenemos una
sucesion {x} de puntos de K que evidentemente no tiene ninguna subsucesién conver-
gente, pues para cada py ¢ € N, d(x,, x,) > 7o.

II. Sea {A, : @ € A} un recubrimiento abierto de K. Con el fin de ver que de ¢l
podemos extraer un subrecubrimiento finito, vamos a ver primero como existe r* > 0
tal que para todo =z € K existe o, € A verificandose que B(z,r*) C A,,. En efecto, en
caso contrario existiria para todo k& € N un punto z; € K tal que B(z, %) no estaria
contenida en Ag cualquiera que sea § € A. La sucesién {z;} asi formada deberd tener
una subsucesion {zy,, }5°_, convergente a un punto xo € K (por la hipétesis). Ese punto
xo deberd estar en algin A, , y al ser éste un conjunto abierto existe un ry > 0 tal
que B(z9,79) C Aq,. Tomemos m bastante grande para que d(zy,,,2o) < %2 ¥y ﬁ < 7.
Entonces B(zg,,, 1/kn) C B(xo,1m0) C Aa, lo que contradice el que B(wy,,,1/kn) no

estd contenida en Ag para ningin 5 € A.

ITI. Fijemos finalmente un r* > 0 tal que para todo = € K existe a, € A de forma
que B(z,7*) C A,,. Segin hemos visto anteriormente existen puntos i, ...,z € K tales
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que K C U}, B(z;,7*). Dado que cada B(z;,7*) estd contenida en algin A,, , vemos que
una cantidad finita de A, ya recubren a K. O

Corolario 1.3.6 (Teorema de Bolzano-Weierstrass para conjuntos) Un conjunto
K de un espacio métrico es compacto si y solo si todo subconjunto de €l con infinitos
elementos tiene un punto de acumulacion en K.

Demostracién. Si K es compacto y consideramos un subconjunto S de él con infinitos
elementos entonces podemos formar una sucesion de elementos de S con todos sus térmi-
nos distintos. Como por el teorema anterior, toda sucesion de elementos de S tiene una
subsucesién convergente a un punto de K, si consideramos una tal subsucesién y denota-
mos por xg su limite, resulta que xy es un punto de acumulacion de S y por lo tanto de
K.

Reciprocamente, dada un sucesién de elementos de K pueden suceder dos casos: que
tenga infinitos términos distintos, en cuyo caso tiene, por hipdtesis, un punto de acumu-
lacién en K y en consecuencia una subsucesién convergente a un punto de K, o que no
tenga infinitos términos distintos, en cuyo caso necesariamente hay algin término que se
repite infinitas veces, con lo que ya tiene una subsucesion convergente a un elemento de

K. 0J

Nota 1.3.7 Observamos que el teorema anterior y su corolario se verifican en cualquier
espacio métrico, mientras que el siguiente se verifica en R™, pero no, en general, en un
espacio métrico arbitrario. Piénsese por ejemplo que el conjunto N es cerrado y acotado,
pero no es compacto, con respecto a la métrica discreta.

Teorema 1.3.8 (de Heine-Borel) Todo subconjunto de R"™ que sea cerrado y acotado
es compacto.

Demostracion. Sea K un subconjunto de R™ cerrado y acotado, probaremos que K
es compacto demostrando que toda sucesion de elementos de él tiene una subsucesion
convergente a un punto de K (teorema de Bolzano-Weierstrass de compacidad por su-
cesiones). Consideremos una sucesiéon {x;} de puntos de K y por cada i = 1,...,n con-
sideremos la sucesion de nimeros reales formada por las coordenadas de lugar ¢ de los
términos de {z}}, nos estamos refiriendo a la sucesion {xy;}3>,. Tomemos i = 1. Se sabe
del curso de Andlisis de Variable Real que al ser la sucesién {zy;} acotada de R, tiene
una subsucesion {wy, 1 }7°, convergente a un punto que denotaremos por x; (teorema de
Bolzano-Weierstrass para sucesiones de niimeros reales; puede verse una demostracién en
el libro de Marsden y Hoffman, “Anélisis Cléasico Elemental”, Teorema 1.4.3). La sucesién
{7,212, tiene, por la misma razon, una subsucesion convergente {xy, »2}72; a un cierto

Zo,2. Reiterando este proceso obtendremos finalmente una cierta sucesién {xklr 7n} con-
Y

vergente a un cierto xg,. Entonces {xk} tiene una subsucesion, la {xkl }, convergente
) T..

‘t
al punto g = (29 1, ..., Zo,n). Este punto es adherente a {z;} y por lo tanto a K; como K

es cerrado, necesariamente zy € K. ]
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1.3.2. Conexion

Definicién 1.3.9 Sea S un subconjunto de R™. Se dice que un par de abiertos (U, V') de
R™ separa a S si verifican:

(@) UNVNS=0,b)UNS#0,(c)VNS#£0y(d) SCUUV.

Cuando S admite una separacién diremos que S es disconexo, cuando no admite
ninguna separacion diremos que S es conexo.

Ejemplo 1.3.10 El conjunto S = [1,2] U [3,4] admite la separacion formada por los
abiertos U = (0,3),V = (2,5). Por tanto S es disconezo. En general, si S es un subcon-
gunto de R, a y b son dos puntos de S tales que a < b y existe un punto ¢ € (a,b) tal que
c ¢ S, entonces S es disconexo. En efecto, basta considerar U = (—o0,¢), V = (¢, +00).

Podemos afirmar entonces que los subconjuntos de R conexos tiene que ser intervalos,
o bien un solo punto. Mas atn, veremos a continuacion que todos los intervalos de R son
conjuntos conexos, luego un subconjunto de R es conexo si y sélo si es un intervalo o un
punto.

Teorema 1.3.11 Sea I un intervalo de R, entonces I es conexo.

Demostracién. Supongamos que I admite una separaciéon (U,V) y tomemos puntos
ueUNIywve VNI Desde luego u # v (pues en caso contrario U N’V N I no seria
vacio. Supondremos que v < v (si v < w se harfa lo mismo). Sea yo el supremo del
conjunto U N [u,v] (nétese que U N [u,v]) es no vacio y estd acotado superiormente).
Como [u,v] C I C UUYV, yy debe pertenecer a U UV (téngase en cuenta que yo € [u, v]
por ser éste un conjunto cerrado).

Ahora bien, si yy € U, entonces yo < v (pues si yo = v, U NV NI no serfa vacio). Al
ser U abierto existe ¢ > 0 tal que (yo — 0,40 +9) C U y 6 puede tomarse suficientemente
pequeno para que [yo,yo + 0) C U N [u,v] (nétese que yo < v). Entonces yy + %, que es
mayor que ¥, perteneceria a U N [u, v] en contra del hecho de que yo = sup(U N [u, v]).

Si yo € V, necesariamente u < yo (pues si yo = u, U NV N I no serfa vacio) y al ser
V abierto existe &' > 0 tal que (yo — ', y0] C V N [u,v]. Como yo — &’ no es cota superior
de U N [u,v] (por ser yo = sup(U N [u,v])) existe a € U N [u,v] tal que yo — &' < a < yo,
téngase en cuenta que yo es el supremo de U N [u, v]. Entonces a € U NV NI en contra
de lo que hemos visto anteriormente.

Resulta, en consecuencia, que gy no pertenece a U U V' lo que es absurdo. 0

Teorema 1.3.12 Sea {S, : a € A} una coleccion de conjuntos conexos con interseccion
no vacia, entonces su union es también un conjunto conexo.
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Demostracién. Supongamos que U,ecpS, admite una separaciéon (U, V) y sea xy €
NacASa- Como UyepnS, C U UV, 2y debe pertenecer a U U V', supongamos que xy € U.
También existe yo € (UaenSa) NV, luego existe ag € A tal que yp € S,, NV y por lo
tanto (U, V') es una separacién de S,, lo que es absurdo. 0

Hay un tipo de conexién, la llamada conexién por poligonales que esta relacionada
con la anterior y que se define de la siguiente manera:

Definicién 1.3.13 Se dice que un subconjunto S de R"™ es conexo por poligonales si
para cualesquiera puntos x ey de S existe una poligonal contenida en S que los une. Una
poligonal no es mas que una concatenacion de segmentos y éstos son subconjuntos de
la forma Lla,b] = {a +t(b—a) : t € [0,1]}, siendo a y b dos elementos de R". Asi, una
poligonal T'[x,y] en S es la concatenacion de una coleccion finita de segmentos L|x, aq],
Llay,asl, ..., Llam—1,y], todos ellos contenidos en S.

Cualquier bola B(xg,r) es conexa por poligonales: Dados dos puntos z e y de B(zq, ),
el segmento que los une ya estd contenido en la bola, pues para todo ¢ € [0, 1], se tiene
que

|z +t(y — ) — 2ol = |[(1 = )2+ ty — (tzo + (1 = t)xol|
= (A =)z — o) + t(y — zo)l|
< (T=)fx = wol| + |y — 2ol
< (I=t)r+tr=r.
Los conjuntos S que tienen la propiedad de que dados dos puntos de S el segmento

que los une esta contenido en S se llaman conjuntos convexos y se considerardan mas
adelante.

Nota 1.3.14 Sucede que todo subconjunto S de R™ que sea conexo por poligonales es
conexo. Podria hacerse aqui la prueba de esto, pero es mejor dejarla para un poco mds
adelante, donde se obtendrd de forma muy sencilla.

Teorema 1.3.15 Todo subconjunto abierto A de R™ que sea conexo es conexo por poli-
gonales.

Demostracién. Supongamos que A es conexo y fijemos un punto xg en A. Consideremos
los conjuntos

U = {x € A:xyse puede unir con x por una poligonal en A},

V= {x € A: zo no se puede unir con x por una poligonal en A}.

Entonces U y V son abiertos de R"™. En efecto, sea € U y sea r > 0 tal que
B(z,r) C A (téngase en cuenta que A es abierto). Todo punto y de B(x,r) se puede unir
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con z mediante el segmento L[y, z| y asi, si I'[zg, ] es una poligonal contenida en A que
une xo con x, entonces I'[xg, 2] U L[x,y] es una poligonal en A que une zy con y. Esto
implica que B(z,r) C U y prueba que U es abierto.

Sea ahora x € V y sea r > 0 tal que B(z,r) C A. Entonces zy no puede unirse con
ningun punto y de B(z,r) mediante una poligonal en A, pues si zy se pudiese unir con
algin y € B(x,r) mediante una poligonal I'[zo, y] entonces x, también se podria unir con
x mediante la poligonal T'[xg, y] UT'[y, z]. Asi, B(z,r) C V y V es abierto.

Por la propia definicién de U se tiene que UNV =0, UNA# Dy AC UUV. Como
A es conexo necesariamente debe ocurrir que VN A = (). Esto es, no hay ningin punto
de A con el que no se pueda unir xg mediante una poligonal en A, y si xy puede unirse
con todo punto de A mediante una poligonal I'[zg, z] en A entonces todo par de puntos x
e y de A se pueden unir por la poligonal T'[z, xo] U T'[xg, y], donde T'[z, x¢] es la poligonal
definida a partir de una poligonal I'[zy, z] = L[zo, a1] U L]ay, as] U - - - U L|ag_1, x| por

[z, x0] = L[z, ar—1] U Llak—1, ag—2) U - - - U Llag, a1] U L]ay, o).
O

Nota 1.3.16 Los conceptos de conexion y de conexion por poligonales pueden darse en
cualquier espacto normado y también en ese contexto son ciertos los dos teoremas ante-
TLOTES.

Nota 1.3.17 Hay ejemplos de conjuntos no abiertos de R" que son conexos pero no son
conexos por poligonales. Por ejemplo, el conjunto

S:g{((m,%x) ER?: gz € [0,1]}u{(170)}

tiene esa caracteristica.

1.4. Continuidad. Imagenes de conjuntos compactos
y conexos

Comenzamos definiendo el concepto de limite de una aplicaciéon de un subconjunto de
R™ con valores en R™, siendo m un numero natural, que puede coincidir con n o no, este
concepto serd la base para la introducciéon de la continuidad.

Consideremos un subconjunto S de R™, un punto xq € S’, un punto [ € R™ y una

aplicaciéon f : S — R™.

Definicién 1.4.1 Se dice que f tiene por limite | en el punto xq si
Ve>036>0| VeSS, v+, dz,zg) <= d(f(x),]) <e.

FEsto es,
Ve>036>0| Ve e B(xg,d)NS, x #z9= f(x)€ B(le).
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Obsérvese que d representa, en principio, tanto a la métrica euclidea en R™ como en
Rm
En el caso particular de que m = n = 1, la condicién es

Ve>030>0 |V el x#ux, |[v—x <d=|f(z)— 1| <e.

Nota 1.4.2 La definicion anterior puede darse de forma andloga en cualquier espacio
métrico.

Nota 1.4.3 FEl punto xq debe ser un punto de acumulacion de S, pues de lo contrario no
tiene interés lo anterior, puede no haber puntos de S “cerca” del xy distintos de él. Por
otra parte ndtese que no se erige que Ty pertenezca a S y que aunque pertenezca a S no
tiene por qué ocurrir que | = f(xq). Por ejemplo la funcion f: R — R definida por

1 stx#0

2 six =0,

)= {

tiene limite 1 en el punto 0, mientras que f(0) = 2.

Para expresar que f tiene por limite [ en el punto zg se escribe lim f(x) = [, o bien,
Tr—xTQ

f(z) = [ cuando x — xg.

Ejercicio 1.4.4 a) Demostrar que se verifica que si lim f(x) =1y limg(x) =1, enton-
T—T0 T—T0
ces lim (f +g)(x) =1+1.
T—T0

b) Demostrar que si lim f(z) =1 y a € R, entonces lim af(z) = al.
T—T0 T—x0

c¢) Demostrar que para f: S C R" — R™ se verifica que f tiene limite | = (Iy, ..., 1)
en el punto xy si y solo si tienen limite l; sus coordenadas f;, 7 =1,...,m definidas por

fi(x) = (f(x)); en el punto xy.

Ejercicio 1.4.5 Demuéstrese que si existe el limite de una aplicacion en un punto, éste
es 1Unico.

Teorema 1.4.6 Si las funciones® f y g toman valores reales, lim f(x) =1y lim g(x) =
T—T0 T—T0

', entonces lim (fg)(x) = I-1".
T—T0

Demostracion. Observamos que
[f(z)g(x) = LU < [f(z)g(x) = f)l'| + [f(x)l' = 1]
= [f@)llg(@) = U]+ V]I f(x) = 1.

Como lim f(z) = [, existe ; > 0 tal que |f(x)] < |I|+1si 0 < d(x,x9) < 01 (z € 9).

T—T0

3Suele usarse el término funcién para las aplicaciones que toman valores reales.
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Como lim g(z) = I’ existe d > 0 tal que |g(z) — I'| < s 80 < d(z, ) < 02
T—T0
(x €S).
El que lim f(z) = [ nos da ademas que existe d3 > 0 tal que |f(x) — ] < s S

T—T0

0 <d(xz,zg) < 03 (z € 9).

Entonces, si hacemos 6 =min{dy, 3,3} y tomamos = € S tal que 0 < d(x,zo) < J se
tiene que
|f(@)g(x) — 1] <e.

UJ
Nota 1.4.7 Se pone |I'|+1 cuando se usa por sequnda vez el que lim f(x) = | para evitar
T—T0
un posible 0 en el denominador.
Teorema 1.4.8 Si la funcion f toma valores reales, lim f(x) = 1 y I # 0, entonces
T—T0

lim %(m) = % Observamos que si | # 0 entonces necesariamente, como se verd ensequida,
T—T0

f(z) # 0 para todos los x, x # x¢ de una cierta bola centrada en x.

Demostracién. Observamos primero que al ser [ # 0, existe §; > 0 tal que f(x) # 0
para todo x € B(xg,01) NS, © # o, nétese que para un cierto §; > 0 se verifica que
|f(z) — 1| < 3]I| para todo = € B(x,61) NS, © # xo, con lo que | f(z)| > 3|I| > 0. Para
los z € B(xg,01) NS se verifica que

1= o =

Dado un ¢ > 0 arbitrario, para un §, adecuado se puede conseguir que |f(z) — I| < ei]l|?
para todo x € B(xg,d2)NS, x # xo. Luego para 6 =min{dq,d2} y x € B(xg,d)NS, x # xo,

se tiene que

1 1<
— — | <e.
!

f(x)
O

Teorema 1.4.9 (criterio del limite por sucesiones) Una aplicacion f : S C R" —
R™ tiene limite | en xq si y solo si para toda sucesion {x;} de puntos de S convergente a
Xy, con xy # xo para todo k, se verifica que f(xy) — .

Demostracién. Sean xy € S'y {x;} C S una sucesién que converja a xgy, con Ty # o
para todo k. Dado € > 0 tomemos un § > 0 tal que siz € Sy 0 < d(x,x¢) < ¢ entonces
d(f(z),1l) < e. Como zp — x¢ existe v € N tal que si k > v entonces d(z, xy) < 0, por lo
que d(f(xy),l) < e. Esto prueba que f(zy) — .

Reciprocamente, si suponemos que f no tiene por limite [ en x, entonces existe g > 0
tal que para todo k € N existe x, € B(xy, %)HS, xy # xo, verificando que d(f(zg), ) > €o.
Es claro entonces que xy — xo y sin embargo { f(zx)} no converge a I. O
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Ejercicio 1.4.10 Utilizando el teorema anterior comprobar que la funcion f(x) = sen (%)
no tiene limite en 0.

Definicién 1.4.11 Sean S un subconjunto de R"™, xog un punto de SNS’ y f una aplicacion
definida en S con valores en R™. Se dice que [ es continua en xq si existe lim f(x) y
T—T0

su valor es precisamente f(xg).

Esto quiere decir que
Ve>030>0|z€S, dz,z) <0 = d(f(x), f(zo)) <e.

Esto es,
Ve >036>0| f(x) € B(f(z0),¢€) si x € B(zg,9) N S.

En el caso particular de que n = m = 1 la condicion es
Ve>036>0|Ve el |[x—x <d=|f(x)— f(zo)| <e.

Teorema 1.4.12 (criterio de continuidad por sucesiones) Sean S un subconjunto
de R™, xog un punto de SNS" y f:S — R™. Entonces [ es continua en xq si y solo si
para toda sucesion {xy} de puntos de S convergente a xq se verifica que f (xg) — f(xo).

Demostracion. Es consecuencia directa del teorema anterior. |

Una aplicacién f : S — R™ es continua en x si y solo si son continuas en ese punto
todas las componentes fi, ..., f,, de f.

Definicién 1.4.13 Diremos que una aplicacion f : S C R® — R™ es continua en S si
lo es en cada punto de S (esto lleva implicito que S C S’). Se considera que todas las
aplicaciones son continuas en los puntos aislados de su conjunto de definicion.

Si tenemos dos aplicaciones f,g : S C R" — R™, tiene sentido considerar su suma;
pues bien, si f y g son continuas en xy € S, entonces f + g es también continua en
xo (Ejercicio). Si tenemos una aplicaciéon f : S C R" — R™ continua en 29 € Sy
a € R, entonces af es también continua en zy (Ejercicio). Por otra parte si tenemos dos
aplicaciones f,g: S C R"™ — R podemos multiplicarlas; pues bien, si f y g son continuas
en o € S, entonces fg es continua en xy. También sucede que si f : S C R" — R es

1

continua en o y f(x) # 0 para todo z, entonces ; es continua en zo (Ejercicio).

Cuando tenemos aplicaciones f : S C R* — R™ g : T C R™ — RP? tales que
f(S) C T, tiene sentido componer esas aplicaciones; pues bien, si f es continua en un
punto xg € S'y g lo es en el punto f(zg) € T, entonces go f es continua en xy (Ejercicio).

Damos a continuacién un teorema que caracteriza la continuidad en términos de con-
juntos abiertos.
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Teorema 1.4.14 Para una aplicacion f: S C R — R™ equivalen:

(a) f es continua en S

(b) Para todo abierto A de R™ existe un abierto B de R™ tal que f~'(A4) = BNS. Esto
es, f1(A) es un abierto de S (vedse la Nota 1.1.22)

Recordamos que f~1(A):={zx € S: f(z) € A}.

Demostracién. (a) = (b) Sea A un abierto de R™. Si f~!(A) = () basta tomar B = ().
Si f7Y(A) # 0, por cada x € S tal que f(x) € A consideramos un ¢, > 0 tal que
B(f(x),e,) C A. La continuidad de f en z nos da que existe un 6, > 0 tal que f(B(z,d,)N
S) C B(f(z),e,). El conjunto

B= |J B4,
)

zef~1(A

es un abierto de R™ y se verifica que f~!(A) = BN S. En efecto, si zy € f~!(A) es obvio,
por la propia definicién de B, que o € BNS. Por otra parte, si zo € BN.S entonces existe
r € f71(A) tal que xy € B(x,6,) y, como f(B(z,0,)NS) C B(f(x),e,) C A, resulta que
fxo) € A, es decir, zg € f71(A).

(b) = (a) Dados xy € S'y € > 0, consideremos en R™ la bola abierta A = B(f(zo), ¢).
Sea B un abierto de R" tal que f~'(A) = BN S. Como xy € f~1(A) entonces 1o € BN S;
dado que B es abierto existe 6 > 0 tal que B(xy,d) C B, con lo que f(B(zo,d)NS) C
B(f(zo),¢). Esto es, six € S'y d(z,z9) < d entonces d(f(z), f(xo)) < e. O

Nota 1.4.15 En el caso particular de que S sea abierto, f es continua siy sélo si f~1(A)
es un abierto de R™ para todo abierto A de R™.

El que f sea continua en un conjunto no implica que f(A) sea abierto para los abiertos
A de R" contenidos en S. En efecto, basta considerar la aplicacién f : R — R, f(x) =
sen(x) que lleva el abierto R en [—1, 1] que no es un conjunto abierto de R.

Cuando una aplicacion biyectiva entre dos subconjuntos, uno de R™ y otro de R™ es
continua y también lo es su inversa, se dice que tal aplicacion es un homeomorfismo. A
la vista de lo anterior una aplicacién biyectiva y continua entre dos abiertos, uno S de R”
y otro T' de R™ es un homeomorfismo si y sélo si lleva abiertos de S en abiertos de 7T'.

Vamos ahora a relacionar la continuidad con la compacidad para obtener unos intere-

santes resultados que usaremos méas adelante.

Teorema 1.4.16 5@ f : K C R" — R™ es una aplicacion continua en K, siendo K un
compacto de R", entonces f(K) es un compacto de R™.
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Demostracién. Sea {A, : @ € A} un recubrimiento abierto de f(K), entonces K C
Uaeaf 1(Ay). Para cada o € A sea G, un abierto de R" tal que f~1(A,) = G, N K.
Entonces K C UyenG,. La compacidad de K nos da la existencia de un conjunto finito
F CA tal que K C UyerG,. En consecuencia f(K) C UperAa. O

Nota 1.4.17 No tiene por qué verificarse que la imagen inversa de un compacto por una
aplicacion continua sea un compacto (lo es la imagen directa como acabamos de ver). Por
ejemplo si f(x) = sen(x) entonces f~1([—1,1]) = R que no es compacto.

Teorema 1.4.18 (del mdzimo y el minimo) Sea f : K C R — R continua, siendo K
un conjunto compacto. Entonces existen a y b € K tales que

fla) =inf{f(x) :xe K} y f(b) =sup{f(z):ze K}

Demostracién. Observamos en primer lugar que al ser f(K') compacto (teorema anterior)
este conjunto es acotado en R, por lo que tiene sentido hablar de infimo y supremo de
f(K). El infimo de un conjunto es siempre un punto adherente al conjunto; como f(K)
es cerrado (por ser compacto) ese punto pertenece al conjunto, luego es de la forma f(a)
para algin a € K. Lo mismo se hace con el supremo. O

Vemos ahora como la conexién se mantiene por aplicaciones continuas.

Teorema 1.4.19 Si f: S C R" — R™ es una aplicacion continua y S es un subconjunto
conezo de R", entonces f(S) es un subconjunto conexo de R™.

Demostracién. Supongamos que f(S5) es disconexo y sea (Us, V5) una separacién de f(.5).
Entonces existen abiertos Uy y Vi de R™ tales que f~(Uy) =U, NSy f~1(Va) =ViNS.
Es claro que (U, V}) es una separacién del conexo S de R™ lo que es un absurdo. O

Nota 1.4.20 Como consecuencia del teorema anterior se obtiene que todos los segmentos
son conexos y que, en general, lo son las imdgenes de los intervalos por aplicaciones
continuas.

Podemos demostrar ahora facilmente el resultado que anticipamos en la Nota 1.3.14
referente a la conexion de los conjuntos conexos por poligonales.

Teorema 1.4.21 Todo conjunto conexo por poligonales es conexo.

Demostracién. Sea S un conjunto conexo por poligonales y fijemos un punto z, de S.
Dado cualquier punto x de S consideremos una poligonal I' en .S que los una, esa poligonal
es conexa por ser los segmentos conexos y el teorema 1.3.12 aplicado repetidas veces a
cada dos segmentos consecutivos. Resulta asi que S es unién de poligonales con xy como
punto comun, luego es conexo. 0
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1.5. Continuidad sobre compactos. Continuidad uni-
forme

Estudiamos aqui un tipo particular de continuidad, la continuidad uniforme. Es un tipo
de continuidad mas restrictivo que, en los conjuntos compactos, equivale al de continuidad.

Definicién 1.5.1 Sea f: S C R" — R™. Se dice que f es uniformemente continua
en S si

Ve>030>0|z,y€ S, dxy) <d=d(f(z), fly) <e.

Obsérvese que hay una diferencia esencial con respecto a la continuidad en cada punto
de S, aqui dado un e debe encontrarse un § que valga para todo par de puntos de S que
estén a distancia menor que d. Notese también que estamos denotando con d tanto la
métrica de R” como la de R™, por cierto esta métrica sera normalmente la euclidea pero
puede ser cualquier otra y la definicién puede darse para espacios métricos arbitrarios, no
necesariamente los euclideos.

La identidad es uniformemente continua, mientras que en R la aplicacién f(z) = 22

no es uniformemente continua. En efecto, si lo fuese, dado € = 1 existiria un 6 > 0 tal
que si |z — y| < § entonces |v? — y?| < 1. Ahora bien, si tomamos z = % + % ey = % — g,
resulta que |z — y| = %‘S < ¢ y sin embargo

202 4

|$2—y2|:|$—y||$+y|:§5—§>1-

Otro tipico ejemplo de funcién no uniformemente continua es la definida por f(x) = %

en S = (0,+00). Para verlo tomemos, como antes, ¢ = 1 y supongamos que existe un

d > 0 tal que si z > 0, y>0y\x—y|<6ent0nces\%—§|<1.Sean$:%ey:N+r1

con N bastante grande para que |z — y| < 0 (nétese que {%} es de Cauchy). Entonces,
para esos x e y se verifica que

L= )

1 1 ’

Veremos a continuacién que las aplicaciones uniformemente continuas tienen la pro-
piedad de transformar sucesiones de Cauchy en sucesiones de Cauchy. Esto no le pasa, en
. . _ 1
general, a las que 1solamente son continuas, por ejemplo a la f(z) = - que acabamos de
considerar, pues {1} es de Cauchy y

=lp—ql>1sip#q.

ST
Q| =

Teorema 1.5.2 Si f : S C R* — R™ es uniformemente continua en S y {xy} es una
sucesion de Cauchy en S, entonces {f(xx)} es una sucesion de Cauchy en R™.
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Demostracion. Dado € > 0 sea § > 0 tal que
z,y € S,d(x,y) <d=d(f(z), f(y)) <e.

Consideremos ahora un v € N tal que p,q > v = d(z,,z,) < 6. Entonces para p,q > v
se tiene que d(f(x,), f(z,)) < e. O

Aunque, como ya hemos visto, no todas las aplicaciones continuas son uniformemente
continuas se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.5.3 57 f : K C R*" — R™ es continua en el compacto K, entonces f es
uniformemente continua en K.

Demostracién. Sea ¢ > 0. Por cada x € K existe un 9, > 0 tal que siy € Ky
d(y,z) < &, entonces d(f(y), f(z)) < £. La coleccién de bolas B(z, %), cuando x varfa
en K, recubre a K, luego existen zy, ..., xk € K tales que

g 5
Kcl|)B(x;—22).
Ur (%)
j=1
Sea ¢ el minimo de los %, j=1,.,k Si d?dos r ey € K, tales que d(x,y) < 0
consideramos un j =1, ...,k tal que x € B (xj, %), resulta que y € B(xj,0,,) pues

d(y,z;) < d(y,z) +d(z,z;) < O,

En consecuencia

d(f(y), f(x)) < d(f(y), f(z;)) + d(f(z;), f(2)) <e.
O

Las aplicaciones uniformemente continuas tienen una propiedad de prolongacién a
la adherencia de su conjunto de definiciéon, cosa que no tienen, en general, todas las
aplicaciones continuas; piénsese por ejemplo en la funcién f(z) = % definida en (0, 1].

Teorema 1.5.4 Sea f : S C R"™ — R™ una aplicacion uniformemente continua en S,
entonces existe una aplicacion f S — R™, uniformemente continua en S tal que f f

en S.

Demostracién. Sea z, € S. Sabemos que existe una sucesién {z;} de puntos de S
tal que xp — xo. La sucesién {x;} es de Cauchy (por ser convergente), entonces, por
la continuidad uniforme de f se tiene que {f(zx)} de Cauchy en R™, y por lo tanto
es convergente. Pues bien, definamos f(zo) =lm{f(xz))}. Veamos como ese limite no
depende de la sucesion convergente a xq elegida: Si {z}.} es otra sucesiéon de puntos de
S convergente a g, consideramos la sucesién {z;} donde v, = x; si k = 2j e 7, = T
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si k = 2j — 1. Resulta que =, — x0 y {f(z})} debe ser convergente, por ser de Cauchy;
como una subsucesion de ella converge a f(x) ella debe converger también a f(z,) y por
lo tanto también debe converger a ese valor la subsucesién { f(z},)}.

Claramente f = f en S.

Veamos finalmente como f asi definida es uniformemente continua en S :

Dado € > 0 sea § > 0 tal que d(f(z), f(y)) < §siz, y € Sy d(z,y) < 0 (téngase en
cuenta que f es uniformemente continua en S). Dados z, y € S consideremos sucesiones

T — x e yp — y. Para cualquier £ € N se tiene que

A~ ~

d(f(z), f(y) < d(f(@), f(zx)) +d(f(zx), fyn) + d(f ), f(y) (*)

Veamos como para k adecuado podemos conseguir que cada uno de esos sumandos sea
menor que £ cuando d(z,y) < 2. Por una parte existe k; € N tal que d(f(z), f(zx)) <
vy d(f(y), f(y)) < 5 para todo k > k;. Por otra parte existe ky € N tal que d(x, z) <
y d(yg,y) < g para todo k > ko.

Si tomamos z, y € S tales que d(z,y) <

Wl WM

g se verifica que

Si tomamos k >max{ki, k2} resulta que cada uno de los sumandos de (*) es menor que
< y por lo tanto

Af(@). JW) < 5+5+5=¢ Vo yeS|dy) <

Wl >

OJ

1.6. EIl teorema del punto fijo para aplicaciones con-
tractivas

Obtendremos aqui un resultado importante relativo a la existencia de puntos fijos para
aplicaciones contractivas.

Definicién 1.6.1 Se dice que una aplicacion f: S C R" — R™ es contractiva si existe
A €[0,1) tal que d(f(z), f(y)) < Ad(z,y) para todo x ey de S.

Obsérvese que toda aplicacion contractiva es uniformemente continua.
Ejemplo 1.6.2 La aplicacion x %x es contractiva de R™ en R".

El siguiente resultado demuestra la existencia de puntos fijos para aplicaciones con-
tractivas de un conjunto cerrado en si mismo.
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Teorema 1.6.3 (del punto fijo) Sea S un subconjunto cerrado de R" y sea f:S — S
una aplicacion contractiva. Entonces existe un punto x* en S tal que f(z*) = x*. Ademds
solo hay un punto en S con esa propiedad.

Demostraciéon. Fijemos un punto xg en S y consideremos la sucesion de elementos de .S
definida por:

r1 = f(x0), v2 = f(x1).r, Tp = f(Xp_1)..

Vamos a demostrar que esta sucesion es de Cauchy en S. Dados cualesquiera py ¢ € N
distintos, uno sera mayor que el otro, supongamos que g > p, entonces se tiene que

d(xp, xq) < d(wp, Tps1) + d(Tpi1, Tpa2) + - -+ d(Tg-1, 7g)-
Ahora bien, por la contractividad de f tenemos que para todo k € N,

d(xkuxk—i-l) = d(f(%-l%f(%))

M(2p—1, 1) < Nd(Tp_2, 1)

IAIA A

k
A d(l’o, ZEl).
En consecuencia,

d(zp,zq) < d(xo,z1)(N + NPT /\q—l)

00 A )\p
S d(l‘o,xl) Z/\‘7 = d(l‘g,xl) 1_ )\

Jj=p

Asi, si dado € > 0 elegimos v € N tal que d(xo, ml)% < g, tenemos que para q > p >
v, d(x,,x,) < €.

Esta sucesion de Cauchy en R™ debe ser convergente a un punto z* de R™ que ne-
cesariamente estd en S, pues S es cerrado. Veamos como para ese punto se verifica que
f(x*) = x*. En efecto, por una parte f(x;) = xpr1 — x*, por otra parte, al ser f continua,
f(z) — f(x*), luego necesariamente f(z*) = x*.

Hemos probado entonces que f tiene un punto fijo, el z*. Veamos como no tiene ningin
otro. Supongamos que x** fuese también un punto fijo de f. Entonces

(™, ") = d(f(x™), f(z7)) < Ad(2™, 7).

Si A # 0 necesariamente d(z*™,z*) = 0 con lo que 2™ = z* y si A = 0 entonces la
aplicacién es constante, es decir, existe ¢ € S tal que f(x) = ¢ para todo x € S, luego el
unico punto fijo es c. O

Observamos que el que S sea cerrado es importante, pues la aplicacion contractiva

f(z) = 32 en (0,1) no tiene ningin punto fijo. Notamos también que la existencia del
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A < 1 que garantiza la contractividad de una aplicacién es necesaria, no basta pedir que
d(f(x), f(y)) < d(x,y) para todo x,y € S,z # y. La aplicaciéon

r+Var+1
flz) = — eR
verifica la condicion anterior y no tiene ningin punto fijo. Es facil ver esto ultimo; en

efecto, si para un cierto * € R se verificase que f(z*) = x* entonces

rr+ V2 +1 =2,

con lo que z*2 +1 = 2*? lo que es absurdo. La comprobacién de que se verifica que
d(f(z), f(y)) < d(z,y) para todo z,y € R puede obtenerse a partir del teorema del valor
medio para funciones de una variable real teniendo en cuenta que |f’(t)| < 1 para todo
teR.






Capitulo 2

Aplicaciones diferenciables

Introduccion

Leibniz Newton

La fundacién del Célculo Diferencial (CD) se atribuye a Newton (1643-1727) y a
Leibniz (1646-1716). Habia ya algunos precedentes, de ahi que se diga que fueron los
fundadores no los descubridores. En el s. XVI ya se habian tratado tres problemas que
tienen mucho que ver con el calculo: los de maximos y minimos, los de tangentes y los del
calculo de &reas.

Entre los precursores del CD en una variable podemos citar a Arquimedes (285-212
a.C.), Cavalieri (1598-1647), Wallis (1616-1667), Fermat (1601-1651), Pascal (1623-1662)
y Barrow (1630-1667), véase [1, p.p. 97-104].

En relacién con el CD en varias variables, que es el que estudiamos aqui, éste se
desarrolld a principios del s. XVIII. La idea de derivada parcial ya fue utilizada por Newton
para obtener resultados sobre ecuaciones polindmicas del tipo P(z,y) = 0. También fue
utilizada esta idea posteriormente por los hermanos J. (1667-1748) y N. Bernoulli (1687-
1759). Sin embargo los verdaderos creadores de la teoria de derivacién parcial fueron

47
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Alexis des Bertins (1705-1771), Euler (1701-1783) y d’Alembert (1717-1784), véase [2, p.
425).

La fundamentacion rigurosa del CD en varias variables fue llevada a cabo en el s.
XIX siendo Cauchy (1789-1857) y Bolzano (1781-1848) los iniciadores de esta tarea. Otros
destacados matemadticos que contribuyeron a ello fueron Abel (1802-1829), Dirichlet (1805-
1859), Weierstrass (1815-1897), Riemann (1826-1866), Darboux (1842-1917), Poincaré
(1854-1912) y Volterra (1860-1940), véase [1, p. 173].

Referencias

[1] Duran, A.J., “Historia, con personajes, de los conceptos del Célculo”. Alianza
Universidad, Madrid, 1996.

2] Kline, M., “Mathematica Thought from Ancient to Modern Times”. Oxford Uni-
versity Press, New York, 1972.

2.1. Derivadas direccionales. Gradiente

Recordamos que se define la derivada de una funcién f definida en un subconjunto
abierto A de R en un punto zy de A como el valor del limite que sigue, si es que ese limite

existe y es finito:
h/mf(l"o +1t) — f(xo)
t—0 t

El valor de este limite (cuando existe) se denota por f’(xg).

El concepto de derivada para funciones de variable real no puede extenderse directa-
mente a funciones f: A C R" — R (A denotara en lo que sigue un subconjunto abierto
de R™). Surge el problema de dividir nimeros reales por elementos de R", cosa que no
tiene ningun sentido. En este tema veremos la forma de dar una definiciéon “razonable”
de este concepto.

Definicién 2.1.1 Llamaremos direccion en R™ a cualquier vector v € R, v # 0. Nor-
malmente se supondrd que v tiene norma 1. St lo hacemos asi, para n = 1 tenemos sélo
dos direcciones, la 1 y la —1. Para n > 1 tenemos infinitas direcciones. En el caso de R?
las direcciones de norma 1 pueden escribirse en la forma (cosf,senf), con 0 < 60 < 2.

Definicién 2.1.2 Dados un punto xg € R™ y una direccion v, llamaremos recta pasan-
do por xy y de direccion v a la recta y = xo + tv, t € R. Obsérvese que parat =10y
vale xo y que para t =1y vale o + v.

Ejemplo 2.1.3 Supongamos que xq es el punto (1,2) de R? y quev = (=1/v/2,1/v/2). La
ecuacion de la recta pasando por (1,2) de direccion v = (—1/v/2,1/v/2) es entonces t —

(L+t(=1/v2),2 + t(1/V2)).
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(1,2)+v

(1,2)

Definicién 2.1.4 Si f es una funcion definida en un subconjunto abierto A de R", x
es un punto de A y v es una direccion en R™, se define la derivada de f en xo en la

direccion v como el
Zz’mﬂxo +tv) — f(x0)

t—0 t

supuesto, claro estd, que este limite exista (sea un numero real). Cuando ezista, su valor
se denotard por D, f(xg).

Observamos que si definimos ¢(t) = f(zo + tv) para t préximos a 0 (para que g + tv
sea proximo a xy y por lo tanto pertenezca a A), entonces [ es derivable en x4 en la
direccién v si y sélo si ¢ es derivable en 0.

Idea geométrica

\

Ejemplo 2.1.5 Sea f la funcion de R* en R definida por
1
f(xuy) = |l’2 - y2|2
Vamos a ver en qué direcciones es derivable en el punto (0,0).

Sea v una direccién en R?, que suponemos de norma 1. Sabemos que v es de la forma
(cosf,senf) con 6 € [0,27) y que f es derivable en (0,0) en la direccién v = (cos ), sen 6)
si y solo si la funcién

o(t) = f((0,0) + t(cosb,sen b))
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lo es en 0. Ahora bien,
P(t) = |t*(cos® @ — sen? 9)|% = |t|| cos® 6 — sen? ¢9|%.

Luego, para aquellos 6 € [0,27) tales que cos? § = sen? 6 resulta que ¢ es idénticamente
nula y por lo tanto derivable en 0 y para los 6 € [0, 27) tales que cos? @ # sen? 6 resulta que
¢ no es derivable en 0 pues “esencialmente” ¢ es la funcién valor absoluto. Resumiendo
f es derivable en (0,0) solamente en las direcciones

(49) (£4) (59 (49

27 2 27 2 27 2

Ejercicio 2.1.6 Dada la funcion f(x,y,z) = |x +y + z| estidiese en qué direcciones es
derivable en un punto (o, Yo, 20) tal que xo + yo + 20 = 0.

Nota 2.1.7 Obsérvese que para cualquier direccion v, tanto ella como su opuesta —uv
definen la misma recta pasando por xy (el vector de direccion determina una orientacion
en esa recta), sin embargo las derivadas en las direcciones v y —v son de signo opuesto.
En efecto,

D_yf(xo) = lim ;
. flzo+ (—t)v) — f(wo)
= lm t
— £zrolf(x0 + Sfl_ f(xo)
_ _Mmf(fco +sv) — f(o)
s—0 S
== —va(l'o)

Consideremos en R" las direcciones dadas por los vectores e; = (0, ...,1,...,0) (con el
1 en el lugar 7). Las derivadas en un punto zy de una funcién f en estas direcciones (si
es que existen) se llaman derivadas parciales y se denotan normalmente por D f(x¢)
earjlv vez de por D, f(xy) que seria lo natural. También es muy frecuente usar la notacién
_1-(%)'

Ejemplo 2.1.8 Calculemos las derivadas parciales de la funcion
f(a,y,2) = 2® +y + cos(y’z)

en un punto arbitrario (xg, Yo, z0) de R3.
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Solucién: Como hemos dicho,

’

D; f((xo, Yo, 20) = ¢;(0)

siendo ¢,(t) = f((zo, Yo, 20) +te;), con lo que
¢1(t) = f((zo+1,90,20)) = (w0 + 1) + yo + cos(y20)
$o(t) = f((xo, 90 +1,20)) = x0” + (yo + 1) + cos((yo +)*20)
d5(t) = f((z0,y0,20 + 1)) = z0” + yo + cos(yg (2o + 1))

Entonces,

D1 f((x0, 50, 20)) = 1(0) = 2

Dy f((w0,90,20)) = ¢2(0) = 1 — 2y sen(yg 20)

Dsf((z0, %0, 20)) = ¢3(0) = —yg sen(yg2).
Definicién 2.1.9 Dada una funcion f: A C R® — R que tenga todas las derivadas par-
ciales en un punto xo € A se llama gradiente de f en xy al vector (D; f(xg), ..., Dnf(20))
de R™. Para denotar el gradiente de f en xy suele usarse la notacion V f(xy).

En el ejemplo anterior, V£(0,0,0) = (0,1,0).

Ejercicio 2.1.10 Calcular el gradiente de f(x,y) = 2* + 2xy en un punto arbitrario de
R2.

2.2. Aplicaciones diferenciables. Representacion ma-
tricial

Cuando una funcién real de una variable real f es derivable en un punto zg, la curva
que define en R? (su gréfica) tiene una recta tangente en el punto (z, f(z)). Se trata
precisamente de la recta que pasa por (g, f(xg)) y tiene por pendiente f’(z¢), su ecuacién
es:

y = f(x0) + f'(w0)(x — o).

En el caso de funciones de dos variables, la idea anterior se transforma en la idea de que
las funciones f “derivables” en un punto (g, yo) deberan ser tales que la superficie que ellas
definen en R3 tenga un “plano tangente” en el punto (o, yo, f(z0, yo)). Como veremos un
poco mas adelante esto no puede garantizarse aunque la funcién tenga derivadas en todas
las direcciones en el punto (z, o). Precisaremos un poco mas adelante lo que significa el
concepto de “plano tangente” en un punto, la idea es la misma que la de recta tangente.

El concepto de “derivabilidad” para funciones de dos variables (0 mas) no es una
generalizacion directa de ese mismo concepto para funciones de una variable, piénsese
qué sentido tendria escribir

lim
t—0

f(xo +1) — f(x0)
t
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siendo ¢ un vector de R™ (en R™ no hay division).

Supongamos que f : A C R — R es derivable en un punto o € A y consideremos
la aplicacién lineal L, : ¢t — f'(xo)t (se pone a L el subindice zy para indicar que esa
aplicacién depende de xg). El que f sea derivable en zy equivale a que

h,mf(% +1t) — f(20) — Lay ()

t—0 t

=0

y esto equivale a que

lo que se comprueba asi,

fxo+1) — f(wo) — Ly, (1)

i t =0
— lin f(wo+t)—i(xo)—on(t)‘ _0
PN 11;n%!f(ﬂ':oﬂ)—f”t(fco)—ngo(t)l _0
— I f(fvo+t)—f;(|xo)—Lzo(t)‘ _0
. 11,E%f(frfﬁt) - {t(|x0) — L) _

Hemos visto entonces que una aplicacion f : A C R — R es derivable en un punto
xo € A, siy sélo si existe una aplicacion lineal L,, : R — R tal que

i @0 1) = f() = Ly (1)

t—0 |t|

=0

Esta idea si que puede generalizarse para aplicaciones de mas de una variable de la si-
guiente manera:

Definicién 2.2.1 Se dice que f : A C R" — R es diferenciable en xy € A si existe
una aplicacion lineal L, : R" — R tal que

i (@0 1) = (@0) = Loy (1)

h—0 I =0

Preferimos cambiar la letra ¢ por la h porque la t suele representar un nimero real
y pudiera dar lugar a confusion, aqui A es un vector de R™. Observamos que la norma
de h es un nimero real mayor que 0 (pues h nunca es 0) y por lo tanto no hay ningin
problema con esa divisién. La anterior condicién es equivalente a que

i @) = F(@0) = Luy(w = 20)

=0 I = oll

= 0.
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Nota 2.2.2 No se usa habitualmente el término “derivable” para funciones de mas de
una variable, se usa en su lugar el término “diferenciable”.

Vamos a recordar en un momento lo que es una aplicacién lineal de R™ en R. Es
una aplicaciéon L : R — R tal que L(z + y) = L(z) + L(y) para todo z e y de R" y
L(ax) = aL(z) para todo a € R y para todo # € R™. En particular,

L(z) = L(xy,...,2,)
= L(zier + -+ xnep)
= x1L(er)+ -+ x,L(en)
= {((x1,...,xn), (L(€e1), ..., L(ey))).

Observamos que todas las aplicaciones lineales de R™ en R son continuas, incluso lo
son uniformemente, pues

[L(z) = Ly)| = [L{z —y)]
= K@ =910 = ), (Ller), -, Llen)))]
< = =y [HI(Ler), o Lien)) || = Clle = yll

siendo C' = |[(L(e1), ..., L(en))]| -

Si denotamos por L(R" R) al espacio vectorial de las aplicaciones lineales de R™ en
R, resulta que la aplicacion

L(k
LeLRR) s ||L]:= sup |L(h) = sup IL()]
heR™,[|h[=1 kern k20 ||K||

es una norma en ese espacio. Veamos en primer lugar la igualdad anterior:

Por una parte, para todo k # 0 se verifica que

| L(K)| ‘ ( k )‘
==L (= || < sup  |L(h)].
Il &l heRn, [hll=1
Por otra parte, para todo h, tal que ||h|| = 1, se verifica que
L L
L= L0 L)

1P ™ kermazo K]
Veamos como la aplicacion

Le LR",R) = [[L]| = sup |L(h)]

heR",||h||=1

€S una normas:

a) Desde luego que ||L|| > 0.
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b) Si L = 0 entonces ||L|| =0y si sup |L(h)] = 0 entonces, si h # 0, L(h) =
heR™,[|h]|=1

|h||L <ﬁ> =0, si h =0 es claro que L(h) = 0.

¢) |laL|| = sup |aL(h)|=|a| sup |L(h)| para todo a € R.
heR™, [|h]|=1 heR™,|[h||=1
d) [l + Lof| = sup (Lo + Lo)(h)] < sup - {[La(h)[ + [Lo(R)[} < [[La]] +
heRn,[jh]|=1 heRn,[[h]|=1
|| Lo |-

Proposicion 2.2.3 Para toda aplicacion lineal L : R™ — R se verifica que

IL|| crn ) = |[(L(€1), - Len))|]2

(recordamos que || ||o representa la norma euclidea en R™).

Demostracion. Supondremos que L no es idénticamente nula, si lo fuese el resultado es
trivial. Para todo h € R™ con ||h||2 = 1 resulta que

|L(h)] = |L(hie1 + -+ hpey)|

[haL(er) + -+ - + hnL(en)]

= ’<(hlu7hn)7(L(61>7aL<en))>’
< [[(Len), oy Len)ll2-|[B]]2

con lo que
[L(h)| < [[(L(€1); -5 L(en))]]2-

Por otra parte para el vector

(L(eq), ..., L(ey))

"= e, Lok

se verifica que

lo que nos da que

sup  [L(h)| = [|(L(e1), .., L(en))][2

heR™ ||h||2=1
y que el valor de ese supremo se alcanza en el vector de norma 1,

(L(er), ..., L(en))
1(L(ex)s s Llen))l2
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Ejemplos de aplicaciones diferenciables: Cualquier aplicacién constante, las proyeccio-
nes en una coordenada, esto es, (21, ..., ,) — x; ¥, en general, cualquier aplicacién lineal.
Obsérvese que si L es una aplicacion lineal de R™ en R, entonces para todo xg € R", se
tiene que L,, = L. Veremos mas ejemplos en las clases practicas.

Volviendo a la diferenciabilidad, observamos que una aplicacién f : A C R — R es
derivable en un punto xy € A si y sdlo si es diferenciable en ese punto.

Como es légico, la aplicaciéon lineal L,, depende, en general, del punto zy pero su-
cede, también como parece natural, que de existir es unica. Puede verse esto facilmente
suponiendo que hay mas de una de tales aplicaciones pero nosotros lo veremos aqui ahora
mismo de modo indirecto haciendo algo que también nos interesa.

Teorema 2.2.4 Si f : A C R* — R es diferenciable en un punto xoy € A, entonces
de derivable en ese punto en todas las direcciones. Ademds si v es una direccion, que
supondremos de norma 1, y una aplicacion lineal L : R™ — R wverifica que

i d @0 1) = F o) = L(h)

=0
h—0 1Al

entonces L(v) = D, f(xo).
Demostracion. Tomando sélo vectores h de la forma tv con t € R, tenemos que

lz’mf(% +tv) — f(xo) — tL(v)

=0
t—0 |t|
(nétese que ||v|| = 1) con lo que, con el mismo argumento que hemos utilizado al principio
de esta seccién, obtenemos que
tv) — —tL
lz’mf(xo + tv) — f(zo) (v) —0
t—0 t
y por lo tanto que
To+tv) — f(w
limf( 0+ ) f( 0) :L(U),
t—0 t
luego f es derivable en z( en la direccion v y D, f(xg) = L(v). O

Nota 2.2.5 FEl teorema anterior demuestra que si f es diferenciable en xy entonces es
derivable en ese punto en todas las direcciones y ademas el valor de la derivada en la
direccion v es precisamente el valor de L en v. También esto prueba que de haber una
aplicacion lineal verificando

lz’mf(mo +h) — f(zo) — L(h)

=0
h—0 Al

hay sélo una, pues para todo j = 1,...,n, L(e;) = D;f(xo) y este valor no depende de L
(nétese que L queda determinada por su valores en la base candénica {ey, ..., e,}).



56 2.2. Aplicaciones diferenciables. Representacion matricial

Para representar la aplicacién L (que es tunica, si existe) usaremos la notacion df (x).
Obsérvese que tal L depende de zo. A df(zg) se le llamara la diferencial de f en x.
Dado que df(x¢)(e;) = D;f(xo), se verifica que

[ldf (o)l can 2y = IV (20) l|gen -

A la vista de lo anterior resulta entonces que cuando f es diferenciable en x,

of
8.’13'1'

(z0) = Dif(z0) = df (z0)(e:)-

Para un h € R" arbitrario podemos escribir

df (zo)(h) = Z hidf (o) (e;) = Z hiD;f(x0) = Z hz‘g—;;(mo);

esto es,
df (xo)(h) = (V[ (20), ).

Observamos que esto no quiere decir que si una aplicacion tiene gradiente en un punto,
esta aplicacion tenga que ser diferenciable en ese punto, lo que dice es, que si la aplicacién
es diferenciable en un punto, entonces la diferencial en ese punto toma como valor, en
cada h € R", el valor del producto escalar del gradiente de la funcién en el punto por h.

Para una direccién v de R™, ||v|| = 1, tenemos en particular que

Dy f(xo) = df (w0)(v) = (Vf(20),v).

Como consecuencia de la proposicién 2.2.3 se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 2.2.6 Sea f: A C R"—= R una aplicacion diferenciable en un punto xy € A

tal que V f(xo) # 0, siendo A un abierto de R™. Entonces el valor mdzimo de |D, f(x)]

. . v , .
se alcanza en el vector unitario v = % y ese valor mdzimo es ||V f(xo)]]2.

Demostracién. Basta aplicar la proposicién anterior a la aplicacién lineal df (z,). OJ

Cuando f es diferenciable en un punto xy llamaremos espacio afin tangente a la
superficie {(z, f(z)),z € A} C R™" en el punto (z¢, f(x0)) a

T = {(z, f(xo) + (Vf(x0),x — x0)) : x € R"}.

Nétese que T es un subconjunto de R™!. En el caso particular en el que n = 1 el
correspondiente espacio afin tangente en (zg, f(zo)) es

T = {(z, f(zo) + f'(x0)(x — m)) : ¥ € R}
= {(z,y) eR? 1y = f(wo) + f'(20)(x — x0)},
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que es precisamente la grafica de la recta tangente a la curva {(z, f(z)),z € S} en el
punto (zo, f(xg)). Cuando n = 2 el correspondiente 7" es un plano, al que llamaremos
plano tangente. Puede describirse asi:

T = {(z,y,2) eR’: 2z = f(xo,40) + D1f(xo, y0)(x — x0) + Daf (x0,y0)(y — y0)}
= {(z,y,2) € R®: 2 = f(mg,y0) + az + by — axo — byo}
= {(2,y,2) €ER® 1 ax + by — 2z = axg + byo — f(z0,v0)}

donde a = Dy f(xo,y0) v b = Daf(z0,v0)-

En general T es lo que se llama un hiperplano en R"*!. En general, en R™, los
hiperplanos son los conjuntos de la forma

H={xeR": (z,ly) =d}
para algin lp € R™, [y # 0, y d € R. O bien
H={zeR™: L(z) =d}
siendo L una aplicacién lineal y d € R. Nétese que como L es lineal en R™, entonces
L(z) = ((z1, ..., ), (L(e1), ..., L(en)))

y (L(e1), ... L(ey)) hace el papel de ly. Cuando m = 1 los hiperplanos son puntos, pues
dados lp y d € R, el conjunto de los puntos x de R que verifican zly = d estd formado
Unicamente por el punto x = %. Cuando m = 2 se trata de rectas, pues dados [y = (a,b) €

R*\{(0,0)} y d € R, el conjunto de los puntos (z,y) € R? tales que ax + by = d es una
recta. Para m = 3, dados lyp = (a,b,¢) y d € R, se trata del plano

{(z,y,2) : ax + by + cz = d}.
Observamos que los hiperplanos de R™ son espacios afines de dimensién m — 1.

Vamos a ver ahora como el espacio afin tangente a la superficie {(z, f(z)) : x € A} C
R"™™! en el punto (g, f(70)), 2o € A,

T={(z,y) e R" xR :y = f(xg) + (Vf(x0),z — x0)}

es un hiperplano. En efecto,

T = {(z,y) e R {(z1,.... 20, ¥), (D1 f(20), ..., Dnf(20), —1))
(Vf(zo), w0) — f(w0)},

haciendo entonces ly = (D1 f(xg),..., Dnf(z0), —1) y d = (V f(x0),z0) — f(x0) tenemos
comprobado lo que queriamos.
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El concepto intuitivo de tangencia que tenemos para el caso de curvas se mantie-
ne también para superficies en R", pues si T es el espacio afin tangente a la superficie
{(z, f(z)),z € A} en el punto (xg, f(zo)), entonces para cada punto (z, f(z)), z € A
existe un punto (z,y) € T (y depende de ) tal que

Jim 12—y

== || — o]

=0.

En efecto, basta tomar y = f(zo) + (V. f(z0),x — xo).

Ejemplo 2.2.7 Si f(x,y) = 2® + y?, (z,y) € R% EI plano tangente a la superficie
{(z,y, f(z,y)); (z,y) € R*} en el punto (0,0, ) es el plano z = 0. Esta superficie se
llama paraboloide.

Ejemplo 2.2.8 Si f(x,y) = /22 + 32, (z,y) € R? no existe plano tangente a la superfi-
cie {(z,y, f(z,y)); (z,y) € R?} en el punto (0,0,0). Esta superficie se llama cono.

Sabemos del curso de Anélisis de Variable Real que cuando una aplicacion es derivable
en un punto entonces es continua en ese punto. Lo mismo ocurre en el caso general de
aplicaciones diferenciables en un punto de R".

Teorema 2.2.9 Si f : A C R" — R es diferenciable en un punto xy del abierto A
entonces f es continua en ese punto.
Demostracién. Escribamos

f(x) = f(wo) = f(z) — f(x0) — (Vf(0), ® — 0) + (V[(20), T — 0).

Como

i 1@) = (20) = (T f(z0). (& = 20)

=0 [l = o

=0
resulta que, para ¢ = 1,
361> 0] |lz = ol <61 = |f(2z) = flzo) — (Vf(@0), x — @0)| < [l — o -
Dado que por otra parte, [(V f(xo), x — xo)| < ||V f(x0)]| ||z — 20|, tenemos
|f(@) = fzo)| < (L4 [[Vf(@o)ll) lz — @oll

si ||z — zo]] < 1. Luego, si dado & > 0 tomamos ¢ :min{w,dl} resulta que si

|x — xo]| < 0 entonces |f(x) — f(xo)| < e. O

Hemos comentado anteriormente que puede ocurrir que una aplicacién f: A C R" —
R tenga derivadas en un punto zy € A en todas las direcciones y que sin embargo no sea
diferenciable en ese punto. Vamos a dar ahora un ejemplo de una tal funcion, ella va a
tener derivadas en (0,0) en todas las direcciones y no va a ser ni siquiera continua en ese
punto (luego no puede ser diferenciable en él como acabamos de ver).
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Ejemplo 2.2.10 Consideremos la funcion
zy2 .
f(xy):{ﬁ sz(ac )%(00)
’ 0 ' .

Dada una direccién (cos,sen ), 0 € [0,27), consideremos la funcién

tcos-t? sen? @ :
oSl Sen t(cos@,senf) # (0,0)
1) = t 2] 0)) = t2 cos? f+t4sen Sl ) ’
9(t) = flt{cos 6, sen)) { 0 si t(cos 8, sen ) = (0,0).
Veamos como ¢ es derivable en 0.

i o(t) — ¢(0) i tcos® - t*sen® €08 Osen’d  sen’0
im———— = =
t—0 t t—=0¢(t2 cos? § + t* sen ) 0 cos20 1 2sentf  cosf

Claro esta que estamos suponiendo que cos 6 # 0. Si cos # = 0 entonces ¢ es idénticamente
nula por lo que ¢'(0) = 0. Resumiendo
sen’f i cos 6 #0

D(cos@,senﬁ)f(oa O) = { OCOS(9 si cos@ = 0.

Veamos como f no es continua en el (0,0). Para ello calculamos el limite a lo largo de
la curva o = 2,

ytoo 1
l@m =lim—— = —.
f (v, y) = i T A~ 3
Como el valor de este limite no coincide con el valor de la funcién en el punto (0,0) (que
es 0), la funcién f no es continua en (0,0).

Obsérvese que aunque hubiésemos definido el valor de f en (0,0) como 3 la funcién
seguiria sin ser continua, pues el limite de f en (0,0) a lo largo de las rectas x = 0 6 y
=0es 0.

2.3. Condicion suficiente de diferenciabilidad

Hemos visto en el tema anterior dos condiciones necesarias para que una funcion
f:ACR"— R, A abierto de R", sea diferenciable en zq € A, a saber, que f sea
continua y que tenga todas las derivadas direccionales, y en particular las parciales, en
xo. El teorema siguiente nos da una condicion que serd suficiente para la diferenciabilidad.

Teorema 2.3.1 Sean A C R™ un conjunto abierto, f : A — R una aplicacion que tiene
todas las derivadas parciales en cada punto de A. St para cada i =1,....,n la funcion

of
8$i

es continua en un punto xqg € A , entonces f es diferenciable en xy.

r €A

(x) eR
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Demostraciéon. Fijemos el punto xy € A en el que todas las derivadas parciales de f
sean continuas y consideremos un r > 0 tal que B(xzg,r) C A. Para cualquier punto = de
esa bola se tiene que

f(@) = f(zo) = f(x1,22,...,20) — f(Z0,, -, To,)
= flxy,z9, ..., xn) — f(xo,, T2, ..., Ty)
+f (o, Toy ooy ) — f(Toy s Toyy T3y evs Ty)
+f(Toy, Toyy T3y ey Tn) — f(To,, Toyy Togy ey Tn)
_|_...
+f(Toy, Toy, Togy -y X0, o5 T, 15 Tn) — f(Toy,s ey T, )-

Aplicando el teorema del valor medio para funciones de una variable real a la funcién
,(s) = f(s,xa,...,x,), que es derivable en un intervalo abierto que contiene al intervalo
cerrado determinado por zg; y x1 (por ser f derivable en la direccién e; en todos los
puntos de A), obtenemos la existencia de un punto u; entre xo; y z; tal que

V1(21) — ¥y (20,) = 7?,1(“1)(551 — o, )

(si x1 = xo, pasamos directamente a otra coordenada, pues en esta primera la diferencia
f(x, 29, ..., 2) — f(xo,, T2, ..., T,) seria nula). Ahora bien,

wll(ul) = a_xl(ulv Ta, ..., l’n)7

por lo que

0
fx1, 22,y xn) — fxoy, To, ooy ) = %(ul,:@, ey Tp) (1 — T0,)-
1

Repitiendo el proceso con
¢2<S) = f(l’ol, 5,3, ... xn)

obtenemos un punto us entre xp, y s tal que

_ 95,

a 63:2

Continuando con el proceso anterior conseguimos la existencia de puntos us, ..., u, tales
que

f(zo,, 2y ooy xn) — fxoy, Toy, T3y ooy Tny) Ty, Uy T3y ooey T ) (T — Ty ).

f($017 ...,$0i_1, l’i,xi_;'_l, ceey xn) - f(x(h) "'7'r0i_17 x(]wxi-i-la 71'”)
of
= %('xo“"'7x0i_17ui7'ri+17"‘an)(aji_x()i)
K3
para ¢ = 3, ...,n. Tenemos entonces que,
of
f(x) = f(xo) = 8—%@1,932, s T ) (X1 — T0,)

+a—xn(9€01,$027 ey 0,y Un) (T — To,,)-
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En consecuencia,

0 0
70) = flan) = |3 ) =)+ ) = )|
< %(ul,a:g, vy Tp) — g—i(xgl,xoz, e To, )| |21 — o, |

1
of

0
+ 8_%(1'01,33'02, ,Un) — a—%($01,$02, ...,l’on) |$n — .Z'On| .

La continuidad de las derivadas parciales en xy junto con el hecho de que cada |u; — xo,
es menor o igual que |z; — zo,|, nos da que para todo ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que si
13

|z — x0[| < ¢ cada uno de esos sumandos es menor que £ ||z — 24| con lo que

|f(x) = f(z0) — (Vf(20), T — 20)]

[l = ol

< E.

Esto nos da que f es diferenciable en x. O

Nota 2.3.2 Observamos que en las hipotesis del teorema, si todas las derivadas parciales
son continuas en todos los puntos de A la aplicacion df : x € A+ df(x) € L(R",R)

es continua (en L(R™,R) se considera la norma definida por |L|| =  sup |L(h)|). En
heRn,||h||=1

(5L - 5w
(55|

Como cada % es continua en el punto Ty, puede consequirse que esa Suma sea MeENOT
que cualquier € > 0 dado, tomando x suficiente proximo a xo. Luego, dado € > 0 existe
d > 0 tal que si ||x — xo|| < § entonces,

efecto, si h € R™ y ||h|| =1,

|df (z)(h) — df (x0)(h)| =

<

M:

J=1

<y

=

s

ldf (x) = df (zo)l| = sup |[[df(z) — df (z0)](h)]

heR",||h||=1

3

Jj=1
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Del teorema anterior se deduce la equivalencia entre la diferenciabilidad de f en A
mas la continuidad de la aplicacién df : A — L(R™,R) y la existencia y continuidad de las

derivadas parciales en A. Nétese que si df es continua entonces también lo son ga{ -1 x €
3

Avr— g(2) = df () (e:) € R, pues |df (z)(e:) — df (z0)(e:)| < ||df () — df (20)l| (g -

La no continuidad de las parciales no impide la diferenciabilidad: La funcion

2 qop L
résen - x#0

f(rc‘,y)z{o =0

tiene derivadas parciales en todo punto de R? no son continuas en (0,0) y sin embargo
es diferenciable en ese punto.

Nota 2.3.3 Puede probarse también la diferenciabilidad de una funcion en un abierto de
R™ aunque no se sepa que una de sus n parciales es continua (véase F. Ballesteros, L.
Martin, “Ejercicios de Andlisis Matemdtico”, p. 205).

Cuando se consideran aplicaciones f : A C R"™ — R™, se define de manera analoga
el concepto de aplicacion diferenciable en un punto. En este caso la aplicacién diferencial
de f en un punto xj es la (tinica) aplicacién lineal de R™ en R™ (si tal aplicacién existe),
que denotaremos también por df (zg), y que tiene la propiedad de que

i £@) = $(a0) = df ) (& — o)

s e = ol

Debe observarse que una tal aplicacion es diferenciable en un punto xq si y sélo si lo son
en ese punto las componentes fi, ..., f,, de f y se verifica que

df (xo) = (dfi(20), dfa(x0), -, dfm(20))-

Asi como las aplicaciones lineales L. de R™ en R se representan por un elemento de R",
a saber, (L(eq), ..., L(e,)), las aplicaciones lineales L = (L1, ..., L,) : R" — R™ verifican

que:
Ly(z) Li(er) -+ Li(en) T

L(x) L(e1) -+ Lpy(en) Ty,
Veamos como es esta matriz cuando L es la diferencial de una aplicacién f: A C R" —
R™. Empecemos con el caso m =1 :

L(e;) = df (vo)(ei) = De, f(x0) = D;f(x0).

Esto es, la matriz asociada a df (zo) es precisamente el gradiente de f en z.
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En el caso general se tiene lo siguiente:

(df (x0));(es) = df(xo)(e:) = Difj(o)
con lo que la matriz asociada a df (xg) es
Difi(xo) -+ Dnfi(wo)

Jf(%): : : :
lem(xo) anm<x0)

Esta matriz se llama matriz jacobiana'! de f en x y serd muy utilizada en lo que sigue.
Como se ve es la matriz que tiene en la fila j el gradiente de la componente f; de f.

Para aplicaciones lineales L : R™ — R™ se verifica que existe C' > 0 tal que
||L(x)|] < C||z|| para todo x € R™.

En efecto, sabemos que para cada componente L; de L sabemos que |L;(z)| < ||L;]|||z||
para todo x € R". Entonces

|Li(z)| + - + | Lin(2)] < (||[La]| 4+ -+ - + || L) ||z|| para todo z € R".
Por lo tanto,
L[]z < [[L(@)[[s = [La(@)] + - - + [Lin(2)] < Cl[z]]s para todo = € R”
siendo C' = ||Ly|| + - -+ + || Lml|-
Esto nos permite definir una norma en el espacio vectorial L(R", R™):
1Ll = sup{[[L(z)[] = [J|| = 1}.
Evidentemente, ||L(z)|| < ||L||||z|| para todo = € R™.

Se verifica que la suma de dos aplicaciones diferenciables en un punto es también
diferenciable en ese punto y lo mismo ocurre si multiplicamos una funcién diferenciable
por un numero real. Ademas es también facil ver que

d(f + g)(wo) = df (x0) + dg(zo) y d(af)(wo) = adf(xo).

También es cierto que, cuando m = 1, el producto de funciones diferenciables en un punto
es diferenciable en ese punto verificindose que

d(fg)(wo) = g(xo)df (wo) + f(20)dg (o).

Es sencillo el obtener esto directamente, pero nosotros lo obtendremos en el tema
siguiente como consecuencia de un resultado de gran interés en el estudio de la diferen-
ciabilidad, se trata de la llamada “Regla de la cadena”, conocida del curso de Analisis de
Variable Real para funciones de una variable.

ljacobiana viene de Jacobi, matemdtico alemén, 1804-1851.
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2.4. Regla de la cadena

Comenzamos el tema obteniendo una propiedad de las aplicaciones diferenciables que
se conoce con el nombre de propiedad local de Lipschitz y que usaremos para demostrar
la Regla de la Cadena.

Teorema 2.4.1 Sea A un abierto de R" y f : A C R™ — R™ una aplicacion diferenciable
en un punto o € A. Entonces existen constantes M y §; > 0 tales que

[ = xol| < 01 = [[f(2) = f(xo)l| < M [l — o] -

Notese que, en particular, esto implica la continuidad de f en xg, cosa que ya habiamos
probado para m = 1. También puede obtenerse esta continuidad observando que cada f;
es continua, por ser diferenciable.

Demostracién. Sea € = 1, entonces existe d; > 0 tal que
0 <z = woll <61 = [f(z) = f(x0) — df (xo)(x — mo)|| < ||z — ol

con lo que
1/ (2) = f@o) || < lldf (o) (z — o) + [l — o] -

Dado que también, por ser df (xo) lineal, existe C' > 0 tal que
[[df (o) (x — o) || < Cl|x — o]
para todo x € R", resulta que
1f () = flzo)|| < M |z — o

para los z tales que ||z — || < 61, donde M = C' + 1. O

Obtenemos ahora la regla de la cadena que garantiza la diferenciabilidad de una com-
posicién y nos dice como calcular la correspondiente diferencial.

Teorema 2.4.2 (Regla de la cadena) Sean A un abierto de R™, B un abierto de R™,
f:ACR" > R™ g: BCR™— RP tales que f(A) C B, f es diferenciable en xy € A
y g es diferenciable en f(xy). Entonces g o f es diferenciable en xo y d(g o f)(zo) =

dg(f (o)) o df (o)-
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Demostracion. Se tiene que

lg o f(x) — g0 f(xo) — (dg(f(x0)) © df (x0))(z — 0)l|gs

[l = o]
< lgtf(z) - g(f(:vo))H— dg(f’(’ro))(f(iv) — (o))l
L Ndg(f(20))(f () — f(wo) — df (o) (x — o))
[l = ol '

Al ser f diferenciable en x( existen, por el teorema anterior, M > 0y d; > 0 tales que
| = aol| <01 = [|f(z) — f(@o)[| < M ||z — xo]| .
Por otra parte, al ser g diferenciable en f(zo), dado 55; > 0 existe do > 0 tal que

lg(y) — 9(f (x0)) — dg(f(z0))(y = fl@o))ll _ ¢

0< lly— fao)l| < 6, = T <=

Tomando §3 =min{dy, %2} tenemos que

lg(f () = 9(f (x0)) — dg(f(x0))(f () — f(20))l]

0 < |lz—a] <5 =
[ = ol

ellf@) = flzo)|l _ eM ||z —xof _
- 2M||x — xol| T 2M ||z — || 2

pues para esos x se tiene que || f(z) — f(zo)|| < M ||z — ]| < M% = 5.

Ademés, por ser dg(f(zo)) una aplicacién lineal, existe C* > 0 tal que ||dg(f(z0))(y)|| <
C* ||ly|| cualquiera que sea y € R™. Por ser f diferenciable en xq existe d; > 0 tal que

1/ () = f(xo) — df (xo)(x — xo)| _ &
0< ||z —x| <04 = T <50+

Asi, para los z tales que 0 < ||z — 2| < d4 se tiene que

1dg(f (o)) (f(x) = f (o) = df (xo)(z — w0))|

|2 — o]
C*||f(x) = f(xo) — df (x0)(z — 9)|] - Ce ¢
B |2 — | 20 2

Si finalmente hacemos § =min{ds,d4} y tomamos x tales que 0 < ||z — x¢|| < 4 resulta
que

lg(f(x)) — g(f (x0)) — dg(f(x0)) o df (x0)(x — x0)||

[l — o]
< l9(f(@)) = g(f(@0)) = dg(f(x0))(f(x) = f(x0))]
- [l = o]
o Ndg(f (o)) (f (x) — f(wo) — df(wo)(x — o))
[l = o

< €.
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O

La matriz jacobiana asociada a la composicion es:

8(5;3;{)1(%) 8(%?1(%0)

8(;:;1”)'1) (z0) 5(;;51);(%)

G4 (f(z0)) -+ FE(f(m0)) O (gg) -+ 2hi(zy)
o\t o ) |\ B e e

El resultado es una matriz p x n. Obsérvese que para cada i =1,...ny j =1,...,p,
se tiene que

Agofli, \_ N~ 99 of,
T =25, (o), ()

Ejemplo 2.4.3 Consideremos las funciones
F(@,y,2) = (@ + ¢, 2); glu,v) = (cosu,3v).

Entonces go f(x,y,2) = (cos(x? +y?),3z2) y la matriz jacobiana correspondiente a ella es

—sen(z? +y?) 0 20 2y 0
0 3 0 0 1

_( —2zsen(z® +y*) —2ysen(z*+y?) 0
N 0 0 3 )

Nota 2.4.4 De la regla de la cadena puede obtenerse facilmente la regla de diferenciacion
para un producto de funciones definidas en un conjunto A abierto de R™ en R. En efecto,
consideremos primero el caso del producto de una f por si misma. Esta funcion es la
composicion de la funcién f con la funcién g :t € R —t? € R.

Por la regla de la cadena f? es diferenciable en todo punto donde lo sea f y en cada
uno de sus puntos se verifica que

d(g o f)(xo) = dg(f(x0)) o df (x0).

Entonces, para cada punto h € R"

df*(zo)(h) = d(go f)(wo)(h)
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Si ahora f y g son dos funciones cualesquiera de definidas en un conjunto A abierto
de R™ en R, entonces

fg= (7 +9)~ (f )

Entonces

(d((f +9)*)(x0) — d((f — 9)*)(20))
(2(f + g)(wo) - d(f + g)(z0) — 2(f — g)(z0) - d(f — g9)(x0))
((f(xo) + g(x0)) - (df (zo) + dg(x0))
—(f(xo) — g(wo)) - (df (o) — dg(x0)))
(

2f(wo) - dg(zo) + 29(xo) - df (20))
(7o) - dg(x0) + g(wo) - df (o).

d(fg)(zo) =

l\?l»—*%l»—*%l}—‘

También de la regla de la cadena se obtiene que si una funciéon f: A C R® — R es
diferenciable en zy y f(z) # 0 para todo = € A, entonces % es diferenciable en xg y

1(3) @ =~

Para demostrarlo basta considerar la composicion de f con la aplicacion de inversion
1.t %

Por la regla de la cadena

d(i o f)(wo)(h) = di[f(z0)](df (zo(h))) = ' (f(w0)) - df (x0)(h) = —m ~df () (h).

Una ultima aplicacion de la Regla de la Cadena que damos aqui es la siguiente: Sea
0= (¢1,.,0,) : A C Rl — R™ diferenciable en un punto ty € Ay sea g : B C R™ —
R', ¢(A) C By g diferenciable en ¢(ty). Entonces

(gop)'(to) = d(gop)(te))(1) = dg(p(te))ode(to)(1) = dg(e(te))(¢'(to)) = (Vg(e(to)), ¢ (to))

(donde ¢'(to) = (1 (to), - - - @1 (t0)))-

2.5. Teorema del valor medio

Obtendremos aqui un teorema que generaliza al del valor medio para funciones de una
variable. Con ese fin damos una definicién y un lema.
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Definicién 2.5.1 Se dice que un subconjunto S de R" es convexo si para todo par de
puntos x, y € S, x # y, se verifica que el segmento Lix,y] = {x +t(y — ) : t € [0,1]} de
extremos x e y estd contenido en S.

Las bolas son conjuntos convexos, pues si dada una bola B(zg,r) consideramos dos
puntos x e y de ella, entonces para todo ¢ € [0, 1] se tiene que

|z +t(y —2) —xof| = [[(1 =)z +ty —two — (1 = t)aol| =
= (L=Blz —zol| + tlly — wol| < X = t)r +tr =,

con lo que L[z, y|] C B(xg,r).

Todos los conjuntos convexos son conexos, pues son conexos por poligonales (véase el
Teorema 1.3.15), dado que los segmentos son un caso particular de poligonales.

Lema 2.5.2 Sean A un subconjunto abierto de R™ y f : A — R™ wuna aplicacion dife-
renciable en cada punto de A. Entonces para todo z,y € A tales L[x,y] C A y para todo
z € R™ se verifica que existe ¢ € Lx,y], siendo ¢ distinto de x ey, tal que

(2, [(y) = f(@)) = (z,df (c)(y — x))-

Obsérvese que, en principio, ¢ depende de x,y, z.

Demostracién. Dados z,y € A tales que L[x,y] C A, sea § > 0 tal que
r+tly—x) € Aparatodot € (—=d,1+0)

(nétese que Lz,y] C Ay A es abierto). Dado z € R™ consideremos la funcién real de
variable real:

(t) = (z, fle+t(y —x)); te(=0,1+9).
Esta funcién es derivable en (—d,146) y

W) = (2, df (x + t(y — 2))(y — 2)),

pues
(t) =z filz+iy — ) + -+ znfmlz + Hy — 2)),

téngase en cuenta que se trata esencialmente de la diferencial de la composicién de f con
la funcién ¢(t) = = + t(y — x)). Luego, por el teorema del valor medio para funciones
reales de una variable real existe s € (0, 1) tal que

(1) = (0) = ¢'(s)(1 = 0)
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de donde se sigue que

(2, f(y) = f(@)) = (2 [(y) — (2 [(2))
= ¢(1) —¢(0)
= ¥(s)
= (5 df(z+s(y —x))(y — ).

Basta entonces tomar ¢ = x + s(y — x) € L[z, y], ¢ # x,y, para tener el resultado. Nétese
que ¢ depende de z, pues s depende de z. O

En los abiertos convexos el Lema anterior se verifica para todo x,y € A.

Teorema 2.5.3 (Teorema del valor medio para funciones de R" en R) Sean A un
subconjunto abierto de R" y f : A — R una funcion diferenciable en cada punto de A.
Entonces para todo z,y € A tales L|x,y] C A existe ¢ € Lx,y|, siendo c distinto de = e
Y, tal que

fly) = f(x) = df (c)(y — ).
Demostraciéon. Como en este caso m = 1, si tomamos z = 1 el resultado se sigue
directamente del Lema anterior, pues

Fly) = flx) = (1, f(y) = f(2)) = (L, df (e)(y — x)) = df (c)(y — ).

O
Para funciones de variable real con valores vectoriales se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.5.4 Sean A un abierto de R™ y f : A — R™ wuna aplicacion diferenciable
en A. Entonces para todo x,y € A tal que Llx,y] C A y para todo j = 1,...,m existe
¢; € Liz,y| tal que

fity) = fi(@) = df;(c;)(y — ).

Demostracién. Basta aplicar el Teorema del Valor Medio para funciones con valores en
R a cada componente de f. 0

Nota 2.5.5 No hay un teorema del valor medio andlogo al anterior para aplicaciones con
valores en R™. En efecto, si consideramos la aplicacion

ft) =), teR.
Entonces f(1) — f(0) = (1,1) — (0,0) = (1,1), y como

df(c)(1 = 0) = (fi(c), f3(c)) = (2¢,3¢%)
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deberia ocurrir, que para un cierto ¢ € (0, 1),

(1,1) = (2u, 3u?)

lo que ciertamente es imposible cualquiera que sea u.

No obstante para aplicaciones con valores en R™ se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.5.6 (Desigualdad del valor medio para aplicaciones de R" en R™) .
Sean A un abierto de R™ y f : A — R™ wuna aplicacion diferenciable en A. Entonces para
todo x,y € A tales que L|x,y] C A se verifica que

1f () = f@)] < sup ldf ()]l - |y — =]

c€Llz,y]

suponiendo que {||df (c)|| : ¢ € L]z, y]} es acotado. Sino lo es el resultado no tiene interés.
Este resultado se conoce también con el nombre de Teorema de los incrementos
finitos.

Demostracién. Sean x e y € A tales que L[z, y] C A, podemos suponer que f(y) # f(x),
pues si son iguales la desigualdad es trivial. Sea

fly) = f(z)
1f(y) — f(2)]|

Por el Lema 2.5 existe ¢ € L[z, y]|, ¢ # z,y, tal que
(2, f(y) = f(2)) = (z,df (c)(y — 2)) ,

z =

de donde se sigue que

) Ty = flx) oty
1£() - F@)] = <Hf(y)_f(xm,f<y> f( >>
) fy) = flx) N — o
<Hf(y) e TRRARA )>
y) — f(x)
< any) 7 >\|H"df ol
@y - o)

(se ha usado la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el hecho de que ||z|| = 1). Como por la
propia definicién de la norma de la aplicacién lineal df(c) se tiene que

ldf (e)(y — )|l < ldf ()| - lly — 2|l < sup |[df ()] - |ly — I,

c€L[z,y]

se sigue el resultado. 0
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Corolario 2.5.7 Si A es un subconjunto abierto y conexo de R™, f : A — R™ es dife-
renciable en A y df () = 0 para todo x € A, entonces f es constante.

Demostraciéon. Fijemos un punto xp en A y sea x un punto arbitrario de A. Al ser A
abierto y conexo existe una poligonal que une x4 con x (Teorema 1.3.15). Esa poligonal esté
formada por la concatenacién de segmentos L[zg, x|, L[z, 2], ... Llxg, x|; z1,..., 2 €
R". Si aplicamos el teorema de los incrementos finitos a cada uno de esos segmentos
obtenemos que

1f(21) = flxo)ll < sup ldf(co)ll - [[x1 — ol = O

COEL[Io,{Lj]

1f(22) = fla)l < sup ldf ()] - [z — 21| = 0

c1 EL[(El,.’L'Q]

f(x) = fz)]] < sup  ||df(c)|| - ||z — ]| = O

cx€L[xy,x]
con lo que f(x) = f(xx) = f(zr_1) = -+ = f(x1) = f(x0). Entonces f vale en cada x € A
lo mismo que en xg, esto es, f es constante en A. 0

2.6. Derivadas de orden superior. Teorema de Taylor.
Aproximacion

Supongamos que A es un conjunto abierto de R™ y que f : A — R tiene derivada en
una direccién v en todo punto de A. Tiene entonces sentido considerar, para un vector
dado u de R™, u # 0, la derivada de la aplicaciéon D, f :x € A+ D, f(z) € R en un punto
Zo en la direccién u. Esto es

Do(Dy f) (o) = 11I]%va(lkJ + tl? — va(on)'

Si en particular v =€; y u =¢; (i,j = 1,...,n) escribiremos

Dy(Dif (o) 6 ai ( o ) (o).

Son también habituales las notaciones:
0% f
8:1:jaxi (ZL'O> ’

Djif(zo) 6

Estos elementos de R (uno por cada eleccién de i y j) se llamardn las derivadas
parciales segundas de f en zy. Cuando ¢ = j suele escribirse

0*f
a—x?(%)-
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Ejemplo 2.6.1 Calcular las derivadas parciales sequndas en el punto (0,0) de la funcion:

] D si(a,y) # (0,0)
ﬂ%w_{o* si (z,) = (0,0).

( 22 —y2)+222y) (22 4+y2) —zy(z2—y2)2z
o R B i (2,y) # (0,0)

—(l’,y) =
Oz lim Z0)=0 _ si (2,y) = (0,0),

\ t—0 t

p (x(:cQny)*2xy2)(fE2+y2)7xy(x2*y2)2y ($ y) 3& (O 0)

of (z2+y?)?
/ | 1m0 = o st (a,y) = (0,0),
>’f 2L(1(1,0) — £(0,0)
7520 0) = lim 2 t =0
Pf G(t(1,0) = 80,00
0x 0y 2oy (00 = zlfl—r>% t %1—{%15_5 =1
0*f Cgo,1) -0
oyor 00 = 1 t B = TR
of of
82(0,0)_113% - =0.

Se observa que D15f(0,0) # D1 f(0,0). Como veremos enseguida esto ocurre “pocas”
veces.

Definicién 2.6.2 Sea f : A C R" — R, siendo A un abierto de R". Se dice que f es
de clase C' en A si existen todas las derivadas parciales primeras en todo punto de A y
éstas son continuas en A.

Nota 2.6.3 Como hemos visto cuando hemos dado una condicion suficiente para la di-
ferenciabilidad de una funcion en un abierto de R", se tiene que si f es de C' en A
entonces es diferenciable en todo punto de A. Notamos ademds que cuando f es de C*
en A entonces df : x € A ~ df(z) € L(R",R) es continua (esto se ha visto al estudiar
la condicion mencionada). Ademds, sabemos también que la existencia de df (x) en todo
punto x de A y la continuidad de df en A equivale que f sea de clase C! en A.

Usaremos la notacién C'(A) para denotar al conjunto de las funciones f : A — R que
sean de clase C'! en A. Claramente C'(A) es un espacio vectorial.
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Definicién 2.6.4 Se dice que f: A CR™ — R es de clase C? en el abierto A si f tiene
todas las derivadas parciales de primer y sequndo orden y estas ultimas son continuas.

Notese que si f va a tener derivadas parciales segundas, las primeras tienen que existir

y ser continuas (pues la existencia y continuidad de las funciones 86_f - ya implica la
x;0x;

diferenciabilidad de las funciones g—gﬁ:. Luego las aplicaciones de clase C? también son de
clase C'. Se usara la notaciéon C?(A) para denotar al conjunto (que es espacio vectorial)
de las funciones de clase C? en A. Obsérvese que f € C?(A) si y sélosi f € CHA) y
g—i € C'(A) para todo i =1,...,n.

En general, para p = 1,2,3... se dice que f : A C R®™ — R se dice que f es de
clase C? en A si f tiene derivadas parciales hasta el orden p y éstas son continuas. Se
representarda por CP(A) al espacio vectorial de las funciones de clase CP en A. Cuando f
tiene derivadas parciales de todos los 6rdenes se dice que es una funcion de clase C*° en

A.

En el ejemplo de célculo de las derivadas parciales segundas de una funcién f : R? -+ R
que acabamos de hacer se ha obtenido que D15f(0,0) # Doy f(0,0). Vamos a ver ahora
un teorema, conocido como el “Teorema de Schwarz” que afirma, en particular, que
cuando una funcién es de clase C? en un abierto de R? entonces Dyof(z) = Doy f(x)
para todo = € A. Esto justifica el que “pocas” veces no coincidan Disf(x) y Doy f(x).
Probaremos primero el siguiente lema:

Lema 2.6.5 Sean A un abierto deR™ y f : A — R, una funcion de clase C? en A. Fijado
un punto x de A sea § > 0 tal que B(xo,8) C A. Entonces para cada u y v € B(0,$)\{0}
existen a y 5 € (0,1) tales que

f(xo+u+v) = flzo+u) = (f(xo +v) = f(20)) = Do(Duf)(x0 + au + Bv).

Demostracién. Consideremos la funcion

g:B(mo,g) —-R

definida por g(z) = f(z+v)— f(z). Esta funcién g es diferenciable en B (o, 3) y dg(z) =
df (r+wv) —df (x). Aplicamos el teorema del valor medio para funciones con valores en R a
g en relacion con el segmento L[z, zo + u] y obtenemos la existencia de un punto ¢ entre
xo y xo + u (distinto de ellos) tal que

9(wo +u) — g(wo) = dg(c)(u).
Esto es,

f(xo+u+w) = f(zo+u) = (f(zo +v) = f(20)) = (df (¢ +v) = df(¢))(u).
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(Obsérvese que Lzg,zo + u] C B(zo,$) C A). Si escribimos ¢ en la forma ¢ = zg + au
con o € (0,1), tenemos que

flzo+u+v) = flzo +u) — (f(zo +v) — flz0))
df (xo + au + v)(u) — df (o + ou)(u)
= D,f(xo+ au+v) — D, f(xo+ au).
Ahora bien, como D, f es diferenciable en Ay L|xo+ cu, o+ au+v] estd contenido en

A, otra aplicacion del teorema del valor medio, ahora a D, f, nos da que existe un punto
e entre xo + au y xo + au + v (distinto de ellos) tal que

D, f(xo+ au+v) — Dy f(zo+ au) = d(D,f)(e)(v) = Dy(Dy,f)(e).

Si finalmente escribimos e = zy 4+ au + v (con B € (0,1)) tenemos el resultado. [

Teorema 2.6.6 (de Schwarz) Sean A un abierto de R" y f € C*(A), entonces Dy; f(x) =
D;; f(z) para todo x € A y todo i,j € {1,...,n}.

Demostracion. Fijemos zy en A. Probaremos que para todo € > 0 se verifica que
|D;; f(xo) — Djif(xo)] < €. Sea e > 0. Como D;;f y D;;f son continuas en xg, existe
d > 0 tal que B(xg,0) C Ay

|D;j f(x) — Dyj f(z0)| < €/2
|Djif(x) — Djif(xo)| < e/2.

Tomemos u = te; y v = se; con s,t € (0, g) . Tenemos asi puntos que estan en las

condiciones del lema anterior, aplicando ese lema dos veces (una con u = te; y v = se; y
otra con u = se; y v = te;) obtenemos que existen ay, 5, az, 3, € (0,1) tales que

[z + te; + sej) — f(xo + te;) — (f(wo + se;) — f(w0))
= Dae;(Dye, f)(w0 + arte; + By s¢;),

||:v—x0||<5:>{

f(zo+ sej + te;) — f(zo + S€j> — (f(zo + te;) — f(x0))
= D, (Dse,; f)(z0 + azse; + Bote;).

Como en general, Dy, f(xo) = AD, f(x0), se tiene que
stDjif(xo + aate; + Byse;) = tsDy; f(xo + aase; + Bote;).
(pues los miembros de la izquierda coinciden). Por la desigualdad triangular
[ Dij f(xo) = Djif (xo)| < |Dijf (o) — Dijf (o + aase; + Byte)]
+|Dji f(zo + ante; + Bysej) — Djif(xo)|

y, tal como habiamos tomado s y ¢, esta suma es menor que € pues ||agse; + Bote;|| < s+
t <&y |laate; + Bysej|| < s+t < 0. La arbitrariedad de ¢ nos da que D;; f(zo) = Dj; f(0).
[

Observaciones:
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1. Puede probarse que si f es de clase C' en A C R? y existe % y es continua,

entonces también existe % y coinciden (ver Marsden-Hoffman, p. 375 o el libro
de Carlos Ferndndez Pérez y otros, p. 256).

2. También se puede obtener la igualdad entre D15 v Do a partir de la existencia de
Dif y Dsof en un entorno de (xg,%0) y su diferenciabilidad (T. de Heffter-Young.
Ver el libro de Carlos Ferndndez Pérez y otros, p. 257).

Corolario 2.6.7 Si f € C*(A), entonces D;j f(x) = Do(iyo(jyo)f(x) para todo x € A y
toda permutacion o de {i,j, k}.

Demostracién. Supongamos que o esta dada por o(i) = k,0(j) =iy o(k) = j (el caso
general es anélogo).

Dijef(z) = Di(Dj(Dif))(z)
= Di(Dji.f)(x) = Di(Dy;j f)(x)
= Di(Dr(D;f))(x) = Dix(D;jf)(x) = Dii(D; f)(x) = Dyij f(x).

Nétese que las D, f son de clase C? en A por lo que se les puede aplicar a ellas el teorema
de Schwarz. 0

Obtenemos ahora una generalizacién, al caso de varias variables, del conocido teorema
de Taylor para funciones de una variable real.

Teorema 2.6.8 (de Taylor) Sea f : A C R" — R una funcion de clase k + 1 en el
abierto A (siendo k = 0,1...) y sean xy € A y h # 0 tales que L]xg,xo+ h] C A. Entonces
existe ¢ € Llxg, xg + h|,c # xo, 0 + h, tal que

fleo+h) = f(zo) + Z Di, f(zo)hi,

i1=1

1 n

+§ Z Di1i2f($0>hi1hi2 + -
i1=1,is=1

1 n

+E D11122kf(x0)hz1 te hzk
Tir=1,..,0p=1
1 n

+(/€ + 1)! , Z Dili?"'ikikﬂf(c)hil T hikhikﬂ'

Los suma de los k4 1 primeros sumandos es un polinomio de grado menor o igual que
k en las variables hq, ..., h, y se llama el polinomio de Taylor de grado menor o igual
que k correspondiente a f y al punto zq. El dltimo sumando se llama el resto de Taylor
correspondiente f y al punto xg.

Observaciones previas a la demostracion:
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1. Si £ = 0 se trata del teorema del valor medio demostrado anteriormente pues

2 i1 hiy Diy f(c) = df (c)(h).

2. El teorema de Taylor no se verifica, en general, cuando la aplicaciéon toma valores en
R™ con m > 1. Nétese que este teorema coincide, como acabamos de indicar, con el
del valor medio si £ = 0 y ya hemos comentado en su momento que esta version del
teorema del valor medio no sirve para aplicaciones con valores en R, con m > 1.
El ejemplo que pusimos era

f) = (8.0,
3. Si estamos en R? la férmula anterior, para h = (x — 9,y — vo), queda en la forma:

flz,y) = f(wo,y0) + Dif(x0,y0)(x — x0) + Daf (w0, 40)(y — ¥0)
le(Dllf(xoa yo)(x — 20)* + 2D12 f (20, yo) (z — o) (y — ¥o)

2!
+Das f (0, Y0)(y — %0)*)
_|_ . e
+% <D1~’?~1f(x0’ Yo)(x — zo)* + -+ + DQ;;.Qf(xo; Yo)(y — Z/o)k>
+m(D1k.f11f(017 c2) (@ — )" 4+

+D i, fler, 2)(y = 10) ).

(Se ha usado el teorema de Schwarz).

Demostracién. (del teorema de Taylor) Consideremos la aplicacién ¢ : R — R" definida
por ¢(t) = xo + th. Como ¢ continua, B = ¢~ !(A) es un abierto de R. Consideremos la
composicion g = foyp : B C R — R. La funcién g es de clase k + 1 en el abierto B y
ademas para j = 1,....,k + 1 se tiene que

En efecto, por la regla de la cadena,

g (1) = (fou)(t) = (VFle®),h) = Di f(e(t)hiy =Y D, f op(t)hi,.

11=1 i1=1

Si suponemos ahora que la férmula que estamos queriendo demostrar es cierta para un
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r=1,2..., veamos como también lo es para r + 1:

g = (7))

n

= Z (Diy. i f o) (E)hiy - - hy,

i1=1,..,0r=1

= > | S DD DDy | iy B

i1=1,0ir=1 \ipr1=1

= Z D, iyipr (0 () iy -+ B B,y

11=1,..., iryir+1:1

Apliquemos ahora el teorema de Taylor para funciones reales de una variable real a la
funcién g : B C R — R. El intervalo [0, 1] estd contenido en B (pues L[zg,zo + h] C A),
luego existe a € (0, 1) tal que

1

9(1) = 9(0) +9'(0) + g”(0) + -+ 13gP(0) + -

1) 1)!9k+1)(a).

Si hacemos ¢ = x + ah y sustituimos los valores de ¢?)(0) que hemos calculado antes
tenemos el resultado. 0J

2.7. Extremos locales

Recordamos del curso de Anélisis de Variable Real que una funcién f : (a,b) — R tiene
un maximo relativo (o local) en un punto zg € (a, b) si existe r > 0 tal que (xg—r, zo+7r) C

(a,0) y
f(z) < f(xp) para todo = € (xg — r,xo + 7).

Andlogamente f : (a,b) — R tiene un minimo relativo (o local) en un punto zq € (a, b) si
existe r > 0 tal que (zg —r,xo +7) C (a,b) y

f(z) > f(xo) para todo = € (xg — r,xo + 7).

Recordamos también que si f es derivable en z( y tiene un extremo (méximo o minimo)
relativo en ese punto, entonces f’(xg) = 0. Veamos lo andlogo en varias variables.
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Definicién 2.7.1 Sean f: A CR" - R yxy € A (A abierto). Diremos que f tiene un
mdximo relativo en g si existe v > 0 tal que B(xg,r7) C Ay f(x) < f(x9) para todo
x € B(xg,r). Si existe una bola centrada en xy en la que f(x) > f(xo) diremos que f
tiene un minimo relativo en xy. Si las desiqualdades son estrictas se habla de mdximos
o minimos estrictos. Cuando se da alguna de esas desigualdades para todo x € A se habla
de mdximo o minimo absolutos. Finalmente si f tiene todas las derivadas parciales
de primer orden en xy, diremos que xo es un punto critico de f si Vf(xy) = 0.

Teorema 2.7.2 Si f : A C R" — R (A abierto), tiene un extremo relativo (mdzximo o
minimo) en xog € A y f tiene todas las parciales en ese punto, entonces xy es un punto
critico.

Demostraciéon. Supongamos que f tiene un méaximo relativo en xy y fijemos ¢ =1, ..., n.
Entonces, como el numerador del cociente

(o + tes) = f(xo)
t

es negativo (para ¢ proximos a 0) su signo es opuesto al de ¢. Dado que existe el limite de
ese cociente, necesariamente tiene que ser 0. Para el caso de minimo relativo el argumento
es analogo. 0

Observamos que ni siquiera en el caso de funciones de una variable real tiene por
qué verificarse que la anulacion de la derivada en un punto implique la existencia de un
extremo en ese punto. Por ejemplo f(x) = 2? tiene derivada nula en el 0 y sin embargo
no tiene un extremo en ese punto.

Los puntos criticos en los que no hay extremos se llaman puntos de ensilladura (o
de silla), en referencia a las sillas de montar a caballo.

Una condicién suficiente que, para funciones de una variable, garantiza la existencia
de maximos o minimos locales en un punto xy; a saber, que la funcién sea de clase C? en
un entorno de xg, que f'(zg) = 0y que f”(z() sea mayor que 0 para minimo y menor que
0 para maximo, se podra generalizar a varias variables como veremos enseguida.
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Sean f una funcién de clase C? en un abierto A y sea x5 € A. Llamaremos matriz
hessiana® de f en 7y a la matriz

D1y f(wo) Diaf(wo) -+ Dinf(wo)
Diaf(wo) Doaf(wo) -+ Danf(wo)
Hi(xo) = : : : :
Dlnf(wO) Dan<m0) T Dnnf(l'O)
Obsérvese que ésta es una matriz simétrica y que, por el teorema de Schwarz, coincide
con la matriz
D11 f(wo) Diaf(wo) -+ Dinf(wo)
Dy f(wo) Daaf(wo) -+ Danf(wo)
Dpif(z0) Dpaf(zo) -+ Dunf(20)

La matriz hessiana da lugar a la forma cuadratica:

Di1f(zo) Draf(xo) -+ Dinf(zo) i
Diaf(xg) Daaf(xg) --- Daonf(xo

QU = (o gy |l Pl D) 7
Dlnf(iﬂo) Dznf(l”o) Tt Dnnf(x()) h,

esto es: .
Q(h) = > Dy f(xo)hihj; h € R™.
ij=1

En las asignaturas de dlgebra se usa la notacién Q(h) = hH(zo)h".

Definicién 2.7.3 Se dice que una forma cuadrdatica () : R — R es definida positiva
si Q(h) > 0 para todo h € R"™, h # 0. Cuando Q(h) > 0 para todo h € R"™ se dice que Q) es
semidefinida positiva. De manera obvia se definen los conceptos de definida nega-
tiva y semidefinida negativa. Cuando existen h y h* tales que Q(h) <0 y Q(h*) >0
se dice que () es indefinida.

Nota 2.7.4 En el caso de R', h — f"(zo)h? es una forma cuadrdtica que es definida
positiva si (y sélo si) f"(xg) > 0 y definida negativa si (y sélo si) f"(x¢) < 0. Para varias
variables se tiene el siquiente resultado:

Teorema 2.7.5 Sea f una funcién de clase C* en un abierto de R™ y supongamos que
un punto xy de €l es un punto critico para f.

a) Si la forma cuadrética () asociada a Hy(xg) es definida negativa, entonces f tiene
en ro un maximo relativo estricto.

2El nombre proviene del matematico aleman Ludwig Otto Hess, 1811-1874.
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b

Si f tiene un maximo relativo en z(, entonces () es semidefinida negativa.

d

¢) Si @ es definida positiva, entonces f tiene en xy un minimo relativo estricto.
Si f tiene un minimo relativo en xy, entonces () es semidefinida positiva.
05

e) Si @) es indefinida entonces la funcién tiene un punto de ensilladura en zg.

Demostracién. Haremos solamente las demostraciones de (a) y (b). Las de (¢) y (d) se
obtienen aplicando (a) y (b) respectivamente a — f, y la de (e) es consecuencia directa de

(b) y (d).
a) Como el conjunto K = {z € R™: ||z|| = 1} es un compacto de R", existe un punto
7 € K tal que

Q(7) > Q(x) para todo x € K

(esto es debido, a que como sabemos, las aplicaciones continuas en un compacto alcanzan
en él el maximo). Por otra parte, al ser () definida negativa, Q(Z) < 0. Sea gy = —Q(7).
La continuidad de las derivadas parciales de segundo orden de f en x( nos da que existe
un 6 > 0 tal que B(zp,0) C Ay

||z = zol| <0 = |Di f(z) - mf(wo)\<2 para todo 7,j = 1,...,n.

Por otra parte para h € R™, h # 0, se verifica que

Q) =1l @ (i ) < IhIE Q@) = =l

Aplicamos ahora el teorema de Taylor a f,zo y xg + h, con 0 < ||h]| < d y k =
Obtenemos un ¢ € L|xg, zg + h|, ¢ # xo,x0 + h, tal que

f(l‘0+h) Z Dzyf

z]l

(nétese que V f(xg) = 0).
Ahora

> Dijf()hihy = D (Disf(e) = Digf (o)) hih; + Q(h).
ij=1 ij=1
Para 0 < ||h]| < 0 se tiene que

n

> (D f(c) = Dyj f(wo))hih; < —HhH2

ij=1

Como por otra parte, si h # 0,
Q(h) < —eol[h] %,
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tenemos que:

1
f(zo+h) = flzo) < 2(
por lo que f(z) < f(x¢) para todo = € B(zo,d), * # xg, (obsérvese que todo = €
B(xg,0), x # xo, es de la forma x¢ + h con 0 < ||h|| < J), lo que nos da que f tiene un

maximo local en z.

€0+ = )HhH <0,

b) Si existe hg tal que Q(hg) > 0 consideremos g(t) = — f(xo+thg) = —f(¢(t)), siendo
©(t) = xg + the. Se verifica que g es de clase C? en un intervalo centrado en 0,

n

g'(t)=—(fop)(t Z D;f(xo + tho)hoi = — > _(Dif 0 ¢)(t)ha;

=1 i=1

n

g"(t) = =Y (Dif 0¢))' (D)hos = Z (ZD (Dif)(e hoj> hoi,

i=1
por lo que ¢’(0) = 0y ¢”"(0) = —Q(ho) < 0. El argumento que acabamos de usar para

probar (a) aplicado a la forma cuadratica definida negativa, Q,(t) = ¢”(0)t*, nos da que
g(t) < g(0) para los t de un cierto intervalo (—4,0), ¢t # 0, esto es,

—f(xo +tho) < —f(xg) VYVt e (=9,0), t#0
0, equivalentemente,
f(zo +1thy) > f(xg) Vte(—d,0) t#0
por lo que f no tendria un méaximo local en z. O

Nos centramos ahora en el caso n = 2. En ese caso la matriz hessiana de una funcién
f, de clase C% en un abierto A de R? en (g, 10) € A, es

~( Diif(zo,90) Draf(zo,y0)
Hf(x()’yo) B ( Dia f(z0,90) Daaf(0,%0) )

y puede escribirse en la forma

b
Hf(xmyo) = ( Z c )
siendo a = D11 f(%0,Y0), b= Diaf(z0,%0) y ¢ = Daaf(x0, yo)-

Teorema 2.7.6 Sean f una funcién de clase C* en un abierto A de R?, (xq,y0) € A un
punto critico de f y sea A := det(Hy(xo,yo)) = ac — b?.

1) Si A >0 ya>0, entonces f tiene un minimo relativo en (xo, o).

2)Si A >0ya<0, entonces f tiene un mdximo relativo en (g, yo).
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(notese que si A > 0, entonces a # 0).
3) Si A <0, entonces f tiene un punto de silla en (xq,yo) independiente de a.
4) Si A = 0, entonces no se sabe nada en relacion con un posible extremo de f en

(0, Y0)-
Demostracién. Para la forma cuadratica ) asociada a Hy(zo, o) se verifica que
Q(hy, hy) = ah? + bhihy + bhaohy + hic = ah? + 2bhihy + cha.
Si A > 0 entonces a # 0 (pues A = ac — b*), por lo que

b\ A
ah? + 2bhihg + ch3 = a (h1 + ahz)) + Eh%.

1) Si a > 0 ese valor es mayor que 0 cualesquiera que sean hy y hg, (hy,h2) # (0,0), lo
que implica que f tiene un minimo relativo en (zo, yo).

2)SiA>0ya<0,Q(hy,hy) <0 cualesquiera que sean hy y ha, (hy,hs) # (0,0) lo
que implica que f tenga un maximo relativo en (xg, yo).

3) Si A < 0ya=0 entonces Q(hy, hy) = 2bh1hy + ch? y por lo tanto b # 0 (pues si
b = a = 0, necesariamente A = 0). Si ¢ = 0 entonces Q(1,1) =2by Q(—1,1) = —2b. Si
c # 0, entonces Q(—3,1) = —cy Q(—4,1) = § y Q toma valores de signos opuestos en
puntos distintos, por lo que es indefinida.

SiA<0ya##0,entonces Q(1,0) =ay Q(—g, 1) = % que de nuevo muestran que )
es indefinida pues toma valores de signos opuestos en dos puntos distintos.

4) Finalmente, si A = 0 no podemos decir nada sobre el posible extremo que f pueda
tener en (g, yp). Veamos un ejemplo de dos funciones para las que A = 0 y una tiene un
extremo y la otra no.

Sean f(z,y) = 2®> —2xy+y? + 2t +y* v g(x,y) = 22 — 22y +y* — 2* — y*. En ambos
casos la matriz hessiana en (0,0) es:

2 =2
(%)

y su determinante es 0. Sin embargo, como f(0,0) =0y f(z,y) = (z —y)* + 2 +y* >0
para todo (z,y), resulta que f tiene un minimo, incluso absoluto, en (0, 0).

Por otra parte g(z,r) = —22* < O paratodox € R, z # 0y g(x, —x) = 22%(2—2?) > 0
para x € R pequenos, x # 0. Por lo tanto (0,0) es un punto de ensilladura para g. O

Nota 2.7.7 Las funciones de mds de una variable puede tener un unico punto critico, y
éste puede ser un extremo relativo pero no absoluto. Esto le pasa, por ejemplo, a la funcion

flzy) =y +2*(1+y)*.

Sucede que tiene un unico punto critico en (0,0), en €l tiene un minimo relativo, pero este
minimo no es absoluto pues en el punto (0,0) vale 0, mientras que en el punto (1,—4)
vale —9.
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Hemos demostrado el teorema anterior para el caso particular en el que n = 2. Puede
obtenerse un resultado analogo para n arbitrario. El resultado es el llamado criterio de
Sylvester:

Si f es una funcién de clase C? en un abierto A de R”, zy € A es un punto critico
de f y si denotamos por A, al determinante de la matriz cuadrada de orden k superior
izquierda de la matriz hessiana de f en zy (menor principal), entonces:

a) Si Ay > 0 para todo k =1, ...,n, f tiene un minimo relativo en x.

b) Si (=1)k¥A; > 0 para todo k = 1,...,n, f tiene un maximo relativo en z.

c) Si A, # 0y no estamos ni en el caso (a) ni en el (b), entonces no hay extremo.
d) Si A,, = 0 no se sabe nada.

Nétese que las condiciones de (a) y (b) caracterizan la definicién (positiva o negativa
respectivamente) de la forma cuadratica asociada a la matriz hessiana de f en .

Nota 2.7.8 Pueden también usarse los autovalores de la matriz hessiana para obtener
informacion sobre los posibles extremos. Asi, si todos los autovalores de ella son positivos
hay un minimo relativo y si son todos negativos hay un mdximo relativo. En los demds
casos no se sabe nada. La razon para ello es la siguiente:

Toda matriz simétrica M se puede reducir a una matriz diagonal N formada por los
autovalores de M, esto es, por las soluciones de la ecuacion det(M —XI) = 0, en el sentido
de que M = P'NP siendo P una matriz no singular (con determinante no nulo). Véase
por ejemplo el libro “/flgebm lineal” de Fernando, Gamboa y Ruiz, Proposicion 19.185.

Ahora bien, la forma cuadrdtica asociada a M es definida positiva si lo es la asociada
a N. En efecto, si n = 2 para simplificar la escritura,

mi1 Mig hy
hi h
<12)(m12 m22)(h2)
P11 P2 A0 P11 D12 hy
= (h1 h
(7 2)(])12 p22)(0 >\2)(p21 p22)(h2)

A0 p11h1 + pi2hs
— h ha, pa1h h ‘
(p11h1 + pr2ha, pa1hy + pazhs) ( 0 X ) (p21h1 + pazha )

Si (hy he) # (0,0), entonces (p11h1 + p12hs, parh1 + pazha) # (0,0) pues P es no singular
y en consecuencia el sistema homogéneo

p1ihi + pizhe =0
pa1hi + pashs =0
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solo tiene la solucion trivial. Luego si (h,k) # (0,0) y la forma cuadrdtica asociada a

( A0 ) es definida positiva se verifica que

0 X
(hy o) (T Mz ) (M) g
miz2 M2 hy
Finalmente observamos que es fdcil ver si la forma cuadrdtica asociada a una matriz
diagonal N es definida positiva, pues,

A5 VI R N S NP
(h7k)(0 A2>(k*)_>\lh +)\2ka

y este valor claramente es positivo si todos los \; son positivos y negativo si todos los \; lo
son. Si los hay positivos y negativos es facil encontrar pares (h*, k*) en los que da positivo
y otros en los que da negativo. Por ejemplo, si Ay > 0 y Ay < 0, entonces \;12 + \;0? > 0
Y )\102 + )\212 < 0.



Capitulo 3

Teoremas de la funcion inversa e
implicita

3.1. Teorema de la funcion inversa

Se sabe de los cursos de algebra que dados vy, ...,y, € R, el sistema de ecuaciones

lineales
a1 Ty + -+ a1pTy, = Y1

11+ +* + ApnTn = Yn
tiene una (unica) solucién (z1, ..., x,) si la matriz de sus coeficientes,

ay; - Aip

Ap1 -+ A

tiene determinante no nulo.

Nosotros aqui estaremos interesados en obtener un resultado relativo a la existencia
de solucién de un sistema no necesariamente lineal

fl(l'l, ,xn) =Y
fn(xla ~-')$n) = Yn
Por ejemplo,

2 _
T+ T2 =
3 _
Ty + x5 =Y
Obsérvese que si f1, ..., f, son lineales se trata de un sistema lineal como los que se

consideran en algebra.

85
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El papel de la matriz de los coeficientes en un sistema lineal lo desempenara aqui la
matriz jacobiana de la aplicacién f = (f1, ..., fn) que define al sistema.

Supongamos por un momento que n =1y sea f : A C R — R una funcién derivable
en un cierto punto xg € A para el que se verifica que f'(z9) = 0. Entonces f puede ser
invertible o no en un entorno de zy. Piénsese en lo que les pasa a las funciones f(x) = 23
v g(z) = 2? en el 0. Cuando f es de clase C' en Ay f'(z0) # 0 se puede garantizar que f
tiene una inversa local. Este hecho, que ya es conocido (para funciones de una variable),
se generalizara aqui al caso de varias variables mediante un teorema que daremos un poco
més adelante (teorema de la funcién inversa). Obtenemos previamente dos proposiciones
que necesitaremos para probarlo.

Proposicién 3.1.1 Sea f : B(zg,r) C R® — R" una aplicacion continua en B(zy,7) y
diferenciable en B(xg,r). St det(J¢(x)) # 0 para todo x € B(xo,7) y f(x) # f(x0) para
todo x tal que |z — xo|| = r, entonces f(xy) es un punto interior de f(B(xo,1)).

Demostracion. Consideremos la funcion
p:x € Blxo,7) CR" = @(x) = || f(x) — f(zo)]| € R.

¢ es continua en B(wg,7). Como {r : ||z — xo|]| = r} es un compacto, existe un punto
z* € {x: ||lx — x| = r} tal que

o(x*) < p(x) para todo z tal que ||z — zol| = 7.

Como f(x) # f(xo) para todo x tal que ||z — zo|| = r resulta que m := ¢ (z*) > 0.
Vamos a comprobar que

B(f(x0),%) C f(B(xo, 7))

lo que nos da el resultado. Fijado y € B(f(x¢), %) consideremos la funcién auxiliar

Y1 € B(xg,r) CR" = (x) = ||f(x) —y|| €R.

Esta funcién ¢ es continua en el compacto B(zg,7) por lo que existe 2** € B(xg,r) tal
que (x**) < 9(z) para todo & € B(wg,r). Comprobaremos primero que 2** € B(zq,7) ¥
después que f(z**) = y; esto nos da que y € f(B(xo,7)).
Para ver que z** € B(zg,7) observamos que como y € B(f(zo), %) resulta que:
m

5 > If(zo0) —yll = ¥(z0) 2 ¥(z™).

Por otra parte, si ||z — zo|| = r,

P(x) = /() —yll = 1/ (@) — o) — I F(wo) —yll >m— 2 ="
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Esto es,
P(z) > % > 1p(z™) para todo x tal que ||z — x| =7,
lo que implica que x** € B(xg,r), pues si fuese ||z** — zg|| = r, entonces obtendriamos

que (™) > p(x™).
Veamos ahora como f(z™*) = y.
Al ser f diferenciable en B(xg,r) también lo es la funcién

Vi) = (@) —y)* + o+ (fal@) —yn)”.

Como 9? tiene un extremo (minimo) en z** € B(x, ), pues lo tiene 1 y ésta es positiva,
sabemos que V*(z**) = 0, y como

Dip*(x) = 2(fi(x) — y))Difi(x) + - -+ + 2(fo(2) — yn) D fo(x) parai=1,...,n.
resulta que

(fr(@™) —y)Difr(@™) + -+ (fu(2™) = yn) D1 fu(z™) =0

(fl(x**> - y1)an1($**) +oeet (fn(x**) - yn)ann(x**) =0

Como por hipétesis el det(D; f;(z**)) # 0 pues det(J¢(z*™)) # 0 (la matriz del sistema
es la traspuesta de esa jacobiana), resulta que el anterior sistema lineal tiene solucién
unica y ésta es necesariamente la (0, ..., 0). Luego

HET) = w1, ful@™) = Yo

Esto es, f(z*) = y. O

Corolario 3.1.2 (primer teorema de la aplicacién abierta) Sea f: A C R" — R”
una aplicacion de C' en el abierto A y supongamos que f es inyectiva en A y que
det(Js(z)) # 0 para todo punto x € A. Entonces f es una aplicacion abierta.

Demostracion. Sea B C A un conjunto abierto y sea f(z) € f(B). Por ser B un conjunto
abierto existe r > 0 tal que B(x,r) C B. Por la proposicién anterior f(x) es un punto
interior de f(B(z,r)) y por lo tanto de f(B). O

Proposicién 3.1.3 (teorema de inyectividad local) Sea f: A C R" — R" una apli-
cacion de clase C' en el abierto A y supongamos que para un punto o € A se verifica que
det(J¢(xo)) # 0. Entonces existe r > 0 tal que B(zo,7) C A, det(Js(x)) # 0 para todo
x € B(zo,r) y f es inyectiva en B(xg,r).
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Demostracion. Consideremos la aplicacion
n n
p:AX-- xACR"x--- xR" =R

definida por
D fi(ar) -+ Dyfi(ar)
d(as, ..., an) = det .
le”(an) e ann(an)

(ndtese que cada a; es un vector de R"). Se usara la notacién det(D; f;(a;)) para denotar
este determinante. Por hipétesis ¢(xo, ..., o) 7 0 pues det(J¢(xg)) # 0. Dado que f es de
clase C' las D;f; son continuas y, en consecuencia, ¢ es continua, luego existe un r > 0
tal que B(zo,7) C Ay ¢(ay,...,a,) # 0si a; € B(xg,r) parat =1,...,n. Veamos que f es
inyectiva en B(zo, 7).

Sean x,y € B(xg,r). Si suponemos que = # y y que f(x) = f(y), entonces, aplicando
el teorema del valor medio a cada f;, obtenemos un ¢; € L{z,y| C B(xg,r) tal que

0= fi(x) = fi(y) = D1fj(¢;)(x1 — y1) + - - - 4 D fi(¢;) (20 — yn)-
Al ser ¢(cq, ..., ¢,) # 0 (pues ¢; € B(zo, 7)), el sistema

D1f1<cl)($1 - yl) et anl(cl)(ﬁn - yn) =0

len(cn>(371 — 3/1) oot ann(cn)(l'n - yn) =0

tiene como (dnica) solucién la (0, ...,0). Esto es, z; = y; para todo ¢ = 1.,...,n en contra
de lo que habfamos supuesto, luego necesariamente f(z) # f(y). O

Como consecuencia directa del resultado anterior se tiene el siguiente corolario, en el
que se obtiene lo mismo que en el anterior sin suponer la hipétesis de inyectividad:

Corolario 3.1.4 (segundo teorema de la aplicacién abierta) Sea f : A C R" —
R™ una aplicacion de clase C* en el abierto A y supongamos que det(J;(z)) # 0 para todo
x € A. Entonces [ es una aplicacion abierta.

Teorema 3.1.5 (de la aplicacién inversa) Sean A un abierto de R", f : A — R",
[ € CHA,R™) y supongamos que para un punto xo € A se verifica que det(Js(zo)) # 0.
Entonces existen entornos abiertos U de xy y V de f(xo) y una tdnica funcion g : V. C
R" — U C R™ verificando:

a) fU)=V

b) f es inyectiva en U
¢) gof=1IdenlU

d) g €C(V,R").
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Demostracion. En la demostracién de la proposicion anterior hemos visto, que, con estas
hipétesis, existe un r > 0 tal que B(xo,r) C U y det(D; f;(a;)) # 0 para todo a; € B(zo,r)
y f es inyectiva en B(xg, 7). Ademds por el Corolario anterior a esa proposicién se tiene
que f(B(zo,7)) es un conjunto abierto por lo que existe s > 0 tal que

B(f(x0),s) C f(B(xo,r)).

Definamos V' = B(f(x¢),s) y U = f~4V) N B(xg, ). Claramente U y V son abiertos
(véase la Nota 1.4.15) xy € U y f(xo) € V. Veamos la verificacién de (a), (b), (c) y (d).

(a) f(U)=V.

“C” Six € U entonces f(z) € V pues U = f~1(V) N B(zg, 7).

“O” Siy € V.= B(f(x),s) C f(B(xg,r)) entonces existe x € B(zg,r) tal que
y = f(z). Luego y € f(U) (ndtese que x € f~1(V) N B(x,1)).

(b) f es inyectiva en U pues lo es en B(zo, 7).

(c) Todo y € V es de la forma f(x) para un dnico x € U (inyectividad), se define
entonces

g:yeVi=gly =z

Es evidente que esta g asi definida verifica que g o f = Id en U. Es también claro
que esta g es Unica, pues si h : V' — R" verifica que ho f = Id en U, entonces h(y) =
h(f(z)) = x = g(y) para todo y € V. Nétese que también fog = Id en V (se usa mds
adelante) pues para todo y = f(z) € V, fog(y) = fog(f(x)) = f(z) =y.

(d) g € CY(V,R™). Empezaremos viendo que g es continua, cosa que usaremos en
lo que sigue. Para ello consideramos un abierto B de R" que supondremos contenido
en U (obsérvese que g(V) = U) . Sucede que ¢g~'(B) = f(B) que es un abierto como
consecuencia del corolario anterior.

Vamos a ver ahora como las componentes g; de g tienen todas las parciales de primer
orden y éstas son continuas en V. Para el caso en el que n = 1 el resultado es conocido
de primer curso. Veremos ahora la existencia de Dyg;. Los demas casos son analogos.

Seayy € V = f(U), entonces g(yo) € U y asi existe eg > 0 verificando que B(g(yo),€0) C
U. Por ser g continua en y, existe dg tal que g(B(yo,d0)) C B(g(yo),€0). Veamos como

existe el ,
lim ! (Yo +tez) — gl(yg)‘

t—0 t
Dado que f(g(y0)) = yo v f(g(yo +te2)) = yo + tey resulta que:
fi(g(yo +te2)) — fi(9(yo)) = vo, — Yo, =0
fa(g(yo +tez)) — f2(g(v0)) =wo, +t—w0, =1t
f3(9(yo +tea)) — f3(9(v0)) = Yo, — Yo, =0
. — .. —0
falg(yo +tea)) = fu(9(w0)) = Yo. — %o, =0

Para todo ¢, |t| < &0, L[g(yo + te2), g(yo)] estd contenido en U C B(xg,r) pues yo +
tey € B(yo,00) v entonces g(yo + tea) y g(yo) pertenecen a la bola B(g(yo),£0) que esta
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contenida en U. Aplicando el teorema del valor medio a f; en ese segmento, existe ¢, €
Llg(yo + te2), g(yo)] tal que

fi(g(yo +te2)) — fi(9(yo))
t
)gl(yo + tes) — g1(%o)
t

0 =

( )gn(yo + tey) — gn(yo)_

= Difi(ca + -+ Dy fi(cn ;

Anélogamente existe ¢;2 € L{g(yo + te2), g(yo)] tal que

f2(9(yo +tea)) — f2(g9(yo))
t
)gl(yo +teg) — g1(Yo)
t

1 =

)gn(yo +tes) — gn(0)
t )
y se sigue asi hasta llegar a obtener la existencia de un ¢, € L{g(yo + te2), g(y)] tal que

fa(g(yo + te2)) — fulg(vo))
[

= Difocio

+ -+ Dy fo(cio

O:

len@t’n)gl(yo ttes) —gilyo) ann(ctﬁn)gn(yo + tea) = gu(yo)

t t
Por la demostracién de la proposicién anterior tenemos que det(D;f;(a;)) # 0 para
ai, ..., an € B(xg,r) y entonces det(D; f;(c: ;) # 0 pues L{g(yo + tea), g(yo)] C B(xo, ).
Si aplicamos la Regla de Cramer a nuestro anterior sistema lineal, vemos que éste tiene
solucion tnica y que

0 szl(Ct,l) ce anl(ct,1>

dot | 1 Do fo(cr2) Dy, fa(ci,2)

gl(yo + te?) - gl(y0> _ 0 D2fn(ct,n) T ann(ct,n)
t det(Difj(ctJ-))

Cuando t — 0, ¢;; = g(yo), y entonces, por la continuidad de las D, f; se tiene que
D, fi(ct;) = Difi(g(yo)), por lo que

0 Dafi(9(yo)) -+ Dnfi(g(vo))
dot L Dyfa(g(yo)) -+ Dnfa(g(yo))
gt te) o) _ \ O Dafulolw)) - Dufuls(m)
t—0 t det(D; f;(9(yo)))
Entonces
0 Dafi(9(yo)) -+ Dnfi(g(wo))
det 1 Dafs(g(yo)) -+ Duf2(9(w0))
0 Dofu(g(yo)) -+ Duful9(¥0))

Dagi(yo) = det(D; f;(g(y0)))
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Es claro entonces que existe Dygi(yp) en cada punto yo de V. Si consideramos puntos
y € V préximos a gy, obtenemos una férmula similar lo que nos permite afirmar que la
aplicacion Dsg; es continua en V' por ser g continua, f de clase 1 en U y ser continua la
operaciéon de hallar determinante. O

Observamos que se sigue de la demostraciéon que acabamos de hacer que g es de la
misma clase que f, esto es, si suponemos que f es de clase p entonces g también es de
clase p. Hacemos notar también que al ser g o f = Id en U resulta que

dg(y) = (df ()™

(siendo f(x) =y). En términos de matrices jacobianas esto se escribe asf:

Tg(y) = (Jy(x)) ™.

Nota 3.1.6 No se verifica, en general, el teorema de la funcion inversa si solo se pide
que [ sea diferenciable. Para verlo considérese la funcion f: R — R definida por

T4 a?sent siz#0
— 2 T
f(x)—{ 0 six=0.

FEsta funcidon es derivable en todo punto de R, f'(0) = % # 0, y sin embargo f no admite
inversa en ningun entorno de 0. En efecto, recordamos del curso de Andlisis de Variable
Real que para que una funcion f continua admita inversa en un entorno de un punto, en
este caso el 0, tiene que ser estrictamente mondtona en él (véase R. G. Bartle, p. 196).
Esto no ocurre en este caso pues

1 1 1
f(x) = §+2xsen——cos— para x # 0,
x x

y entonces, st tomamos puntos T = %, con k € N bastante grande para que x pertenezca

al entorno, resulta que f'(xy) = %—cos km = %— (—1)* y este valor es > 0 si k es impar y

< 0 si k es par. Al no ser f' de signo constante la funcion no es estrictamente mondtona
(véase R. G. Bartle, p. 222).
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3.2. Teorema de la funcién implicita

Empezaremos con una motivacion del resultado que se va a obtener:

Supongamos que tenemos la relacién 22 + y? = 1, o equivalentemente 2% +y? — 1 = 0.
Podemos considerar la funcién F' : R x R — R definida por F(z,y) = *+y?—1. Entonces
los puntos (z,y) € R? que satisfacen la relaciéon 22 + y? = 1 son exactamente aquellos
puntos (x,y) € R? que verifican que F(x,y) = 0. Consideremos un punto (zg, o) € R?
tal que F'(zo,y0) = 0, estamos interesados en saber si podremos despejar, por ejemplo, la
variable x en funcién de la y cuando la y varia en un entorno de yy. Cuando se pueda se
dird que la relacién F(z,y) = 0 determina implicitamente a = como funcién de y en un
entorno de (g, o). Cuando se pueda despejar la y en funcién de la z en un entorno de
(x0,Y0) se dird que la relacién F(x,y) = 0 determina implicitamente a y como funcién de
x en un entorno de (zo, Yo)-

Por ejemplo, tomemos el punto (1, 0), se verifica que F(1,0) = 0, jexistirdn un entorno
Yy de 0 y una funcién G definida en él de forma que G(0) = 1y F(G(y),y) = 0 para
todo y € Y7, jexistird un entorno X de 1 y una funcién H definida en él de forma que
H(1)=0y F(z,H(z)) = 0 para todo z € X7 Veamos qué podemos decir.

Si tomamos como Yj el intervalo (—1,1) y como G la funcién definida en él por
G(y) = ++/1 — y? entonces ciertamente G(0) = 1 y F(G(y),y) = 0 para todo y € Yy,
luego, x es una funcién implicita de y para los puntos (z,y) del entorno (0, +00) x R de
(1,0) en los que F(z,y) = 0. Esto es,

{(2,y) € (0,+00) x R: F(x,y) =0} = {(G(y),y) : y € Yo}

Obsérvese que si tomamos G(y) = —+/1 —y? entonces G(0) = —1 y queremos que
G(0) = —1. ;Podremos también despejar y en funcién de z, en un entorno de (1,0)?

Observamos que si tomamos un entorno de 1, en él hay nimeros reales mayores que 1 y
por lo tanto nunca serd posible que se verifique la relacién F'(x, H(z)) = 0 para tales z,
pues siempre x? + H(z)? serd mayor que 1.

En puntos como el \/Li’ \% la funcién F' determina implicitamente a cada variable

en funciéon de la otra.

El teorema de la funciéon implicita que damos a continuaciéon nos da una condicién
suficiente para la existencia de funciones definidas implicitamente en un entorno de un
punto por una relacién del tipo F(x,y) = 0.

Teorema 3.2.1 (de la funcién implicita) Sea F: A C R" x R¥ — R" una aplicacion
de clase C* en A (A abierto) y supongamos que para un punto (xg,vo) € A se verifica que
F(xo,90) =0y

det(D;Fj(xo,%0))ij=1,..n # 0.

Entonces existen, un entorno abierto Yy C R¥ de yy y una tinica funcion G : Yy C R¥ — R®
verificdindose que:
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a) G e C'(Yy,R")

)

b) G(yo) = o

c) F(G(y),y) = 0 para todo y € Y
)

d) Existe un entorno abierto U C A de (xg, yo) tal que
{(z,y) e U: F(a,y) = 0} = {(G(y),y) : y € Yo},

Nota 3.2.2 Se trata de despejar las n primeras variables en funcion de las k ultimas.
También puede darse un teorema andlogo para despejar las ultimas variables en funcion
de las primeras, su enunciado preciso es:

Teorema 3.2.3 (de la funcién implicita) Sea F: A C R" x R — RF una aplicacion
de clase C en A y supongamos que para un punto (o, yo) € A se verifica que F(xq,yo) = 0

Y
det(D; Fj(x0,Y0))izn+1,..n4+kij=1,..k 7 0.

Entonces existen, un entorno abierto Xo C R™ de xo y una unica funcion H : Xqo C R* —
R¥ verificdndose que:

a HEOI(Xo,Rk)
H(xo) = yo

F(x,H(x)) = 0 para todo z € X,.

b

C

)
)
)
d) Existe un entorno abierto V' C A de (z¢,yo) tal que

{(z,y) e V: F(z,y) =0} = {(x,H(x)) : v € Xo}.

Demostracién. (del teorema de la funcién implicita, primera versién). Consideremos la
funcion

fi(zy) € ACR" xR = f(2,y) = (F(z,y),y) € R" x R,
Claramente f € C*(A,R"*) y ademés se verifica que:
det(Jy(zo,90)) =

DiFi(z0,90) - DnFi(xo,%0) Dny1Fi(x0,90) - DagrFi(z0,%0)

DiF,(z0,y0) - DnFn(x0,9%0) Dps1Fn(xo,v0) - DntrEn(zo,v0)
det 0 . 0 1 . 0 =
. . . 0 . 0
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Dy Fi(wo,0) -+ DypFi(z0,%0)
det P P e
Dan(iCo, 3/0) e DnFn(:Cm y())

que es distinto de 0 por hipdtesis. Podemos entonces aplicar el teorema de la funcién
inversa a la funcién f y obtenemos abiertos U C A C R"** v V C R"** siendo U un
entorno de (zg,yo) y V un entorno de f(zo,v0) = (F(x0,%),y0) = (0,0) y una funcion
g:V C R 5 U C R" tales que:

a) f(U)=V

b) f es inyectiva en U

c)gof=1IdenU

d) g € CH(V.R™*).

Definimos,

Yo={y €R": (0,y) €V}

G:yeYy CR" = G(y) = (61(0,), -, 9.(0,9)) € R"™.

Veamos como Yy y G verifican las condiciones del teorema. En primer lugar y, € Yy
pues (0,40) = (F(zo,v0),y0) = f(zo,y0) € V. El conjunto Yy es abierto pues es igual a
o~ 1(V) siendo ¢ la aplicacién continua ¢ : y € R¥ — o(y) = (0,y) € R" x R*. La funcién
G es de C! en Y} pues G estd formada por las n primeras componentes de la composicién
de ¢ y g, y ambas son de clase C*, la primera en todo R”, y la segunda en V.

Ademas,

G(yo) = (91(0,%0), -+, 9n(0,%0)) = (91(f (20, %0)); -+ gn(f (20, %0))) =

((g9 0 f)i(xo,10), -5 (g © flalTo,%0)) = (0,5 -, To, ) = To.

Veamos la relacién F(G(y),y) = 0 para todo y € Y;. Sea y € Y, por la propia
definicién de Yy se tiene que (0,y) € V = f(U), por lo que existe (z*,y*) € U tal que
f(z*,y*) = (0,y). Como por definicién f(z*,y*) = (F(z*,y*),y*), resulta que

Py )=0 e y' =y (*)
Por otra parte, como (z*,y*) € Uy go f =1Iden U,
(=%, y") = go f(z",y") = 9(0,y).

Dado que G(y) = (91(0,9), .., g.(0,¥)), que son las n primeras componentes de g(0,y),
resulta que G(y) = x* y por lo tanto se sigue de la relacién (*) que (G(y),y) = (z*,y*) € U
y F(G(y),y) = 0.

La unicidad de G puede obtenerse asi: Si hubiese otra funcion G* con las mismas
caracteristicas que G, entonces F(G(y),y) = F(G*(y),y) para todo y € Yy, y asi

(F(G(),y),y) = (F(G"(y),y),y) Yy € Y.
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Esto nos da que f(G(y),y) = f(G*(y),y) € V para todo y € Y, y entonces, como [ es
inyectiva en U, resulta que G(y) = G*(y) para todo y € Yj.

Veamos por dltimo la demostracién del apartado (d).

Consideremos un punto (z,y) € U tal que F(z,y) = 0. Como f(z,y) = (F(z,y),v),
resulta que f(z,y) = (0,y), y como f(U) =V (el V del teorema de la funcién inversa),
necesariamente (0,y) € V, como por definicién Yy = o~ 1(V) (siendo ¢(y) = (0,y)) se
tiene que y € Yy. Ademds, como (z,y) € U,

(ZE,y) =g©° f(xay) = g(o7y) = (G(y)7gn+1(oay)a "'7gn+k(07y))7

en particular x = G(y).
Reciprocamente, se acaba de probar que siy € Yy, entonces (G(y),y) € Uy F(G(y),y) =
0. UJ

Ejemplo 3.2.4 Consideremos la funcion

F:(z,y;u,v) € R2 x R? = F(x,y;u,v) = (zu + yv?, 2v® + y*ub) € R%

En esta situacionn = 2 y k = 2. Para x§ = (z0,v0) = (1,—1) ey§ = (up,vo) = (1, —1),
se verifica que F(z},y3) = (1 —1,—-1+1) = (0,0). Por otra parte,

( DiFi(z,y;u,v) DyFy(x,y;u,v) ) B ( u 02 )

Dy Fy(z,y;u,v) DyFy(z,y;u,v) v3 2yu’

En consecuencia,

det(D; Fy(1, ~1,1,~1) = det( o ) — 140

Por lo tanto existirdn un entorno Yy de yi = (1, —1) y una funcién G : Yy C R* — R?
tal que G((1,—1)) = (1,—-1) y F(G(u,v),u,v) = 0 para todo (u,v) € Y. Esto es,

G (u,v)u + Ga(u,v)v* =0
G1(u,v)v? 4+ Go(u,v)?u® = 0.

Como se ve, se despejan asi las variables x e y en funcion de las variables u y v en
un entorno del punto (zj,ys) = (1,—1,—1,1).

Vamos a ver ahora como también es posible conocer la diferencial de la funcién implici-
ta G obtenida en el teorema de la funciéon implicita en un entorno de yy. Lo hacemos en
un caso particular pero el resultado es vélido en general.

Consideremos una funcién F': A C R x R — R de clase C! en A, a la que se le aplica
el teorema de la funcién implicita para un punto (xg,yo) € A para el cual F(zo,y0) =0y
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D, F(z9,y0) # 0, para obtener una funcién G : Yy — R tal que F(G(y),y) = 0 para todo
y € Y), entonces la diferencial de la composicion

y = F(G(y),y)

de la funcién ¥(y) = (G(y),y) con F, es 0 en todo punto de Yy, y la correspondiente
matriz jacobiana es:

(D1F(G(y),y) D2F(G(y),y)) ( Gll(y) > =0,

de donde, D F(G(y),y) - G'(y) + DaF(G(y), ) = 0, como DyF(G(yn), yo) # 0 por conti-
nuidad D, F(G(y),y) # 0 en un entorno de yo, con lo que,

o DF(G(y),y)
Gl = - DiF(G(y),y)

Apliquemos esto a un caso concreto.

Ejemplo 3.2.5 Dada la funcion F : (z,y) € A C RxR+—F(z,y) = tg(zy) — zy,
vamos a ver en qué subconjunto abierto A estd definida y para qué puntos (xq,yo) de A
el teorema de la funcion implicita nos garantiza la existencia de un abierto Yy, entorno
de yo y de una funcion G : Yy — R de clase C' en Yy verificando que G(yo) = o vy
F(G(y),y) = 0 para todo y € Yy. Calcular G'(yo).

F estd definida en los puntos (z,y) tales que cos(zy) # 0, es decir en los puntos
(z,y) con xy # 5 4+ km con k € Z, este conjunto es la unién de los conjuntos abiertos
{(z,y): FH+kn<ay< T+ (k+ 1)1}, k€ Z

En un punto (xq,yo) del conjunto de definicion de F se verifica que F(xg,y0) =0 si y
sélo si tg(zoyo) = ToYo. En un tal punto

Yo 1 2 2
cos?(xoyo) Yo = 4o (cosQ(xoyO) > Yotg™(xoy) = yo(zoyo)

Entonces podremos aplicar el teorema de la funcidn implicita a aquellos (xo,yo) tales que
tg(zoyo) = woyo y ademds zoyo # 0 (ndtese que F es de clase C' en un entorno de esos
puntos). En tales puntos el teorema de la funcion implicita nos da la existencia de un
entorno abierto Yy de 1o y una funcion G : Yy — R tal que G es de clase C! en Y,
G(yo) = zo y F(G(y),y) = 0 para todo y € Yy. Sabemos ademds que

G'ly) = DyF(G(y),y) — Gt (Gly)y) — Gy)

- DiF(Gly).y)  ytFGly) v

Podemos entonces, en este caso determinar G resolviendo esa “ecuacion diferencial”,
cuyas soluciones son

DIF(x07 Z/O) =

Gly) =
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siendo C' una constante real. Tal constante se obtiene de la condicion G(yy) = xo, lo que

nos da que C' = xgyo. Obsérvese que si G(y) = % entonces

y por lo tanto,

3.3. Extremos condicionados. Multiplicadores de La-
grange

En este ultimo tema vamos a dar una introduccion al concepto de variedad regular en
R™ y a estudiar los extremos condicionados.

Definicién 3.3.1 Sea f : A C R" — R*, siendo A un abierto. Se dice que un punto
1o € A es un punto reqular de f (o que f es reqular en xqy) si f es de clase C' en un
entorno abierto de xy y la matriz jacobiana de f en xqy tiene rango mdximo (el rango de
una matriz es el orden de la mayor submatriz cuadrada de ella con determinante no nulo).

Definicién 3.3.2 Se llama variedad (o superficie) reqular de dimension m en R™ (m <
n) a todo subconjunto M de R™ con la siguiente propiedad: Para cada o € M existe un
abierto A C R™ que contiene a xq¢ y existe una aplicacion F : A — R reqular en cada
punto de A (por lo que el rango de la matriz jacobiana de F' en todo punto de A es n—m)

tal que
MNA={ze€A: Fx)=0€R" "™}

Ejemplos:

1. Sea f: A C R* — R" ™ una aplicacién de clase C! en el abierto A cuya matriz
jacobiana tiene rango n — m en cada punto de A. Entonces

M={zeA: f(x)=0}
es una variedad regular de dimensiéon m en R™.
Témese, por cada xg € M como A el propio A y como F' la aplicacion f.
Veamos algunos casos particulares:
a)n=2,m=1,A=R?ysea f(r,y) =y—2> Entonces M = {(z,y) e R? : y — 2% =

0} es precisamente la pardbola y = z?. Nétese que J¢(z,y) = (—2x,1) tiene rango 1 en
cualquier punto de R2.
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bn=2 m=1 A=R?ysea f(r,y) = 2> + y> — 1. Entonces M = {(z,y) € R? :
z? +y? — 1 = 0} es precisamente la circunferencia de centro (0,0) y radio 1. En este caso
Jr(z,y) = (2, 2y) tiene rango 1 para todo (z,y) € R? distinto del (0, 0), pero este punto
no pertenece a M.

c)n=3 m=1 B=R3¥ysea f(z,y,2) = (y — 2,2 — 2?),

-1 1 0
Jf(‘rawa)_(_Qx 0 1)

que es de rango 2 cualquiera que sea el punto (z,y,z). Luego M = {(z,y,2z) € R3 :
(y — 2,2 — 2*) = (0,0)} es una variedad en R® de dimensién 1, es precisamente una
parabola situada en el plano x = y.

dn=3m=2 A=R3ysea f(x;y,2) = z+y+ 2. Ciertamente f es de clase C! en
todo punto de R? y para cualquier (z,y,2) € R? se tiene que

Jp(z,y,2)=(1 1 1).

Esta matriz tiene rango 1 cualquiera que sea el punto (z,y, 2) € R3, luego M = {(z,y,2) €
R3: 2 +y+ 2 =0} es una variedad regular de dimensién 2 en R3, es un plano.

2.Si f: BCR™ — R"™ es una aplicacién de clase C! en el abierto B, entonces

M ={(x1, .., T [1(T1, s T)y ooy frmm (T, s X)) 2 (21, .0, 2) € B}

es una variedad regular de dimension m en R™. Obsérvese que esto nos dice que la gréafica
de una funcién de clase C' de un abierto de R™ en R"™™ es una variedad regular de
dimensién m en R™.

En efecto, consideremos para cualquier punto de M el abierto A = B x R"™™ de R"
y la aplicacion F': A — R"™" definida por

Fo(xy, o, Ty Tog s oy Tn) = (T — f1(21, oo Tn),y ooy Ty — froem (1, ooy ).

F es de clase C' en Ay al ser la matriz jacobiana de F' en cada (1, ..., Ty} Tty s Tn) € A
igual a

_g_ﬁ(xl,...,xm) —%(xl,...,xm) 1 .- 0
* .. ,
_8J(;nx_1m($1a-“>$m> _((QIJ;?C—:,?(.fl,..."Qjm) o ... 1

y tiene rango maximo (n — m) en cada punto de A.

Los ejemplos (a), (¢) y (d) anteriores también se pueden considerar como ejemplos de
este caso. Para (a) se considera f(x) = 22 y entonces

M = {(z,2%) : z € R}.
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Para (c), se considera f(r) = (z,2?%) y entonces
M = {(z,z,2%) : z € R}
y para (d), f(xz,y) = —x — y con lo que
M ={(z.y,~r —y): (z,y) € R*}.

En el caso (b) no podemos hacer lo mismo pues “no se puede despejar globalmente la y
en funcién de la 2”7, esto es, no podemos poner M = {(z,y) e R*: 22 +y*—1 =0} en la
forma {(z, f(x)),x € D} para ninguna f y ningin D abierto de R.

3. Sea p : B C R™ — R", de clase C! en el abierto B, una aplicacién cuya matriz
jacobiana tiene rango m en cada punto de B. Entonces para cada punto b € B existe un
entorno abierto U de b tal que p(U) es una variedad regular de dimensiéon m en R™.

Ejemplo: ¢(t) = (cost,sent), t € R.

Veremos la demostracién sélo para m = 1 y n = 2 para simplificar la escritura (el
caso general es andlogo): Sea b un punto de B, Al ser ¢ regular en b (lo es en todo punto
de B), la matriz jacobiana de ¢ en b tiene rango méximo, que en este caso es 1. Como
©1(b)
©3(b)
que ser distinto de 0. Supongamos que lo es el ¢/ (b). Aplicamos el teorema de la funcién
inversa a ¢, : BC R — R, (¢](b) # 0) y obtenemos la existencia de:

esa matriz jacobiana es ¢'(b) = < ), necesariamente alguno de sus térmimos tiene

-Un entorno abierto U de b en el que ¢, es inyectiva,
-un entorno abierto V' de ¢;(b) tal que p,(U) =V, y
-una funcién g; de clase C! en V, con valores en U, de forma que g, o ¢, = Id en U.

Veamos como (U) es una variedad regular de dimensién 1 en R? Dado ¢ € U,
consideremos el entorno abierto A =V x R de ¢(c¢) (ndtese que ¢,(c) € V), y la funcién
I definida en él por:

F(z,y) =y — vs(g1(2)); (z,y) € A.

F € C'(A) y su matriz jacobiana (que es un gradiente) tiene rango 1 en todo punto de A
(obsérvese que esa matriz es el vector gradiente: (—¢4(g1(x))gy(z), 1), y sucede que

e(U)NA={(p1(u), po(u); ue U}t =

{(z,y) € A: F(x,y) =0}.

La primera de las igualdades es inmediata (téngase en cuenta que A = V xRy
©1(U) = V). Veamos la segunda: para u € U se tiene que ¢(u) = (p;(u), py(u)) € A
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F(p1(w), po(u)) = po(u) — po(g1(p1 () = pa(u) — po(u) = 0.

Reciprocamente, si F/(z,y) = y—p,(g1(x)) = 0 paraun (z,y) € A, entonces y = p,(g1(x)).
Como z € V, para un cierto y* € U se tiene que x = ¢,(y*) e y = y(q1(x)) =
Pag1(21(y) = 2(y"), luego (z,y) = (p1(y"), 2(y")) con y* € U.

Observamos que, en general no se verifica que ¢(B) sea una variedad regular, esto
sucede, por ejemplo, si ¢ es la “lemniscata de Bernoulli” dada por

(1) = (t(l +t%) (1 — t2)) ‘

1+t 7 14+ ¢4

También se puede expresar como el conjunto de puntos (z,y) de R? tales que (z* +y*)* +
(y* — 22)? = 0. Su gréfica es:

Pueden verse los detalles en el libro de F. Castillo, “Andlisis Matematico 11”7, Ed.
Alhambra, 1980, pp. 141-142.

No todos los subconjuntos de R" son variedades regulares; por ejemplo, M = {(z,y) €
R? : 22 = y?} no es una variedad regular de dimensién 1 en R?. Si lo fuese, dado (0,0) € M
deberfan existir un entorno abierto A de él en R? y una funcién de clase C! regular en
cada punto de A tales que

MnNA={(z,y) € A: F(z,y) = 0}.

Como F es regular en (0,0) una de sus derivadas parciales en ese punto debe ser distinta
de 0, supongamos que lo es la D1 F(0,0). Por el teorema de la funcién implicita existen un
entorno abierto Yy de 0 y una funcién G : Yy — R de clase C! en Yj tales que G(0) = 0
y F(G(y),y) = 0 para todo y € Yj, pero por la afirmacién (d) del teorema de la funcién
implicita,

{(z,y) €U : F(x,y) =0} = {(G(y),y) : y € Yo}

(U es un cierto entorno abierto de (0,0) que se obtuvo en la demostracién del teorema de
la funcién implicita) y claramente esto no es posible pues en M N AN U hay puntos de
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la forma (e,¢) y (—¢,¢€) (si € es pequeno) pero G(¢) s6lo toma uno de los valores € 0 —¢,
luego {(z,y) € A: F(a: y) = 0} es estrictamente mas pequenio que M N A.

Un argumento parecido a este es el que se usa para ver que la lemniscata de Bernoulli
no da lugar a una variedad regular.

Definicién 3.3.3 Sean B es un conjunto abierto de R, f una funcion definida de B en
R y M un subconjunto de B. Se dice que un punto xqg € M es un mdximo relativo
de [ condicionado por M si existe v > 0 tal que B(zo,7) C B y f(x) < f(xg)
Vo € M N B(xg,r). La definicion de minimo relativo de f condicionado por M es
andloga.

Con el objetivo de obtener el resultado final del curso (teorema de los multiplicadores
de Lagrange), que nos ayuda a encontrar extremos condicionados, probamos el siguiente
lema.

Lema 3.3.4 Sea F : ACR"™ x R™ — R"™ de clase C* en el abierto A y sea
M={x=(x1,.,Tpn_m,..., Tn) € A: F(x) = 0}.
Entonces para todo xo = (xo,, ..., %q,_,, -, To,) € M tal que
det(D; F;(z0))ij=1,..n—-m # 0

existe un Yy C R™, entorno de yo = (zo,_,,,,---» To,) Y eviste 1 : Yo = A, reqular en cada
punto de Yy, tal que ¥(yo) = zo y F(¢(y)) = 0 para todo y € Yy.

Demostracién. Estamos en las hipétesis para poder aplicar el teorema de la funcion
implicita (ndétese que como zq € M se verifica que F(z9) = 0), y de él obtenemos la
existencia de un Y, entorno de yy en R™, y de una funcién G : Yy — R*™ de clase C*
en Yy tales que G(yo) = (zo,,-.-» %o, _,,) ¥ F'(G(y),y) = 0 para todo y € Yj. Si definimos

Yy €Yo CR" = 9Y(y) = (G(y),y) = (Gi(¥)s s G (Y): Y15 Ym)

entonces 1 es regular en Yy (su matriz jacobiana en cada punto contiene una matriz
cuadrada de orden m diagonal formada por unos en la diagonal y el resto ceros) y

F(y(y)) = F(G(y),y) = 0 para todo y € Y.
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Teorema 3.3.5 (de los multiplicadores de Lagrange) Sean B un abierto de R", f :
B — R una funcion de clase C' en B y M una variedad regular en R"™ de dimension m
contenida en B. Si un punto xy = (To, ..., To,_, - To,) € M es un extremo relativo de
f condicionado por M y si A es un entorno dexg y F: A C R x R™ — R"™™™ es una
funcion reqular en A de forma que

MnA={xeA: F(z) =0},

entonces existen n — m numeros reales Ay, ..., \n_m de forma que

Vf<l’0) = )\1VF1 (l‘o) + -+ )‘nmeanmCUO)-

Demostracion. Al ser I’ regular en xy el rango de la matriz jacobiana de F' en xg es
maximo, por lo que existe un menor de orden n — m de esa matriz con determinan-
te no nulo. Supondremos por comodidad que un tal menor es el dado por la matriz
(DiFj(x0))ij=1,. n—m- Tenemos asi que F(zg) = 0y det(D;F;(x0))ij=1,.n-m # 0. Enton-
ces por el Lema anterior existe un entorno Yy de yo = (2o, _,,.,,---, %o,) y €xiste 1 : Y5 — A
de clase C! regular en todo punto de Yy tal que ¥ (yo) = zo y F(¥(y)) = 0 para todo
y € Yy. La relacién F(¢(y)) = 0 nos da, en particular, que:

DiFy(¥(yo)) -+ DnFi(¥(yo)) Di1(yo) -+ Dmt1(%0)

| . | _ (o).
DiFy n(¥(w0)) -+ DuFuem((yo)) Dy, (yo) -+ Dmt,(vo)

Por otra parte, f tiene un extremo en xy € M, condicionado por M, por lo que f o
tiene un extremo en yy (ndtese que si en M N B(xg,r) se da una de las desigualdades que
caracterizan al extremo, entonces Y = 1" (B(z0,7)) C Yj es un entorno abierto de y, tal
que ¥(Y) C M N B(xg,r), téngase en cuenta que (Y) C 1(Yy) C Ay como F(i(y)) =0
para y € Y resulta que ¢(y) € ANM N B(xg,r) C M N B(xg,7)). La condicién necesaria
para la existencia de un extremo en un abierto nos dice entonces que d(f o 9)(yo) =0y
por lo tanto que

Di1(yo) -+ Dmt1(w0)
( Dif(¥(yo)) - Duf(¥(w0)) ) - = (0).
Dy, (yo) -+ Dty (yo)

Nos encontramos asi con que los vectores (D1 F;)¢(vo)), ..., DnFj(¥(v0))), j=1,....,n—m
v (D1f(¥(v0)), -y Dnf(¥(y0))) son todos ellos ortogonales a los vectores columna de la

matriz
D1¢1(?JO) Dm¢1<yo>

Como 1) es regular el rango de esta matriz maximo (m), el espacio que generan los vectores
columna tiene dimensiéon m por lo que su complemento ortogonal en R” tiene dimension
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n—m. Como nosotros tenemos (n—m)+1 vectores en ese espacio ortogonal, siendo los del
tipo (D1F;(¢¥(yo)), -y DnFi(¥(y0))), i = 1,...,n — m, independientes entre si, resulta que
el otro es combinacién lineal de éstos y por lo tanto existen \Aq, ..., \,_,, nimeros reales
tales que

(D1.f (o), - Dy f(20)) =
)\1(D1F1(1’0), P DnF1<l’0)) +---+ )\n—m(Dan—m(«rO)y ceey DnFn_m<I0))
0J

Nota 3.3.6 Cuando se trabaja con funciones f : B C R? — R el teorema nos da la
existencia de un A € R tal que V f(xo1,x0,) = AVEF(xq,, Zo,).



