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Introduccion

La interpolacién de operadores bilineales ha sido considerada por Calderén y Zygmund [6]
para operadores entre espacios L, y posteriormente por Lions y Peetre [13] y Calderén [5] en
sus trabajos famosos sobre el método de interpolacién real y complejo, respectivamente. En
estos ultimos casos, los autores consideran operadores entre espacios de Banach. Calderén
también consideré en [0, 10.4] el problema de la interpolacién de la compacidad. Un intento
por obtener los andlogos correspondientes para el método real de interpolacién fue hecho por
Fernandez y Silva [g].

Recientemente los trabajos de Bényi y Torres [2], Bényi y Oh [4], Hu [I1] y otros autores
han puesto de manifiesto que los operadores bilineales compactos aparecen de forma natural
en el Andlisis Arménico. Esto ha propiciado nuevos estudios sobre el comportamiento por
interpolacién de dichos operadores. Véanse los articulos de Fernandez-Cabrera y Martinez [9,
10], Cobos, Fernandez-Cabrera y Martinez [7], Mastylo y Silva [14] y Besoy y Cobos [3].

En este trabajo recogemos diversos resultados sobre interpolacién de operadores bilineales
entre espacios L;,. Consideramos tanto los resultados de acotacién de Calderén y Zygmund [6],
como ciertos resultados de compacidad de Ferndndez-Cabrera y Martinez [9, [10].

Comenzamos el Capitulo 1 repasamos resultados béasicos sobre esos opera-dores, asi como
diversos ejemplos concretos. En la primera seccién del Capitulo 2 tratamos la interpolacién
de la acotacion entre espacios L. Es decir, damos la versién bilineal del Teorema de Riesz-
Thorin. Cubrimos incluso el caso en que alguno o los dos espacios de la imagen son cuasi-
Banach: L,; con 0 < r; < 1. En la segunda seccion del capitulo tratamos la compacidad y en
la 1dltima seccion estudiamos operadores cuya definicion sélo indica como se comportan sobre
las funciones simples.



Capitulo 1

Operadores bilineales compactos

En primer lugar comenzamos con las definiciones bésicas. Seguiremos como guion el tra-
bajo de Fernandez-Cabrera y Martinez [9], incluyendo todas las demostraciones de aquellos
resultados que no se hayan visto en cursos basicos de Analisis Funcional o Analisis Real, las
cuales se pueden ver en el articulo de Bényi y Torres [2]. Ademds incluiremos diversos ejem-
plos de operadores compactos y no compactos de los articulos anteriores y del de Ramanujan
y Schock [15].

Nos referiremos a espacios normados y completos denotando idénticamente a las normas
de todos ellos. En casos en los que haya lugar a dudas pondremos como subindice el espacio.

1.1. Definiciones y propiedades basicas

Sean X, Y y Z espacios de Banach sobre el cuerpo K = R o C. Un operador 7' : X XY —
Z se dice que es bilineal si es lineal en cada variable, en cuyo caso tiene asociadas sus secciones,
que son los operadores lineales dados por

Vvee X, T,: Y — Z y WyeY, T,: X —
xr —>

Z
y +— Tu(y) =T(z,y) Ty(z) = T(z,y).

Definicion 1.1.1. Un operador bilineal T : X XY — Z se dice que es acotado si
1T = sup {[|T(z, y)| - [lzl} < L [ly] <1} < oc. (1.1.1)
El valor ||T|| se denomina la norma del operador T.

De forma muy similar al caso lineal se puede probar que un operador bilineal T' es acotado
si y s6lo si es continuo. Se considera en X x Y la norma ||(z,y)|| = ||z| + ||y||. También se
puede demostrar que T es acotado si y sélo si existe un M > 0 tal que

T (x,y)|| < M|z|||ly]] paratodo z € X y todo y €Y,
en cuyo caso la norma es el minimo de los M cumpliendo esa condicién. Denotaremos por
B(XxY,Z)={T: X XY — Z : T es bilineal y acotado} .

Proposicién 1.1.1. El espacio B(X xY,Z) es un espacio de Banach con la norma dada por
(1.1.1).
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Demostracion. Dados T, S € B(X xY,Z)y \,p € K, paracadaxz € X ey €Y,

AT + wS) (@, y) | < (AT (@, )l + |l 1S )| < (AT + [lS DIy

Esto muestra que A\T'+uS € B(X xY, Z), luego éste es un espacio vectorial. Ademds tomando
A = =1 se obtiene la desigualdad triangular para el funcional || - ||.

Por otro lado, de se deduce que ||T'|| = 0 si y s6lo si T' es idénticamente 0, y que
IAT|| = |A]||T||. Esto demuestra que || - || es en efecto una norma en B(X x Y, Z).

Ahora sea (T},),, una sucesién de Cauchy en B(X x Y, Z). Para cada par (z,y) € X x Y,
se tiene que

1Tn(2,y) = Tin(z, 9)|| < (|10 = Tinll|2[l[lyl| — 0 cuando n,m — co.

Luego la sucesién (T),(z,y)), es de Cauchy, asi que es convergente en Z por ser éste de
Banach.
Definimos

T(x,y) = nh_)rréo Tn(z,y).

De la bilinealidad de los T}, y la linealidad del limite se deduce que 7" es un operador bilineal
de X xY en Z.

Para ver que es acotado y que ||T,, —T'|| — 0, sea € > 0. Por ser (7},),, de Cauchy existe
N € N tal que para n,m > N se tiene ||T,, — T),|| < e. Por la continuidad de la norma, para
cada (z,y) € X x Y y cadan > N se tiene que

| T2, y) — T(z,y)l| = ) Tn(z,y) - lm Tm($’y)‘) -

= lim [T (2,y) — Tn(z,y)|| < ellzllllyl- (1.1.2)
m—00
Por tanto

1T (2, )| < T (x,y) = T (2, )| + 1T (@, 9) || < (e + [1Tx DIyl

lo que muestra que T' € B(X x Y, Z). Ademas de (1.1.2)) se deduce que ||T,, — T|| < € para
n > N,y por tanto T, — T en B(X x Y, Z). O

La acotacion de un operador bilineal T" es a su vez equivalente a la acotacién de T, y
T, para todo z € X e y € Y, para lo cual es fundamental que los espacios sean de Banach
ya que el resultado se basa en el Teorema de Banach-Steinhaus (ver por ejemplo el libro de
Rudin [16] pag. 52]).

Teorema 1.1.1. Sean X, Y y Z espacios de Banach y'T : X XY — Z un operador bilineal.
Entonces T' es continuo si y sélo si sus secciones Ty, y Ty, son continuas para todo v € X y
todoy €Y.

Demostracion. Por un lado si T es continuo, dado = € X,
1T = Tz, ) < (T - llz]) - [yl para todoy € Y.

Por tanto T}, es acotado (y continuo), y andlogamente con las secciones T,.
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Para el reciproco sean (zo,40) € X XY y ((n, Yn))peny € X XY una sucesién que converja
a (z0,yo) (en particular converge coordenada a coordenada). Sea ¢ > 0. Para cada z € X,
como Ty, es continuo e (Y, )nen converge a ¥,

Ty, (x) = Tp(yn) — Tu(yo) = T(z,y0) cuando n — oo.

Por tanto el conjunto {7}, (x) : n € N} es acotado para cada x € X.

Entonces T = {71}, : n € N} es una familia de operadores lineales continuos del espacio
de Banach X en Z, y puntualmente acotada. Por el Teorema de Banach-Steinhaus 7 es
uniformemente acotada, es decir, existe un M > 0 tal que ||7}, || < M para todo n € N.

Por otro lado, por ser T, continuo,

Too(Yn —yo) — T2, (0) =0 cuando n — 0.

Sea por tanto un ng € N tal que para n > ng se tenga ||z, — zo|| < €/(2M) y | T, (Yn —
yo)|l < €/2. Entonces si n > ng

T (2, yn) — T(x0, Y0)|| T (xn — x0, yn) + T(x0, Yn — v0)|| <
< T (zn — 20, yo) || + 1T (20, Y — yo) || =
= HTyn(xn - QUO)H + HTaco(yn - yO)H <

£ 3 9
T, |- lzn — <M -— 4 =c¢
< Tyl —woll + 5 < Mo+ S =

Es decir, T'(xy, yn) converge a T'(zg, o) y por tanto 1" es continuo. O
Sin embargo el concepto en el que se basa este trabajo es el de compacidad:

Definicion 1.1.2. Un operador bilineal T : X XY — Z entre espacios de Banach se
dice que es compacto si para cualquier conjunto acotado W C X XY, su imagen T(W) es
relativamente compacto en Z, es decir, si T(W) es compacto.

A continuacion probaremos una serie de resultados fundamentales sobre este tipo de
operadores. Empezamos por una caracterizacion basica de los operadores bilineales compactos
que serd de utilidad. En lo que sigue B, xxy denota la bola abierta de radio 7 en X x Y,y
usamos una notacién similar para X e Y.

Proposicion 1.1.2. Sean X, Y y Z espacios de Banach, y seaT : X XY — Z un operador
bilineal. Las afirmaciones que siguen son equivalentes:

a) T es compacto

b) Para todo r > 0, T(B, xxy) es relativamente compacto

c¢) Para cualesquiera r1,79 > 0, T(B,, x X By, y) es relativamente compacto

d) Para cualesquiera A C X y B CY acotados, T(A x B) es relativamente compacto

e) Para toda sucesion acotada ((Zn,Yn)),eny C X X Y, la sucesion (T(2n, Yn)),en tiene una
subsucesion convergente

Demostracion.

a) = b) Se sigue porque B, xxy es acotado.
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b) = ¢) Como By, x X By, y C By, 1ry xxv, S€ tiene que

T (BM,X X BT2,Y) cr (BT1+T2,X><Y)'

Por hipétesis T (Br, 4y, xxy) €s compacto, luego T (B, x X By, y) es también relati-
vamente compacto.

¢) = d) Por ser acotados, A C B,, x e B C By, y para algunos r1,72 > 0. Entonces T'(Ax B) C

T (Br, x X By, y), luego es relativamente compacto.

d) = e) Una sucesién acotada ((Zn,¥n)),cy €St contenida en algiin producto de bolas By, 4 X

B, B.

Pord), {T(zp,yn) : n € N} C T (By,,a X By, ) es un conjunto relativamente compacto,
luego por la caracterizacion de la compacidad mediante sucesiones en espacios métricos,
(T(xn,yn)), tiene alguna subsucesién convergente.

e) = a) Sea W C X x Y acotado. Por e) toda sucesién en T'(W) tiene una subsucesién conver-

gente, asi que T'(W) es relativamente compacto.

O]

Ahora, de la misma forma que para operadores bilineales acotados, conviene considerar

el espacio de los operadores bilineales compactos y estudiar la relacién entre ambos. Dados
X, Y y Z espacios de Banach, denotaremos por

KX xY,Z)={T: X xY — Z : T es bilineal y compacto} .

Proposicion 1.1.3. Sean X, Y y Z espacios de Banach. Entonces:

a)
b)

K(X xY,Z) es un espacio vectorial

K(XxY,Z)CcB(XxY,Z)

Demostracion.

a)

Sean T1,T» € K(X x Y, Z) y A\, u € K. Para ver que T' = AT} + pT» es compacto usamos
el apartado d) de la proposicién anterior: sea ((z, ¥n)),eny € X X Y una sucesion acotada
Y 2n = T(Tn,Yn) € Z.

Como T} es compacto, existe una subsucesién convergente (T1 (T, Yn,,))pen- D€ nuevo,
por ser Ty compacto, existe otra subsucesién de ésta que converge, (T Q(xnkj Y, ))jen.

Por tanto z,, = )\Tl(:xnkj,ynkj) + uTg(:Enkj,ynkj) es una subsucesion de (z,),cy que
converge, asi que 7' es compacto.

Sea T € K(X x Y,Z) y supongamos que no es acotado. Entonces existe una sucesién
((Tn, yn))peny € X x Y tal que

1T (s yn) | > nllznl|lynll

Por tanto la sucesion ((«n/||Znll, Yn/||Ynll))nen €8 acotada, pero su imagen no tiene ninguna
subsucesién convergente porque

T (T, Yn
T< )H IT G yll (1.1.3)
[ ||yn\| [znl[[yn

Esto contradice que T' sea compacto.
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O]

Otro resultado muy importante sobre operadores compactos es que forman un espacio
completo, lo que permite ver la compacidad de algunos operadores bilineales aproximandolos
por sucesiones de operadores compactos.

Teorema 1.1.2. Sean X, Y y Z espacios de Banach. Si (T),), es una sucesion de operadores
bilineales compactos de X XY en Z que converge a un operador bilineal T en la norma de
B(X xY,Z), entonces T también es compacto.

Demostracion. Para ver la compacidad de T' sea ((zn,yn)), C X X Y una sucesién acota-
da. Por ser T compacto, existe una subsucesion (mmi’yni)’“ tal que (Tl(xni,ynk))k es con-
vergente. Por serlo Ty vuelve a existir otra subsucesién de la anterior, (7 Q(xn%,yn%))k, que

converge. Procediendo por recursién, para cada m € N existe una subsucesién (mn?,ynkm) X

de ("L'n;n—l,yn;n—1>k tal que (Tm(xn;%yn;y))k es convergente.

Usamos ahora el argumento diagonal de Cantor tomando z; = z,,;: e y; := y,,:. Entonces
(Tn(xi,i));en s convergente para todo n € N. Sea ¢ > 0. L Z

Por ser (z;); e (vi); acotadas, existe C' > 0 tal que ||z;||||yi|| < C para todo ¢ € N, y
como T;, — T, existe N € N tal que para n > N se tiene |T — T,|| < ;5. Para este
N, como (Tn(xs,yi)); es convergente en particular es de Cauchy, existe M € N tal que
TN (i, i) — T (5, y5)|| < 5 para todos 4,5 > M.

Por dltimo, si i,5 > M,

1T (w4, yi) — T (5, 95)ll

IN

(T = T ) (i, ya) | + 1T (26, yi) — Tiv (5, 95) | +
+ (T = T)(j, )]l <

S
1T = Twlllzillllysll + 5 + T = Tlll;l1y; |

IN

€ e €
< —C+-+—C=c=¢.
wc” et TE
Es decir, la subsucesién (T'(z;,yi));cy es de Cauchy, y por ser Z de Banach es convergente.
Esto prueba la compacidad de T'. ]

1.2. Ejemplos

A continuacién damos varios ejemplos de operadores bilineales compactos y no compactos.
Algunos de ellos dan informacion adicional sobre los operadores compactos, como la relacion
de la compacidad de un operador con la de sus secciones. Otros ejemplos son operadores
clasicos usados en Analisis Funcional.

Ejemplo 1. Un operador bilineal acotado T': X xY — Z se dice de rango finito si T'(X xY)
es un subespacio de dimension finita de Z. Si T' es de rango finito entonces es compacto. La
demostracién es sencilla: si W C X x Y es acotado, por ser T' continuo, T (W) es acotado.
Por tanto T'(W) es cerrado y acotado en un espacio de dimensién finita, luego compacto.

Ejemplo 2. Dado que cada operador bilineal T' tiene asociadas sus secciones y la relacién
existente entre la acotacion de Ty la de sus secciones, cabe preguntarse por la relacién entre
la compacidad de T" y la de sus secciones. Si T : X XY — Z es bilineal y compacto entonces
todas sus secciones T, y T, también lo son. Efectivamente, si x € X y tomamos un conjunto
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acotado V C Y, T, (V) =T ({x} x V) es precompacto en Z (ya que {z} x V es acotado y T'
compacto). Andlogamente para las secciones T,.

Sin embargo al revés no ocurre, es decir, existen operadores bilineales acotados entre
espacios de Banach cuyas secciones son todas compactas, pero que el operador no es compacto.
Un ejemplo de esto, que se puede encontrar en el articulo de Ramanujan y Schock [I5]
pag. 309], se tiene considerando X =Y = Z = (2 y el operador T : £? x {2 — (? dado por

T({E, y) = (xjyj)jeN .

Nétese que T es acotado ya que ||T(z,y)ll2 < ||z]leollyllz < llz]2]lyl|2-
Veamos que las secciones son compactas: sea por ejemplo x € £2. La seccién asociada a
es Ty(y) = (2;Y;) jen- Definimos para cada n € N

Ten 2 — 2
y +— (T1y1, 2292, -« s Tn¥Yn,0,...) .
Cada T}, es compacto, porque es de rango finito y continuo, ya que
1/2

n
ITen)lz = | 3l s(.max m\)-uy\z.

1.
= je{1,...,n}

Ademds, como limzx,, = 0, dado € > 0 existe un N € N tal que |z,| < € para n > N. Por
tanto para todo y € £2,sin > N,

oo oo
(T = Ten) W3 = Y lajyl> < > lyl* <yll3
j=n+1 j=n+1

Es decir, || Ty — Tyl < €, luego T es limite de una sucesién de operadores compactos, y por
tanto es compacto. Andlogamente para las secciones Tj,.

Por otro lado, para ver que no es compacto basta tomar la sucesion ((ey, €))nen C £2 x £2
(donde e, = X{n}), que es acotada. Sin embargo la sucesién de las imagenes es T'(en, €n) = en,

que no tiene ninguna subsucesién convergente (porque ||e, —e,|l2 = v/2 siempre que n # m).

Ejemplo 3. Tomamos X =Y = Z = C([0,1]) con la norma del maximo. Definimos el
operador multiplicacion T : X x Y — Z por T(f,g) = f - g. Claramente T es bilineal y
acotado. Fijando f = 1 la seccién asociada a f es Ty = Idx. Pero esta no es compacta
porque la imagen de la bola unidad es la misma bola, cuya adherencia no es compacta (por
ser dim Z = o0). Luego las secciones de T' no son compactas, y asi T tampoco es compacto.

Ejemplo 4. De nuevo sean X =Y = Z = C([0,1]), pero tomamos ahora el operador
T:X xY — Z dado por

T(f,9)(z) = /O " F gt dt.

Para ver que es compacto sea B la bola unidad abiertade X =Y. Si f,g € By z € [0,1],

T(f,9)(x)] < /0 D)9 dt < | fllocllglloo - 2 < [[flloollglloc <1
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Luego T'(B x B) es acotado (y de hecho contenido en B). Ademas dados z,y € [0, 1],

T(f,9)(y) — z)| =

Por tanto la familia T(B x B) es equicontinua. Por el Teorema de Ascoli-Arzela, T'(B x B)
es relativamente compacto en C([0, 1]), luego T' es compacto.

d4<uﬂwmmm -l <ly—ao

Ejemplo 5. Ahora consideramos X =Y = Z = C([0, 1]), pero en X e Y consideramos la
norma de L;([0,1]) con la medida de Lebesgue y en Z la norma del supremo. De esta forma
X e Y dejan de ser espacios de Banach.

Sea T el mismo operador del ejemplo anterior. Ahora T" no es compacto. Para ver esto
tomamos la funcién constante f =1 y consideramos la seccién Ty = 17, dada por

E@@ZA%@ﬁ

Consideramos ademas la sucesién de funciones

n’t si 0<t<1/n
gn(t) =% 2n—n?*t si 1/m<t<2/n
0 si 2/n<t<1,
(ver Figura [L.1)).
nr--—----- N
Tl(gn)
g'll 1 ,,,,,,
2
0 1 2 1 0 L 2 1
(a) Sucesion (gn)n (b) Sucesion (T1(gn))n

Figura 1.1: Sucesién acotada cuyas imagenes no tienen una subsucesion convergente

La sucesién (g, ), es acotada en X porque

1
||gn||1:/ |gn(x)|dx =1 para todon € N.
0

Supongamos entonces que (171(gn)), tuviera una subsucesién (71(gn,)), convergente en Z.
En particular seria de Cauchy y existiria un J € N tal que para j, k > .J se tendria

I7i9m) = Tilgm) . < 5 (12.1)
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Fijamos j = J y tomamos un k > J tal que ngy > 2n ;. Entonces % > n—Qk, asi que

o) () = 3

Pero entonces

Ti(gn;) (:J) — T1(gny,) (;J)‘ = %,

lo que contradice ((1.2.1]). Por tanto 77 no es compacto, asi que T tampoco.
Otra forma de ver que 7' no es compacto es viendo que, en este caso, 7' no es ni siquiera
continuo. Para comprobarlo definimos la sucesion de funciones continuas

HTl(gnj) - Tl(gnk)Hoo >

4An3t si 0<t<1/(4n?)

n si 1/(4n?) <t < 3/(4n?)
fa(t) = —4ndt+4n si 3/(4n?) <t < 1/n?

0 si 1/n?<t<l1

(ver Figura[L.2)).

Figura 1.2: Gréfica de f,
De esta forma la sucesién f, cumple 0 < f, < nx(,1/n2), luego || full1 < 1/n — 0 cuando

n — 0o. Es decir, f, — 0en X yenY.
Sin embargo para todon € N

1
T(fo, f)(1) = /0 (D)2 dt =
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1 1

3
n? n? el
= /4 16n5t2 dt + /4 n? dt + / (—4nt + 4n)? dt =
0 1 3

an? 4an?2

1 1 1 2

TR

Esto muestra que [|T(fn, fn)lloo > 2, asi que T'(fn, fn) no converge a 0. Por tanto el operador
q 3

T no es ni siquiera continuo, asi que tampoco compacto.

Ejemplo 6. Sea ()i jken Una sucesién tal que

o0

D el < oo

Z‘?jikzl
Consideramos el operador bilineal T : 2 x ¢? — ¢ dado por
(o)
(T(z,9))i = > Cijwiln,
]7k:1
siendo = = (2;)ien € ¥ = (¥i)ieN-

Esta bien definido porque si tomamos x,y € By 42, entonces cada coordenada de ambas
sucesiones es menor o igual que 1, luego

(o] (o) o0
1T (@, )l =D 1T )il < > laigurjel < Y loujnl < oo.
i=1 i k=1 i k=1

Esto muestra ademads que 1" es continuo con norma menor o igual que Z?},kﬂ | j kel
Ahora definimos, para cada n € N, el operador bilineal T}, : ¢? x ¢> — ¢' dado por

To(z,y) = (T(z,y)1, T(z,y)2, .., T(x,Y)n,0,...).

Es claro que cada T), es bilineal y, como || T, (x,y)|l1 < ||T(z,y)||1, T\ es continuo. Més atn,
T (62 X 62) estd contenido en el subespacio de ¢! generado por las sucesiones (ej)?zl, luego
T, es continuo y de rango finito, asi que es compacto.

Para ver que los operadores T;, aproximan a T sean x,y € By 2. Cada coordenada de x
e y es menor o igual que 1, luego

”T(xay)_Tn(:C?y)Hl = H(0707"'707T(x7y)n+17T(x7y)n+27'“)Hl <
oo oo 0o oo
< D0 D aigrmml < Y0 D laigal-
i=n+1jk=1 i=n+1jk=1

. . o0 o0 . o0
Esto implica que ||T' =T, || < 322,11 > %=1 | k|, y como la serie > %\, | ;x| converge,
||T'— T, || tiende a 0 cuando n tiende a co. Por tanto 7" es limite de una sucesién de operadores
compactos, luego es compacto.

Ejemplo 7. Si tomamos una funcién K € C([0,1]3) y definimos el operador T : L2(0,1) x
L?(0,1) — €(]0,1]) por

1 1
T(f,9)(s) = /0 /0 K (s t,u) f(£)g(u) dtdu,
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es claro que T es bilineal.
Para ver que es compacto veamos que T (B 1, X By r,) es relativamente compacto. Por
un lado, si f,g € By, y s € [0,1] se tiene que

1 1
T(f,9)(s)| < /0/0!K(S,t,u)f(t)g(u)\dtdug

IN

HKHOO/O /0 F(t)g(u)]| didu —

1K oo 1A llgll < 1B loo Wl fll2llglle < 1K loo,

es decir, la familia T'(By 1, X Bi1,1,) estd uniformemente acotada.

Por otro lado, dado € > 0, por la continuidad uniforme de K existe § > 0 tal que si
|s1 —s2| < d, entonces | K (s1,t,u) — K(s2,t,u)| < e para todo t,u € [0, 1]. Asi que si tomamos
f,9 € Bir,y s1,52 €0,1] con |s; — s2| < J, obtenemos

1 1
T(f,9)(s1) — T(f,g)(s2)] < /0 /0 K (s1,1,) — K (52, £, )| (1) |g(w)] dtdu <

< ellflallgll < ellfll2llgllz < e

A

Por tanto la familia T'(By , % Bi,r,) es equicontinua. Por el Teorema de Ascoli-Arzela,
T(Bi1,1, x B1,1,) es relativamente compacto en C([0,1]), luego T es compacto.

Ejemplo 8. Como tltimo ejemplo tomamos K € Ly((0,1)3) y definimos T : L9(0,1) x
L5(0,1) — L1(0,1) mediante la misma expresién del ejemplo anterior, es decir,

1 1
T(f,g)(s) = /0 /O K (s, t,u) f(£)g(u) didu.

Por la densidad de las funciones continuas de soporte compacto en Lz((0,1)?%), podemos
tomar una sucesién (K, )nen C C([0,1]3) tal que K,, — K en la norma de L.
Si definimos para cada n € N el operador bilineal T}, : L2(0,1) x L2(0,1) — C([0, 1]) por

To(f.9)(s) = / / K51, u) £ (t)g () dtdu,

sabemos que cada T), es compacto (por el ejemplo previo). Como la inclusién C([0,1]) —
L1(0,1) es continua, al componerla con cada T, obtenemos que los T}, son también compactos
de L3(0,1) x L2(0,1) en Ly1(0,1).

Por tltimo, T" es compacto porque es el limite de los T},: si f, g € By, r,, usando el Teorema
de Tonelli y las desigualdades de Holder y de Jensen,

1 1 1
IT(f,g) - Tu(f. )l < /0 /0 /0 K (5,1, 0) — Kon(s, £, w)]|f(8) g ()| diduds =

1
= [ @l [ 1t Koot dsdid <
(0,1)2 0

)

1/2
(/ !f(t)\ng(u)Pdtdu) .
(0,1)2

IN
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1/2

2
) (/(0,1)2 </01 |K(s,t,u) — Kn(s,t,u)|ds> dtdu)
1fll2llgll2 ( /( y

)

= ||K = Kall2 [ fll2llgll2-

IN

1/2
|K (s,t,u) — Ky(s,t,u)|? dsdtdu>

Es decir, |T — T,|| < ||K — Ky,||]2 — 0 cuando n — cc.

<



Capitulo 2

Interpolaciéon de operadores
bilineales

En este capitulo probamos una serie de resultados de interpolacién de operadores bilineales
entre espacios Ly, referidos en primer lugar a la acotacién, debido a Calderén y Zygmund [6],
y en segundo lugar a la compacidad del operador interpolado, siguiendo los articulos de
Ferndndez-Cabrera y Martinez [9, [10]. También dedicaremos una seccién a resultados de
interpolacion en los que los operadores de partida estan definidos sélo para funciones simples.

En todo el capitulo el cuerpo base siempre serd K = C, lo cual es fundamental en el
Teorema de Riesz-Thorin y lo sera también en los resultados que se expongan aqui. También
se supondrd que todos los espacios de medida son o-finitos, lo que permitird aplicar los
teoremas de Fubini y Tonelli.

2.1. El Teorema de Riesz-Thorin para operadores bilineales

Comenzamos demostrando el Teorema de Riesz-Thorin para operadores bilineales. Este
teorema, como su analogo para el caso lineal, permite obtener informacién sobre la norma de
un operador entre dos espacios L, sabiendo su norma entre otros espacios.

Para tratar de simplificar la demostracién probamos antes un lema previo.

Lema 2.1.1. Sean (Y,v) un espacio de medida, Q@ = {z € C:0 < Re(z) <1} y k> 0. Para
cada z € Q sea h, : Y — C una funcion medible cumpliendo:

» Eriste una funcion integrable H : Y — [0,00] tal que |h,|¥ < H para todo z € Q
» Para caday €Y fijo, la funcion de z dada por h,(y) es holomorfa en Q

= Si definimos F(z) = [, |h.|" dv, para todo t € R se tiene que F(it) < My y F(1+it) <
M

Entonces para cada 0 < 8 <1 yteR se cumple
F(0+it) = / \hoyie|F dv < M3=0MP.
Y

Demostracién. En primer lugar veamos que F es continua en : sea 29 € Q y (2n)nen C Q
convergente a zg. Entonces, por ser h,(y) continua en 2y para cada y € Y,

|ha, |F — |hz|® cuando n — oo,

14
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Ademés para cada n € NU {0} la funcién |h,, |* estd acotada por H, que es integrable, y
por tanto por el Teorema de la Convergencia Dominada, cuando n — oo

F(zn):/y|hznkdu—>/y|hz()|kduzF(zo).

Ahora para cada € > 0 y cada A € R definimos en Q la funcién

Fs(z):/y e

que es continua en Q por ser producto de funciones continuas.

Para cada y € Y fijo la funcién de z dada por |5 122| . |h,(y)[F = |eE /K () |F
es subarmonica, por ser el moédulo de una funciéon holomorfa elevado a una potencia positiva
(esto se puede ver por ejemplo en el Teorema 17.3 del libro de Rudin [I7), p. 336], y es una
sencilla consecuencia de la desigualdad de Jensen). Veamos que F también es subarmonica en
Q. Para ello nos basaremos en el libro de Ahlfors [I, p. 246], el hecho de que |e52° T2%|- |, (y)[*
es subarmonica y el Teorema de Tonelli. Sean zp € Q y r > 0 tal que D(zp;r) C Q.

F.(z) = /
Y
1 //2#

< -
- 2T Yy Jo
B 1 27T/
2n )y Uy

1 2

= 3 ; F.(z0 +re't)dt

2?4z eaz2+)\z

b |Fdy =

CF(2) (2.1.1)

szg+)\z0 . |hz0’k dy <

e

it)2 it k
es(zoJrre )2 +A(z0+rett) dt dy =

: ‘ hzoJrre“

it)2 it k
es(zoJrre )2+ A(z0+rett) dy dt =

: ‘ hzoJrre”

Ahora observamos que, si z =a+bi € Qy C = Jy H dv < 00, como a < 1,
2 2 2 2 2 2 2
FS(Z) — 65(0, —b )+>\a'/ ‘hz|k dv < e—sb .50 +>\a./ Hdy = C«_e—sb .e50 +Aa < C‘e—eb '6€+>\
Y Y

Y por tanto F; tiende a 0 cuando Im(z) — £oo uniformemente en Re(z).
Ademas

F.(it) = et / \hit|kdl/ <My y F.(1+it)= et L st / |h1+it|kdl/ < et M.
Y Y

Ahora dado § > 0 existe un R > 0 tal que si | Im(z)| > R entonces F.(z) < §. Pero por el
principio del méximo para funciones subarmonicas, en el rectangulo [0, 1] x [— R, R] la funcién
F, ha de alcanzar su méximo sobre el borde.

Si My =0y M; >0, tomando § < M; se tiene que F.(z) < § para z € [0,1] x [-R, R],
y por tanto para todo z € . Haciendo tender 6 a 0, se llega a que F.(z) = 0 (obsérvese que
F. > 0 por definicién). Luego se tiene lo que se queria demostrar. El mismo argumento sirve
SiM1:OOSiM0:M1:O.

Si My y M; son ambos no nulos, tomando § < max{My, M1} la cota de la funcién F. en
[0,1] x [~R, R] es la cota sobre los lados verticales del rectdngulo: max{ My, M; - e<**}. Por
tanto esa cota se tiene para toda la banda, es decir,

F.(z) < max{ Mo, My - &7},
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De aqui y de despejamos F'(z) y resulta
F(0+it) < ee(0? =) =20, max{ My, M; - et} = e 1) max{My - e, My - =101
Como esto es cierto para todo € > 0, haciéndolo tender a 0 se llega a
F(0+it) < max{Mp - e My - A=Y,
y como esto se cumple para todo A € R, tomando e* = My/M; se tiene lo que se queria:

MY My~°

} = M}0MY.

O

Recordemos que para operadores lineales el Teorema de Riesz-Thorin con el rango com-
pleto de los pardmetros ¢ se debe a Calderén y Zygmund [6]. Lo enunciados seguidamente ya
que serd de utilidad para aplicarlo al caso bilineal.

Teorema 2.1.1 (Teorema de Riesz-Thorin). Sean 1 < py,p; < 00, 0 < qo,q1 < 0 ¥y
(X, ) e (Y,v) dos espacios de medida. Sea T' un operador lineal definido en Ly, (X)+ Ly, (X)
y con valores en Lg,(Y') 4+ Lg, (Y') cumpliendo que

T : Lp,(X) — Lg(Y) es continuo con cuasi-norma My, y

T:Ly (X)— Ly (Y) es continuo con cuasi-norma Mj.

S10 <0 <1y definimos

1 1—-6 0 1 1-0 0
+— vy + —,
p Do b1 q qo q1

entonces T lleva continuamente Ly(X) en Ly(Y) con cuasi-norma M < Mg~ M.

A continuacién demostramos el Teorema de Riesz-Thorin para operadores bilineales. Este
resultado también se debe a Calderén y Zygmund [6, p. 199]. De hecho, en [6] el resultado se
enuncia de forma maés general, es decir, para operadores multilineales.

Para la demostracién del teorema, como es habitual, dado 1 < p < oo denotaremos por
p’ al exponente conjugado de p, es decir, al que cumple 1/p+1/p’ = 1.

Teorema 2.1.2 (Teorema de Riesz-Thorin para operadores bilineales). Sean (X, u),

(Y,v) y (Z,7) tres espacios de medida. Sean 1 < pg,qo,p1,q1 < 00, 0 < ro,71 < 00 ¥

0 < 0 < 1. Definimos

1 1-6 0 1 1-60 6 1 1-6 6
+

»p p p 4 @ @ rorg o or

Sea T un operador bilineal acotado de (Lp,(X) + Ly, (X)) X (Lgy(Y) + Lg, (Y)) en Ly, (Z) +
L, (Z) tal que

T : Lpy(X) x Lgy(Y) — Ly (2) tiene cuasi-norma My, y

T:Ly (X)x Ly (Y)— Ly (Z) tiene cuasi-norma M.
Entonces

T:Ly(X)x Lg(Y) — L (Z) es acotado con cuasi-norma M < M3~ MY
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Demostracion. Supongamos primero que pg = p1 = p y qo = q1 = ¢. Podemos suponer
ro # r1 y por tanto r < oo, ya que de lo contrario no hay nada que demostrar. Como
(I=0)r/ro+6r/ri =1,s1 f € Ly(X)y g€ Ly(Y), aplicando la desigualdad de Hélder,

1/r
IT(f, 9l = </Z T(f, )|~ T (f, 9)|° d7'> <

(1-0)/ro 0/r1
< (/me,g)rw) -(/me,g)rldf) -

= T 9l " ITE DI < Mo~ Il llgllgs” - MTNf U Ngllg, =
—0
= My"M{-|Ifllp - llgllg-

Ahora supongamos ¢y # q1, en cuyo caso ¢ < oo. Si p = 0o entonces pg = p; = 00, ¥
fijamos f € L,(X), de forma que el operador T definido por T¢(g) = T'(f,g) cumple:

= Sig € Ly (Y) entonces [[Ty(g)llry = [1T(f,9)llro < (Mol £l

) - llgllgo
= Sig € Ly (Y) entonces [[Ty(g)llr, = [T(f,9)llry < (Ml fllp) -

19114

O, dicho de otra forma,

Ty : Lg(Y) — Ly (Z) con cuasi-norma menor o igual que M| f|lp, ¥

Tp: Ly (Y)— Ly (Z) con cuasi-norma menor o igual que M;||f||,.

Por el Teorema de Riesz-Thorin para operadores lineales (Teorema [2.1.1)), esto implica
que Ty : Ly(Y) — L(Z) con cuasi-norma menor o igual que

(Mol £1l)' =" - (M fll)" = Mg=0Mf - | £y,

o lo que es lo mismo, que dada g € Ly(Y') se tiene

1T @l = 1T, 9l < My~ M - [1f 1l - gllgs

que es lo que se queria demostrar. La prueba es andloga si pg # p1 y ¢ = 00.

Los casos que quedan son en los que p < 00 y ¢ < co. Para ello sea 0 < k < min{1, o, },
y sean Sx, Sy y Sz los conjuntos de funciones simples en X, Y y Z, respectivamente, que
se anulan fuera de un conjunto de medida finita. Por ser 1 < p,q < 0o, Sx y Sy son densos
en L,(X) y Ly(Y). Por tanto es suficiente ver que si f € Sx y g € Sy con || f|[, =1 = ||gll¢:
entonces || T(f,g)» < M} ~MY.

SifeSxyge Sy, como

k

E:(l—e)ﬁ+6—<1,
T To 1

se tiene por tanto que

ol = ek, =swf [ rafnarhe so o =1, n=0f.
(2.1.2)
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Por tanto sean f, g y h fijas en las condiciones anteriores. Las podemos escribir en la

forma
N M J
F=Y anxa, 9= bmxs, ¥ h=Y_ cxc;
n=1 m=1 7j=1

donde los conjuntos A,, Bs y C; son disjuntos, respectivamente, de medida finita. El objetivo
es probar que

/ T(f,9)|* hdr < (My~° M)~ (2.1.3)
Y
Para cada s € C sean
1—s S 1—s S 1—s S
als) = +— B S) = + — S) = —
( ) bo b1 ( ) q0 q1 Y ’Y( ) To 1
Pongamos
ps(x) = |f(x)\p'a(s)71 - f(x) para x € X,
¥s(y) = lg(y)| 7P g(y) paray €Y, y

ws(2) = h(z)A=kAEN/A=k/T) U p(2)  para z € Z.

También definimos

F(s) = /Z T (o) - fwal dr.

Para poder aplicar el Lema empecemos viendo que esas funciones son holomorfas en
la variable s:

N M
Ps = Z |an|p-a(s)71 “An - XAp» 1/15 = Z |bm|q.f8(s)71 ) bm *XBm Y
n=1 m=1

R

J
wp = 37 IR k)
j=1

Luego por la bilinealidad de T'

N M
T(‘psﬂ/)s) = Z Z |an|p~a(s)—1 *Qp - |b771’q.6(s)_1 . bm . T(XAna XBm)'

n=1m=1

1/k o5 holomorfa en s. Adem4s

Entonces para cada z € Z fijo, la funcién T'(ps, 1s)(2) - ws(z)
para un s con 0 < Re(s) < 1 las partes reales de «, § y 7 estdn acotadas, luego (por ser

también k < 1)

N M

n=1m=1

J

J
] = 3 ITHRCEAR gy
j=1 j=1

para dos constantes positivas R; y Rs independientes de s.
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Por tanto
N M J
|T(90877/)s)‘k ’ |Ws’ <SR- Ry Z Z Z |T(XAn’XBm)|k * XCj-
n=1m=1 j=1

Veamos ahora que cada término de la suma es integrable: si fijamos un n, un m y un j,
y aplicamos la desigualdad de Holder para ro/k > 1

. k/ro 1/(ro/k)
/Z Toans x)F - X, dr < ( /Z |T<xAn,me>|de) ( /Z xcjdf) _

= ||T(><An,x13m)||f0 .T(Cj)l/(ro/k)’ <
< ME - (AP p( By )0 (C)Y /R < oo,

k
1/k p s s .
/ ‘ estdn acotadas por una funcién integrable inde-

Luego las funciones ‘T(cps,ws) - Ws

pendiente de s.
Por dltimo veamos las cotas de la funciéon F'. Si s = it entonces, por la desigualdad de
Holder

N k/ro N L/ (ro/k)
F(Zt) = /Z|T(80it7"¢it)| '|wit’d7§ (/Z ’T(Spitawit)’T()) </Z ’wit\(ro/k)> =

= N T(pit, Vi) 1%, - Newitll oy < ME - lpaell - bl - Newiell o -
Pero ademads, como Re(«(it)) = 1/po, Re(B(it)) = 1/qo y Re(v(it)) = 1/ro,

, 1/po
@itllpy = (/Z | fP ettt po d#) = |IfIE/? =1y andlogamente [¢bir[lqo = 1

(rofy-fro) i) 5 )T Jro/k) _
[[witll (ro /iy = </Zh o "o r du) HhH =1

Luego F(it) < ME.
Andlogamente para s = 1 + it, por la desigualdad de Holder,

F(l+it) = /\T(<p1+it,1/11+z‘t)!k‘\W1+it\dT§
Z

k/r1 ) 1/(r1/k)
< ([ mmmeor )" ([ ar) " -
z Z

= [T (prgits Yrie) Iy - Nwrsitll e iy < ME - lo1gaellyy - il - lwirill o wy -

Ahora, como Re(a(1 +it)) = 1/p1, Re(B(1 +it)) = 1/q1 y Re(y(1 +it)) = 1/r1,

A 1/p1
o11itllp, = ( / | f|P Re(Fit) P du) = [|f5/" =1 'y andlogamente |[14illq, = 1
7

1/ /KY
T "(1—k/r —k/r (r/k) /(ri/k
[ P </zh( o/Y-(L—k/r1)/(1-k/ >> RS g
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Luego F(1+it) < MF. Asi que por el Lema m
—0
FO) = [ [T(ent)l* - lwnl dr < 30},
A

Y como vy = f, g = g y wg = h, se ha probado (2.1.3). Como la cota no depende de la
funcién h bajo esas condiciones, de (2.1.2)) resulta que

IT(f,9)llr < My~ M7 .

2.2. Los teoremas de compacidad en espacios L,

Nuestro objetivo en esta seccion es establecer una versién reforzada del Teorema de Riesz-
Thorin para operadores bilineales involucrando la compacidad. Para ello comenzamos estu-
diando una propiedad especial de los pares de espacios L.

Sea (X, pt) un espacio de medida. Decimos que una pareja de espacios (Lp,(X), Ly, (X))
satisface la condicién (h) si para cada compacto K C Ly, (X) hay una familia de operadores
{P\: A€ A} CB(Lp,(X)+ Ly, (X), Ly, (X) N Ly, (X)) y una constante C' > 0 tales que:

» Py Ly (X)+ Ly, (X) — Ly (X) N Ly, (X) es compacto para todo A € A
» |Pxllz, (x),z,.(x) < C para j = 0,1y para todo A € A

J J
= Para todo € > 0 existe un A9 € A tal que

1f = Profllr,,x)<e VfeK

Esta propiedad se puede definir para pares de espacios de Banach més generales, como
se puede ver en los articulos de Ferndndez-Cabrera y Martinez [9, [10]. El resultado que sigue
estd en [10, pag. 1197].

Proposicién 2.2.1. Sea (X, p) un espacio de medida. Si 1 < pg < o0 y 1 < p1 < o0,
entonces la pareja (Lp,(X), Ly, (X)) cumple la condicion (h) con C =1 y de forma que todos
los Py son de rango finito.

Demostracion. Como sélo tratamos con un espacio de medida, denotaremos directamente en
esta demostracion L, = L,(X).

Sea Sx el conjunto de funciones simples medibles de soporte finito en X. Por ser py < oo,
Sx es denso en L,,. Para cada familia finita de conjuntos disjuntos medibles de medida finita
Aq,..., Ay definimos el operador

Consideramos la familia F de todos los operadores asi obtenidos (servird la misma familia
para cualquier compacto). De esta forma si f € L, se tiene

Moo
1Pl = (;M{)

/A ) dnta)

pn (y)> du(y) =
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M
- < [ \fldn =11,
2 J =

y andlogamente si f € L,

/A ) dte)

1P flloe = max{

1

| r] e e f < s

Por tanto P es un operador lineal acotado de L1 en L1 y de Ly, en L, siempre con norma
menor o igual que 1. Por el Teorema de Riesz-Thorin para operadores lineales (Teorema,
|Pfllp < ||fllp para toda f € L,y todo 1 < p < co. En particular se cumple para pg y p1, por
loque T : Ly, + L, — Ly, + Ly, es acotado. Pero mds auin, la imagen de P estd generada
por las funciones x4, con k € {1,..., M}, asi que P (Lp, + Lp,) € [XArs---»XAy) € LpgNLp,
es de dimension finita, luego

P:Ly+ L, — Lp,NLy esderango finito,

y €COmo [X A, ---, XA, ] tiene dimensién finita, dos normas cualesquiera son equivalentes sobre
este espacio, asi que P : L,, + L,, — Ly, N L, es acotado. Obsérvese de hecho que
P: Ly + Ly — Ly, N Ly, es compacto.

Para la ultima condicién, sea K C L, compacto. Para cada € > 0 existen s1,...,sy € Sx
tales que la unién de las bolas de centro s; y radio €/2 recubren K. Analizando las funciones
sj, resulta una cantidad finita de conjuntos disjuntos medibles, de medida finita, Ay,..., Ay
tales que cada funcién s; es constante en cada Aj. Consideramos el operador P € F obtenido
segin a partir de estos conjuntos.

SifeK,existeunj e {1,..., M} tal que || f —s;|| <e/2. Ademas, como s; es constante
en cada Ay, digamos s;|4, = cjk, se tiene que

M 1 M
Ps; = / s~d>‘ = Ci = 5.
J ; (M(Ak) Ak J l’L XAk ; _]kXAk ¥

Por tanto, usando que || P||L,,,L,, < 1,

Lpy <

1f = Pfllpo < If = sillpo + 155 = Psjillp + [[P(s5 = Fllpo < 1 = 85llpg + 0+ 55 = fllpo <&
O

El siguiente teorema se debe a Fernandez-Cabrera y Martinez [9], es de hecho consecuencia
de [9, Theorem 5.7], y muestra una versién reforzada del Teorema de Riesz-Thorin para
operadores bilineales: bajo las mismas condiciones del Teorema [2.1.2] si ademds sabemos que
la primera restriccién del operador es compacta, entonces se puede concluir que también lo
es en los puntos intermedios.

En lo que resta de trabajo, para no recargar demasiado la notacién, si no es necesario
omitiremos el espacio y la medida: se sobreentendera que si el subindice es p se refiere a (X, p)
y lo mismo con ¢ y r respecto de (Y,v) y (Z, 7).

Teorema 2.2.1 (Teorema bilineal de compacidad). Sean (X, pu), (Y,v) y (Z,7) tres
espacios de medida. Sean 1 < po,p1,q0,91,70,71 < 00 y T un operador bilineal acotado de
(Lpo + Lp,) x (Lgy + Lq,) en Ly, + Ly, tal que las restricciones

T:ij ><qu —>L7’j7 J=0,1
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son acotadas. Sean 0 <0 <1y

1 1—-6 0 1 1—-6 0 1 1-0 0
= toe = -y - = +
b Po b1 q q0 q1 r To 1

Sirg<ooyT: Ly X Lyg — Ly, es compacto, entonces T': L, x Ly — L, es compacto.

Demostracion. El operador T' es continuo de L, x L, en L, como consecuencia directa del Teo-
rema de Riesz-Thorin para operadores bilineales (Teorema . Para ver que es compacto
veamos que se puede aproximar por operadores compactos.

Sea V. = {(f’g) : HfHPo <1, ||g||q0 < 1} C Lp, x Lgy. Como T : Ly, X Lgy —> Ly, es

compacto, el conjunto K = T(V) C L,, es compacto. Ademds, al ser 19 < oo, la pareja
(Lyy, Ly,) cumple la condicién (). Sea {Py: A€ A} € B(Ly, + Ly, Ly, N Ly,) la familia
dada por la proposicién anterior, es decir:

= P\:L,,+L,, — L,,N L, es acotado y de rango finito para todo A € A
= [Pz, ., <1paraj=0,1yAeA

= Para todo € > 0 existe un A9 € A tal que

|h— Pahll, <& Vhe K=T(V) (2.2.2)

Por el Teorema de Riesz-Thorin y la segunda condicién, se tiene que todos los operadores
cumplen Py : L, — L, con norma ||Py||z, 1, < 1, y son compactos porque son acotados y
de rango finito.

Para cada n € N sea A, € A cumpliendo la condicién (2.2.2) para ¢ = 1/n. Entonces
Py, oT : L, x Ly — L, es compacto (por ser composicién de un acotado con un compacto).
El objetivo es ver que T es el limite de esta sucesién de operadores. Para ello consideramos
el diagrama

T Id—Py,,
(Lpo + Lpl) X (LQO + th) — LTO + LT1 —A> L?”o + LT1'

Cada operador (Id — Py,)oT =T — Py, oT es acotado, por ser diferencia de operadores
bilineales acotados. Ademas

| T =Py, 0T\ £y, xLgysLry < NNy xLay Loy 1PN Ly Loy NNy xLgy 20y, < 21T 2y %Ly Ly -

Por otro lado, si tomamos (f,g) € Lp, X Lg, con || fllp, < 1y [|gllqp < 1 entonces T'(f,g) €

T(V) C K, luego por (22.2)

S |-

I7(f.9) = Pr, (T(£.9)],, <

Es decir, HT — P)\n o THLPOXLQ()vLT'() < l/n

Por el Teorema de Riesz-Thorin para operadores bilineales (Teorema [2.1.2)),

1

0 0 n—0o0
1T =Py o Tllpyr,n, < g 2 AT, 5Ly 1y

— 0.

Asique T': L, x Ly — L, es limite de operadores compactos, luego es compacto. O
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Terminamos la seccién demostrando el Teorema de compacidad de Krasnoselskii [12]
para operadores lineales. Se trata de una versién reforzada del Teorema de Riesz-Thorin que
Krasnoselskii probé en 1960. Nosotros la deducimos como una consecuencia del Teorema
bilineal de compacidad.

Corolario 2.2.1. Sean (X, un) y (Z,7) dos espacios de medida, 1 < pg,p1,70,71 < 00 y T un
operador lineal acotado de Ly, + Ly, en L., + L, tal que ambas restricciones

T: Ly — Ly,

son acotadas. Supongamos ademds que 1o < 00 y que 1" : L,y — L, es compacto. Entonces

para 0 < 0 <1,
1 1-6 0 1 1-6 6
- = +t— Yy - = +
p Po b1 r To 1

el operador T : L, — L, es compacto.

Demostracion. Sean Y = {1}, la medida v en P(Y) dada por v({1}) =1y q = ¢1 = 0.
Entonces Ly, (Y,v) = £>°({1}) = C.
Consideramos el operador T : (Lpy + Lp,) x (Lgy + Lg,) — Ly, + Ly, dado por

T(f,\)=\-Tf. (2.2.3)

Entonces si f € Ly, y A € C, para j =0, 1,
1T My = (A NT SNl < AT 2y, 2 - 1 Ny

luego T es acotado de Ly, x Ly; en Ly,.
También es compacto de Ly, X Ly, en L, porque si Bx y By son la bolas unidad (cerradas)
en L,, y Ly, = C respectivamente, se tiene que T'(Bx x By) = T(Bx):

C) Si[|fllpy < 1y [Nl <1, entonces [|Afllp, < 1y T(f,A) = T(Af).
D) Si||fllp, <1, entonces tomando A = 1 se tiene que (f,1) € Bx x By y T'(f) = T(1, f).

Por ser T' compacto de Ly, en L,,, T(Bx) es relativamente compacto en Ly, luego T es
compacto de Ly, X Lg, en L.

Con todo lo anterior T esté en las condiciones del Teorema bilineal de compacidad
luego T es compacto de L, x Ly en L,. Por tanto también lo son sus secciones y en particular
tomando 1 € C la seccién Ty. Pero Tl(f) =Tf, asi que T es compacto de L, en L. O

2.3. Operadores definidos sobre las funciones simples

La hipdtesis de partida del Teorema bilineal de compacidad es que T' : (Lp, + Ly, ) X (Lg, +
Ly,) — Ly, + L;, es acotado. Ahora, algunas veces en las aplicaciones (ver [10]) no se tiene
esto sino sélo que

HT(fa g)HTj < MJHf”py HgHij Jj=0,1,

cualquiera que sean las funciones simples f y g. Como los espacios de funciones simples no
son de Banach con las normas de los espacios L, no se pueden usar las caracterizaciones de
la compacidad de la Proposicién [I.1.2] por tanto lo primero que se necesita es poder extender
un operador desde el subespacio a todo el espacio.
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Lema 2.3.1. Sean X e Y espacios normados, Z espacio de Banach y E C X y F C Y
dos subespacios densos. Sea Ty : E x F'— Z un operador bilineal y continuo. Entonces Ty
se puede extender de forma unica a un operador bilineal y continuo T : X XY — Z con
[ Toll = [I77]]-

Demostracion. Para cada x € X ey € Y sean (2p)nen € E Y (Yn)nen C F dos sucesiones
que converjan a x e y respectivamente (que existen por la densidad de E y F'). Definimos

T(a:, y) = nlingo TO(xna yn)

En primer lugar, para ver que T estd bien definido, hay que ver que el limite existe y no
depende de las sucesiones que se tomen. Como las sucesiones convergen son acotadas, esto
es, ||zn|| < My e ||yn|| < My para todo n € N. Ahora

1T0(xn, yn) — To(@ms Ym) |l < [ To(%n, Yn) — To(Zms Yn) | + [ To(@m, Yn) — To(Tm, ym) || =
1To(zn = @, yn) || + [ To(@m, yn = ym )| <

[Tollllzn = zmllllynll + I Tolllzmlyn — ymll <

M| To|ll|n — @mll + Mil|To[llyn — yml,

IN A

y tanto (25 )nen como (yn)nen son de Cauchy, luego (To(zr, Yn)),en también lo es. Por ser Z
de Banach, converge.

Para ver que el limite no depende de las sucesiones, tomemos otras sucesiones (z),)nen €
(yh,)nen convergiendo también a x e y respectivamente. Entonces estdn de nuevo acotadas,
digamos ||z},|| < M e ||yn|] < Ms. Procediendo como antes se llega a

1To(zn, yn) = To(@h, gl < 1 To(@ns yn) = To(@h, yn) || + 11 Z0(20, yn) — Tolan, yn) || =
= |To(zn — 25, yu) | + 1T0 (20, yn — y) Il <
< N Tollllzn = 2 Hynll + [ Tollllzn yn — ynll <
< M| Tolllzn — )l + Ml Tollllyn — ynll,

y como (T, — 2})n € (Yn — yl,)n convergen a cero, obtenemos que
n—oo n—oo

Para la bilinealidad de T, dados z,2’ € X,y € Y y A\, u € K tomamos (zy,)n, (2),)n C E
convergiendo a z y ' respectivamente, e (y,), C F convergiendo a y. Como (Azy, + px),), C
E converge a Ax + ux’, se tiene que

Tz +pa',y) = Um To(Azy + pxy, yn) = Um (Ao (@n, yn) + pTo(2), yn)) =
n—00 n—0o0
= N(z,y) + puT (2, y).

Por lo que T es lineal en la primera variable. La linealidad en la segunda variable se demuestra
analogamente.

Que T|p,p = To es claro: para € E e y € I basta tomar las sucesiones constantes.
Y para ver que T es continuo con ||T|| = || To||, para x € X e y € Y tomamos (z,), C F e
(yn)n C F convergiendo a x e y respectivamente. Entonces

1T, )] = | 1 Toan, 5a)| = M [ToCan, )]l < tim (Tl zalllunll = |70l 1)
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de donde ||T|| < ||Tp||- La otra desigualdad se debe a que

1T = sup{[|T(z,9)ll : 2 € X, y €Y, |[f], lyl] <1} =
> sup{|[T(z,y)l|: x € E, y € F, [lf],[ly]| <1} =||Tol-

Por 1ltimo demostramos la unicidad de la extensién. Si T es otra extension bilineal y
continua de Tp a X x Y, dados z € X e y € Y tomamos de nuevo sucesiones (z,), C E'y
(Yn)n C F como antes. Por la continuidad de 77, se tiene que

T (z,y) = Um T (2, yn) = Um To(zn,yn) = T(z,y).
O

Con este lema podemos obtener las versiones de los teoremas de Riesz-Thorin para ope-
radores bilineales y de compacidad cuando el operador estd definido sélo para funciones
simples, para lo cual primero extenderemos el operador a todo el espacio y luego aplicaremos
los teoremas ya conocidos.

Teorema 2.3.1. Sean (X, u), (Y,v) y (Z,7) tres espacios de medida. Sean 1 < pg, qo, p1,q1 <
00, 0 < rg,m < 00, y supongamos que alguno de los p; y alguno de los q; son finitos. Para
0 <0 <1 definimos

1 1-6 0 1 1-6 6 1 1-6 1
+

» p m ¢ @ @ rorg o1

Sean Sx y Sy los conjuntos de funciones simples con soporte de medida finita en X e Y
respectivamente, y sea T : Sx XSy — Ly, + Ly, un operador bilineal tal que para cualesquiera
f € Sx yge Sy se cumple

HT(f>g)”7‘j < MijHPngHtljv J=0,L

Entonces T se puede extender de forma unica a un operador bilineal continuo
T:L,xLy— L,

con norma ||T||1,x1,,L, < MM,

Demostracion. Si fuera p = oo, necesariamente habria de ser pg = p1 = oo, lo que contradice
las hipétesis, y andlogamente con g. Por tanto p,q < 0o, asi que Sx y Sy son densos en L,
y L4 respectivamente.

Ahora basta con repetir el argumento de la segunda parte de la demostracién del Teo-
rema (la parte en la que p < 00 y ¢ < o0), donde se concluye que para todo par de
funciones simples (f, g) € Sx x Sy se tiene

IT(f, 9l < My~ MY||£llpllglg-

Esto significa que el operador T : Sx x Sy — L, es continuo considerando en Sx y Sy las
normas de L, y Ly, y con norma ||T||sy xSy L, < Mol_er. Por el Lema T se puede
extender de forma tnica a un operador bilineal continuo 7" : L, x Ly, — L, con norma

HTHLpXquLT = ||T||SX><SY9L’I‘ < M(}iaMle
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Teorema 2.3.2. Sean (X,u), (Y,v) y (Z,7) tres espacios de medida, 1 < pg,qo,70 < 00 Y

1<pi,q1,71 < o0. Para 0 < 0 <1 definimos

1 1-46 0 1 1—-6 0 1 1-—46 1
= + +

» p p 4 @ @ rorg 7

Sean Sx y Sy los conjuntos de funciones simples con soporte de medida finita en X e Y
respectivamente, y sea T : Sx xSy — Ly, + Ly, un operador bilineal tal que para cualesquiera
f€Sx yge Sy se cumple

1T Dy < Millfllpsllgllay 5 =0,1. (2.3.1)

Si la extension T' : Ly, X Lgy — Ly, de T a Ly, x Ly, es compacta, entonces también se
puede extender T', de forma unica, a un operador bilineal compacto T : Ly, x Ly — L.

Demostracion. En primer lugar, obsérvese que p y ¢ también son finitos. Luego Sx y Sy
son densos en L, y L4 respectivamente. Como estamos en las condiciones del Teorema
se tiene entonces que T se puede extender de forma tnica a un operador bilineal continuo
T:L,xLy— L.

Ademas de (2.3.1) se deduce que para cada j = 0,1, si consideramos en Sy y Sy las
normas de Ly, y Lq; respectivamente, entonces T': Sx x Sy — L, es un operador bilineal
y continuo con norma menor o igual que M;.

Sea también 1" : L, X Ly, — Ly la extension bilineal y compacta de 7. Ahora seguimos
la demostracién del Teorema bilineal de compacidad (Teorema [2.2.1)).

Sea V.= {(f,9) € Lpy X Lgy : || fllpo <1, |lgllgo < 1}. Como T : Ly, X Ly, —> Ly, es

compacto, el conjunto K = T(V) C L,, es compacto. Ademds, al ser 19 < oo, la pareja
(Lyy, Ly, ) cumple la condicién (h). Sea {P\: A€ A} C B(Ly, + Ly, Ly, N Ly,) la familia

dada por la Proposicién [2.2.1] es decir:
» Py:L,,+ L., — Ly, N Ly, es acotado y de rango finito para todo A € A
¢ 1Pl iz, < Lparaj=0,1y A€ A

= Para todo ¢ > 0 existe un A9 € A tal que

|h = Pyhllyy <c VheK=T(V) (2.3.2)

Por el Teorema de Riesz-Thorin y la segunda condicién, se tiene que todos los operadores
cumplen Py : L, — L, con norma ||Py||r,.r, < 1, y son compactos porque son de rango
finito.

Para cada n € N sea A\, € A cumpliendo la condicién para € = 1/n. Entonces
Py, oT : L, x Ly — L, es compacto (por ser composicién de un acotado con un compacto).
El objetivo es ver que T es el limite de esta sucesién de operadores. Para ello consideramos
el diagrama

Id—P;
Sx X Sy ——— Ly + Ly, —2 Ly, + Ly, .

Sien Sx y Sy consideramos las normas de Ly, y L4, respectivamente, obtenemos que
T — Py, o T|lsxxsy,Lr, ITM[sx xSy ,Lry + 1Px M Lry 20y~ 1T 55 xSy L0y <

<
< 24| Tlsynsy.r,, < 2Mi.
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Es decir, que para cada (f,g) € Sx X Sy se tiene

ITCf )l < 2Ma [ fllp Ml lgn-

Por otro lado, si en Sx y Sy consideramos las normas de Ly, y Lg, y tomamos (f,g) €
Sx x Sy con || fllpy <1y |lgllgy <1, entonces

T(f,9) € T(V) CK,

y por ([2.3.2))
1
IT(f,9) - Py, (T(£.9)l,, < —

n

Asi que en general, si (f,g) € Sx x Sy dividiendo por su norma obtenemos que

1
1T = P, o T) (f, 9y = 1fllpollglqo-

Por el Teorema T — Py, oT se puede extender de forma tnica a un operador bilineal
continuo de L, x L, en L, y con norma

1
HT—P)\nOTHprLq,LT < 90 pf 22 0,

= 10

Asi que T': L, x Ly — L, es limite de una sucesién de operadores compactos, luego es
compacto. ]
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