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Resumen:

El presente trabajo estd enfocado a la construccién de la matriz D, Hessenberg superior
con subdiagonal positiva, correspondiente al operador multiplicaciéon por z en la base de
los polinomios ortogonales. Para ello se comienza con el estudio de la matriz de Gram
relativa a un producto escalar y de las propiedades de minimo de los polinomios ménicos
y de los ntcleos.

La matriz D se construye a partir de una matriz M, infinita, hermitiana definida
positiva (HDP), asociada a cualquier producto interno. FEsta matriz D generaliza la
tridiagonal de Jacobi.

Se muestran diferentes ejemplos matriciales y otros resultados interesantes sobre la
transformacién de semejanza, las matrices Toeplitz y el teorema de Szego.

Palabras clave:

Polinomios ortogonales, matrices de Hessenberg, matriz de Gram, matrices hermi-
tianas definidas positivas, matrices de momentos, matrices tridiagonales, matrices de
Toeplitz, medidas, transformacion de semejanza.
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1 Determinantes y matrices de Gram

1.1 Ecuaciones normales y matriz de Gram

Teorema 1.1. Sean {zy}}_, elementos independientes de un espacio vectorial' X dotado
de producto interno (-, -), y sea {z,}}_, dicha base ortonormalizada, entonces cualquier
elemento y de dicho espacio cumple

(y - Z(y, zk>zk> 1z

k=1

DEM.

<<y_z<yvzk>zk> ?Zj> = <y7zj> - <Z<yazk>> <Zk,2j>

k=1 k=1

O
Corolario 1.1. La diferencia entre un vector y, y su mejor aproximacion mediante com-
binaciones lineales de los x1,%2,...,Ty, es siempre ortogonal a todos los x;.
DEM. Es inmediato a partir de la proposicién anterior. O

Observacién 1.1. En lenguaje geométrico, el anterior corolario establece que la distancia
mas corta desde un punto dado a la variedad es la longitud de un elemento perpendicular
a la variedad.

Teorema 1.2. Sea ayx1+asxa+...+anxy, la mejor (en el sentido de minimizar la norma,)
de las combinaciones lineales que aproximan el vector y, supuesto que y no pertenece a
la variedad engendrada por {xi}}_, supuestos linealmente independientes. Entonces los
coeficientes a; son la solucion del siguiente sistema de ecuaciones

ar{ri,r1) + az(r2,21) + ... + anl{wn,21) = (y,21)
ar{zr1,re) + az(r2, v2) + ... + an({Tn,v2) = (y,T2)
ar{x1, xn) + ag(xo, Tpn) + ... + an(Tn, xn) = (y,Tn). (1)

Estas ecuaciones se conocen como sistema normal de ecuaciones.

DEM. Por el corolario previo
(y— (11 +agza + ... +apzy),z;) =0, j=1,2,...,n

cuando se desarrollan estas ecuaciones resulta el anterior sistema. O

! K-espacio vectorial, donde como es habitual K =R o K = C.



Definicion 1.1. Dada una sucesion de vectores x1,x2, ..., Ty, €n un espacio con producto
terno, la matrizn X n

(x1,m1) (z1,22) ... (T1,Zn)
G = ((ar.2,) = <332,.x1> <l‘2,.332> . <x2,.xn>
se conoce como matriz de Gram de los vectores x1,xo,...,Ty. Su determinante
9=9(@1,22,...,2n) = [(zi, 25)| = [z}, 24)]

se conoce como determinante de Gram, o gramiano, de dichos elementos.

Observacion 1.2. La matriz de Gram es la transpuesta de la matriz de coeficientes de
las ecuaciones normales. También es la matriz de la forma bilineal

n
<a1x1 4+ aoxs + ...+ anxp,bix1 +boxs + ... + bnxn) = Z aigj (x,-, .’L’j).
ij=1

Observemos que g(x1,x2,...,%,) es una funcién simétrica de sus argumentos. Si inter-
cambiamos x; por x; eso significa intercambiar dos filas entre si y dos columnas entre si,
y el determinante no varia.

Lema 1.1. Sea y; = Z?Zl aijjrj, t =1,2,...,n. Llamemos A a la matriz (a;j) y A asu
transpuesta conjugada (ai;). Entonces se cumplen

Gy Y2, yn) = AG(z1,29,...,2,)A
91, Y2, Un) | det A2g(z1, 2, ..., T0).

DEM. Tenemos que
n n
(e vi) = (x, > aijag) = Y Gijwp, 75)
j=1 J=1

que matricialmente puede expresarse como:

<x1,y1> (1,92) - (T1,9n)
(wo,y1) (T2,%2) ... (%2,¥n) .
<$n7y1> <xn,y2> <xnayn>
<{L‘1,£U1> <IL‘1,132> <{L‘1,£Un> ail a1 ... Gp1
B (x2,21) (x2,22) ... (T2,2p) aiz ay ... Gp2 B
(X, x1) (Tp,z2) ... (Tp,Tp) Q1in Gon ... Gpn
- G(.Tl,.TQ, 7:1:71)1Z



Ademi3s

aiy a1z ... Gip (T1,91) (T1,92) - (T1,Yn)
agy G ... a2 (x2,71) (2,92) .. (T2,Yn)
nl Gnp2 ... Qpn (Tn, 1) (Tn,y2) oo (T, Yn)
(i,y1) (yiy2) - (Y1, n)
(2, y1)  (y2,92) -+ (Y2,Yn)
- . . . . :G(y1727""yn)'
Wnoy1) Wnoy2) - (YnsYn)
Combinando estas dos ecuaciones obtenemos la primera identidad del lema. Tomando
determinantes y observando que |A| = |A| resulta la segunda. Un caso particular sera
glo1x1, 00, ..., onzn) = o1 2oa)? .. on|?g(z1, 2o, . . ., 20).
O
Teorema 1.3. Sean x1,zo,...,x, # 0. Entonces
0 < g(ar, a2, 2n) < [laa|Pllzz)? - [l

El extremo inferior g = 0 se alcanza, si y solamente si, los elementos x; no son linealmente
independientes. El valor de la derecha se alcanza, siy solo si, los {l‘j}?:l son ortogonales.

DEM. Supongamos, en primer lugar, que los x; no son linealmente independientes. En-
tonces podemos encontrar constantes aj, as, . . ., a, no todas nulas, tales que ayx1 +asxo+
...+ apx, = 0. Supongamos que a;j # 0, y consideremos la transformacién

yr =

Y2 = T2
Yji-1 = Tj-1

Y; = a1x1+axro+...+a,T, =0
Yi+1 = Tj41

Yn = In

Como (y;,yi) = (0,v;) = 0, resulta que g(y1,%2,...,yn) = 0. Tenemos que

1 0 ... 0 ... O

o 1 ... 0 ... O
A= i

1 a2 a Gnp,

0 O 0 1




Desarrollando este determinante por la columna j-ésima, tendremos que
|A|=0+0+...4+a;-1+0+...+0=0a; #0.
Se sigue del Lema 1.1 que g(z1,z2,...,2,) = 0.

Supongamos seguidamente que los x; son linealmente independientes. Entonces pode-

mos? encontrar constantes a;; tales que

ZE = ap1x1 + apoxo + ...+ appxE, con agg > 0,
tales que los {zj} sean ortonormales. Por el lema anterior

1= |6lj‘ = 9(217227" . 7ZTL) = g($1,$2,...,1‘n)|A|2

donde

ail 0 e 0

az21 a2 ... 0

|A| = : _— .| = aua - ann.

ap1 Ap2 ... Qpp

Por tanto
1 1 1
g(z1, 22, ..., Tp) = — - . > 0.

2 2 T2
ay; a4 Gapn

Luego g = 0 solo cuando las x; no son linealmente independientes. Ahora probaremos que

1

2

5 <l
a

kk

Del proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt sabemos que

1 k—1
= = llyell? = o = Y (wrs 22017 < ol
a

kk j=1

Si los z; son ortogonales, entonces G es una matriz con los ||z;]|? en la diagonal principal

y ceros en el resto. En ese caso, g(1,%9,...,2n) = ||x1]]?||22]|?- - - |2n||*. Supongamos
reciprocamente que g(z1, T2, ..., zn) = ||21|?||z2]|? - - [|25]|?, tenemos que g(z1, 22, ..., ) =
é éé Ahora como 1/a3, < ||zx|/? se sigue que |yl|* = % = ||lz&l?, k =
1,2,...,n. Pero entonces

k—1

Z’<xkazi>|2_07 k:172) , 1,

=1
esto implica la ortogonalidad de la familia. O

Corolario 1.2. (Desigualdad de Hadamard)

Sea D = (ai;j) una matriz n X n con elementos complejos, entonces

n
IDP? < T xaml® + lar* + ... + |agal). (2)
k=1

2Los coeficientes que van apareciendo en el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt.



Si los elementos a;j satisfacen |ai;| < M, i,5 =1,2,...,n, entonces

|D| < M™n™2.

DEM. Llamemos x; al vector (a;1, a2, ..., ap). Introduzcamos el producto interno hermi-
tiano en C"

n
<l‘i, $j> = Z ik Q-
k=1

Si D designa la matriz transpuesta conjugada de D, (a;;), entonces

ail a2 ... Gip a1l a1 ... Gpl
~ az1 as ... Q2n a2 a2 ... Qp2
DD =
apl Ap2 ... Qpn a1p @2p ... Gpp
= [z, ;)| = g(z1, 2, .. 2n) < [l |[lza]? - - Jza .

Como |z;]|> = S0, i = Sy law|?, v [D] = |DJ, resulta (2). Si |ajj| < M, ten-
dremos que |az1|? + |ax2|? + ... + |arn|? < nM?, y por tanto |D|? < n"M?". O

Ejemplo 1.1. Sean f;(t) € C([a,b]), ¢ = 1,2,...,n. Estas funciones son linealmente
f; fi(t)f;(t)dt| > 0. Un resultado

independientes si y solo si el determinante de Gram

similar se obtiene para f;(t) € L?([a,b]).

1.2 Aproximacion en espacios con producto interno

En el teorema que veremos a continuacién resolvemos el problema de calcular la distancia
minima de una variedad a un vector fijo y, externo a ella, y en el siguiente determinamos
qué elemento de la variedad es que el esta a distancia minima de y. Finalmente obtenemos
los sucesivos elementos de la base ortonormal utilizando la matriz de Gram.

Teorema 1.4. Sean x1,xo,...,T,, vectores linealmente independientes, sea y un vector
fuera del subespacio generado por ellos. Si

d = Héln ly — (a121 + agxe + ... + anxy)||,
1
entonces

52 — g(l'l,l'Q, .. .,.’L'n,y)
g(x1,m2, ..., 2p)

DEM. Llamemos v al vector ajx; + asxs + ... + a2, que minimiza la distancia a y.
Entonces

F=ly—vP=y—sy—s)={y—vy —(y—ov0).

Sabemos, ver Teorema 1.1, que (y — v,v) = 0, por tanto

8 =(y—v,y) = (y,y) — (v,y)



de donde
(v,9) = (y,y) — 6. (3)

Escribamos las ecuaciones normales en la forma siguiente y anadamosle como tltima
ecuacién (3) en forma desarrollada

a1{x1,x1) + ag{xe, 1) + ... + an(Tn, 1) —(y, x1) =0
a1 (T, x1) + a2{xn, 1) + ... + an(Tpn, ) —(y, ) =0
a1 (Tn,y ) + a(Tn,y) + -+ anlTn,y)  H07 = (y,m)] = 0
Si introducimos an,4+1 = 1, podemos suponer la iltima columna multiplicada por di-
cho valor. Tenemos un sistema homogeneo de n 4+ 1 ecuaciones con n + 1 incognitas,
a1,az,...,an,ant1(= 1), que posee una solucién no trivial, luego el determinante de la
matriz de coeficientes debe ser nulo, es decir
(x1,21) (@2,21) ... (Tn,m1) O0—(y,21)
(x1,22) (@2,22) ... (Tn,w2) 0—(y,22)
: : : : = 0.
<131755n> <x2a$n> <l'naxn> 0— <y’xn>
<331;y> <$27y> <xnvy> (52 - <y7y>
En consecuencia
<.T1,IL‘1> <‘T’m$1> 0 <$17‘Tl> <517n,$1> <y7:1:1>
(x1,Zn) ... {(Tp,xn) O (1, 2n) . Axp,xn) (Y, Tn) ’
(z1,y) . (wny) O (@y) o (zy) (W)
y desarrollando el primer determinante por la tltima columna resulta
62 g(z1, 0, ... xn) = g(x1, T2y . ., Ty ).
O
Teorema 1.5. Sean x1,x2,...,x, vectores linealmente independientes. La solucion al

problema de hacer minima la distancia a un vector dado y, que no esté en el subespacio
generado por ellos, es decir

ncllin lly — (@121 + agza + ... + anay)||

viene dada por el vector v = a1x1 + a2z + ... + anxy, tal que

(x1,21) (w2, 1) ... (Tpyx1) (Y,71)
1 (x1,29) (w2, m2) ... (Tp,72) (Y,72)
v g(z1, 22, ..., Tp) : : : . @)
(x1,20) (T2, ) ... (Tp,xn) (y,zn)
T ) ... T 0




Ademds la diferencia y — v, vale

(x1,21) (mo,x1) ... (mp,71) (Y,21)
) (x1,22) (wo,mo) ... (mp,xz2) (y,x2)
y—v= 9T, T2, - Tn) : : : : (5)
<x1,$n> <x27xn> s <xn7$n> <y7xn>
T T PN Ip Yy

DEM. A partir de las ecuaciones normales (1) y aplicando la regla de Cramer, tenemos

(y,v1) (@2,71) ... (Tn,71)

B 1 (y,22) (T2,72) ... (T, 72)
al_g(xl,m,...,xn) : : : ’

(Y, xn) (x2,Tpn) ... (Tp,Tn)

tendremos expresiones semejantes para los restantes ay. Si desarrollamos el determinante
(4) por la tultima fila, el coeficiente de z1, es justamente —aj, y andlogamente con cada
uno de los restantes coeficientes con lo que queda probada la primera afirmacién.

La siguiente identidad es obvia, sin més que desarrollar por la dltima columna

(x1,21) (m2,71) ... (Tpy71) O
) (x1,m2) (w2, 22) ... (Tp,x2) 0O
y= : : : : (6)
g(z1,22,. .., Tp)
(x1,2n) (x2,2pn) ... (Tp,xn) O
I i) e In y
calculando y — v a partir de (6) y de (4) obtenemos (5). O
Corolario 1.3. Sean x1,x2,x3,... linealmente independientes y ortonormalizandolos de
acuerdo con el esquema de Gram-Schmidt se llega a 21, 22,23, . ... Entonces?
(1,21) (w2, 21) ... (Tn,71)
1 : : .. :
\/9(331,332,...,anfl)g(xl,xg,...,.fn) <5131,II?7—L> <x2;xn> <xn7$n—1>
I T2 e In

para n > 1, con z1 = x1/+\/g(x1). El coeficiente que multiplica a x,, en la expresion que
nos da z, es

G, = g(xl’@"”?xn*l), para n > 1. (8)
g(x1,29, ..., Tp)

DEM. Consideremos el problema de minimizar

n(lli_n |xn — (@121 + agze + ... + ap—12p—1)||-
T

3Ver por ejemplo (pag. 183 [Dav75))



Sabemos que la solucion de este problema de minimos cuadrados viene dada por

n—1

> (@, 2) 2k,

k=1

donde los {zj} son los {z}} ortonormalizados mediante Gram-Schmidt, en ese proceso se
tiene que

n—1
Yn = Tp — Z(xn, zk) 2k, v luego se introduce z, = HynH, (9)
Yn
k=1

por lo que la solucién del anterior problema de minimo viene dada por z,, — y,. Hemos
partido de que z, = apnT, + .. ., luego

— =Zp+...=Tp — Yn,

donde es obvio que ay,, = ||y,||. Utilizando (5)

Zn
— =2, — (a1x1 +agra+ ...+ Ap_1Tp_1)
[l
<:L‘1,{L‘1> <l’2,l’1> e <l’n,$1>
_ 1
g(m, T2,. .. 7$n—1) <$1, J}n_1> <$2, .’L‘n_1> - <.’L‘n, iL'n_1>
x1 x9 Tn

Por otro lado como el coeficiente a,, > 0, podemos escribir

Zn

= min Hxn — (alxl +agxo + ...+ an_lxn_l)H
Gnn aq

y por el Teorema 1.4 resulta

I gz, @2,..., 20 1,2n)
Ann, g(x1,22,. .., 2n—1)

O

Observacion 1.3. Obsérvese que esta férmula para nada utiliza que el producto interno
tenga que ir asociado a una integral. Los resultados que se obtienen son, por tanto, mas
generales que los que se obtienen a partir de una medida. La introduccién de los PO
a partir de un funcional de momentos (método que sigue Chihara) cuando es definido
positivo, es consistente con todo lo anterior, con la ventaja de que permite extensiones,
que estan vedadas dentro de la teoria de espacios con producto interno usual.

1.3 Otras propiedades de los determinantes de Gram

Teorema 1.6. El determinante de Gram g(x1,x2,...,xy,), de los vectores x1, o, ..., Ty
linealmente independientes, posee las siguientes propiedades.

10



i) g es simétrico respecto de sus argumentos.
i) g(x1,...,0%5,...,2,) = lo2g(z1, 22, ..., Tn)
i) g(x1,..., x5+ 0Tk, ..., xn) = g(x1,...,2y), con j#k

iv) \/g(x’l + a2l 29, .. x,) < \/g(as’l,xg,...,q:n)+ \/g(x’l’,xQ,...,xn)

w) g(z1,....zn) < g(@1,.. ., Tn)g(Tps1,. .., Tpn), con 1 < p < n.

v) La igualdad se alcanza en el apartado iv) si y solo si

DEM. En las proposiciones anteriores hemos probado ya los apartados i) y ii). El apartado
iii) es inmediato a partir de las propiedades elementales de los determinantes. iv). Podemos

suponer que s, s, ..., T, son independientes, en otro caso los dos miembros de iv) se
anularfan y la igualdad serfa trivial. Ortonormalicemos x2,x3,..., 2, y llamemos a los
vectores normalizados 22, 23, . . ., z,. Entonces* tendremos
1/2( .. 1" n
g (x1+x17$27---7xn) / " ’ "
12 = |lzh +27 - E (2 + 27, 2) 2|
g2 (z2,x3, ..., Ty) —
k=2
n n
/ / " "
= |lzh - E (1, 2z + 27 — E (@15 2k) 2|
k=1 k=2
n n
/ / " "
< b =D @ adall + e =D, 2zl
k=2 k=2
1/2( ../ 1/2(..0
B g/(xl,:rg,...,xn) g/(xl,xg,...,acn)
- 1/2 1/2
gt2(xa, ..., xp) g2 (xa, ..., xy)

Multiplicando esta desigualdad por el denominador resulta probada iv). Veamos v). Sea k
satisfaciendo 1 < k < p. Como hay mas grados de libertad en el lado izquierdo se cumple
que

n;i_n |z — (ag+1Tk41 + ... + angUn)H2 < rréin log — (bgt12ps1 + ...+ bpxp)Hz.
J j

De forma semejante
Héi_n lzp — (Cpr1@ptr + ... + cnin) %
J

Por tanto por el Teorema 1.4

g(xk,xk+17$k+2,...,xn) S g(‘rk’xk+17""$p) (10)
9(Ths1s- -5 Tn) 9(Tht1s -5 Tp)
! ( )
9\ Tp, Tp41y---,Tn
G Tpr1y -y Tn) < glTp). 11
(T o) (Tp+ n) < g(xp) (11)

40Obsérvese que esta propiedad es un anslogo para gramianos de la desigualdad de Minkowski.

11



En particular, escribiendo para k =1,2,...,p — 1 en (10), tendremos

9@, ywn) 9@, Tp)
g(fEQ,...,LEn) o g($2,... ,CCp)
g(@2, - ywn) 9@, ..., Tp)
g($37"'7$n) o g(fﬁg,... 7'17}7)
g(xZN' . '7xn)
< g(xp).
9(xpy1,. .., xp) (ap)

Multiplicando las anteriores igualdades resulta

g(x1, ... xp)
9(Xpi1,. .., Tn

) < g($1a" : 7xp)
o lo que es lo mismo

g(-’El, SRR xn) < g(xla s 7':Up) g(xP—O—la s >$n)' (12)
Esta relacion es una generalizacion de la desigualdad de Cauchy-Schwartz para gramianos.

Veamos por iltimo que la igualdad en (12) se da si y solo en la anterior cadena de
desigualdades se alcanza la igualdad, es decir, si y solamente si

H}:i,n |zp(cpr1Tppr + .. + Cn33n)||2 = ||5UpH2a (13)
J
y
min [z (ag 1 Zx1 - Aanay,)|? = min [z — (b 12h1+. - Abprp)|? k=1,2,...,p—1.
J J
(14)

Ahora (13) se cumple, si y solo si,
(xp,xzj) =0, j=p+1,...,n.

Haciendo k = p — 1 en (14) tendremos

. 2 _ . 2
min [2p—1 = (apzp + ... 4 anzn)||” = un [[2p—1 = bpp||”.
J D
Por el mismo principio, esto ocurre si y solo si xp—11L2p41,Tpto2,...,2,. Haciendo luego
k=p—2,p—3,...,1 sucesivamente, llegamos a las condiciones de ortogonalidad de la
tesis. O

Observacién 1.4. El determinante de Gram tiene una curiosa interpretacion geométrica.

Supongamos dados n vectores de R", tales que x; = (21, T2, ..., Tin) € R", 1 =1,2,...n.
Estos vectores son las aristas de cierto paralelepipedo n-dimensional (la generalizacién de
un paralelogramo) cuyo volumen llamaremos V' = V(z1,x9,...,2,). Puede probarse que
T1i1 T12 --- Tin
T21 T22 ... T2p
V' = valor aboluto . . i . (15)
Ipl Tp2 --- Tpn

12



Aunque elemental, la deduccion de esta férmula, estd lejos de ser trivial, sin embargo aqui
podemos obtenerla de otra manera.

Multiplicando el determinante de la transpuesta conjugada por (15) , resulta que
n
Zf@'j T = (i, Tk)
j=1

luego podemos escribir aplicando Binet-Cauchy

(x1,m1) (x1,22) ... (T1,20)
V= <l‘2,:331> <$2’:$2> <x2,:azn> =g(x1,22,...,2Tp).
(Tn, 1) (Tp,x2) oo (T, )

En consecuencia

Vi, x9,...,2pn) = \/g(arl,azg,...,:zn).

Se deduce (15) via Teorema 1.4, si extendemos a dimensién superior lo que ocurre en dos
o tres dimensiones. El volumen se obtiene multiplicando entre si las alturas, es decir

V(z1, 2, ... xn) = ||z1]| - d(x2; 21) - d(x3; 21, 22) - - - d(2p; 1, T2,y - o o, Tp1)
donde d(z;;x1,...,x;—1) designa la distancia de x; a la variedad lineal engendrada por
xri,...,xi—1. Por tanto
d(wi; 21,02, .. Tim1) = 9(@1,22 .., i)
9(331,1’2, ey Ii—l)
luego
Ty, X2 Z1,22,T3 L1, L2y, T
V2 = glay) P01 gL 1) G ) (o).
9(331) 9(551,1172) g($1a$27---axn—1)

2 Aplicacién a los P.O. por el camino algebraico

Con este titulo queremos indicar que no utilizaremos para los resultados que siguen nada
relativo a la medida. Es decir todo es valido a partir de una matriz HDP, infinita sea
o no de momentos. Es claro que en nuestro caso, la base standard de Il,;, espacio de
los polinomios con producto interno dado por M, — que no es una base de Schauder— es
{zF}2 . En nuestro caso

2 n
r1=1, xo=2, 23 =2, Tpny1=2,...
y denominamos {p,(2)}52; a la base ortonormal SPON®, es decir

Z1 :p()(z)a z2 :pl(z)a zZ3 :p3(2), cey R+l :pn(z)a ..

5Sucesién de polinomios ortonormales.
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La matriz de Gram de orden n + 1 es obviamente la seccién de orden n + 1 de la matriz
infinita M,

<1, 1> <Z, 1> e <Zn, 1> Ccoo Cio0 --- Cno

(L,z)  (z,2) ... (2" 2) o1 €11 ... Cpl
Mn—H = . =

(L,2™) (z,2™) ... (2", z2") Con Cln --- Cnn

En teoria de P.O. se suele denominar
A = ‘Mn+1| = g(:Ul?xZ? CER) xn-‘rl)‘

La sucesién de los PO normalizados se notara como {py(z)}>2,, vy a los correspondien-
tes moénicos los representaremos —solo aqui—~ como P,(z). Asimismo el coeficiente ay,
—siguiendo la notacién de la seccién anterior— serd

pnfl(z) =2Zp = OpnTn + Apn—1Tn—1+ ... + 0121

se suele denotar como k,_1 y a veces en el caso real como y,_.

2.1 Obtencion de los miembros de la SPON

Proposicién 2.1. Dada una matriz M infinita y HDP, la sucesion de {pn(2)}52, se
obtiene mediante la expresion

Co0 C10 e Cn’()
Co1 C11 e Cn71
( ) 1 . . .
Pnlz) = : : T : )
Vv AnflAn
¢mn-1 Cln-1 .-+ Cpn—-1n-1
1 z .. 2"
siendo
Coo €10 --- €Cno
Co1 C11 e Cnl
A, =

Con Cln --- Cpn

DEM. Es una consecuencia directa de la férmula (7) del Corolario 1.3. Basta con hacer

Tpt1 = 2", zZny1 = pn(2), n =0,1,2,..., y tener en cuenta que
(1, 1) <Z, 1> ce <Zn, 1> coo Cio --- Cno
(L,z)  (z,2) ... (2" 2) o1 €11 .- Cnl
(1,2™) (z,2™) ... (2" 2z") Con Clpn --- Cnn

Noétese que los vectores que hemos llamado y,, en el Corolario 1.3, son los miembros de la
SPOM (sucesion de P.O. ménicos). O

14



Observacién 2.1. Obsérvese que si trabajaramos con M traspuesta, la fila de potencias
sucesivas de z tendria que ser columna para que no variara el determinante. En las matrices
de Hankel o en las Toeplitz reales (por el hecho de ser simétricas) esa doble posibilidad
no afecta al resultado. No es asi en las complejas. Para ser més concretos: en el caso de
matrices de Toeplitz complejas, la representacion puede dar lugar a polinomios diferentes.

2.2 Propiedad de minimo de los ménicos

Proposicién 2.2. El polinomio mdnico de grado n con norma mds pequena es P,(z) =
Pn(2)/Kn, es decir el mdnico de grado n de la SPOM, y el valor de ese minimo es justa-
mente 1/ky,.

DEM. Basta aplicar la féormula (5) del Teorema 1.5, tras escoger y = z", ndtese que
segun la demostracién del Corolario 1.3 el minimo toma el valor 1/a,,, en nuestro caso

An+1,n+1 = Kn- 0

2.3 Propiedad de minimo de los niicleos y su expresion mediante deter-
minantes

Definicién 2.1. Dada la SPON {p,(z)}, respecto de un producto escalar dado por M =

(cij)f"}:(), infinita y HDP, se denomina n-nicleo a la suma®

n

Kn(z,y) = ij(x)pj(y)‘ (16)

J=0

Proposicién 2.3. El polinomio de grado n, verificando que Qn(z9) = 1, tiene norma
minima si y solo si, Qn(2) = Kn(z0,2)/Kn(20,20), ademds el valor de ese minimo al
cuadrado es justamente 1/K,(zo, z0).

DEM. Es claro que cualquier polinomio @, (z) podemos expresarlo en funcién de los poli-
nomios de la SPON, es decir, existen constantes ¢, € C, tales que

Qn(2) = copo(2) + c1p1(2) + ... + cnpn(2).

La ventaja obvia de la base {p,(z)}, es que se cumple

1Qn(2)1> = (Qn(2), Qu(2)) = D _ejej = Y lexl?,
k=0 k=0

por la propia definicién de ortonormalidad respecto del producto escalar dado por M. De

acuerdo con la hipétesis
n

Qu(z20) =1="_ e pr(20).

k=0

SHay distintas formas de definir los n-nicleos. Por ejemplo:K, (x,y) = > i—oPi(®)p;(y). Hemos optado
por la de la pag. 377 de [Sze39] y pag. 38 [ChiT8]
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Aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz a la anterior igualdad y resulta

n n n
1= crpr(z0) < | D lerl D Ipwlz0)]-
k=0 0 k=0

k—
Hemos visto que [|Qn(2)| = > p_g lcx|?. Luego elevando al cuadrado podemos escribir
2\ 2 _ 2
1< 1Q)I> Y Ipw(20)* = 1Q(=)I* Kn(20. 20). (17)
k=0

La igualdad” se alcanza, si y solo si,
Ci = Apk(ZO), k= 0,1,...,??,.

Por hipétesis Q,(z9) = 1, por tanto se debe cumplir que

n

n - 1
O (z0) = kzzockpk(zo) - ; (AeGz0)) pr(z0) =1 = A= ST Gl
Luego —
AT Pi)
€ pj(z0) > ho [P (20)[?
Por tanto

- Yicopi(20)pi(2)  Kp(z0,2)
Qn(z) = ci pi(z) = =2 —
jgo j Dj

2 k=0 IPr(20)[*  Kn(z0,20)
Hemos visto en (17) que
Kn(20,20) 7" < 1@n(2)I1%,

alcanzandose la igualdad —es decir el minimo de la norma de @, —, si y solo si, A =
K. (20, 20)~ ", cuando

Kn(ZO7 Z)
Z) = ———%,
Qn( ) Kn(ZOWZO)
y obviamente la norma de ese minimo al cuadrado vale 1/K, (2o, 20). O

La siguiente observacion justifica la particular notacién fila-columna para las matrices
del producto escalar.

Observacion 2.2.

La notacién histéricamente usual para la matriz del producto escalar proviene de su
origen como matrices de momentos y es, como ya hemos visto, contraria a la habitual
fila-columna, es decir

€00 €10 €20

cp1 C11 €21 ... . .
_ ) k) ’ ) _ ]7143 o J k:
M = Co2 C1a cag ... |0 Gk /z zZ0 = (22, 2% .

"La desigualdad de Cauchy-Schwarz para suma de productos complejos con resultado real.
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El producto escalar sobre un espacio vectorial complejo debe verificar (au,v) = a(u,v),
y (u, Bv) = B{u,v), por lo que el producto de dos polinomios de p1(z) = ag + a1z, por
q1(z) = bp+b1 z se podria expresar matricialmente de las dos posibles formas que sefialamos
a continuaciéon

1(2), 1 (2))r = / (a0 + a12)(Bo T br2)dpz) =

= agpboco,0 + agbico1 + arbocio + arbiciq =

ao
€0,0 €1,0 ai
= (bo, b1,0,...) €, €11 --- o | =
bo
¢, Co1 --- 51
= (agp,a1,0,...) €0 €1 .- 0

Observacién 2.3. Antes de probar la expresién del nicleo mediante determinantes, y
con caracter puramente algebraico, es preciso recordar que los n-nicleos tienen capacidad
reproductora, i.e. para cualquier (), polinomio de grado a lo sumo n, se cumplen

Q) Knlzs)) = Q).

Obviamente (K, (z,y),Q(z)) = Q(y), etc., ademds el n-niicleo es tnico, ya que si otra
funcién de dos variables Hy(x,y) tuviera capacidad reproductora se cumplirian

(Hp(z,2), Kn(z,y)) = Hu(y,2),
(Hn(z,2), Kn(2,y)) = Kn(z,y) = Kn(y, 2).
En consecuencia K, (y,z) = Hy,(y, 2), Vy,z € C.

Proposicién 2.4. Se cumple® que

Co0 C10 .- Cno 1
n 1 c1 €11 .-+ Cp1l T
Kn(z,y) = Y pi(2)pi(y) = A S
J=0 " Com Clp - Cop TV
1 Y y* 0
1
n -1 z
= (17y7"‘7y )Mn+1
T’N/

8Se denomina complemento Schur (pdg. 46 [Lan85]) o identidad de Magnus (pig. 52 [Bre80], a la
siguiente férmula. Si A y D son matrices cuadradas y |A| # 0, entonces:

’AB

c D ' =|D—-CA'B||A|
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DEM. Introduzcamos la funcién de dos variables

oo €10
co1  Ci1
Hy(a,y) = ——
n\T, Y A,
Cmn Cln
Ly
Resulta inmediato que
oo €10
1 Ci1 ‘11
<$m7 Hn(.ilf, y)) = _Kn
Cmn Cln
Ly

Cn,
Cn,

0
1

S

8 ...

Cn,0
Cn,1

Cn,n

n

Y

Cm0
Cm1

Cmn

0

Restamos de la tltima columna la columna (m + 1)—ésima y resulta

De modo analogo

€00
€o1

Co,n
1

€10
C11

Cin

Y

€00

Co1

Co,n
Com

C10
C11

Cln
Clm

Cn,0
Cn,1

Cn,n

yn

0
0

0
-y
Cn,0

Cn,1

Cn.n

Cn,m

Restando de la dltima fila la fila (m 4 1)—ésima tendremos que

Esta funcién de dos variables puede extenderse por linealidad a cualquier polinomio. En
otras palabras H,(z,y) tiene capacidad reproductora, y por lo visto en la observacién
previa debe coincidir con K, (z,y). La segunda parte de la afirmacién se explica en el pie

de péagina correspondiente.

La propiedad de minimo de los nicleos podemos verla ahora desde este punto de vista.

€00
Co1

Co,n
0

C10
C11

Cin

0
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x

-z

m

1
i3
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Corolario 2.1. FEl polinomio

K, Z0,Y
Ony) = Hnl20:9)
Kn(20, 20)
cumple obviamente Qn(z0) = 1 y ademds tiene norma minima, que justamente es
H Kn(zoy) |*_ 1
K(20, 20) K(20, 20)

DEM. Si en la férmula (5) del Teorema 1.5, escogemos n := n + 1, y hacemos zj, := y*~!

e y:= K,(x,y), resulta que la tltima columna toma el valor

(y,zj41) = (Kn(2,9),9") =7, j=0,1,...,n

y queda la féormula

Co0 Clo --- Cno 1
1 co1 €11 --- Cpl T
Kn(v,y) = A
n
Cmn Clnm --- Cpp T
1 y ...yt 0
Si dividimos ambos términos por K, (2o, z9) y particularizamos x := z, resulta
" K (20, 20)

que obviamente cumple @, (z9) = 1 y ademds su norma al cuadrado sera

Kn(Zo,y) Kn(20¢y) _ KTL(ZO>ZO> _ 1

Kn(20,20)" Kn(20,20) K, (20,20)2  Kn(20,20)

O]
)

Definicion 2.2. Notaremos con A%m
filas y m columnas en la matriz M.

al determinante de orden n + 1, tras eliminar m

Ejemplo 2.1. Nétese que de la anterior expresion para los nicleos se deduce inmediata-
mente que desarrollando por la dltima columna y luego por la tdltima fila resulta

Co0o Cio0 --- Cno 1
) c1 c11 ... cp1 O ) Al
. . . . 1 n—1
K. (0.0)= —— | S = (=) AN )
n( ) ) An : : . . . An( ) n—1 An
comn Clm --- Cpp O
1 O ... 0 O
Donde
C11 C21 <o Cpil
012 022 e CTL 2
1 b
Anfl =
Cilm C2n --- Cnn

Noétese que si M es de Toeplitz AW — A, y se tiene que K,,(0,0) = 2. De hecho M

n—1 —

es de Toeplitz, si y solo si, K,(0,0) = k2, ¥n € Z,.
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Cuando se trabaja con matrices de Toeplitz se suele notar ¢, (z) = pn(2) v Pn(z) =
P,(z), es decir respectivamente a los normalizados y a los ménicos. En ese contexto se
introduce también el denominado polinomio reverso.

Definicién 2.3. Dado un polinomio q,(2) = >_p_ axz®, polinomio como mucho de grado
n, llamaremos reverso de ese polinomio y se notard como ¢(z) al polinomio q(z) =
Yo ap2"F = 27G,(1/2), donde G, (2) es el polinomio que resulta de conjugar los coefi-
cientes de q,(z). Obviamente [q}(2)]* = qn(2).

Sabemos que el polinomio con coeficiente conductor unidad, que hace minima su norma
al cuadrado, es el ménico de la SPOM. Su norma coincide? con la de su reverso—que
por tanto también es de norma minima— pero su reverso pertenece, ademads, a aquellos
polinomios ¢, (2) de grado n que verifican g,(0) = 1. El polinomio solucién que minimiza
la norma al cuadrado de los polinomios con esa propiedad vimos que era justamente
K, (z,0)/K,(0.0). Ambos polinomios con norma minima coinciden, de ah{ que los minimos

que alcanzan valgan
1 1

K,(0,0) k2

n

En cuanto a los polinomios, lo que ocurre es que el reverso del ménico coincide con el
polinomio K,(z,0)/K,(0,0), de donde, como K, (0,0) = x2, resulta que

Rn

<§0n(2)) :M = K,(2,0) = kppn(2)”. (18)

Hemos probado el siguiente corolario.

Corolario 2.2. Si M es Toeplitz se cumplen.
i) K,(0,0) = k2.
i1) Kn(2,0) = knpn(2)*.

3 Construccion de la matriz D

3.1 Propiedades. Generalizacién de la matriz de Jacobi

Sea M = (Cij)?’?:o, matriz hermitiana infinita, definida positiva,

€0,0 C1,0 o Cn—1,0 Cn,0
co,1 T R R I Cn,1
M- . . . .
cn-1 Cln—-1 --- Cn—-1n—1 Cnn-—1

9Las matrices de Toeplitz finitas de orden n tienen la propiedad de que operando con la contraidentidad

I, resulta I5T,I;, = Th. La conclusién es que ||pn|| = ||pn||-
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En lo que sigue llamaremos M’ a la matriz que resulta de eliminar la primera columna
en la matriz M. Las matrices finitas M,, y M/ serén las secciones de orden n de M y M’
respectivamente, i.e., las restricciones a las primeras n filas y columnas.

Proposicién 3.1. Sea {Q,(2)} la S.P.O. asociada'® a M, entonces se cumple que las n
raices de Qn(z) son los autovalores de la matriz M, M.

DEM. Partimos de la conocida expresion para una base ortogonal obtenida por el proce-
dimiento de Gram-Schmidt de la base canénica {1, z, 2%, 23,. ..},

€0,0 €1,0 -+ Cp—10 Cn,0
co,1 11 - Cp—11 Cn,1
Qn(z) — . . . .
cOn-1 Cn-1 --- Cpn—1n—-1 Cnn-—-1
1 z . 1 z"

Si en este determinante multiplicamos la primera columna por z, le restamos la segunda,
y dividimos todo el determinante por z para que no varie resulta

2€0,0 — C1,0 C1,0 cee Cn—1,0 Cn,0
. zC1,0 — C1,1 T R O I Cn,1
Qn(z) — ; . . . .
Z2Com—1 —Cn-1 Cln—-1 --- Cp—1n—-1 Cnn-1
0 z . Pt z"

repitiendo este proceso n — 1 veces (hasta la peniltima columna) queda

2Cp,0 — C1,0 ZC1,0 —C1,1 cee ZCn—1,1 — Cn0 Cn,0
1 2Cp,1 — C1,1 z2C1,1 — €211 cee 2Cn—1,2 — Cn,1 Cn,1
Qn(z) = per . .
Z2Con—1 —Cln 2Clpn—-1—C2n-1 ... Zln—1n—-1 —Cnn-1 Cnn-1

0 0 ... 0 2"

2C0,0 — €1,0 ze10 — €1,1 . 2Cn—1,1 = Cnp

2€o,1 — C1,1 ze1,1 — €21 e 2Cp—1,2 — Cn,1

Z2Con—1 —Cln 2Clpn—1 —C2n-1 ... ZCn—1n—1 — Cnn-—1

La expresién anterior puede encontrarse en la pag. 27 de [Sze39]. Llamando'! M, y
M, a las matrices correspondientes, podemos escribir la anterior relacién como Q,(z) =
|2M,, — M],|. Luego los ceros de @, (z) son aquellos valores de z que resuelven

|2M,, — M| = 0. (19)

0Por comodidad no es ni la de los ménicos ni la de los normalizados, serfan los ménicos multiplicados
por An—L
7,05 sucesivos determinantes se suelen determinar A, de acuerdo con esa notacién tenemos que A, =
! !
|Mpy1| y AL = | M 1]
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Si suponemos que |M,| # 0, Vn, podemos multiplicar Q,,(z) = |zM,, — M/,| = 0, por | M, !|
y tendremos
M Qn(2) = M| [2Mn — My | = 0.

aplicando Binet-Cauchy y agrupando el producto de determinantes resulta que
MY Qnl(2) = |21 — M, ' My| = 0.

Es evidente que los valores de z que hacen nulo el polinomio @,(z) son a su vez los
autovalores de la matriz M, 1 M) O

Observacién 3.1. Evidentemente en la proposiciéon anterior no se ha utilizado para nada
que sea definida positiva ni tampoco que sea hermitiana. Lo tnico que hace falta es que
la matriz M sea fuertemente regular, es decir que |M,,| # 0, ¥n. Esto permitiria extender
este método a matrices de Hankel complejas, no necesariamente definidas positivas, pero
si fuertemente regulares.

Analicemos ahora la matriz M, ' M/, en lo que sigue probaremos que es una matriz
de Frobenius, es decir tiene la estructura que senalamos en la siguiente proposicién, y
corresponde a los coeficientes del polinomio ménico P, de la sucesién.

Proposiciéon 3.2. Se cumple que

00 0 a1

1 0 0 a9
My My, = :

00 0 ap_q

0 0 1 ay

DEM. En efecto fraccionemos M,, en cajas del siguiente modo

€0,0 €1,0 e Cn—1,0
.1 €1 - G-l Qu Q12
Mn - = ,
: : . Q21 QQZ
Con—1 | Clm—1 --- Cp—1n—1
es decir
Qu = €0,0
Q12 = (Cl,Oy €20y -+, Cn—l,O)
Q21 = (00,1, C0,2y -+ CO,n—l)t
—1
Q22 = (Cij)ijl-

La matriz M), puede escribirse utilizando algunas de las cajas anteriores en la forma
S
M/ — Q12 >
" ( Q2 T
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donde
S = (cno)
T = (Cn,17 Cn,2;5 -+, Cn7n,1)t.

Si invertimos por cajas M,, de modo que
- Ri1 Ri2
Mt =
" ( Ry Rap )’
se cumplira que M, 1 M,, = I, lo que traducido a las cajas sera:

R11Q11 + R12Q21 1

R11Q12 + R12Q22 = (0
R21Q11 + R22Q21 = (0,
R21Q12 + R22Q22 = I

Por tanto al efectuar el producto M, 'M! apareceran algunas cajas que sabemos cuanto
valen. Tendremos

_ Ri1 Raa Q12 S >
MM, = =
non < Ro1  Rao ) < Q2 T

0 0 0 a
0 0 a9
_ < R11Q12 + R12Q22 R11S + Ri2T ) _ : )
R21Q12 + R22Q22 R21S + RooT :
0 0 0 ap_1
0 0 1 a,

O]

Corolario 3.1. Si con P,(z) = ano + an12z + a,n,222 + ...+ anyn_lznfl + 2™, denotamos
el polinomio monico de la S.P.O. entonces se cumple que

P, (2) = |zI,, — Fy|,

con
0O ... 0 —0n0
1 0 ... 0 —apa
F, = L . :
0 0 0 —An.n—2
00 1 —apn—1
DEM. Esto es evidente ya que
Pu(z) = ’Mr:l‘ Qn(z) = |2In — Mrfer/z|
= |zI, — F,|,

y sabemos que la matriz compaiiera'? de un polinomio ménico dado siempre toma la forma
arriba senalada. O

12 Aquella que tiene como polinomio caracteristico dicho polinomio.
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Definicién 3.1. Sea M = (c;;)75-o una matriz compleja HDP infinita. Si M, = T, TH es
la'3 descomposicion de Choleski de M,,, por ser M,, matriz HDP, entonces T}, es invertible.
Definimos

D, =T ‘M TH n=123,...

Dada una matriz A,, de orden n, sea k € N,k < n. Llamaremos (Ay)i a la matriz que
resulta de tomar en A, las k primeras filas y columnas.

Proposiciéon 3.3. Se cumple que

D,=T;‘M'TH =Tl 11
y ademds

P.(z) = |Inz — Dy, n=123,...
DEM. Hemos visto en la proposicién anterior que
M, 'M], = F,, (20)
Como M,, = T,,TH  resulta que M, ' = T, T !, substituyendo en (20) tenemos que
T 5T 1M = F,.

Multipliquemos por la izquierda por T y por la derecha por T, ¥, resulta

T T T M T = TR T,
y simplificando queda finalmente

D,=T;‘M'TH =THRF,1-1

El segundo apartado es inmediato ya que la matriz D,, es semejante a la F;,, y por tanto
tienen el mismo polinomio caracteristico. O

Proposicién 3.4. La matriz D,, es una matriz de Hessenberg superior (es decir dij = 0
sii>j+1). Ademds la subdiagonal verifica

| M;| | M;—2|
dij—1 =] ———5— 2<1<n
1,2 |M171 |2 ) — — Y
con |My|=1yn>2
13Sea a € C tal que la] = 1, se cumple que aa = 1, la descomposicién de Choleski no es tnica en
cuanto que M, = (aTy,)(aT»)™. Esta falta de unicidad no tendré consecuencias para nosotros ya que esos

posibles factores se cancelan en el momento de definir la matriz D,,, por lo que para nuestras necesidades
podemos considerarla tinica. Utilizaremos la notacién TH en vez de la més familiar T, en particular
cuando tengamos que invertir y al abordar las transformaciones de semejanza.
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DEM. La matriz 7T}, es triangular inferior, como es bien sabido 7; ! también es triangular
inferior. De modo anélogo T/ es triangular superior y en consecuencia también lo es T}, .
En la descomposicién de Choleski de M, la diagonal de T;,, {t;;}}' ;, es la misma que la
de TH 1a diagonal de T;;  serd {1/t;;}7,.

Desarrollando la igualdad D,, = T F, T " tendremos

tn O ... O (1)8"‘ 8 Zl 1ty O ... O
2
tyo ... O 1/tae ... O
D, — 9 > ‘ 01 ... 0 ag 9 /.22
U ' . 1'
0 0 bnn 00 ... 1 ay 00 [tn
Efectuando el producto de estas tres matrices queda
| g O d
too/t11 O O O
D, = 0 t33/t22 O O 7
0 0 oo tun/tnim O

luego D,, es una matriz de Hessenberg (triangular+1) superior. Si efectuamos la descom-
posicién de Choleski y de Gauss-Banachiewicz simultdneamente!* de M,, resulta

M, =T,T? = v, E, v,

con E, = (d;jei—1) donde como sabemos e;_1 = |M;|/|M;—1| y |Mp| = 1.

n
ij=11

Al ser M,, definida positiva podemos hablar de la raiz positiva de E,, y tendremos que

T,TH = Vo /E, N EVE.

Donde V,, = (vij)?jzl es triangular inferior, verificando ademas v; = 1,7 = 1,2,...,n.
La unicidad con esta condicién estd asegurada y conduce a que T, = V,+/E, y por tanto
ti; = y/€;_1. Substituyendo queda

i M| |M;_
dm_lz €i—1 _ ’ z’ | 222” QSZSH,
Vei—2 |M;_1]

con |My|=1yn>2.

O]

Observacién 3.2. Que M, es submatriz de M, es una obviedad ya que en el trasfondo
la matriz infinita M existe. Esto no es cierto en general cuando se obtienen matrices que
dependen de n. Por ejemplo es claro que salvo en casos muy especiales

(AN # At

1En realidad subordinamos la descomposicién de Choleski a la de Gauss-Banachiewicz para evitar los
problemas de unicidad antes mencionados. Es decir cuando llegue el momento escogeremos entre todas las
posibilidades de descomposicién de Choleski (para nosotros es lo mismo) aquella que verifica T, = Vo/ En.
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Uno de esos casos es justamente el de las matrices triangulares invertibles. Es decir se
cumple que
(T, He=17" 1<k<n.

n

Esta propiedad es valida para las triangulares inferiores y las superiores.
Proposiciéon 3.5. Se cumple que
Dy = (Dpi1)n, n=234,...
DEM. Por construccién M,, = (My41)n y M} = (M])y. Por otro lado M, 41 = Tn+1Tf+1-

Por ser triangulares T;, es submatriz de 7T},41, mientras que Tf loesde T ﬁl. La misma
triangularidad dice que T);! es submatriz de T, v del mismo modo T7H es submatriz

n+1’
de Tn_ﬁ. Con la notacién introducida T, ! = (Tn_+11)n y T = (Tn_ﬁ)n Se cumple que

D, =T 'MTH, Dpi1 = T;i1MrIL+1Tn_ﬁ'

Tenemos que M), = (M, {)n, y por la triangularidad de Tn_+11 y Tn_ﬁ resulta que D,, =

n

(Dnt1)n- U

Observaciéon 3.3. Este resultado es importante porque dada M infinita HDP, podemos
hablar de la matriz infinita de Hessenberg D asociada a ella.

Proposicion 3.6. Si M es una matriz de Hankel definida positiva, entonces la matriz D

es la tridiagonal de Jacobi correspondiente a M.

DEM. Si M es de Hankel y definida positiva, entonces es real (ver ejercicio 3.7 de la pag. 18
de [Chi78]). Es decir M,, es una matriz simétrica y real. Las matrices de la descomposicién
de Choleski son reales. Por tanto podemos escribir

M, =T,T:.

Por otro lado si M,, es de Hankel y simétrica también lo es M/, es decir M/ = (M})t.
Tenemos ahora que
D, =T, 'M'T "

Calculemos DY, resulta
D, = (T,'MT")
= T, Y (M)'T, " =T, 'M,T, " = D,.

Luego D,, es simétrica, como era de Hessenberg, ahora necesariamente es tridiagonal y
simétrica.

Resulta inmediato comprobar, desarrollando por la tltima columna

z — d11 —d12 e 0 0
—d12 z — d22 . 0 0
Po(2) = |Inz — Dy| = )
0 0 A dnfl’nfl —dn,nfl
0 0 A _dn,n—l zZ— dn,n
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que obtenemos la férmula de recurrencia a trés términos

Po(2) = (2 — dpp)Pu_1(2) — d%,,_ | Pu_a(2),

n,n—1

que como sabemos permite construir la tridiagonal de Jacobi. Luego esta tridiagonal es
justamente la matriz J, es decir si M es de Hankel y HDP entonces D = J. O

Proposicién 3.7. Sia € R, a # 0, y llamamos Dy, (M,+1) a la matriz D,, que se obtiene
a partir de la matriz'® M, 1. Entonces se cumple que

Dy (aMpt1) = Dp(Mp41).

DEM. En efecto
aM, = (\/aTn)(\/aTn)Ha

luego

_ _ 1, -
Dp(aMniy) = (VaTy)™HaMy)(VaTy) H:aTnl(aM;z)TnH
= T,'M T =D, (My;1).

3.2 La descomposicién LR y la matriz D con unos en la subdiagonal

Observacién 3.4. Si la matriz M no es hermitiana definida positiva no es posible efec-
tuar la descomposicién de Choleski de sus secciones, no obstante si M es fuertemente
regular podemos todavia descomponer M, en producto de triangular inferior por trian-
gular superior o descomposicién LR. Esta descomposicién es tnica si exigimos 7y, = 1,
k=1,2,... n.

En ese caso introducimos una matriz que denominaremos D para distinguirla de la D
cuyas propiedades veremos en lo que sigue.

Definiciéon 3.2. Sea M una matriz fuertemente reqular, y tal que para todo n, M, =
Ly R, sea la descomposicion LR de M, con la condicion de que ri; = 1,1 =1,2,...,n.
Llamaremos

D,=L'M'R;', n=12...

Proposicién 3.8. Se cumplen las siguientes propiedades:
i) Po(z)=|Iyz—Dy|l,n=1,2,....
ii) 15n es una matriz de Hessenberg superior y d; ;1 =1, 1=2,3,...n.

iii) (Dps1)n = Dh.

Para poder construirla hace falta M, y M), ademds de M, necesitamos la columna
(en,05Cnity-- -y cn,nfl)t de M, +1, no es preciso conocer, sin embargo, el elemento ¢, » de M,41.
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i)

DEM.

iv)

Si M es HDP entonces se cumple que

Dy, = \/E En(m)_la

con En = ((Sijei,l)zj:l, con e;—1 = |MZ‘/|M171| Yy |M0‘ = 1.

Sabemos que F,, = M, *M! como M, = L,R, y ambas son invertibles resulta que
M;'=R;'L; ! de donde

F,=R,'L ‘M,
multiplicando a la izquierda por R, y por R, ! a la derecha queda finalmente
D, =L;'M/R;' = R,F,R;".

La matriz 15n es semejante a F), luegg ambas tienen el mismo polinomio~carac—
teristico, como el de F), es justamente P,(z) se cumple que P, (z) = |,z — D,|.

Las propiedades ii) y iii) son anélogas a las de las Proposiciones 3.4 y 3.5, aunque

en el caso de la primera la subdiagonal este formada por unos.

Finalmente utilizando de nuevo la descomposicién de Gauss-Banachiewicz de las
secciones de M, que es una matriz infinita HDP, tenemos

M, = V,E,V;E,
convy; = 1,4 =1,2,...,n. Como es bien sabido E, = (51-]-61'_1)2].:1 con e;_1 =
|M;|/| M|y |Mo| = 1.
Es claro que si M,, = L,R,, con r;; = 1, i = 1,2,...,n, resulta que V,1 = R, y ademds

TH =

VE.R, = \/EnVnH. Es decir VnH = (\/En)_lT,fI. Hemos visto que D,, = RnFnR;l7

substituyendo R, como F, es una matriz diagonal, real y con elementos positivos, cumple

que (\/En)H =+ FE,, y tendremos que

D, = R,F,R;'=VIFRVH
= (VE,) ‘TR, 1\/E,
= (VE,) 'D,\E,.

Despejando finalmente D,, queda

Dy = \/E 571(\/571)71'
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4 Ejemplos

4.1 Medida de Lebesgue en T

Uno de los ejemplos mas simples consiste en tomar como M la matriz identidad. En este
caso
My=T,=TH =1'=T"H=1,  Vn.

y como

O = O
= o O
o O O

M =
resulta, tras aplicar D,, = T, 'M! T que

100
01 0
M=119 0 1

Si nos preguntamos si la matriz M es de momentos. La respuesta es que si. Consideremos
la medida de Lebesgue sobre la circunferencia unidad, es decir

271— . . .
Cik = /zjzk\dz|:/ [ew]][e_“g]kdﬁ
T 0
2r
= / ) 7FdO = 2164,
0

Vemos que la matriz de momentos es la matriz identidad multiplicada por la constante 27w
(que no afecta al cdlculo de la D). Resultados menos obvios nos dicen que los polinomios
ortogonales respecto de esa medida, que son {z;}72, no forman un sistema completo, es
decir TI # Li('l]'), pero esta medida {z* }22 o si es una base de Schauder.

El operador definido en #2 por la matriz D (el shift-right) es un operador subnormal
(tiene una extensién'® normal), y su espectro es o(D) = {z|z € CA|z| < 1}. En este caso
el soporte de la medida es T = {z]z € CA|z| = 1}. Vemos que ambos no coinciden, o (D) C
supp(u). El espectro de una extension normal es mas pequeno que el del correspondiente
operador subnormal, (ver articulo [Atz75]). El problema se produce por la incompletitud
de II.

6Una extensién normal, no necesariamente la minima, es V = ( [(]) g/* ) donde W =
1 0
0 0

, siendo U el shift-right y U* el shift-left respectivamente. Es claro que V : £2 @@ (% —

PPy se cample que VV* = V*V, ver prob. 195 de [Hal80]. La minima extensién normal se suele
denominar men( - ).
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4.2 Un producto escalar sin medida asociada

Consideremos la matriz'” HDP M = (Cz‘j)f,cj:o tal que ¢; j = min(4, j) + 1, es decir

11 11
1 2 2 2
M = 1 2 3 3
1 2 3 4
Se prueba trivialmente por induccién que |M,| =1, n = 1,2,.... La descomposicién de
Choleski en este caso es sencilla, vamos a efectuarla para las submatrices 4 X 4 por razones
de espacio
1 111 1 0 00 1 111
12221 11100 01 11
123 3] 1110 0 011
1 2 3 4 11 11 0 001
Por otro lado
10 00 1111
1| -1 1 00 ;12 2 2 2
= 0 -1 10 Mi=1 2333
0 -1 1 2 3 4 4
Tenemos que
10 00 1 0 00 1 111 1 -1 0 0
10007 | -1 1 00 2 2 2 2 o 1 -1 0
0100 | 0 — 10 2 3 3 3 0o 0 1 -1
0010 0 -1 1 2 3 4 4 0 O 1
La matriz D en este caso es
10 000
10 000
01 00O
D=100100
000 1O

La afirmacién que la matriz M no es de momentos se prueba facilmente si observamos que
la diagonal principal de M no verifica la desigualdad de Cauchy-Schwartz en el siguiente
sentido. Si la matriz fuera de momentos existiria un recinto 2 y una medida pu(z) tales

"No es mds que un caso particular de las matrices que podemos denominar left upper corner
M{an},"”) = (amin {i,j})igy=1, que son definidas positivas si la sucesion {a»} es monénota creciente.
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que

Chn = / "Z"dp(z /‘ ‘anﬂ
/ 272 ) \/ / |2[n=1)2dpu(2) /Q (I2|+1)2dp(z) =

= \/Cnfl,nfl \/Cn+1,n+1-

Es decir si la matriz es de momentos se tiene que cumplir
n n S CTL—LTL—I Cn+1,n+17 n= 07 17 27 cee

Lo que no ocurre en este caso, ya que ¢p—1n—1Cn+1.n+1 = (n—1)(n+1) =n?—1 < n? = 02

4.3 Una D no acotada. Medida de Laguerre

Consideremos la funcién de densidad w(z) = 2%~ en [0, +00), con o = 0 genera los P.O.

de Laguerre mas sencillos, tendremos que los momentos son
o0
Sp = / e *dr =T(n+1) =nl
0

En este caso es méas comoda la descomposicién LR y la obtencién de D5 en vez de Ds,
para evitar operaciones irracionales. Lo efectuamos a titulo de ejemplo para matrices 5 x5

11 2 6 24 1 0 0 0 0 112 6 24
1 2 6 24 120 1 1 0 0 0 0 1 4 18 96
2 6 24 120 720 [=[ 2 4 4 0 0 001 9 72
6 24 120 720 5040 6 18 36 36 0 000 1 16
24 120 720 5040 40320 24 96 288 576 576 000 0 1
Efectuemos el célculo Ly ' MLR;!
1 0 0 0 0 12 6 24 120 1 -1 2 -6
-1 1 0 0 0 2 6 24 120 720 0 1 —4 18
;3 -1 1 0 o0 6 24 120 720 5040 0 0 1 -9
-1 2 -1 % 0 24 120 720 5040 40320 0 0 0 1
1 =1 1 1 1
% & 3 —x% % 120 720 5040 40320 362880 0 0 0
y tenemos
1100 0 11000
B 1340 0 13200
Ds=| 0159 0 yDs=|025 30
0017 16 00374
0001 9 00049

La diagonal de la tridiagonal vemos que resulta como esperabamos 2n + 1, mientras que
la superdiagonal es n, ver la tabla sobre los coeficientes de los casos cldsicos en las pags.
217-221, de [Chi78].
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4.4 Un ejemplo con matriz M que desconocemos si es o no de momentos

Tomemos la matriz de Césaro utilizada'® en el método utilizado para acelerar convergencia
de ciertas sucesiones

1 0 0 0 1 1/2 1/3 1/4

12 12 0 o0 . w22 13 1
=113 13 13 0 y construimos My =CaCy =1 15 ()5 13 1)y
1/4 1/4 1/4 1/4 1/4 1/4 1/4 1/4

Es inmediato que |Cy,| = 1/n!. A partir de estas matrices construimos

1 1
)is con |M,|= (I

4,7=0>
. Calculemos Dy y Dy4. La descomposicién LR

My =(— =
" (max(i,j) +1

Es simétrica, real y definida positival
resulta ser

1 1/2 1/3 1/4 1 0 0 0 1 1/2 1/3 1/4
1/2 1/2 1/3 1/4 1/2 1/4 0 0 0 1 2/3 1/2
1/3 1/3 1/3 1/4 1/3 1/6 1/9 0 0 0 1 3/4
1/4 1/4 1/4 1/4 1/4 1/8 1/12 1/16 0 0 0 1

Calculemos Dy = LZlMiRZ b

1 0 0 0 1/2 1/3 1/4 1/5 1 —1/2 0 0
—2 4 0 0 1/2 1/3 1/4 1/5 0 1 —2/3 0
0 -6 9 0 1/3 1/3 1/4 1/5 0 0 1 —3/4
0 0 —12 —16 1/4 1/4 1/4 1/5 0 0 0 1
que tras operar queda
1/2 1/12 1/36 1/80
B _ 1 2/12 2/36 2/80
4 0 1 3/36 3/80
0 0 1 4/80
Observamos que .
2
: si 1<,
o) 7+))
ij = 1 sioi=j+1,
0 sii>j+ 1.

También es inmediato obtener los polinomios

Py(z) = (n+1)2" —nz""L.

8Sorprendentemente puede probarse que el operador C' : #2 —s ¢% es subnormal. Esta subnormalidad
en nada afecta al problema de momentos asociado, dado que es D quien tiene que ser subnormal no uno
de los factores de M.

9Un caso particular de la matrices lower right corner M({an}, 1), que se prueba son definidas positivas
si la sucesién es mondtona decriente estricta.
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Utilizando el apartado iv) de la Proposicién 3.8, como |M,| = 1/(n!)?, tenemos e, =
| M| /| Mp—1] = [1/(n)?]/[1/((n — )Y?] = 1/n?.

1 1/2 1/12 1/36 1/80 1
Do 1/2 1 2/12 2/36 2/80 2
n= 1/3 0 1 3/36 3/80 3
1/4 0 0 1 4/80 4

y operando queda finalmente

1/2 2/12 3/36 4/80
1/2 2/12 3/36 4/80

Dy = 0 2/3 3/36 4/80 |’
0 0 3/4 4/80
que resulta ser .
J . . .
- sl 1< 7,
] 721 +7)
o= ] .. .
v — si 1=35+1,
14+ J
0 si 1>75+1.

M si cumple la condiciéon de Cauchy-Schwartz, pero eso no garantiza que la matriz sea
de momentos. Averiguar si es 0 no subnormal o incluso hiponormal no parece demasiado
trivial.

4.5 Un ejemplo construido a partir de un operador hiponormal que no
es subnormal

Se sabe que el operador T' = 2U + U™, es decir

S O N O
SN O
N O = O
O = O O

operando en ¢? es hiponormal, pero no subnormal. Probar que es hiponormal es sencillo
ya que

T = T =

SN O =
N O OO
S ot O N
T O N O
o N O =
N O Ot O
S Ot O N
OO NN O

luego T*T —TT* > 0. Sin embargo T2 no es hiponormal, que puede hacerse como ejercicio.
En consecuencia 72 no es subnormal. Hay un resultado (ver prob. 209 [Hal80]) que afirma
que si W es subnormal también lo es W?2. Luego si T2 no es subnormal tampoco loes T. Y
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estamos en la situacién descrita. La matriz M generada a partir de T va a verificar Cauchy-
Schwartz por ser hiponormal (ver [Tor93]), sera hermitiana definida positiva, pero no de
momentos. El ejemplo queda incompleto ya que no hemos dado una regla de formacion
de M. Puede obtenerse como ejercicio. Aqui calculamos M mediante la férmula (26), que
mas adelante veremos. Por ejemplo de orden 5 X 5 es

0 2 0 8
4 0 16 0
Ms 0 20 0 112

16 0 128 0
0 112 0 896

Il
o O N O

Se cumplird que limy, o0 \/Cnt1n+1/Cnn = k. Es una conjetura trivial: k = 3.

4.6 Medida planar de Lebesgue en el disco unidad

Conocemos la féormula de Green? que nos relaciona las integrales dobles con las de linea

— 1
// fg'dm = — fadz.
G 2i Joc

Aplicédndola al producto interno (2P, z?) resulta, si consideramos la medida de Lebesgue
planar en el circulo

1
P .9\ — D=4 — pq+1
<z,z>—//Gzzdm—2Z,(q 1)ézz dz.

Tomando ahora G = {z : |z| < 1} haciendo z = €%’ tendremos que dz = ie?df), luego

1 T b —i(qr1)0; if
_ iph —i(q 9 dp
Cp.q 2i(q—|—1)/0 e?e ie
_ 1 /% ei(P—‘I)(’dO:{ 0 s% pP#q
2i(g+1) Jo a1 siop=q¢
Luego
™ 0 0
0 7/2 0

24 f(x + yi)g(z + yi)(de + idy) = §(f(x + yi)g(z + yi))dz + (f(z + iy)g(x + yi)i)dy. Llamaremos
P(z,y) = f(x+yi)g(z + yi), Q(z,y) = f(x +iy)g(z + yi)i. El teorema de Green en su versién tradicional

dice §,, P(x,y)dz + Q(z,y)dy = [[ (% - %ﬁ) dzdy, tenemos que 52 = if'(2)g(2) +if(2)d'(2), 55 =

' (2)g(2)i + f(2)g'(2)i, luego finalmente % — %—1; =2if(2)g'(2).
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Resulta la matriz

/m 0 0 0 0 0 /r 0 0
0 2/t 0 /2 0 0 0 2/t 0
- 0 0 RYZ 0 w/3 0 0 0 3/m
0 0 0
/2 0 0
- 0 2/3 0

Es conocido (ver [Con81] pag. 156) que en £2 los tinicos shifts con peso hiponormales son
aquellos en que la sucesién es monétona creciente con limite (sup |ay,| = ||D]]). En este caso
{v/n/(n+1)}5°, cumple esa condicién, lo que era presumible ya que existe solucién al
problema de los momentos y la subnormalidad implica la hiponormalidad. Curiosamente
para este shift, la matriz D, a diferencia de lo que ocurria con el shift-right U, no es
cuasinormal.

4.7 Otro ejemplo sobre la circunferencia unidad

Consideremos la matriz de Toeplitz

21 00
1 21 0
M, = 01 2 1
001 2

Es fécil probar por induccién que |M,| = n + 1. Luego es definida positiva. En conse-
cuencia el problema de los momentos sobre la circunferencia tiene solucién y siempre es
un problema determinado. Ademas

|Mn_1] n
= ,/ = — 1 <4
fin |Mn| n—+1 ’

luego se cumple la condicion de Szego y el sistema no es completo, luego la matriz D no es
unitaria (normal). La matriz D tiene que ser subnormal y por tanto hiponormal, probarlo
directamente no es aparentemente trivial, aunque obtuviésemos su expresion explicita en
funcién de n, toma la forma

1 _Vv3 V6 V9%
D) 6 12 60
V31l V2 V30
2 \?g 112 %
D= 0 3 12 60
o 0

. DD
[
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Veremos més adelante como se calculan explicitamente sus elementos, utilizando el hecho
de que ®,(0) = (=1)"/(n+1).

Se prueba, ver pagina 48 de estas notas, que DD = I, pero en general DDH £ I
porque en ese caso seria unitaria y no lo es. Salvo que falle la condicién de Szego, que en
este caso concreto no falla ya que Y oo |®,(0)|? < +oo.

5 Cuatro resultados sencillos

5.1 Autovalores y autovectores de D!

Proposicién 5.1. Si z,; es una raiz de p,(z) (aparte claro estd de ser autovalor de D,
y de Dt) se cumple que

pO(an) pO(znk)
P1(Znk P1{Znk
Pn—1 (an) Pn—-1 (an:)

es decir el autovector correspondiente a z,j €s
(Po(2nk), D1 (Znk)s - - - Pn—1(2nk))"-

DEM. Escribamos con detalle el determinante

P, (2) = |Inz — Dy,

tendremos
z—din  —dia —diz ... —dip2 —d1pn—1 —dy1pn
—da1  z—dya —daz ... —danp—2 —dapn—1 —dan
0 —d3zz z—d3z ... —d3npn2 —d3n-1 —d3n
P,(z) = 0 0 —dy3 ... —dyp2 —dypn—1 —dyn
0 0 0 cee _dnfl,n72 Z = dnfl,nfl _dnfl,n
0 0 0o ... 0 dppo1 2~ don

Desarrollando por la ltima fila reiteradamente

Po(z) = (2 —dpn)Pa-1(2)

+ [dnn 1]( n— 1n)Pn 2(2)

+ [dnn 1dn 1,n— 2]( dn Zn)Pn 3(2)

+ [dn n— 1dn 1,n— 2dn 2,n— 3]( dn73,n)Pnf4(Z)

+ [dn,n—ldn—l,n—Q cee d21}(_d1,n)PO(Z)- (21)
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Sabemos que

con |[My| =1y n > 2, se cumplird

Rn—2

= dn,nfl
Kn—1

Kn—-3  Kp—-2 Kp-3
Kn—1 Kpn—1 Kn-2
Kn—4  Kn-2 Kn-3 Kn—14

= dn,n—l dn—l,n—2

= dn,n—l dn—l,n—Q dn—2,n—3
Kn—1 Rn—1 Kn—2 Kn-3

Ko Rn—2 Kn—-3 Kn—4 Ko
= T = dn,n—l dn—l,n—Z dn—2,n—3 o d21-
Kn—1 Rn—1 Kn—2 Kn-3 K1

Luego substituyendo en (21) y teniendo en cuenta que ||Px(n)|| = 1/kn, es decir k, P, (2) =
pn(2), resultard

Pn(z) = (Z - dn,n)Pn—l(Z)

Kn—
+ 2 (—dyo1) Paoa(2)

Rn—1

Ko —
+ 3(‘*%%71n)f%43(z)

Kp—1

Kn—
+ (e dyg ) Paea(2)

Rn—1

K
i) Rz). (22)

Multiplicando por —k,—1 ambos miembros y haciendo x;Pj(z) = p;(z), j = 0,1,...n

podemos escribir, despejando zp,—1(2), y teniendo en cuenta que k,_1P,(z) = Hn_lpn(z)
n
Kn—1
an—l(z) = Z pn(z) + dnnpn—l(z) + dn—l,npn—Q(Z) + dn—2,npn—3(z)
n
+dn_3pn_4(2) + ...+ dlnpo(z). (23)

Como sabemos que kp—1/ky = dnt1,n. El anterior desarrollo es vélido para cualquier valor

de n tomandolo para n =1,2,..., y para el propio n tendremos finalmente
zpo(z) = dupo(z) + daip1(2)
zp1(z) = diapo(2) + doopi(z) + dzapa(2)
zp2(z) = di3po(z) + dasp1(z) + dszpa(z) + dazpz(2)
' (24)
an_l(Z) = dlnpO(Z) + d2np1 (Z) + d3np2(z) +...+ dn,npn—l(z) + dn—f—l,npn(z)‘

37



Obsérvese que el elemento dy, 11, estd en D,4q pero no en D,. La anterior expresiéon se
puede escribir matricialmente

po(z) d11 d21 0 e 0 0 p()(Z) O
pl(z) d12 d22 d32 Ce. 0 0 P1 (Z) 0
p2(2) : : : - : : p2(2) 0

. == ’ ’ ’ ' ’ ) . +dn+1,n .
dip—2 don—2 d3p—2 ... dp_1p—2 0 : :

Pn—2(2) dip—1 don—1 dzp—1 ... dp—1p-1 dnn—1 Pn—2(2) 0
pn—1<z) dl,n d2,n d3,n cee dn—l,n dn,n pn—l(z) 1
(25)

Si ahora hacemos z = z,, cualquiera de las raices de p,(z), el ultimo sumando desaparece
y queda

po(Znk) di1 d2y 0 e 0 0 Po(2nk)
P1(Znk) dy2 dao dza ... 0 0 P1(2nk)
p2(2nk) : : : L : : p2(2nk)
. _ _ : : : : : .
: dip-2 don-2 dzm—2 ... dp_1p2 0 :
Pn—2(2) dip-1 dopn—1 d3p-1 ... dp—1p-1 dpn-1 Pn—2(2)
Pn—1 (an) dl,n d2,n d3,n . dn—l,n dn,n Pn—1 (an)
es decir

2nk0 = DL
Luego 2z, es un autovalor de D! y el autovector correspondiente es
7= (po(znk), P1(Znk)s - - - Pn—1(2nk))"-
O

Observacién 5.1. Sabemos que los autovalores de D,, y D! coinciden. Si tomamos
conjugados en (25) tras particularizar en z = z,; resulta

Po(Znk) Po(2nk)
z z
Tk pl(:nk) :Dq[j pl(.nk)
pn—l(znk) pn—l(znk)

Los autovectores de A y A son complejos conjugados, pero aqui se trata de A y no
podemos afirmar nada sobre ellos. También es interesante que observemos que

n
Z |pk(znk)|2 = Kn(znka an) = anl(znk‘v an) = HUH2
k=0

Es decir la longitud al cuadrado del autovector correspondiente a z,; es justamente el
ntcleo n-ésimo particularizado en dicha raiz. En el caso tridiagonal sabemos ademas que
la constante de Christoffel p,; asociada a z,j; vale justamente

1
Pnk = 77—~
" Kn(znkyznk:)
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Observacién 5.1. Las férmulas (24) se pueden resumir en la expresién

n+1
n-1(2) =D dpppe-1(2), n>1.
k=0

que es la denominada de férmula de recurrencina larga y que puede servir para introducir
también la matriz D.

5.2 Obtencion de M a partir de D

Proposicién 5.2. Dada M = (Ci,j)z?:o matriz HDP infinita y sea D la matriz de Hes-
senberg construida por el procedimiento anterior, entonces se cumple que

Cij = (D;,e0, Dieq), 0<4,7<n—-1, (26)

siendo e}, = (1,0,0,0,...,0).

DEM. Expresaremos los elementos de la base {z"}>2, que no es de Schauder, en funcién

de {pn(2)}>2,. Supondremos cpo = 1, lo que equivale, caso de que no sea asi, a dividir
D por c¢pp. Con eso conseguimos que po(z) = 1. Con ey indicaremos el vector columna
(1,0,0,...,0)t, de longitud m.

Tenemos que po(z) = 1, luego

po(2) po(2)
1=(1,0,0,...,0)m plfz) = e pl@
pmfl(z) pmfl(z)

multiplicando ambos miembros de la igualdad anterior por z tendremos

zpo(2) po(2) 0
z = (1,0,0,...,0)n Zplz(z) =eg | Dy, plfz) + ? pm(2)
2pm—1(2) Pm—1(2) dm-+1,m
po(z)
_ ant pl‘(Z) ’
Pm—1(2)
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volviendo a multiplicar por z y utilizando de nuevo (25) obtendremos

zpo(z) po(2) 0
% I R P B I B P
2Pm—1(2) pm—'1(2) dk
po(2)
— (D)2 plz(z) , sim>3.
P ()
En general tendremos
Po(2)
2" = ef (DL )™ pl:(Z) , sim>n+1.
Pm—1(2)

Es decir el vector que nos propociona las componentes de z"™ respecto de los polinomios
normalizados serd el vector fila ef(D!,)", 0 <n < m — 1. Como para operar utilizamos la
representacion en vectores columna, sera

en = [eg(D;,)"]" = Do, 0<n<m—1.

En este punto podemos volver a utilizar la notacién usual para ey € £2, suponiéndolo con
infinitas componentes. De modo andlogo en lugar de tomar D! . podemos considerar la
matriz infinita D! y seguiremos teniendo

en = D"ey.
Sabemos que
i ] H
(2,27 ) = ej Me; = ci .

Donde e; y e; son los vectores de las componentes de 2' y 29 respecto de la base standard

{#"}22,. Las componentes de 2* y 2’ respecto de la base normalizada son, como hemos

visto, los vectores Dieg y D’eg. Es claro que expresando 2’ y 2/ respecto de la SPON la,
matriz del producto escalar sera la matriz I, ya que

(Pn(2),Pm(2)) = On,m-
Luego resultara
Cik = <Zj,Zk>M :%M ej =
= e (DYE I Dieg =ey(DT)E I Diey =
(D¥eg) I Diey = (D7ey, D ey).

Si j,k <n—1, se verifica (Dieg, DFeq) = (Dl eg, DEe), y tenemos el enunciado. O

Observacién 5.2. Notese que la matriz M obtenida a partir de la proposicién anterior
esta normalizada. En el sentido de que cgp = 1. Si correspondiera a una medida seria de
probabilidad.
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5.3 Transformaciones de semejanza del soporte y/o espectro

Observacién 5.2. A diferencia de lo que ocurre sobre la recta real en donde si desplazamos
la distribucién, respecto del origen, la matriz de momentos sigue siendo de Hankel, y no
hay cambios esenciales en el planteamiento del problema de los momentos. En el caso
complejo, por ejemplo para la circunferencia unidad, basta con que traslademos el centro
de la circunferencia soporte a otro punto para que la matriz de momentos deje de ser de
Toeplitz, o efectuemos una homotecia de centro el origen y razén r # 1.

Es interesante por tanto que obtengamos las matrices de paso que nos permitan, cono-
cida una matriz de momentos, calcular la que resulta si modificamos la curva soporte
mediante una transformacién de semejanza.

Incluso si la matriz M no es matriz de momentos, pero si HDP, la transformacién?!

©(z) = az + 8 puede interpretarse como una transformacién de semejanza del espectro de
la matriz D, la matriz M¥ que corresponderia a la D¥ tras dicha transformacién satisfaria
las ecuaciones que calcularemos en lo que sigue.

Proposicién 5.3. Sea M, la seccion de orden n de la matriz de momentos de una cierta
distribucion o : v — R, transformemos el recinto soporte p(y) = {az + | z € 7},
a, B € C, con la condicion de dejar invariante la distribucion, es decir o?(az+ ) = o(z).
Entonces la matriz de momentos transformada My, viene dada por

J—1\ i j—i S
>
Mg = A M, A,y con Ay = (@)l = (i— 1)0“ B st gz (27)
0 si §<i,

donde con AT queremos indicar la matriz transpuesta conjugada de A.

DEM. Resulta inmediato que

g = [y utaldo* (u) = L(oaz +B)*(az + B)lda*(az + )

/JZ< >5k z ZZ%] ]Zl:() @) (z) | do(2)

=0
= iZ( >< )6’“ (B @) ey (28)

Efectuemos el producto AZ M, A, =T, = (tz‘j)?j:p para ver si efectivamente se cumple
el enunciado. Llamemos B, = AYM, = (Okp)fe p1s cON tyg = 22:1 bigagr v big =
> p=1 piq—1,p—1. Utilizando (27), tenemos

n o n
Ly, = Zzaplachqfl,pfl

p=1g¢=1

= iZ( > PHB) p<::i>aq‘16k‘%q1,p1. (29)

g=1p=1

21Es importante resaltar el orden: primero giro+homotecia, luego traslacién.
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Como la notacién para los elementos de las matrices de momentos M}, = (C;-’})Z':o y

M, = (cij)?,j:O estd permutada y disminuida en una unidad para ambos indices, haciendo
g—1=i,p—1=j,k=k+1yl=101+1en (29), resulta finalmente

k l
=t =33 (1) () @pa' @) it
i=0 j=0

Luego la expresién obtenida mediante el producto de matrices coincide con la obtenida en
(28). O

Observacion 5.3. La matriz A, resulta ser de acuerdo con (27)

(@)a8" (Qa’8! (a’s? (a5’

0 (Jals (Jalst (Dale

A=| 0 0 (e (o
0 0 0 (3)a®B°

Ejemplo 5.1. Consideremos la medida de Lebesgue normalizada (de modo que ¢gp = 1)
sobre la circunferencia unidad.

1 ™ 0171 —i 1 ™ (i
=5 [ Ve = / (049 _ 5

—T

La matriz de momentos es en este caso la matriz unidad, que es obviamente de Toeplitz.
Si hacemos v = 1 y = 1, transformamos el conjunto de puntos mediante 7'(z) = z + 1,

T({z:|s = 1)) = {2+ 1e]el = 1} = {u: Ju— 1 = 1},

resulta la circunferencia unidad centrada en (1,0) con la medida de Lebesgue. La matriz
de momentos pasa a ser mediante (27) la llamada matriz de Pascal. Por ejemplo para
n = 5 tendremos

10 000 1 00 00 11111
11000 01000 01 2 3 4
MY = 12100 001 0O 0013 6 |=

13310 00010 00014
1 46 41 00001 00001
11 1 1 1
12 3 4 5

= 13 6 10 15
1 4 10 20 35
1 5 15 35 70

Observacién 5.4. Es evidente que tomando determinantes en el triple producto anterior
resulta un M| = 1, n = 1,2,..., lo que también se puede probar més trabajosamente
por induccién.
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No es extrafio?? que

10000\ "/2 3 4
11000 3 6 10
AZA(MPY DA = |12 100 (4 10 20
13310 5 15 35
1 46 41 6 21 56
1 0 0 00 2 3
-1 1 0 00 3 6
= 12100)410
-1 3 =3 10 5 15
1 -4 6 —4 1 6 21
2100 0
12100
= o121 0
00121
0001 2
Anélogamente
10000\ [/ 6
11000 10
AZH(MAYPsAZ = |12 100 15
13310 21
1 46 41 28
6 410 0
46 410
= 146 41
01 46 4
00146

)
15
35
70

126

10
20
35
56
84

6 1
21 0
o6 0
126 0
252 0
5 6
15 21
35 56
70 126
126 252
15 21 28
35 56 84
70 126 210
126 252 462
210 462 924

o O O = =

O O OO

OO =N

|
O OO == OF WWkF

[ el elall

N =
—_

O O =

SO O ==

SO = N

Esto no es una casualidad. Si dada una matriz de momentos M consideramos?? la matriz
M) que resulta de eliminar en M las m primeras filas y las m primeras columnas, la

funcién densidad w(z) queda multiplicada por z"z™ =

|z

’2m.

La matriz de Pascal es la matriz de momentos de la medida de Lebesgue normalizada
pero no sobre la circunferencia unidad sino sobre |u — 1| = 1, es decir

|dz| =

(f)m — L T gy | =
! 27 Jju—1)=1
1 1 ——ktm—1
~ oo (D "
zZ|l=
1 2r ) )
= o (e 4 1)FFm=l (o= g )ktm=lgy
T Jo

22Con la notacién A queremos indicar que en la matriz infinita A hemos eliminado las primeras m

filas y columnas.

23Esta notacién se utilizard también para los polinomios desplazados. No confundir M®D con M’ en la
primera se eliminan primera fila y primera columna, en la segunda solo la primera columna.
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Observacién 5.5. Parece natural que nos preguntemos por la expresion de la matriz D¥
correspondiente a M¥ en funcién de la matriz D correspondiente a M. Se tiene el siguiente
resultado.

Proposicion 5.4. Sean dos matrices M y M¥, HDP infinitas y relacionadas mediante
las expresiones (27), siendo D, = (dij)?j:l Y D, = (dij)%zl, las matrices de orden m
asociadas a M. FEntonces las matrices D}, y ﬁﬁ de orden n asociadas a M¥ vendrdn
dadas por

ady + %dm ‘%dzdm %dm co %dln
aldyr adyy+ 8 {das @?6&4 co &Tjdm
DY — 0 aldsz  adsz+ 5 fGdsa . @Tjd:sn (30)
" 0 0 ’O&|d43 ady + 8 ... @Vﬁdzm
0 0 0 0 coo adpp + 8
y por
ady + 8 9{26712 0436113 044@4 e 04"6713
1 ada + 3 g2d23 0436124 o an_lgivzn
2 n—2
1390 _ 0 1 adss + 3 a d3q .. an73('1v3n (31)
n 0 0 1 adg + 8 ... Q" 2dyy,
0 0 0 0 oo adpy + B
DEM. Es un ejercicio que dejamos al lector. Puede verse en [Escll]. O

Observacion 5.3. Obviamente la matriz a D+ 1 tiene como espectro el espectro transfor-
mado de D, pero lo importante, aqui, es que al ser a € C, aD + I no tendria subdiagonal
estrictamente positiva. El anterior resultado resuelve ese problema. Claramente DY es
unitariamente semejante a oD + 5.

Ejemplo 5.2. En el ejemplo de la matriz de Pascal hemos visto que a =1y 8 = 1, luego
en este caso y aplicando la férmula (30) tenemos que

0000 1 00 0
1 000 1100
pD=uUu=1| 0100 — psF=]101 10
0010 0 011

Nétese que o(D¥) no es mas que o(U) trasladado a la derecha una unidad. Ademdas U + I
es subnormal, lo que podemos probar directamente, sin utilizar el resultado que relaciona
el que M sea de momentos con el que D sea subnormal. Si p(z) es un polinomio y U
el shift-right (que es subnormal) el operador p(U) es subnormal (ver prob. 198 [Hal80]),
si N = men(U) (minima extensién normal de U), tendremos que p(N), que también es
normal, sera la extensién de p(U).
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Observacién 5.6. Es importante no utilizar equivocadamente los anteriores resultados
ya que el orden en el que se efectuan las transformaciones es importante. Si queremos
llevar los momentos de los P.O. de Tchebyschev de primera especie, del intervalo [—1,1]
al [0,1], podemos seguir dos caminos, consistentes ambos en dos transformaciones, por
ejemplo: Una traslaciéon « = 1 con = 1 y luego una homotecia o = 1/2 con 8 = 0, o
bien una homotecia & = 1/2 con § = 0 y luego una traslacién « = 1 con § = 1/2. En cada
caso si se desea la matriz de momentos normalizada habra que dividir por el cyg final.

5.4 Expresion paramétrica de D en el caso en que M sea de Toeplitz

Obtener ahora la formula de recurrencia para los ménicos en el caso de que M sea de
Toeplitz es sencillo ya que resulta inmediato probar.

Corolario 5.1. Se cumple que

Ba(0) =1 () (32)

Kn

Asimismo
|®,(0)] <1, vn € N. (33)

DEM. A partir de (16) y expresando el polinomio normalizado en funcién del ménico
queda
2 2 _ 2.2 2
b = bip—1 = Kn(0,0) = Kno1(0,0) = |@n(0)|° = &5, |20 (0)]7,
dividiendo por x2, tenemos (32).
Se cumple obviamente que 0 < (kp—1/ /<cn)2 < 1. Luego necesariamente a partir de (32)
se verifica que 0 < |®,(0)| < 1, es decir (33). La consecuencia es que cuando M es de

Toeplitz HDP, las raices de los polinomios estan todas dentro de la circunferencia de radio
unidad. Propiedad muy conocida de la teoria de P.O. en la circunferencia.

Ademis observamos, lo que luego tendra importantes®* consecuencias, que la sucesién
de nuimeros reales positivos {k,} verifica k,_1 < Ky, Vn, es decir, se trata de una sucesién
mondtona creciente. O

Teorema 5.1. Si {¢y,(2)}22, son polinomios ortonormales sobre la circunferencia unidad,
entonces se verifican las siguientes relaciones:

i) Kn—12 Pn—1(2) = Knpn(2) — @n(0)e5(2), (34)
it) Fn1¢n(2) = K 2 @n-1(2) + n(0)py,_1(2). (35)

DEM.

i) Partimos del lado derecho de (18), es decir de

n

Kn(2,0) = Y 0r(2)9k(0) = kair(2),
k=0

24Podr4 darse que bien K, — 00, 0 bien que &, — k, cuando esto dltimo ocurre se dice que se cumple la
condicién de Szegd, que implicars, como veremos, que la sucesién de polinomios no sean densos en L2 (T).
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de donde se deduce por la propia definicién de n-nicleos que

Fn@p(2) = Fn-19n-1(2) = Kn(2,0) = Kno1(2,0) = ¢n(2)on(0). (36)

Recordemos que ¢ (z) = 2"gn(2), por tanto aplicando la definicién de los reversos a la
ecuacién anterior queda

Kn2"on(2) — ’inflzn_l‘)@nfl(z) = pn(2)pn(0),

tomando conjugados, y multiplicando por z", queda

Kn2"Z" pn(2) — Hn—lzngn_l‘;pn—l(z) = 2"n(2)en(0),
se tendra que z"Z" = 1, etc., y volviendo a aplicar la definicién de reverso resultara
Knpn(2) = kn-12¢n-1(2) = ©n(0)py,(2), (37)

con lo que hemos probado (34).

ii) Veamos ahora que se verifica (35). En efecto, despejemos?® ¢%(z) en (37) y substi-
tuyamos en (36), quedard

Kn <Hn<Pn(z) —(plzza)lzgpn_l(z)>

multiplicando por ¢, (0) resulta

— Kn—195-1(2) = @n(2)$n(0),

'“%219071(2) — Fnkn—12Pn—1(2) = kn—19n(0)py,_1(2) = |‘Pn(0)’2¢n('z)-

2
Sabemos que |®,(0)]2 = 1 — "1 0 lo que es lo mismo |¢,(0)]> = k2 — Kk2_,, substi-

2

K'/TL

tuyendo este tiltimo valor en la anterior ecuacién, cancelando x2¢,,(z) en ambos términos,
y eliminando en todos los factores k,_1 podemos despejar k,—1¢,(2) vy queda

Fn—19n(2) = fin 2 Pn-1(2) + ¢n(0)g; 1 (2),
que es lo que queriamos probar. ]

Corolario 5.2. Se cumple la recurrencia para n > 2 siguiente

Kp—1 n(Z)_ Rn—1 (Pn(o) (Z)‘FM 9071(0)

_ 2pn_9(2). 38
Kn 4 Rn Son—l(o)()pn ! Kn (Pn—l(o) on 2( ) ( )

Z‘Pn—l(z) =

DEM. Reescribamos (34) para n :=n — 1 y despejemos ¢} _;(2) tendremos

Kn—19n—1(2) — kn—220n1(2)
¢n-1(0)
25Podrfa ocurrir que ¢, (0) = 0, y por tanto z = 0 serfa también rafz de ®,(z), con lo que ®,(0) = 0,

por tanto k2_; = k2, y ambas férmulas de recurrencia coincidirian. Se tendria que wn(z) = zpn—1(z), por
lo que podemos suponer que ¢, (0) # 0.

Pn-1(2) =
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Basta con despejar zp,—1(2) en (35). Substituyamos este valor en (35) tendremos

wrenle) = sl ) (2 S

Despejando la expresion recuadrada tenemos que

Rn_lg@n(Z) _ kn-1 9071(0) (Z) Kn—2 9071(0)

ZSOn—l(Z) = Hn Hn gDn_l(O) (pn—l ,‘in gOn_l(O) Z(pn_Q(z)7

que es lo que queriamos probar. ]

Finalmente se tiene el teorema siguiente:

Teorema 5.2. Dada la sucesion de polinomios ortogonales {¢n(2)}, sobre la circunferen-
cia unidad, se cumple que

900(2) _(I)IEB %(1)7 0 . 0 0
e1(2) PPy 0Py Mmoo 0 0
©2(2) - ST IR X SR 0 0
Pn-1(2) S,y P, B 2D,y o 20,8, 0B,

¢o(2) 0

v1(2) 0

X ©2(2) 4 Bt :

: fin 0

Pn-1(2) on(z)

donde los ®; y @, estdn particularizados en el origen.

DEM. Escribiendo la expresién (38) para los valores de n siguientes: n —1,n —2, ..., 2
y 1 y sustituyendo sucesivamente cada una de estas relaciones en la expresién anterior se
obtiene

’QQ o I€2
Z(;anl(Z) — HZ;l Son(z) —+ |: ”Hiﬁn_?l] @iig(()())) @n—l(z)
K2 — k2] o k2 N
+.o+ [Kiﬂn_ﬂ 2128§¢1(z) T {’Snﬂn_ﬂ ZOES)) wo(2). (39)

que es la férmula de recurrencia larga; si comparamos con la férmula (23), resulta que
dpt1m = Kn—1/kn, y sies j <n, que

g — Ko =K1 | ¢n(0)
o RKnKn—1 (Pj—l(o)

Como se tiene que ¢, (z) = kpPp(2) v |gpj,1(0)|2 = R?fl |<I>j,1(0)\2 = Kj_1 — /@?72, se
obtiene de aqui que




es la expresién de los términos de la matriz D, siendo j < n. La relacién (39) puede
escribirse ahora como

Rn— — Rn— —
Zsonfl(z) = : 190n(z) - @n@n,1¢n,1(z) - Hn j‘bn(bnf%@an(Z)
n n—
KR — K _
— =0, 8101(2) — —— P, Poo(2), (40)
n—1 Rn—1

donde los productos ®,®;_; estan particularizados en z = 0. Obteniéndose ademas la
igualdad matricial del enunciado. O

Observacion 5.4. Transponiendo resulta, que la seccién de orden n de la matriz D es

—(1)160 _T’?)CI)Q@O ;—’3@350 . ,;f_(; (I)n,160 f;:iol <I>n50
%) —@251 _?21(1)361 . ;:_12 (I)n,1$1 H_:_ll <I>,§1
K Y —K Y —K Y
0 0 0 C —‘I)n_lgn_g ;’:1:12 (I)nEn_z
0 0 o ..  m —5,B,

Los productos ®,,®,_1 estdn particularizados en z = 0.

Proposicion 5.5. Si M es HDP infinita y D es la correspondiente matriz de Hessenberg,
entonces®S
M es de Toeplitz — D"D=1.

DEM.

DAD =1 & (T7'S,T)(THSRT)=1 & T 'S MSRTH =1
& SIMSr=TTH =M & M esdeToeplitz .

Noétese que todas las operaciones con matrices infinita tienen sentido por ser Ty T y sus
inversas matrices triangulares asi como Sg, cuya inversa por la izquierda es Sy. ]

Observacién 5.5. Nétese que no afirmamos, en principio que DD = I. Si la medida
fallara en satisfacer la condicién de Szegd, es decir, si no se cumple > 7o |®,(0)> < oo el
sistema de P.O. serfa completo, es decir II = LZ('I]'), y D seria normal y por tanto unitaria,
y si se cumpliria DY D = DDH =1T.

6 El teorema de Szego

No incluiremos la prueba del importante teorema de Szegé-Kolmogorov-Krein, debido a su
extension. Ni tampoco el teorema que prueba que si falla Szego el sistema de polinomios
es completo. Aunque los enunciaremos y pondremos diversos ejemplos. El teorema de
Szego afirma (ver cap. 3 de [Nik91]) lo siguiente:

26Ver ([Tom11] )
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Teorema 6.1. Sea una medida do(e®) sobre la circunferencia unidad y tal que
do(e) = p(0)do + dv(e?), (42)

siendo p(0) una funcion no negativa, sumable en [0,27], y sea v la suma de las compo-
nentes®” singulares y discretas de o. Llamamos &(p) a la media geométrica de la funcién
p(0) sobre la circunferencia unidad, es decir

6(p(0) = o (5 [ me)s).

2
se cumple entonces que

An-‘,—l . 1
mA, i) oW

lim — = lim
n ,‘ﬂ}n

Por otro lado tenemos (ver pag. 104 [Nik91]):

Teorema 6.2. Sio es una medida de la forma (42). El sistema de polinomios es completo
en L2([0,27]), si y solo si la funcién de peso p(0) falla en satisfacer la condicion de Szego.

Corolario 6.1. Si L2 =TI, el operador S, : Il — 11, tal que S,(p(2)) = zp(z), es normal?®
y por tanto lo es su representacion matricial D, respecto de la base ortonormal.

Ejemplo 6.1. Consideremos la medida du(6) = (1 + cosf)/(27)df, la matriz de momen-

tos?? es
1 1/2 0 0...

1/2 1 1/2 0...
M| 0o 12 1 1/2..
0 0 1/2 1...

Resulta inmediato por induccién que A,, = (n + 1)/2", por lo que

I A, (e 1
5 = lim ~—— " = .
n—00 K n—00 An—l n—00 n/Q(” ) 2

Por otro lado tenemos que puede, con cierto trabajo, calcularse que

1 [ 1
&(1 + cosf) = exp (%/ In(1 + cos6)df = exp (—In2 — 27i) = 3
0

luego se obtiene la identidad esperada.

Observacion 6.1. Este teorema se satisface también en el caso extremo en que 1/00 =
0 = e™*°. En ese caso falla la condicién de Szegd, lo que equivale obviamente a que
Kn(0,0) = Y40 [pn(0)]* = +oc que, por el teorema de comparacién en el limite, es lo
mismo que afirmar que Y, _, |®x(0)]> = 400 o que K, — co.

s decir %8919) =0, a.e. en [(0,27).

2En este caso unitario, ya que S, coincide con N, = L2 — L2, siendo N, (f) = zf y N2 (f) =zf y
por tanto ||, ||> = || No||> = |2]? = 1.

La matriz es de Toplitz y su serie de Fourier es 1/26719 + 1+ 1/2677;0 =1+ cosd, y dividimos por 27w
para que resulte de probabilidad.
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Ejemplo 6.2. Funciones tan simples como p(6) = (cos(mf) + | cos(m#)|)/2, con m € N,
fallan la condicién de Szegd porque su soporte no llena la circunferencia. Lo que también
ocurre en los casos puramente atémicos no densos sobre la circunferencia.

Todo depende de la media geométrica de p(#). Un ejemplo que no satisface la condicién
de Szegd y su soporte si llena la circunferencia es la funcién p(f) = exp (—1/|cos(0)|),
ya que es claro que la integral impropia vale fo% In(exp (—1/|cos(0)|)dd = —oo, luego
&(p) =0.

Hay una condicién suficiente®? para saber si el soporte llena o no la circunferencia. Si
®,,(0) — 0, podemos asegurar que el soporte llena la circunferencia.

Funciones como p(#) = cos(mf) + 1, m € N, cuyo soporte llena la circunferencia y
alcanza el cero m veces, podemos escoger m tan grande como deseemos, sin embargo
siempre satisfacen la condicién de Szegd. Incluso una familia de funciones como p(0) =
|sen(6/2)|™, que se aproximan a 0 al aumentar m € N. Se calcula que para m = 20,
k = 1024; para m = 30, k = 32768; para m = 40, k = 1048576, etc., luego para todo m
las funciones de esta familia satisfacen la condicién de Szegd.

El ejemplo que ponemos a continuacion, lo hemos construido a partir de los ®,,(0). No
conocemos la medida, pero es claro por lo arriba sefialado, que llena la circunferencia, y
sin embargo no satisface la condicién de Szego.

Ejemplo 6.3. Supongamos que ®,,(0) = 1/v/n + 1, resulta inmediato que falla la condicién
de Szegd, ya que Y o2 |®,(0)|* = +o0, por lo que

r 1 1 1 1 1 1 7]
V2 V23 VB4 Va5 VB ©V/n(nr1)
Vi1 _ 1 _ 1 1 _ 1
V2 V23 V34 V45 V5.6 v n(n+1)

V2 1 1 1 _ 1
0 A ~Wa Vs vse oD
0 0 V3 1 1 R S
Vi Va5 /56 \/n(n+1)
D= 0 0 0 v4i o 1 1 ,
V5 V56 \/n(n+1)
V5 1
0 0 0 0 NG oy
0 0 0 0 0 \/7%

es unitaria, es decir D¥ D = DD . Se puede verificar directamente que esta matriz es uni-
2
-1 1

o0
taria, basta utilizar repetidamente el trivial resultado de series Z _— | = —.
n(n+1) m

n=m
Incidentalmente Sg — D es una matriz tal que todas las diagonales tienden a cero, pero

no define un operador compacto en £2. Nétese que D + (Sg — D) = Sk y al ser D unitaria
su indice en un punto del interior de la circunferencia es 0, y como difiere en un operador

30Probarlo requerirfa algunos resultado no triviales como la desigualdad de Ullman, ver pag. 5 [Sta92]
y nociones sobre la capacidad logaritmica de un conjunto.
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compacto de Sg, tendria que tener el mismo indice que Sg (y el de Sk es —1 en los puntos
de dentro) luego Sr — D no define un operador compacto.

Agradecimiento Este trabajo ha sido realizado como parte del proyecto MTM 2016-
80582-R (AEI/FEDER, U.E.) del Ministerio de Economia, Industria y Competitividad.
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